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EO _ Ж ЕРЕЕН араа 
大 家 知道， 现今 人 类 正 处 在 从 工业 社会 向 信息 社会 
变 的 历史 时 期 ， 国 内 外 科技 教育 界 人 入 士 已 经 在 关心 着 高 等 
数学 教育 的 苹 新 闻 题 。 首 先 考 虎 到 的 问题 是 ， 理 工科 大 学 
的 数学 教育 应 该 达到 怎样 的 目标 ? 关于 这 一 问题 ， 我 很 更 
成 外 国 知 名 数学 家 A. Shoenfeld 在 他 199] 年 撰写 的 一 篇 
文章 中 提出 的 一 个 观点 。 他 认为 帮助 学 生 们 学 会 “数学 地 
ER” RAEE, KREW, KEE ERLYN 
FAFARA, J W Ж ВЕ F Mh j 39 ЧЕ 

A, 处理 和 解决 问题 。 

当然 ， 要 帮助 学 生 们 获得 上 沁 数 学 素质 ， 只 靠 传 统 的 
重演 经 、 轻 归纳 的 教材 和 教 法 是 不 可 能 的 ,我 认为 最 有 效 
的 办 法 ， 还 是 要 鼓励 并 指导 学 生 们 自己 主动 去 做 数学 、 想 
Tas K e RAHA, ANa 


. Ж), 533 W 的 大 学 生 训 成 为 十 分 必需 的 了 。 
记得 4 年 前 ， 我 国 《 工 科 数 学 》 杂志 主编 、 已 故 数 学 
教授 卢 树 铭 来 找 我 讨论 本 书 的 编写 计划 时 ， 就 谈 到 了 此 书 
应 该 具备 的 特色 和 功能 。 经 过 一 批 学 有 专长 县 富有 教学 实 
践 经 验 的 数学 专家 们 的 共同 努力 ， 此 书 终于 写成 了 ， 而 且 
体现 了 卢 树 铬 教授 当初 的 愿望 和 设想 。 相 信 此 书 的 出 版 将 
是 早 浙 者 售 笑 于 九 僚 了 。 
显而易见 ， 这 本 书 至 少 具有 如 下 三 点 特色 。 一 是 为 了 
使 全 书 以 方法 为 主线 而 又 不 脱离 数学 的 具体 内 容 题 材 ， 故 
比 书 按 题 材 内 容 分 篇 ， 而 按 方法 分 邯 ， 这 样 也 就 不 必 去 追 
求 数学 知识 内 容 的 面面俱到 。 二 是 为 了 使 读者 便于 理解 方 
法 、 思 想 的 来 龙 去 脉 ， 故 对 各 种 方法 的 恩 想 背景 、 特 点 等 
均 有 简要 的 文字 说 明 。 三 是 为 了 帮助 青年 读者 能 切实 党 所 
解 题 的 方法 和 技巧 ， 生 能 举 一 而 反 三 ， 故 此 书 都 是 结合 县 
体例 子 来 讲述 方法 的 每 种 方法 都 配 有 一 定数 量 的 具有 此 
型 性 与 普 送 性 的 例题 。 有 些 例题 选 自 研 究 生 入 学 试题 或 数 
学 竞赛 题 ， 具 有 一 定 的 深度 和 难度 。 


可 以 期 望 ， 只 要 青年 读者 们 本 着 “做 数学 、 想 数 堂 、 
评 数学 ”的 主动 精神 来 使 用 这 本 书 ， 则 此 书 对 培育 “数学 
地 思维 ”的 能 力 和 习惯 点 该 会 有 所 帮助 的 。 这 里 我 乐意 就 
数学 解 题 方法 或 一 般 数 学 方法 的 评价 与 鉴赏 问题 ， 提 儿 点 
建议 供 读者 们 参考 ， 

大 家 知道 ,数学 中 的 解 题 方法 多 不 胜 数 ， 方 法 月 大 有 
A, AERJ, ATAA, P, gzl RHK, E 
的 数学 方法 或 解 题 方 法 往往 具有 这 样 三 介 特 点 ; (1) 思想 
的 简单 性 ; (2) 方法 的 普 适 性 ; (3) л, E 
L, 每 -- 种 漂亮 的 解 题 方 法 ， 其 基本 思想 都 是 十 分 简单 而 
自然 的 。 好 的 方法 都 有 较 广 的 应 用 范围 ， 忆 即 都 具有 相当 
的 普 适 性 ( 即 亚 浪 适 用 性 )。 但 是 ， 用 普 谤 的 方法 去 解决 
具体 问题 时 ， 还 必须 针对 问题 的 特殊 性 ， 利 用 问题 提供 的 
特殊 条 件 ， 使 方法 采取 合适 的 特殊 形式 才能 使 问题 迎 刃 而 
解 。 而 方法 的 恰当 特殊 化 常常 表现 为 技巧 ， 所 以 一 个 方法 
站 人 否 能 引出 上 共有 各 种 针对 性 的 技巧 ， 也 是 评价 它 的 一 个 重 
要 标准 。 

读者 们 可 以 注意 到 ， 在 本 书 中 几 已 取得 规范 化 名 称 汐 
著名 方法 ， 如 坐标 法 、 参 数 法 、 分 离 变 量 法 等 等 ， 无 疑 都 
-是 具备 上 述 三 特点 的 好 方法 ， 而 且 还 是 十 分 基本 的 方法 。 
但 尚未 取得 规范 化 名 称 的 许多 方法 技巧 中 ， 也 有 不 少 是 非 
常 好 的 方法 。 林 信 读 者 们 在 “做 数学 ”的 实践 中 会 逐步 去 
掌握 并 将 欧 赏 这 些 好 方法 。 如 果 再 主 一 步 对 它们 作出 扩充 
和 发 展 ， 那 就 更 好 了 。 

最 后 ， 我 远 希 望 此 书 的 使 用 者 或 读者 如 有 任何 反馈 信 
息 或 见解 ， 均 请 直接 函告 出 版 社 的 编辑 同志 为 地 。 


徐 利 治 
1998 年 4 月 4 日 


п Ж 
人 类 即将 步 入 知识 经 济 的 时 代 。 创造 知识 和 应 用 知识 
的 能 为 与 效率 将 成 为 影响 一 个 国家 综合 国力 和 国际 殉 争 能 
力 的 决定 性 因素 。“ 一 个 没有 创新 能 为 的 民族 ， 难 以 屿 立 
荆 世 界 先进 之 林 ”。 霹 等 学 校 如 何 能 培养 出 具有 创新 意识 
和 能 为 的 年 轻 人 人 材 ， 关 系 到 我 国 下 一 世纪 的 发 展 和 命运 。 
为 了 这 人 目的 ， 学 校 的 最 重要 工作 是 转变 教育 观念 ， 在 教 
育 目 标 和 教学 方法 上 作 根 本 性 改革 ， 鼓 励 币 培养 学 生 的 主 
动 性 和 创新 意识 。 
4 年 前 ， 徐 利 治 教 授 和 已 去 世 的 户 树 铭 教授 佛 导 编辑 
一 本 《六 学 数学 解 题 法 诠 群 》 时 ， 突 出 的 思想 是 希望 学 生 
通过 解 题 训练 能 加 深 对 数学 的 理解 和 方 渤 上 的 提高 与 创 
， 培 养 数 学 地 思维 习惯 和 能 力 。 安 徽 教 育 出 版 社 的 编辑 
通过 驱 芋 细致 的 工作 ， 和 积聚 了 一 批 在 数学 各 学 科 有 丰富 
学 经 验 的 专家 编写 了 此 书 。 作 者 们 精心 挑选 了 习题 。 他 
不 仅 在 做 题 ， 而 用 在 讲 题 。 通 过 解 题 着 重 阐述 了 数学 思 
与 方法 ， 也 体现 了 作者 们 对 各 门 数学 的 认识 与 理解 。 我 
信 读 者 们 在 学 习 本 污 之 后 会 有 许多 收益 。 同 时 ， 我 也 项 
望 读者 们 不 要 看 人 家 做 题 ， 而 是 目 己 先 做 ， 然 后 再 与 书 中 
比较 。 这 不 仅 是 切实 提高 自己 能 力 的 好 方法 ， 而 且 更 重要 
的 是 我 相信 读者 们 会 有 比 本 书 更 好 的 思想 和 方法 ， 会 有 很 
多 的 创新 。 学 生 本 应 是 超过 考 师 的 。 
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第 1 篇 数学 分 析 


》1.1 求 数列 极限 的 各 种 方法 


极限 是 数学 分 析 中 明 重 旧 的 基础 之 - RA A 
ЖИБЕ ЕП БЕ ЖИН. 论证 极限 存在 及 求 出 骸 良 是 学 好 
数学 分 析 的 第 :和 步 , 数 列 极限 的 计算 和 论证 的 方法 
Яй: 

СТУ 应 咱 数列 概 限 的 定义 ， ш aN 方法 . 

(2) ЭЦ БЫЛЧ +, 一 , x, 二 四则 运算 人 性质 . 

(3) EEE E E h, San S ro. „ит P, 和 lim r, 
Tr H +H E , Ж „т аз BFE, П lma, = dim 5, ш 

lm (q. | 

(4) 单调 赠 ( 减 ) ДЕСЕ) 界 的 数列 收敛 . 

在 证 出 了 数列 г ЦЕ ТТ. ОЛИ Н Н, — him х, ， 
往往 不 关于 x, 的- -个 递 推 公 式 网 边 令 n 一 -+ оо ,得 到 
XT. 的 方程 式 ,于 是 可 解 出 极限 值 .x Ж. 

(5) 两 个 重要 极限 ; 

(79 (1+ Lyr, elim Sne 
) z Cauchy как. 
(PUR r, 的 上 概 限 和 下 棋 限 相等 , 即 


lim т, = m Fy» 


则 z, 的 极限 存在 且 | lma, = lm z, = dim ra: 


(8) Stole 公 ыен: 12) 页 — 26 Ж): 
(— Solz А уты): Mir i ЛЮ, H lim x, = 
+ оо, Ж 
[a € KERE), 
„Ун Wa- | 
lim = |: оо, 
+ ИІ 
一 20. 
ii 
. б Ул Ун-1 
[тп hm 一 
тоб are T+ Ey “и 1 


со Stolz 210): B H н — + co В, у = 0, х, P 
HARRETO # 


fa C R 
. V Yu- 
lim "H 4+ оо, 
一 CC 
向 | 

Ahn Yn Ун-1 

Hm Hm 一 

— +> Г Eu | 


(9) УТЕ RAE ХРА ER , ЖК S u RoR РА 
ЕНШЕ САП {ЧК р ЕО SEE. L Heshttal 
法 则 或 Taylor EF SO 求 出 极限 .站 而 也 得 到 相应 的 
RP EK BE. 

(10) 将 数列 极限 化 成 Riemann 
式 , 然 后 求 出 积分 值 , 即 为 所 求 的 极限 . 


ДЯ ЛЕД 


т | b _ ТА 
im 51/08) ot = | [Саа . 


(11) млаз Уа, РЯ 5, = Уа 


收 襄 , 所 以 也 可 用 级 数 收 伍 的 判别 法 和 求 和 法 米 研究 
数列 的 收 敏 性 和 极限 . 


1.1.1 É lim a, = a ER 证 明 
(1) hm ы —— = üi 
(2) Нва = + 00, eesee 时 ,1 中 的 结论 ; 
(3) liim — ra а, 20.2 E 
"U oeu + 
| Ey 


(4) lim Марта, = а.а, > 0.2 — 1.2. 


证 (1) 用 极限 的 定义 证 .由 于 lim a, = a ,所 以 
对 全 给 的 > 0, 存 在 Ni € NP > N PÍ. а 
a `< >. ХШ a, К,а, APAT I ana 
АЙ ЛЧ la, аі M.M >a — 1,2,…, 周 定 


2N iM 
Му. № > max i №, " in > NT, 
Га + + а, 
- 一 а 
| п 
laj- a) + (аза) 1 
Е n 
Тарт аж Гау zai 
== н 
| gu е |+ + a, та | 
n 
2 ММ л № £ 
= . 
` N ЕН 2 


<+ = Ё. 
Е, lim ч — = a. 


(2) Ча = + оо hL SS ed y. EE К,А V A 
1 


> O,F Г т la, = + 9 ,所 以 存 作 Nj, 当 n> М, 
. | а 十“ + ам 
时 ,> 4A А Ni ,出 于 шп 了 = 0, 
_ 91 + ... + ам 
故 存 在 Му n > N; f , >- A.B N 
= max1]2 N ,zl 2 п> МЕ, 
ат + a, 
n 
ato жам ачы + + а 
7 n ! n 
_ № М, 
>- А + TA = =-A+(1- — MA 
> A+- MASA 
FE, hm aita _ 1 оо 


п 
REETH а =- оо 时 ,结论 也 正确 ， 
BE a- о, Шр КОЛ vz. 例如 a 
( D'r, lim а, = оо ,但 


41 ++ on 


2п 
1-2+3-4+з--+2н—1-—2п 
Е 25 
w 1 „_ 1 ц 
Dn 一 2 zin T со), 
а + + azn- 
п — 1 
1-2+3-_ - (29-2) +29 1 
254 – 1 
nn 1 
29 1 z (n >+ ©), 
+-+ 
于 是 lim “! 2 不 存在 . 
(3) 由 于 au > 0,а = 1,2,7, lim a, =a Mja 
= Ü 


(DMR a > 0, 就 有 lim + = Z > 0, 应 用 
(1) 得 


ъа 1 
， al а, ， 1 1 
hm = lim 二 
п te т I" +o у a 
lm —— = im -一 
mms l ушу ll 
@| а, 1 а, 
н 
1 1 
= 一 й 
1 1 1 
+ + — — 
. “| “н d 
lim 7 
nyu H 


(У 如 果 a = 0, 由 于 a >0, 故 üm 二 = +e, 


应 用 (2) 得 
2 


И 
81 An 
iri = + © 
н-к 90 # 
TE. 
n — 
ыш, 
я | й, 
= im 1 - I = Ü = m 
сазе а E 
й] а, 
# 
综合 (1 )( ii), 就 有 im р а. 
uta 一 一 十 十 — 
й 


81 
(4) НҒ а, >бп = 1,2,--, Ки 


тр аа < ats 

一 一 十 ve + — 

tl йу 
HEG) 3, AWAR B ЯЕ НЕТ 

lim “арса, = a. 

车 a =0, 可 以 直接 证 ,事实 上 ,由 

0 < Yaya, < атса 
和 ln ассы = а = 0 = ,lim 0, ЖЕ 
理 得 


im “арса = 0 = а. 

Ж ”在 利用 定义 ( 即 eN 方法 ) ПЕНН а, 有 极 
限时 ,通常 有 一 条 主线 . 它 是 应 用 初等 数学 的 技巧 将 
Га, ”a | 不断 适当 放大 ,直到 能 从 其 中 解 出 自然 数 
М 来 .本 题 (1) 的 主线 就 是 


A 
n 
ajalt +las -al 
< 1 
п 
| ама а|+ Tl z, а | 
+ 1 
н 
NM п- № E E E- 
< у t p 28212 e 
КЕ NI I M 
МЖА < 方 中 解 出 的 . (2) 中 的 主线 应 是 缩 
小 不 等 式 ， 


下 面 的 1.1.2 一 1.1.7 中 ,请 读者 特别 注意 解 题 
中 的 主线 . 
1.1.2 设 п а, =a, X H min Є М, tum = Ü, 


tm = 1, lim fan = 0 时 , 试 证 


lim (тыа T fazaa +" ва) = a. 
x F Fm 


证 ”因为 a Ра, а, ARI aal 
M.M > On = 1,2. 


Ye >О, N C N Tn N ‚рч — 
< > AEN AP in е 一 小 所 以 在 在 Na, n 


> N- Bf, ғ < k= 1.2, N М = 


Е 
IMN,’ 


тах М.М»), я > М,Н 05 = 1, 有 
aoil 


Гелар е мо G | 
= ! Ра 十 … + Eee = ТУ +" + fa lu | 
= | абир a) ке P bala, — a) 1 


十 р! аму а 


+ хр Nl Ta [+T T£, Га a 
£ 
< Мо 十 十 Lx ) + 5 (ам 十 + і) 
= 


aM- Му. IMN + > = Е, 


м 


` 
ГЕ in N Fuia = Q 
тт. | 


11.3 TZ lin а, — a, lini b, = Б.Ш 


шой Ñ dibe- + U + абу T а 
lim —— · - = ар. 
u + п 


证 法 | Hilma, a, im b, < b Aliantei Bp 


AR BITTE М0, та ТМ, М, та! 
< М.Н Ye 50, IN C N Ча > №, BJ, 


la, < < b 5 !< 


— Æ 
4м ` АМ 
Hy т т җ' r 2M 
BDE N O HR N > max| №. M [las - ali tla, 
a 十 | by: b |+ 1 bv, -ilbh "ina > N 
日 ,有 有 


шй | d Pyl | + 4-10) + d Da 


` аф 
н 


_ | l kaob - ah) + (арб. у ` ab) 1 


Бару ab) t бабр а) + < | 
= IE Lb, (ao a)+a(b, Db) б убар- a) 


Tab | 


аф 


р) ++ hokan _ а) + a ёр 一 b)! 


+ | 


n 

-M 

i y llasa lies жа, та [十 | am ñ +" 
了 


局 一 下 i++| 51] 


1 
上 


a ST lan alt [а zal 
р n ~, 


F| ba b |+ ° + бу) „|15 _ 
„М ш, т-а + ерта і 
Р 
Eob aT +u ЫА ] 
£ | 2] Е 
+ M 
< 2 H (a №) 4м © E 


这 就 证 明了 


Auba Tah, | + + a 10у + ад А 


lim — ар. 


ы "ro н 
证 法 > 今 Q, T ap T a, Ë, = b, - ИП 
lim a, = lin: (a, = a) — 0, lim B, = Ü. 
根据 Cauchy 不 等 式 和 题 |. 1.101). A 


(0 = ! а, + a Ë, 1 + + аы y 


л 
н ш ` 
`Y 2 NV 62 
“, — ñ, 
т” а= =й 
Ба 一 x 
n п 
ы a 
z 2 
Ма, ñ. 
- . ü "Ü 
lim 
ro п 


r =l А Шы n і | 一 
‚Еп, +] n+l | н ) 
= 0:0-1=0 = 
ЕН H1 ye W ДЕ #E48 ТЇ 
lim Е apn- + + z, j - 0. 


"+ п 


于 是 


ао арб + ` + е 
lim н 


Н, НА 1.1.1(1), 有 


= 0. 


dpb, 十 agb, р + а, Ба 
у 2059 т шаа аш 


[in 
noela M 
一 lim T (es +a + b) + = 


+ (a, а) + 5)] 


lim | + + андо + p2 ++ шн +1 


ЧГ H n+l H 
Ë + + Pn H” +1 H d l | 
tas н +] а + п 90 | 
= 0+ р Ü. 1+а Ü: 1] 11: ab = ab. 
1.14 Ж lm a, = п, 
а "1 = * 
. ар+2@,+ T ha, a 
п, Оу =. 


证 法 1 因为 іш а, — a 收 就 ,所 以 a, 有 界 ,因而 
а а, та a | M.M 0, н 1.2. 
З Ye S0 IN EN, n> М. а-а < 


М ' ñ 
+ .固定 М3 №, {n> № Bf, =M < +: Ti 


л 
< + R N = шаху, 3), Kan > N BF, £ 
а ft даз | "` + nG, Л 
n? 2 


=| Lika, - а) + leaz- a) +s 
n 


ulan +1) - по, 
копал = a) + € laj- = 


ЕЕЕ 


] a 
=! (а-а) + t яба, а), | 
КАШ +` =+ las а! 

п 

+ (№ +0) analita] anma l] 

Га | 

n 

мом +1) 
< — 

п 
œt ня £ lal 
п? 3 H 
NM nnt D-NEN +) e 二 
< + 2 "313 

* ЕЕ, Е _ 
< 3 + 3 + 5 = 

因此 

| ау tlag t + na, _ а 

тп n? 2: 

、 ар t 29 t U + за, _ 
证 法 2 ЖИ H пя +1) a 
2 
造 一 新 数列 : 


b, 一 а,б; 一 b; = аз. ba = 
оша. = 


bs = bé = 03,77» 
显然 ， іт ё, 
= Пт а, = а.# ЖЕ, Yeb, IKEN, k> 
A N = К+) , 当 н > N 


"е = binti Hett} 一 Ap - 


КЕ, а -а1< е. 
в, > КАКЕ), 


н | = a| — a |< е (k > 


K). 
让 题 1.1.1(1) 知 
Бъ 6, 
lm — — = а, 
n— += п 
bti t + 十 buta i D) b +o + b 
k: — йж” * 的 一 子 列 , 因 
此 ,也 有 
Б а + 245 +" + NH, 
бе ” п + 1) 
2 
bi F by + е + Во 
= lm =a 
изү пін +1) 
2 
_ + 249 十 … + na, ‚чы. 
ЕШ im “Эа 人 .事实 
— + H 
E ар + 2а) 十 … + па, 
‚кюю n? 
lim © +2az+t i + па, m(n +J) L 
оь n(n 1 1) 2 n? 
F 


li aj; +2605 t't + па, ntl 
Tane alanti) 2п 
2 
l _ а 
“ 2 2 
证 法 3 WAZ 型 Stolz 公式 ,有 
. 人 十 2aa 十 -… + па, 
lim 7 
j; ла„ 1 Ti, 
= Мазут рур = Am 22 —1 
li ян _ а 
=z- t 2 
Ж ”证 法 2 中, 构造 一 个 新 数列 b, EA 
1.t.1(1). 
15 EBH іта = 4a,141< 1, 求 证 
Jim (a, + apg + ` erag D = р. 


证 因为 lim a, = a, 所 以 hm (а, a) =0, 存 
EM>0 la -al< M,n € N. 


| PEETI XA lim g" = 0 和 lim aq" 


=), REENEN M n > N, BF, 1 q 1" < 


А Е п Е N = А 
ЗАМ 1 1 8 [< z РЖ, Чих N М, 
+ N. +1 时 ,有 
1 人 1 д) а, + angg жос + а l) а | 
= | (I _ Ф) Са. T a) + Can- ш alg + = 
+ (asa а) Л +з (ар a)q" 1] 
= аф" | 
1-19 1) 1-1917 ^4 
411-9152)" 219] 
E 
*+NIM:'SNMIl1 41153 
е £ | £ 
所 以 
lim (1—@)ба„+а„е+ tat) =a, 
бт (z, Канд + ` 十 gag = 8 


日 一 十 t-a 
1.1.6 设 lim а, = a,b, 2:0, lim (Ó, + 


б„) = 5. И lim Саб, + аб.) = aŠ. 

证 5, = b+ + b E lim S, = 5 1881 
Нш (S, = 5,1) = S- s = 0. X |N Ж 
а-а = О, И la, a | А, Мя 


lim ё, = 


H+ 


lim (a, 一 а) = = 
n+ 


Е N. 
xT Ye > 0,835 lim а, = a ДЫ ft Ni € М, 


Hn > Мм, а `41< тту 国定 М, Ж 


lim 5, = 5, lini p, = ОТ ТЕЛЕМ, ç > N, 


HF, l b, < здр | S— S, |< Гы! 
是 , 当 > N = NANA 

+ n b, — 45 | 

+ ба - а), = a(Š8 - 5.) ' 


+1 ауа та l dpa | 


Гауя с 
= | (s, = ajb + 


— 


= ' a, Tall hatt 


十 | ам та 11 б-м |+ е 
наа 5, I+la 115-8, 1 


< S+A- N) SAN, 


з: 


матат 


4 + ab, ) — aS, 
设 ACO) = 0, (0) 存在 有 限 , 令 
х= Ch) + (+ АД), 
Ж йл т. 
解 ”由 条 件 /(0) = 0, sw 存在 有 限 知 
f (0) = tim 2007 O а E, 


lim £ 


于 是 ,对 Ye>0, азоо ён], 
f (0) е < rO е, 
(EO) г< fr) < y( (0) + £), 
取 NE N, 使 二 <5, 划 当 n >N 时 ,有 0< tgi 


L 
< < Hl 


[£ (0) - 


lim fah) 
+ 


1.1.7 


Ёё = n), El: 
e] 5 < 人 (在) < [f (0) +e] 5. 
TE 


IFO -ed + 二) 


一 4 = + є](1+ 1) 


又 因 Hm. 11 (0) - ¿](1 + 二 


т РО) e _ 
+) = 2 + 7. 


lim = 21/00) + є]( 
И п> N Hf, 


© 2 
注 “ 解 题 时 ,注意 给 出 的 条 件 是 很 重要 的 ,本 是 
由 ,由 F (0) 的 存在 有 限 性 ,了 解 lim z, 与 / (0) 有关 
联 ,从 而 由 (0) 的 定义 下 手 , 辣 题 能 很 快 得 以 解决 


1.1.8 


即 1 ia Y K А) = НО. 
Tar 


设 a >й, 20, = (а, +), 


= 0,1,2, BÖR lim з. 
解 ”因为 
і 
Жи 一 у (x, +2) 2 Ty ч = Уа, 
1 = 1 x 
а] 一 {x + Ds 2 (х, + -= nr 


FARF „| 单调 减 有 下 界 ya ,从 而 || A, ie 
lim rn = грма > О, AER 


. : 1 a 
a = lm zp = lm (xr, + —) 
n— +> „=+= 2 Ty 


= Hirtt), 
esett, 
sa. 
х = Ма (- Ма < 0, REREN z, BRIR), Вр 
有 1 lim z, = Ма. 


E 从 此 题 起 ,是 一 系列 单调 数列 的 极限 题 , 解 这 
类 间 题 时 ,…- 般 先 用 初等 的 方法 或 数学 归纳 法 证 明 所 
给 数列 的 单调 性 和 有 界 性 ,然后 利用 数列 前 后 项 的 关 
系 , 等 式 两 边 同 取 极 限 ,得 到 关于 极限 值 的 方程 ,就 可 
以 解 得 极限 值 了 . 


1.1.9 设 жу 一 а > (0, у! = 5 > 0.2, 41 = 
у daya + Yat 一 Зб ys) я = 1,2,:--. ШЕ: A 


у, б-а 和 5 之 间 的 同一 数 , 此 数 称 为 a 和 5 的 “ 算 
本 - 几何 平均 数 . 
证 ER raya > Ü, = 1.2. HA 


1 ~ - 一 一 
мр = + y, 224 т„у„ = Fao fi 一 1,2,. 


= ra = 1,2, 


Eni T Eada 22 ЕЛЕ 


маа = +z, ку) < (s, Ty.) = у 
Ер +, 单 山 增 有 上 界 marla, byn MAMAFA 
minlab t PTEI х.з ЕЯ ic r = 
п уу. Їл. уох уаз 的 美 系 式 两 边 求 极限 得 


Ит tyy = 
ч—к+оо 


E maxla,ġi > + = vi> minta, 51. 
1.1.10 BOL a < 1, H apil- 
€ NR lima, 
解 Жо<а, <190<1-а, <1, Ха 01 


а.) 21,9 


1 (Е 2a,)° 、 
-a Zei = > 
бъ | Ёр == 41 _ а.) “+ 4(1 _ пы) =D, 


—. 
ntt 2 ns 


Вр a, КН ЯЕ, а, ЖЖ ia = lim a, 
于 是 


+ = Ëm ana - a} = all a), 

(а ` 0 0, = +, 

Лт a, = = 5. 
мз 1 " 
1.1.17 BaF Japa = туш" ENR 
lim а„. 

1 4 5 
解法 1 на = 3,а = 59 = S da “Ду, 


应 用 数学 归纳 法 易 知 a, ЗЛЕ соь 单调 增 ,日 0 
<a, < 4,27 aosi 和 an TR. W 


 lim аз = а, lim asa = b (& € N), 
于 是 由 
1 _ _ 1 
#z — 1+ 424-1 和 азы 71+ Чә} 
取 极 限 得 
Ру 1 
а АА 6 1 + lim aor-1 1+0 
_ 1: _ 1 1 
b _ Шт азы Е 1 + im ax Е 1 +a И 
即 
la +ab = 1, 
|, + ab = 1, 
#18 а = #5, 进一步 再 由 
а+а та = 1 
189] 
ata- 1 = 0. 
+ 
方程 有 两 个 根 一 二 站 УЗ ада, > 0, 琢 a >0, +E 
得 а= mae Ba 
解法 2 WE a, RH, iE lim a, = д, 
i | 1 l 
# аы Сту lim ы 1+a’ 


az 一 t+ =Й. 


a = Š l (ва > 08k a > 0). 
FHH a, 收敛 . 
对 Ye > 0, 取 自然 数 N > 1+ A ty 
> NN 时 ,有 
|a, - a = 7 l i | 
+a, Ita 
[ар-р е | 
© {lta ita) 
alapj al 1 a=] 
< (ра а-а! 
тг l | | 
{(1++а)”7Ї 41 ч 
2 oI ia al 
Sga руа 1 als Ny 1 а 
< е, 
{5-1 


所 以 ”tim a = a = 

注 ”上 题 的 两 种 解法 很 典型 . (1) 有 了 时 ,一 个 数列 
本 县 并 不 单调 ,但 其 奇 子 列 和 偶 子 列 各 自 有 单调 有 界 
E AECHE AHA. 然后 ,根据 关系 式 ,证 明 它 的 
青子 列 、 偶 子 列 极限 相等 ,因而 数列 软 仇 .(2)》 ЖАШЫ 
数列 有 极限 ,利用 关系 式 , 求 出 极限 值 ,然后 再 用 定义 
{te-N 方法 ) 证 明 其 正确 性 . 在 用 此 方法 时 ,最 后 的 验 
证 是 必 不 可 少 的 . 


` 1 4} + 
1.1.12 Жуту >90, = Sita ж lim г. 
解法 1。 车 m z 存在 有 限 , 记 x = limn A 
3(1 + x,) 
z= Жыз = in аре 
_ ЗІ z) 
7 += 


3y + т? = 3 tr, = 3, 
r = 43 (r, > 0, > 20). 


下 面 就 证 明 x = /3 确 为 х, 的 极限 ,显然 r, > 0. 


ЯГ Ve >0,ДИ N > bg, ——, 
N O Узү+' U 
> МЕ, 
| 
3+ 3, ~ 343 — /3z, 
3 十 x, 
(3-43) | z, = 31 
Е 3 + x, 
< 


# 


aog (35—23) Рау {3 


А 
i 
—. 
шш 
= 
tl 


mAN 
2) лу 431 е, 


所 以 
lim z. = hm “зз = {3. 


пош 


解法 2 mA a >0, B 
({з б< r = 3 ЮЕ, HATE 


_ MI r) _ 3+ 3, 
б< ль = 3an 31 xr, 
5 - б 
= 3-5 2-5 
314 +, 3473 
_ 942343: 8 _ /3， 
+43 
_ La SaaS __ 
Anil Ё 7 3 + x, Ta 
3 + 3x, 3ra хь? 
Е 3+ КУТ 
КСЕ _ r) 3 + + Ep) А 
> х2 0, 
3 + x, 


жын е ВО z, ВАННА EANG, AT z, САК, 
(П) фә > 号 时 ,归纳 可 证 


б _—5 _ 
31 >3 m B, 


-Fail 一 3 T 


H 
З-ә) УЗ +2) o 


ytt 7 3 + >, 


т„ы E „у, z, 单调 二 有 下 界 /3( 或 站 ,从 市 z, 站 


N. 
EA CEO N r, 必 收 化 ,由 解法 1 知 
lim >, = + = 3. 
_ ЗЇ + лу) 
解法 3 +, = гане 
х„ +43 = 1301403) 二 Taz TELES 
а + 名 
1 _ 1 3 
r, +3 I 3 + 3 у +43 
Ы 23-43 ) 
= = 1 + = 
6 да- VA 
3-3 1 
= 513.003). 
5 ) Tn] ty3 
l 3 = (2 a- 一 = 2) 


r, +139 23 (n == + оо), 


TE, lim f 一 43. 


解法 4 УМ 
3 + aa) E 
b 2, 2, 3 KEES -3 
н z+ Ht) д 
3 + nl 
3-13 хл Ж 3 
= 155 Tn- +З 
— - (222) š -:3 
I 3 + /3 | ИЕ 
-0(n 一 + 90), 
所 以 


3(1 + 
im >z, = lim заты = \З. 


зж o наси 


1.1.13 0 < а < b < с 


+1 1 | * | = a,b,c, ? 


1 工 
аһ + b, + ( 
(la + B, + Ey 
Cati = 3  ' 
БШ: а, Db, C, 收敛 于 同一 实数 . 
证 法 1 出 题 设 
ал+] 一 I 3 u ari = М anban 
толу! 
Ga бё Cn 
а, + b, + Са 
Cath 一 3 ' 
KOS a< b < сЗ НЕ n € М,Н 
ap < b, < cx: 
因为 
3 _ 
амар > 1 1 = а, > а(н > 1), 
а, Un а, 


Сы L e T c 


c, - © — = s, < (н> 1). 
所 以 ,a, ПОМ, е, 严格 减 ,H а, < a, < с, <. 
市 ac ВЯ, 10 lim a, = a > 0, lim е, - c >0. 
х 


+ . 
3r-a—er c 


a a 
_ 1 1 L 
at ee 
2.. 1 1 
а 5-а 
化 简 得 


(a = c)(a = 4с) =Ù. 


M Зер а, с = b, > 0. ВТ 

de- а > 26-а = Зс -а – c Z Ü. 
AE а = ¿ (a= 4с). Ша, < ñ, < с, fase B BB 
就 得 іи а, 一 Дип bn = „ишп er， 


证 法 2 由 ima, = а, lime, = £ É lim 5, = 
„Вт (Зе —a, с) = Зета т-с = 2 а. b 
= im 5, W b= 3ceoaa et =e b. Ха, < 
b, < aE JM da = „т 5, = „тп e, Ef 


a == b = r. 


RAE a ¿C < OF. — b D> 0, AT 
О с- b =a SÜ, b = a - c = 0, 
а= с - b. 
1.1.14 H ra> 0,6 > ü, 
_ Ta CTE + За) 
-F4 T 3х2, + а ‚п = 1,2, 
А ЕВА ОЯ г ШЕ, EK lim rw、 
证 法 1 显然 x > 0. A. 
ulz -a) 
Pal ta 一 wo 1 
Za мы (z, ~ Ja) 
‚+! “ 372 + а 


知 :车 x6 宇 Ya; 则 由 上 两 式 及 归纳 法 得 到 x, a, 
Hirsi 为 单调 减 数列 ,因此 | „ОК; r ro < Za, 
ЕН ЕТЕУ ЇН ЕМ TI с < Ya Rin 为 单 
调 增 数列 ,同样 得 ix,} ШЖ. 


2? 
SLE 1 + За} 


设 lim r, T r XF z, = І Я 
А = sm ya MMR 
极限 ,有 
_ Tyr + 3a) 
х = lim т„ = lim 5 
ч Nt 0 Жу 1 +a 
= z(u 二 За) 
Зх? +a ? 


32 + ar — r? + Зах, 

rlz’ a) = 0). 
若 r, PAWR ШАР Яа > 0, z > 0; z, 单调 
Ж.Н r >0, 故 人 0. 出 方程 (т-а) = 0 就 
只 能 得 = ш. lim >, = VE 


证 法 2 H 
т„—Уа 
x= уу 
Уа Залу За2 Va — ava 
л + Bazy- з /а + ava 
(чл) 
ты 1+ Уа 
8 


= w- 


КА Za 9 
гаа tva 
3н Ад 
nm Tp -ve | “0 (n + оо}, 
хо+ уа 


得 到 


. l+ y, 
lim z, = lim 
m— + n = t 1 = 


= 150 = уа. 


1.1.15 证 明 ; SEP >18; ас 
m=] 
发 散 . 
证 法 1 AÑ anri = 2, + 


А. 
当 a > 1 时 ,对 任意 #4, 存在 kE М, EAS n < 
28+1, 则 


и 
Ta +157 „ВИ а, 


lt 
_ l, d£ 1 . 9 
=1+{э: +з: }+ + Согу + т) 
i dl 
<1+ (6+) + 
+ [ 1 1 ) 
(2tya (2* + 2° ҮШ 
2 ‚4 2* 
<1+ + T соғу 
1 1 ү 1 ү“ 
= 1 + F071 (za) + + (==) 
<, 
1 1 
2° 
Б а, Wa. 
Жав, АННАС М, 2: =c я < 2871,0] 
BJ t +1 
ür 一 ++" ka 
~ d,d, ad 
=1+ > tat + 
d,d, L 
= 1+у tq tr) + 
1 L 
+ +) 
1 1 2-1 
l+ t +- + я 
_ È. 
=1+% 
1 


> I+ -у (logn = 1) —+ œf n в со}. 


ЭЕ: 无 界 , 从 而 发 散 ， a>} 发 散 . 
тз 因为 


x 


s L [= `v 1 
дд < 1 т < пе” 


r= 


OO 


йы М а | S ma 


i a ， ë>] 
а 1 
| Š dhn | а = 1 
| oa" ‚ i 
1 азер 
ITI | а < 1 


[r ia >1, 
— g 


= j о, К,а = l, 
+ AR, < 1. 
У 1, а > 1 ВИ Ча 1 RR. 
wl А 


“l 


1.1.16 = 5 


Ba, > 0,5, = арі tap T, 


+--+ s: ,如 果 lim S, 一 十 оо, lina T, =+ ә. 

证 法 Г 因为 lim 5, = + so xÍ = 2, tim (S, _ 
S2) = + co ТЕ m > я. S,, > 25, ;同样 ,对 
ni {ЁЛЕ ns > na, fE 5, > 257 XL, ff maa 


> n fE S. > 245, ,所 以 


a 
_ ва: њи 
Т. 5, + 5, + + 5, 
kil 
=] ЕЕ йр 
2 1 Ft 
S, 11 5л, 
Чу il а 1 
Га . kl 
E S, +1 + + S, J 
+ È+] 
l4 5,, O Sa + Sn Sa, 
= 5, 5, 
2 11 
| Sn, Sy | 
4- |$ + 
2 kall 
арта) 
> д - 1. 
市 此 得 到 lim Ta = + о 再 出 T, РЕЙ 
Bm T, = + 9%, 
证 法 2 因为 S, # TL, 都 是 严格 增 的 数列 ,所 以 


im S, 和 lim T, 都 在 在 (可 能 为 + oo). ШЕ lim T, 
= 1 œ, {т НЕ) 假设 lim „= T <+ оо ЗРО < sn 
< 1, 存在 na € NGEH n > no 时 ， 

T 一 Ej < T, < Т, 


a 
nw | | “л 


у=, 1, = < T-T, < є, 


= пт 
i Бан da 


WAIE aE ntl A 


аду] G " т 
Il " 1] 
Eg > + > < - 
! Snt 5, S, 
S, Sr Say 
= —— — = | - — А 
5, S, 
S, 
1 
"а о> 1-6 
5, > D+ 


5, < 2% < ө, 
S, 有 界 , 这 与 lm S, = + о MF ,所 以 
lim T, 一 + œ. 
1.1.17 Mg ЯЯ Га b] 上 的 非 负 和 
正 值 连续 函数 , 试 证 


limy Са = max f(x). 
证 ШЖ, E РС) = 0. ФК. 
如 果 在 [a.58] E F(x) (J.R tik, АТДА 
# ro € [a.p] E M = тах f( +) = (ту) 20. 
不 失 一 般 性 , 设 a < z < о. V 0 < £ M,A f i& 


续 , 存 在 >0, 当 xz € (za d rot 0) N.M - + 
= ба) 5 < а) FB 


CM- +) | ald 
= Гесса» = М, | | gtr)dr. 


因为 z ЕВА. ВРЕЛ 
КОТ >|” аба) > 0, 


ш ч 
" тё 7 " Dh 
lim 4 g(r)dga = | = lm ~ | giridr. 
n+ tË 日 一 -十 0с i 


二 是， J N = N, 当 M > N 时 ,有 


M-e < Гасот < М+е, 


тр 
故 my | еб) К) Рах - M = тах (c). 

注 МА Е {Н ураа ЕЕ НУН 
Х.Ж 


мо сн 
2 aa” 127 


сосна му | aG, 
K 


РЕР wip TOTT 

Jim. |" g odz = і = lim a atya 

起 了 关键 作用 . ТАЯНЕ ana D E He m E EE. 
1.1.18 0) аск) HALa, b] ЕЕЕ Е 


9 


ЖО M = max tr). REAN 
се) Pd 
ш 95 м, 
' | кб)" dr 


其 中 ftr) = рб" 
证 i 


ay = OOL 


POST С) e gia) (ойл. 
H Saa Cauchy) PHA, A 


аё = URE ЭР Iride. J gC уа 


= 0840. 
Ву а(х), О) @ Л а,в) EAER, W 
а, > О, M i 
ttl аһ 
й, а 


ЖЬ, = == ДЬ, ИЗА), АЕ р, < 
М.В) 
С) Р 0б 
b, = 二 一 一 一 
K trìd 
b 
м| дє" \(л)агс 


< 
[к\а 
Fk. ip i 坡 航 ,于 是 
К dx 
lim 


„че [+ (ОЮ (rdr 


=M. 


Hn+) 
= im bya = lim — 
a*1 Фф 


BELID | “Улт а a, 


= lm уа 


= „ип LA Ау кб) ў"! Ут) PELLI M 
注 “首先 要 能 剂 断 出 已 知 数 列 的 单调 性 ,然后 利 
用 Schwarz 不 等 成 及 定 积分 的 性 质证 明之 ,最 后 再 利 
用 前 面 题 中 结论 . 解 题 要 有 这 种 判断 办 . 
1.1.19 WEF 
(0 е, = (1+ E ра АЈА ЕЙ, 


ТИЕ з е = lim (1+ 207: 


(2) в, = Q + TD 为 严格 减 的 数列 , B 


10 


; . 1 
Im д, = lim (1 r—)"'l = e; 
neti r "+> н 


(3) (+) < e < (À к- у, 


1 1,21. 
(DH < 0 <: 


(5) а, l+ L - Inn Й і hm z, 


= с{с = 0.57721 PA Euler 8 94); 
1+ + + 1 
(6) lim - | =1 
h ——+ > тл 
(7) у, = y AE Ше < у < е, [ип у, = 
кй 

алс 
i kl C 

ко К 

(8) HETARA ье р 

. z: rt 1 


0 < 0, < 1, H iri ur lil 49 е = 


2, 7182818::-; 
(9) е ALAR; 


ao (=H) <u!l<el 


(11) im, Žal = +. 


证 пулы, = (U+ L Y Rea 
数列 

(方法 们 对 任何 ,1+ 二】 > 18 m Ей 
的 几何 平均 数 不 大 于 它们 的 算术 平均 数 新 得 


„= (+). (rt) 


一 (222) т (1+ чє} = fmij: 


OTE 2) 用 二 项 趟 展开 得 


=1+ї+ $ дыы i)n- Ë + 1) 
т? 
人 


_—.1 
+i) 7 + D: 


тн 1 15 


= 1 L Е 一 Els 


所 以 6 (1a 十 上 为 严格 增 数列 .由 方法 2 还 


ntl- 


їп 
УЕ L) (1 #—1) 
< 


-11+1 
е ВЕ З, AMRS е, ШШК, ОЛА Е е, е = 


lm е, _ Ка. (| + Ly, WAK < ед. 


M = - s 


(2) 用 丙种 方法 证 [ 1 + TY” ена. 


оло = (ш) sh- 


y 


] 
<|! (a+ Dà- ЖЕП 
n+2 
(лү -l 
n +2 Bai 
所 以 六 > B... B, МЕРЕС. 
(TIED 由 


+ ntl _ 1 _ n+l 
n+t2n n+2 а(н + 2 
|] n? t3ni2 _п°-2п-п—1 
n(n 1 2]? 
1 
— —. - l. 
(п + 23: 7 


на >6 = (1+) 


m). 


严格 减 而 


lm 3, = 
ею 


(1+ 二 ) 

` lm (lid) ее, 
(эте = {1+} 严格 增 ,极限 为 。 知 
(0 2) сео д, = (1+ YU 闫 格 碱 ,极限 


为 ,就 有 (1+ L > e 即 


(1+2) < < (+17 уем. 


walo tY ее (1+ AY" ka 
得 (e > 1) 
ln{ ! + L)< ] < (n + (1+ L), 
п < 一 1—- < z +I. 
№1 + т) 
Е Еге: 
1 1 
н +1 <ъ(1 ! L<, 
(5) 将 (4) 中 右边 的 不 等 式 从 1 到 z 列 出 有 


ml 十 I )< j’ 


Р) 
将 不 等 式 各 边 相 加 得 
т: ны I,a L 
中 工 2 < 
ИРЕ 1 eL, 
H 


ЖИН [na < аа + 1) < 1+ + + .十 +. 


zx = l+ a sal Pa >0,Va € N. 


2 
. ант 
н Ху = р бя пя 
. 1 _ 1 
= 1 nfl1+ 二 )< o. 


kv .mm РЕНЕ, HA FA O, РЧ r, Mes je 
c = lima = lm (1+ > 十 -二 + -1пл) 


PA Euler 常数 ,ec = 0.57721… 


(6) H+ lin nn c£ 2, = £ + an 于 是 
тз а, = Шшпа(л„—с) = 0,Ң.1+ J+ .+ 
п 
т, + Inn ,因此 
11 


l 
l+ | + 一 
- 2 н 
lim = 
„за lns 
х, + Ins . < +a, + ът 
= hm = lim OO 
| Inn La Ол liz: 


` it 
= lim (| + — + — ) 
Ату Pe [пл 


<1+1+ У 


е > е = ñ ау 


ил 
КЕ (1- ++ a- Aa 
m 
. 2 1， E 
т т 
>1+1+ 3900-0) += 
Пр урл 
т Ey (I )， 
固定 п, m 一 + оо 就 得 
e = lim ae, 
к= lim [1 1 lrq (1-1) + 
+2 Ty. | 
п! m m 
L 1 
=1+l+57 t tst 
综合 起 来 WE 
e < u е, н = 1,2, 
ЖН lim є, ë = lim е fl OB E ЖН 
һа y, = „т “а l+ ў + + L) = оє 
(8) 对 үт < N. ie 
Yni m Уң 
”1 r L 
ia DE D U a m)! 
_— —1 а. 1 
= еа р^! „+21 + Ur +2) la t m)? 


1 1 1 _ 
Errani К кої; + 2)? 


гн 


d і (2) 
(m + 1)! 1-—!— ' 
n + 2 
Z= m — + co B. 


Ü < ç — y, =< 


n + 2 
n + 1 l l 
(а +102 n n al 
即 
б< el 
нні 
— Fn ô» 
P -%Що<0,<1,Ш,-»- A 
non! 
而 
em гір +l 


0, 
+ Ü < 0, < 1. 
H" HR. 


通过 该 式 作 近似 计算 可 得 
е = 2.7182818,… 
(9) (ж НЕ) RIR e AA ES, какына 


р.а. ес 也 .由 (8),e 可 表示 为 y+ <, 
< 1, 因此 

Ф орар е тесла 

q 2! g! очса! 


0 < 6, < 1. 
RFR 2148 
tlg- 1)! =2ql+-- +1 к, 0<8,<1. 
等 式 左边 是 整数 ,右边 前 у 项 也 是 整数 ,但 最 后 一 
h TERR URUTA EN, TE. е 是 无 理 数 ， 


(080.1) < < (+ 二) а 
Tü Ya ea 10 1) 
£ Í k 1 
OAD аз 


ЕИ 


(11) (方法 1) 在 (10) АЗЕ n 次 方 得 


“l< y < yi、 

Zn! ,— 
Та Zn! Lett gyi, 
Р n i е 


+ +] ,一 一 一 
由 lim — 2 l - = n lu ly +1# 
мкс е M Р „зы É n 
夹带 定理 知 
ОГНИ 
lim T =. 
nera H е 
iB: 2) 应 用 Stirling 公式 
- -一 - А 
n! — улт "12.0 < 0, < 1 
可 得 
M" 1 ти 上 
мп! ， Мап еп ‘еМ ея 
lim — hm 
atie H n= n 
_ d 


IB qY |; TIa 
(方法 3) lim (вд ИШ 


= lim Liin L +ou + n | 
п n n 


ы | і “| | Ф 
= | ейт = зіп |, |: 7 
mn 上 
= lim 一 二 -1=- lm 28 – 1 
ы)! 1 утте y 
= 0-1 =. 1, . 
lim == = lm s 
了 -二 十 П 1 一 十 5 n 
= >, Im lu 1...2 一 e = 1 
Ë 
H n+] 
ж 数列 [1+ L) altt) 是 两 个 单调 
n n 


有 界 的 在 理 数 剂 , 而 其 极限 却 是 无 理 数 *, 本 是 是 - 
ТЕУ CAE ГЕНА ИРЕ ВИК е Hal HRA 


(PELV < ar< [YU 及 极限 lim, m. 


二 这 些 帮 重要 又 很 有 用 ， 
Y 1.20. | 试 证 
lim [nt DEFA = (181 = L 
证 法 | HË 1.1.19(10) 的 不 等 式 
(HY < е) (n+l) 


ГА + f h + 
得 еп 1 1). 


з 1 
аъ = (п + DLI = (nl) 


1 r (n + | 1)" ан ) | 
= | т | 
Caida тут! | 1) 
则 有 
- — 
п і 1, 7 лї н +1) 
К Ш р) 一 !|< Gy 


<" © 1, + рї [(e аса — 11. 


一 方面 .我 们 有 
s + DETETA = |] 


(r l 1)» 
е 


= Ген t 1) (em 一 1) ] 
1 _1 


> jne ` „= 


(л >+ Оо}, 


- 1 
п, ta = (n + Dw 1 > 0.WJ lim #, = 0. 


тж, 
1 
е nil е n+l 
n 5 І 7 1 一 [ ) 一 1, 
i Pers 1+2, 
e 
| n 
nll + a) 
li atl í e ут 1] 
am Р # 411 
— Ë. 1 
= 二 im: Biye 
e === a] 
f ттүү 
= lim ~ T 
Ë ыі In(1 + ra 
In -一 一 
_ 1 _1+0_ 1 
е ne е` 
ДЕ k BE PB RKAN 
_ 
lima, — lim |[Cn +1)! J — (nF = L. 
ч-т ЕТЕ 


证 法 2 出 


1 
lim {т + 10090 


н-=+ с=т 


1 
= lim [n+ 1957 15 = 1 = 1 


和 lin = 1 - 1, lm вор -= = 0 得 到 
А atif e" n atl} 加 
a, ë G 4 i) 1 
— lim -at+l -[e TA- (n + 1RD] 
aei eln + ] stat 
i Aoa 
= 1 Imin + 1) етт entariil н 17 
ён+1 =.1 
т lim | d 
"HEL ytt 
enmt — 1 „шн +1) 
dl n 
Sla + у” +1) 
=A- +. 
e е 
1.1.21 a, 220.5, = Pula ТРУ, ЕБ, 


17 


=1 
= (1 + aJl + ах) 1+ а) 收藏 ， 


13 


证 法 | НЕ, 5,11 = Sy + а, 1 = = Š, , 故 S, 单 
RHA S > 5, > 0. 

= s = 0), М a = 0, Урем, TÆ b, = 1, 
з 

#5 >0, Ж x > saigi = 
НИИ 

= L+ al + aadel + G.) 

+ {1 а}? 


І.Е УЖК 


+ а) tl ta} + 


= 
(у 
ú 


r 


se, 


n Hos 
1 + | < + 1+ 一 š 
A [<] 
5 5 
1} 
< таз < 025 = (26е). 
L 5 


因此 ,已 = (talta (1+ а„) PR b, 
= b (| +a, ) Z b.) BAER)", ДАЛП И 
Ж. 


EE? PEH е0, е 221 + x 得 到 
b, = (+ ail + ggo е, ) 
ЗЫ А 
нфр. = b (1 + а) ШЕ b, ЯР, SORS ТЫ p, 


1.1.22 ü x < 1, ЖЕ 
: А — Iyl. 
шн | 。 (1 十 1- 0 


证 法 1 и (1+) pamere 而 


(1+ L) makay. Da 


[ 1 
0 < {еа 


< 


a 1 я | , 
= (1+1) r <. 
X 
lim, iz ®б= шаб, 
Е ЗЕЛА Е І 


Г А 
lim n| e> 1+ Lyja 0 


证 法 2 Н Taylor 展开 得 到 
(1 | 1) = — arnt Y- — г" hroch 2 
п 
= „зр = =. - + А} 
2.13 | + +) |+ (5 +t); 


一 = Ша [54 Ta t (6) 0. 


证 法 3 MA L Hospital 法则 有 


ле (1+2 7] 


li е- (1 + zY 
rO х" 
ТЕЧЕ ТЕП ища + 7) | 
= lim 271 £ 
zei at 
=- £] х = (l+ 184 + z) 
а ad zti + z) 
-É im = 【上 十 х1 + z) 
a D т 
-£ 1-1-һі+ ғ) 
ЩЩ {1+ а)а? 
1 
_ Бп 1+ 
| та + о) lim we оі 
l-r 
= ——“— Im = 0. 


а 1 +а) 1+2 
Ж ”经常 将 数列 夹 在 一 常数 和 一 个 以 该 常数 为 极 
殷 的 数列 之 间 , ЖКда ДУННЕ ЛЕ НЕ. 
1.1.23 НН 


[тп (эп sn +. + ° s + sin Bn ) s =]. 


机 一 十 他 


和 


lim | sn 02 =1= lim Ўн, 


m— =! 


再 根据 夹带 定理 就 得 
1 
Jim (sin 型 + sin + 十 … 十 sin юл )” 


Ë BFH a+ > 时 ,对 任意 实数 ala з 0), 
Ta = t Bin 1, 而 在 a Mn 中 可 以 来 进 很 儿 数 , 故 

这 两 个 极限 应 用 很 广 . 
Ë C; = 


1.1.24 r 为 组 全 ARa, = 


M" 


Уж lm a,. m2=2= lm (2+2), 
п 


С^ Е neta а 
k- n " по"! 
p о АГ ПЕН 
Ж моа (уН 表示 不 大 于 ы 
的 最 大 整数 ) .有 m > Eo 
1 Ë! . 
(Š 一) {no kil) 解法 2 AA 
_ 2 БСБ 1-3 tat? > кк? 
一 一 一， -一 -| — 9. = = %' 1 
nin- 1) (x = 2) (n IB 一 AR 一 Р 
(в 210): гв? 
: z э — 2 - 
内 此 ， ЧЕЧ 
„0,1 у 1 1 l š Er 
teases ОЮҢ ; 
= 2 2 n кы 2 
кож © [A 一 一 一 
ks кл чт (Л 1х2) m ÍJL+l+/E 
sri B (2 `2) PGi 
_,‚‚2 J = lim AECE - JR) 
= + = + a н 
根据 КООШ 
lim 2 = 2 = im (2+ 全 + 一] = ТРТ тл +“ — = 
n "+Ç и каат ` ПШ т я + 1) 上 十 ' 
МІЗДЕ E Ina? " 
А . 2 
ҳу _ lim — 
in Ë ik (2 | 2. " m 2, vk + k- Е i 
1.1.25 BBA a .5 ,es Ж, сту 
ра = т 2 2V8- VETI) 
А + гъ =н 
a = уор > 0, | — 
үс, по | < = lim2(y (ntl) nl) 
Tis » 5 y = c, = 1 
dn + 
Ж lint e. = lim 7 A 2. 
n tes | ‚ч бя ЪТ) вун 1 
解 TRA ВТЕ, В ЖОЙ АЕ EE PR 45 
г р? + 2 (++) 
0 < бр T д lim р 1 = 2 
| b, + c, Jim, УР ` 
"ту? ш О 
«У +8 502 11.27 іа, | 为 正 数 数列 ,日 


4+4 “N g "wl 


- 2a + + ла 
442 5.2 з \" lm 1222177 ла, 
< ш "үа; <. < (22) ац. ая Уп a 
п ип Ма ар" n — 
因为 lm0=0= lim (эү (注意 0< 22 < КЕ (Varna) 
Кир ИЧЕ 8 证 法 1 因为 
1), 所 以 由 来 允 定 理 就 有 о аа 
lim а, = 0. 
у =+ _ JR Жар. laro na. 
К = ууу У 1 ' aruna, 
1.1.26 ЖЕ Im ` —. | 
R 限 lim, 一 АГЕ = JH d] 十 2@э +оо t na, 
йош ун! " 
кы? 1 aí + аз + ~ эш, 


2т +2 -wa Il = wi И 
2 一 一 和 一 一 一 :所 一 - vn! Уд 
iatl)? > 1 


» + Хаз + rr + ph 
二 А 2 W lim, = Ar 22. |} т _ Ü-ua=0. 
чы z+ `, " ' JH 
Yn п 再 出 赤道 站 到 就 和 


925765 


„Шы Ма (Харта а) = 一 


证 法 2 Еа = 2, = 0.( 反 证 ) 假设 
- 5520, На, > О A > 0. БЕ 


"бү At а, 
һе Уп 
ВК М. Nb > <. Р 


- р + 24 ке 
u = lim = 
пе" Үп 
ji -- ар + да» F она» 
= | 
“Т, Ja 


== (N + lay + ` 
225 im = 


= Nb > a 
FAPA 


a ) 


+ 
— s — 0 G —+ ә), 


1.1.28 ЖЕРИЙ: 
{1) im. Ка + 1)°®—»],0< ç < 1: 


m E p | lim an = a Є R; 


(3) lm 2020, em ptn) А ЕК АЛИК» 的 


ЖОЛ) 数 的 个 数 . 
解 (A 因为 


0 < (m + 1)" — п = "Та +2) - 1] 


ar BJ. _ — 
< a | (l + ү) 1] = 


1-2? 

О<а< і, 1 -a >0, 所 以 lim 21 = 0= lim0 
nero H m-= +00 

根据 类 通 定 理 得 

lim [fn +1)" — >) — 0. 
(2) 内 为 
а 1 2 Pan 1 < | на, ] < na, _ а, 
п п п п 
16 


各 
lim (а, 一 1; = aÜ = а = lim а„, 


И ЗЕЕ ЕШ, 


i [nan] _ 
Шоо © 
(3518 р... An 的 所 有 率 因 子 , 则 k= 
pln), 于 是 
n = [с ру 2 ру рәсе 2%. 
因此 
p(n) = k glon, 
0 < pín n) < с овп. 
Ë im 0 = 0 = lm oer 和 夹 通 定理 就 得 
же? =o 


Ж ”出 于 夹 通 定理 有 两 个 不 等 式 , 故 在 选择 数列 
b, c, ;使 5, =< a, = 6 有 时 ,往往 要 用 到 很 多 初等 数学 
的 技巧 ,而且 要 对 数列 的 极限 有 一 个 正确 的 估计 .本 
题 直 至 1.1.31 都 是 这 类 技巧 . 

1.1.29 1#]а„| А, ,满足 不 等 式 

О a s 1002, Ж п Ей 2n n = 1,2,5. 


хаж а, цяй. BF Bj ш па, = ©. 


证 由 题 设 ， 对 任何 自然 元 w ,有 
азы Da, п < In SIn, 
аз, < llap, n +1 2н = 2(н + 1), 


а», < 100а5„-1, 2n — 1 < 2я552(2п — 1). 
{КИК УИЛ ЇН] ЖЕ 2 得 


0 = naon = 200(а, + й@һ+1 t'et 21 


出 于 级 数 Dla, ШЕФ, ИТШ lim (a, + asa + + 
т { п +t 
25,1) = 0. НАЯ 
lim 2ла;„ = 0. 
向 理 得 
0 = (2п 一 lazni < Znani 


= la, f apn + 
—(Kn — + со), 


+ азь-\} 


lim (2м — Laz- = 


内 此 lim za, = 0. 
1.1.30 RER 


lim (1+2) зү! +2). 
R =+ н зі 5 п 


解法 1 因为 


i< (iá(i H) 


M m 
ont! Аат) 
=1+” ,1 m 
H НН 
1 1 (mu 152 
1 一 1 
l ht „21 ån’ 
所 以 
, 12 
(l; г. 


А окы 


” Н 


i 


+ б“ + оа je 


н yu“ dri 


kasol + GEDE л, = 
H 


о, 1 dl íatlY 
Lim 2 A, = п ( 2 + 27 + Bn? ) 
ЧЛЕ 


1 
> 


о, П 


HLH Im {1 + 1. Б = е} 和 炎 刘 定理 立即 有 


г Ё + 1 
-mT 
. 
解法 2 ANH kS n, 


ol [Ж] 
> СГ} >r, 
、 Ë 1 
所 以 
Ë Ë 
1+ — m: 
nl 3)> (яа DE 
同 埋 
Lu D) ol 
pa оа 
7l п 
r 2 
11 1 1 Yer PE 
< ЕЗІ 
-k 1) 
2 
а Шр 


ЧИ D = рз 


КЫП 


ү? 
= = СТУ 


_ віп + 1) 
2( u - 1) 
利 
lim — l 
„И, 2 +1 2 
Fi E EE {8 11] 
lim У) (1+ 5 £ z) 


иттер 


， 1 
(tat) 


`x 14) 1 - 
= lm on P = е2 — Че. 


nt 


解法 3 


А Ë Ë Ë 
+ = a |= -= 
nl 1 A) n? і (Ж) n? + 


. n(n +1) 
т En оба 152" 


内 此 


ос). 
я 


= е? 
1 1 1 得 
解法 4 由 l< h[1+ L )< „Т 
. 1! 
м(1+ 5}=һ 1+ 2 
H z| 
1 
1 
- 1+ 
" [| < L 
{ i [=] 
Н 
1 _ _ _а 
< „з ni 


根据 Int1- r) = r+ o(z*) (z — 0), # 


1+ = л 1 
> |р n” > - 2 
| ; |: 1 п 1. 2 
{ 
1 _ [ 
> п^+ 21 
1 
Н Н i 
1 
= < nl д? < 527; 
г = 1,2,5, 
“A í Уу i 
D a < Pi +з) 
". 
y 
< > (+) 
Ny 1 x` 1 
Хз), 2 í 2 + 2” 
ар Sn Н kw i I 
2; r TS м6 Д 
a i 1 aliati) 
— xn? + 2n Е п? 1 2r 2 
nt] — 1 
= aig 2 "71° 
st i _ _1 тїп +1) 
= + 2 п? +2 2 
otn __ 
=? > (n — + оо), 
і пн +1) 
4 x° 1н? -1 2 
> 
T Ua -D 2 (n ->+ со), 
а] пбн + 1) 
Ld д2 n n п 2 
п +1 1 
90-р)" з {я + оо) 


， i 1 . ` ; 
lm Мр 5 lim 之 去 
由 (* ) ЖЕНИЯ 


м 


lim >f! + 5 ]= 2. 


Ап 
lin (1 + кае +5) 
пж +60 п H 
= lim en( 3) 
Im Xt) = N; = Уе 
Ë п? 
1.1.31 求 极限 m (1 ат) (1 ап]. 


> 0 
ЕР N 
解法 1 略为 1+ S > LE levn MA 
H 
1” п? 
(твт) е) 
г 1? лү" 
< 
L п 
lf + ТАЕ 
т \ ' н’? =) | 
wil 
mali l] > etit > ea 得 
н 好 
Р 
11 各 i=1+ TESE 一 
# н? п 
P Е Е 
ГА 
=> e Е > е рї = ет 
[2] 和 
于 是 
к 
ОЛЕШЕ 
y 此 Ua im 


> el Peti. > e н? ' 
12.10 1? n” 
ё аР? < (1 t ntt! 0 + п?! ) 
p + Р M 
< 
而 由 1.1.33 得 到 


ожа? 
lim е „еу 
п += 


31.1.33 证 法 1 中 的 方法 得 


А [Ë + + + п? т иа 
lim (1 t Ca = em. 


wt 


Pent a | 
= lim (e „ё! Jatt = eptl. 
namn 


Wik ЕШ,Ң 
на) (о) an 


解法 2 EH IO] + +) = ++ o( z) (т — 0), E 
kr Ё? д? 
h (1 + 29) = п?! оя) 


= кро), 


І 
T 
M 
= 
— 
= 
+ 
= 
— 


k=1 

"Í RP 1 
一 ME 
TS 
Зр (+) 
с, 1 SA; o] 
- im | my #90 |= түт, 


所 以 


. í 1” ri 
Ши | ] 十 Ti 和 4 тт | 
N 1" 
- lim ell { ЕД ) 


n b 
— li irn H (' s | ) -- ! 
Wi в 1 ч = ën, 


11.32 угу Еа. р] | Ж пр, 


д, | /mdr Уак. 28) 
А £ 1 
w 1 bay s) 
iE) -g (A) M, 
№ 
1 4 (5—4) a 


ig 
тү = mini / (r) & + (£ 1) Ра 


. Е b a, 
ырс É + Ë 1а 
n 


M,- maxi (а) < i (Ë - 24 


„- - b-a. 
Z= < s a Ё Ру 


(2) hm aô, =- $ 7 FE- уба). 


证 (1) АЯН Lagrange 中 值 定理 


H 


h 
„ 


А, = | 六 dr 一 9306 Ike 5-а) 
с | 


пол b_u 
= Y n - b-a f 
Г N. piz [a - flatk т ty |а, 
ҳар , | h-a | 
7 Bl a t (6) г fa 1 Ë - Y ) dx 
` г pfe b 
= ` Р п | | — u 
k SMil ы ч — (а + Ё - уа 
- 1м [o (a tk 2] еке 
2 1 Ы " arte- DËM 
libu му 
T 2? ( N ) м, 
ШЕ а 
lí5 aY 
2, +U ) 1474 
ШУ! 
_ 1 б ii Кє. 
z H ) Mi А, 
l 了 一 з 
7 2124) 2099 
(2) (1) 得 
- Кы x M, ea Жы мА, 


吉利 用 


йт. | b Yma | 


2 — ü н 


= іт | 
和 夹带 定理 就 得 到 
lim rå, == a PLO) = Fa， 
注 (1) 题 实 际 是 (2) 的 提示 .运用 系列 题 中 的 连 
на ЈУ ARER 


å-a ч b гй е 
T 43 21м А =. мА, 


Ш 


-HAS m 


tzi # 

立即 想到 用 到 通 定 理 . 

下 面 介绍 用 Stolz 公式 求 数列 的 极限 . 这 个 方法 
很 容易 岳 接 党 ,特别 是 当 数列 的 分 子 部 分 呈 级 数 的 部 
从 和 时 , 几 起 来 特别 方便 . 它 类 似 于 L'Hospital 法 则 ， 
不 过 Stolz 公 虑 用 十 离散 的 数列 ,而 1 Hospital 法 则 用 
于 可 号 的 函数 ,我 们 还 给 出 了 别 的 解法 ,以 显示 分 析 
的 功夫 . 

Ia 22 t e kat 1 


1.1.33 证 明 lim, ИГ = ri 


р> 0. 
证 法 1 WE p ARSL MI Sto ARHAR 
定理 得 到 
2P ton + BP 


. f+ 
hm — 


ate н?) 
= lim n! 
Rn DP“! 

. n’ 
рр Cl ari s a (руе 
= lim- г. 3 1 

' (pt Cont tt ША; 
1 _1_ 
pti 
证 法 2 MẸ p > 0 为 实数 ,应 用 Stolz 公式 和 
[Hospital 法 则 ,有 
lim tt 
L= п?! 
п? 
,pp (иу?! 


n 


"tgo (= bym 
lim + 
а 1 1) 
— lun l = —1 
a kpt D-r) ptl 


1 


证 法 3 如 昔 户 >0 为 实数 ,根据 定 积 分 的 定 艾 和 和 


NewtorLeibniz 公式 有 


. J++- 
im = 
lim ре (2) i TESTI 
neeo F п H 
И! 二 l 1 
= Р ч = 
|+ dz +l ptl 


证 法 4 出 Srolz 公式 及 lim 


IP +q 2 + sa 


+)“ Р 
K =. l = ji 8 


МЕ 


im. п^*! 
P 
lim " PPT 
не-е б! — (n — 1)” 
1 
= Шт " 1 
м =a _ (1 _ 一 
1 
lim 1 N 
n-m (1 _ = ур! = 1 
h 
a 
“бу Буря _ 1 p + 
п 
_ 1 
п 
1.1.34 H C = тру 为 组 合 数 ,3 求 极限 
> 
im += 7 
джа H 
EZI WH Stolz AAA 
Уі 
lirn = _ 
4er п 
n+l А 
Zn К] - Ус 
= Jm 22 3 шз. 
КЕЧ (я + 1) д? 
x` С% эн +I 
¿In Œ С 
= lim 三 人 一 -党 = 
n= 25 + 1 
У п +1 


20 


In {a+ l)et! 
oop a Аи +1) 
СИН 
(я + l)ln(z + D) — I(z + 1)! 
Е „ат 2н + g 
піа(1 + 元) 


Stoz 公式 
— jm 5 


= hm mÍ 1+ + ) = L ine = 


2 „+= 


解法 2 由 解法 ТД 1.1.19(11),6 
Улс m+ 
lim — = lim "(иж D 
n-e +o n? moeto 2n + I 
_ i n + | т À 1 
= | у 1 | nei 7 
1.1.35 ЫШ 
Уул 
(1) lim == = =: 
„зз 3 
Vk 1 
(2) lim т Ci w 
таз 
证 法 1 (1) 应 用 Stol: 公式 
Е 
ХЕ 
lm =t- = lim 一 Уя E 
"= p? н? — (n — 122 


| 
F 


3 
= lim Lale? + (и 1031 


па Зн? – За + 1 


H 
F 
| 
lI 


РИЯ 


(2) lim» А _ 2; 
" п? 3: 
[ч | 
= lim | =l _ 2n 
M =l ir n? 3 
ЗУМ —2n fn 
= ] 上 = 上 
э» зул 
Зо» АЖ 


. 1 
1 ne 
nn) 


ОН [ня = (нч 10) Z n + 1]! 


= lim "5 [3w nF l+ 2n yn 


T+ Jí 


= а +]) Zn + 1] n +] + / n) 


另 一 


3 im у? n +n in- 1) | 


_ 1 lim m + н (n° 28 + 1) 
Зане ари Ся 1) 
1 
— li - 3 n . _ 1 
© Зз т 72° 
Ау 1+— + (1 - 
реГ 
证 法 2 (1) lim = 
pada п? 
= lim ЫАЛ + 2 + + п) 
пож n n n nil 
1 3 i 
ласа 2. 
= Ü) 2 ü 3 
2 
(2) 因为 
“ч 
| > 


т 
= 


~ 
z 
Š 
` 


GE ë Jide) 


n= s- 
ЧУР 
| 


= 

з 

= 
= 


{МЕ 
= 
= 


n? 
mihim {1 J.) 1- im T 及 类 通 定 理 
A 2 Vn 2 т 2 
就 得 
[2 |, 
lir m |А |= 5 
а 3 3 2 
н? = 
1.1.36 i r, = amsn a, MF HH 
пік 
(1) lm. x, = 0; 
(2) 50 < а: [т "E ула = 
证 (1) Ж 0 = sina < l< 5 时 ,由 
二 SSina = с) 
(я (a. DR 
A г, 为 单调 碱 旦 有 下 界 0 的 数列 u par ak. ЫЕ. 


im >, , 则 由 sinz 的 连续 性 得 到 


ü= lim r, = lim sinr, 7 sing, 
H+ a-e +00 
lim r T B — 0. 
aara 


| -o 
= ASJ k- &— dy ЩЩ — 1 =ç sina < Ü Hf, Е 
ДАМ. х, = піп g = — sinsin ' sina . 
1 > — 
= е е р. К 
пар" 可 推出 
= -+ Shiz лч“ lim ra = ` Bm ялап» ўпа =- 0 = 
РЕЧ b 上 Б — | нк ос п як 
о, 2 | 于 是 ,对 Ye， 
Е Jn ET USRA “лы, |, lim x, = „Шт si sin sina – 0. 
м „К 
1 x 1 
мат h + УЁ-—1 (2) 显然 Ше +=, = 19 im ne, = 3. 
l x` 
д-У) (1) 知 lim z, - 0, 于 是 lim -7 = + о. 
一 .n= 证 所 以 i 
= п = 二， 
24" 2 zt 
而 ， mna, = lin T 
d > 站 E dy z? 
/н р ad + Vb — т Stolz 公式 | (n + 1)— n 
ы 1 of E ах — 1 ` x? | n =+ ое 1 _ L 
Уп 1027 dyn Ë 'u | Tatt Fa 
=y L >f" de -En T A hm 
Adni t Ачат уз 2 


ә 


_ _1_ 
зу (9-1) 


Sin smr 
= lim 5 
T ар 


. гі _ < — = a _ 1—@ 
= lim ' = | > Ta < п < М < _2@_ 一 2 + 
ж (аар elr”) l-a 
14 l= (m + 05, = 1— x, - ne 
= lim 1 : = 3, 1- 1- 
+ ч x= l об?) > 1 _ _ 一 和 二 > 5 a 
1.137 б< rZ ltp = z (1- rn = XEK 
证明 lm. Г = 1. | = ja 
证 法 1 AA z (l а) mz r< a, 212 = 2х1 зд) = x + (1-2), 


故 1x, Е, E r, >0, 有 下 界 0, 因 此 ,1.r| kak, 3z3 = 3тр(1— r) 


Ж 
Z z = lim a, A r = ril- r) ЙЧ + = 0. 因 此 
И А ллу = пт (1 — т-у) 


= 205 + хэ(1 一 3a). 


„їп nr, = iin i = (а Dr Lttll ә), 
A Б {n+ rr = (n + 1)=z,(1 — r) 
Stolz 公式 lim : п = 1 = ят, + 2,01 — (n + 1) zx,). 
t- 两 边 分 别 相 加 得 
‚ 1 > {я + Lægst 
= him 
+» | _ _1 = zt xkl - 2203) + ratl — 3ra) +t 
站 一 Pa Tr o nm-1 + rall = (я 1 1)<,) 
= lim I а 5 = ж +a (1 222) ++ + ху(1-(М 
= lm (1 - 741)= 1-0=1. +])zs) + У! (1 (2+ 1)r) 
k= + 
. = Д 
证 法 2 = 工人 一 еи: ` ч 一 
; В у= a(l- r) Ул 3 时 严格 增 >ant) + У) а A. 
故 k= М+1 
| | | | ШЫН ҮЕ N, A 
ху l-r) 7(l- 本) = 4“ 3' + 2 
1 1 < үг! zi- ail- roh, 
кї = xz (1 — ту) < tq- x=) < 4 келч 
Да ЭЗЕ ж. 
车 吉之 于 < T.M 但 另 一 方 而 ,因为 kv, 严格 单 调 增 ,kre > 1 ， 
antl = „(1 = >, ( - 21) = зу, r > T k = 2,3, СИСТ 
1 _п l _n+! 1 . = 
nti REI n+l n+2™ n+ ЖК, Эа 也 发 散 - 矛 盾 . 于 是 = ~ 1 
ЁТЕ, х, < 立 . 因 此 证 法 3 由 证 法 1 知 fim x, = 0, 所 以 fim 1 一 一 
1 - (m + 1)z, > Ü, = ] .如 因为 ú 
(m 1 1) — nz, 1 1 1 1 
= (l zp} +z rp) na, m, 2.001 z.) Ху VI 19-1 
= (l-in + 1).r,) > z, * 0 = 0. 1 1.__ 1 
FEH nr, 严格 单调 增 日 nr, < (n + 1)z, < 18 | i Po 
界 , 央 而 数列 ; wz, | KA iE a = lim mz. 显然 ,a + жу оды = Т xa 
1. 7 
Фа < 1, nz, PRH (n 2 HJ) H nr, < а. l 1. 1. 
a T} тї l-z’ 
Mm а, < “ T Oln 一 + оо), ЯШ, TE N > 所 以 .将 上 述 各 式 相 加 得 到 
„да A r 1 1 l ү... _— 1 
Uus Ü| n > М,Н rr + 


22 


全] 
Mr, mn aal x j — 2, 

l | 
-nll 0+1 -0— Қа + е) 


=E, lim zr, = |. 
1.38 GEESA Banach, 1922) iir. p) 
мло W H (BE в) 25 (8) (р(ғ,у) = 


КУЯ = уо)" ВА З Н В"), о 为 度量 (距离 ) 


ARE. y: Xa X ARSI, ,如果 存在 o € (0,1), 使 得 对 
Улт ЄХН 
рг) Кт) glr 2), 
ШЖК ВЯ XT Vx EXSER 
da = fira pon C М. 
证 明 ;{1) 上 为 大 上 的 一 致 连续 映射 
(2) 点 列 +, 是 收敛 的 ; 
(3) iur” = Т z* H BADIA, ВШ 
fz") = z"; 
{4› 方程 т) = z+ 的 解 是 惟一 的 ,到 了 只 有 一 
个 不 动 点 . 
证 (1) V re >0, И О< ë < 


X pira) 之 8 时 ,有 
ot fr fr) дех 1 ) 
= Gyr 了 < ë, 

因此 ,上 为 上 上 的 一 至 连续 映射 . 


(2) 因为 
рб) = 


g+ 21,9 хох Є 


оа) Ка, 10) 
аш q'p( ri, zn) 


п 10%" 


= qp( Ta, z 
和 
PA ри) 

E OÜ 2 rT rO il ЖО? рб Ta) 


= (К! + +" + TT oC i zo) 


所 (арду). 
ВТЕ, х. 为 Cauchy( ЖЖ) 序列 ,因而 с БЕГИ). 
(3) Hi КЕЖЕ Bl 
к^ = lim х, = lim fr, |} = ж"), 
ра“ РЕЛЕ). 
(HE) 从 
О оба, РСЕ DD) = Са 4). ж) 
= еб н 0н —+ eo) 


АЛЕ ЕКЗ S АЕ ВЕ) 立 知 
r" = lim =, = f(r*). 


即 r” 为 了 的 不 动 点 ， 


(4) тм ”都 是 的 不 动 点 , 即 
z" = Да) = Kr). 
Wj 
рб.) = р(К(т*)./(4°°)) 
а gol" r), 


DE- optr’ z") 0, 
(1 q)o(z 227) = 0, 
plett 00-920), 
z" = к^" 


这 就 证 明了 了 的 不 动 点 是 唯一 的 . 

Ж ЛИЕ Н АЕТ УГ ЕЗЕРА 
方面 有 广泛 的 用 途 . 它 的 证 明 主 要 用 了 Cauchy 数列 
КИК. 

1.1.39 设 (z,p) 为 完备 度 基 !( 焉 离 ) #5 [B], f: X 
—x ии, MEFE n E N IEG n KE НИЯ 
F= Er ° PAX БВ TERRE, И 了 在 z 中 必 


有 了 唯一 的 不 动 点 . 
Bin = РВ, ДАЙ 1.1.38. 

证 — g = р, HI z 9 X САЯН A, Н 
1.1.38, APR * BB = gtx*), 则 x* 也 是 
了 的 不 动 点 .事实 上 ,因为 

кР Р ров, 
所 以 ， 
g(fOr`)) = Felz) = бж"). 
于 是 frh ШЖ и Нан, ШЕЙШ Ж НН — 
个 不 动 点 , 战 必 有 АЕ) = z",BD z" 为 地 的 不 动 
点 ， 
再 证 唯一 性 . 设 >z* * 也 是 了 的 不 动 点 , 即 x°" 
= К(х**), 
Platt) pratt) +. 
= Қт) = r**, 
е‘ 也 是 g = ра ,{Н к {ЖЕЙ дд ДЕҢ —- 
的 , 故 r" x * ,所 以 下 也 具有 -个 不 动 点 . 
1.1.40 KRE 


im (1+ ®+а == +, [< L. 
Ë im {13 пы: +) 
l= t! " 
Е к, l- x 
_ ntl "к 127" 
= lim || |! Е | ' 
| райы, i La 
Jeg ei 
= el- r` 
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Ж ”本题 应 用 了 重要 极限 lm(1 + 5 = е 和 当 
lim u(r) = u > 0, lim vtr) = о 时 , 极限 


Ji = lim рук ан( r) = e ша ті Инне} = 
гу 
„чө, = иң = [limu(z)J W >), 
ту 
1.1.41 RER 
lim cos сов 2а па 
osinn nn nyn Zn YH 
解 ”因为 
ва bš а? 1 ) 
Ra _ 1- Ё. + о 
соз - nÍ 2 of >) 
Ela’ 1 
三 一 TE + 0), 
所 以 
jim | СЕЗ ла ) 
ie пуп нуп 
ka 


nin + 1)(2п +1) 
жак +00) | 


2 
= lim | - gu + Aya +90) + of 


于 是 得 


H 下 十 各 ” п H н 


Ж ЯАГАА НАЕ ЫТ УЛДЕ. 
ЖА Taylor 展开 是 一 种 重要 的 技巧 . 
11.42 记 单 位 加 之 内 楼 正 & 边 形 周 长 为 2a,, = 


2nsin 2 ,熟知 


lim а, = im asin — 


a+ 


内 直接 计算 得 a6 = 3,ар = 3.10582854,ax = 
3.13262861. WMS 


b, = L (day, 一 anhs En = 150166, -hh 

则 由 Чок. Со 可 算出 
сь — 3.14159206. 

断言 "序列 |c,! EFA a, 
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| ИШК хт” АГ? 


请 证 明 你 的 结论 . 

解 断言 “序列 jc,} 比 序列 }a,} 更 快 地 收 襄 于 
zx” 是 正确 的 ,证 明 如 下 : 

WS Taylor 展开 式 , 对 任意 > C R, 


_ 4рет 
ne 


有 
1 
Т6 
- =>, Gr Zyn 
= „(15 S GDE yaa |. 
所 以 
ОЧА "Убу СБ (ED 
2 _ 
= O(n + =). 
x 


dar = [4 + 42; И Д 
= «|а X от д 5-3 саун 


muu] 


_ s (1) 
1652, = «16+ > 3 (2k — 1)! 


(yau | 


1 1 
“本 


“СТ 45 (26 1) 
_1_ 一 JE yik- 
x [ ка пр ) 
-pj l e+ o 
ol 4) (л + ) 
因此 , 1р, Eie ERRERA F z, Mile! E 


б е! Ela Gni НЦ x. 
1.1.43 Ж 


解 B Tayor 公式 得 
(ү, у е очна 
e 


Га 1 l 
_ sanl w- ts -bt 20 | 
= H e LY au 3л dn Sm 


1% d _ 
|, 3+ 26 + Зи? 


2 | du . 
3o Ly, È 
(u + жч 
21 += 

- 2 3 ав 3 
325 22， 
3 га 

1 _1_ 


„е 
一 nie е 1» ане) 1.1.45 Жа 
i А 1 1 ,1 | 
= „+ 二 1 二 La L tol п) | да р та 09 +01. 
| L 2 3н dn Sn 解法 1 
If 1 l l 1,7 
+ | - < 3 из + oh) | ЕЕ n- — _.. 
2! 2n 3 4%) n? un ntl + я +3 + t n+ {2a + 1) 1 
17 1 l 1.1% 1 2 І 1 
+ | S +: š+ ol i --— + - ө 
31| 2a Sn o | 2 „а н P y 1+ 3 + 
¿Lf -+ dT у n 
41177] пі | L Jal jim 2 ! 
‚ | 1 l | 1.221 2 „жу A 2n +] 
-ntl + 一 一 
" 2н Зи? 4н? Sn n " 
1 r? 1) 
+A __1 I l = = dr +0 = +I( + z) №3. 
Ru? би? И (тз + иб АЙЕ, [+х = 2 
解法 2 应 用 公式 
+ Lag t жос! 1 1 1 
483 н 249 24 х 162 і + F + E ++ + — — ]nz# = с + Еш» 
p4 RŠ ll 7 ,2447 a с! яро, аа |. ат 
> 54 167 + 5760 nto :中 , = 0.57721--- Euler ЖЭК, lim є, = 0.33 Ж! 
Га . | і [| 1 
4 3 СЧА `T r +(2n + 1) 
М [л 1 # 4 # 11 了 7 
lim | n + z? н + 24” i 16” к 5E 1 
ита - = im [> L | 
— od ) лж +u 
= hm |24 п? | - 2447 = шы, 3n крене 
а | 5760 A+ 5760 = [Ins кеже, 11 
L 1 1 
注 JH'Taylor EFEM E B НИ КЕЙ = lim p +1 + Ezari 一 Ên | = In3. 
ВЕЕ L'Hospital ЕШ] SE r gi. MH 
.1. 3 x` _ l _. Ti 1 _ 1 
1.1.44 求 极限 lim sin 2; ууй E +2! MANEJE | 
| а 
H lir мп 2 У) 1 " "+ О» ! 2) 
wl n in I _ 1 


п 


п +2 ntt Ut n TEF +2) 
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1 1 aa 1 


< + л+3 п +{(2ң +1) 
l  _l o 1 
s Ln + 2 
Hl B l A 


- _1_ 1 кыю 
lm (17+ 153 57) 


. 1 1 1 
im 2+ 215 U tatn. 


| 1 1 1 
imf, +2* n +á t+ n tz) 
_ l . | 1 _1 1 
2 m (5 rl я+2 п+3 

1 1 
n t (29 + 5l- 2 13. 
Ë ОШ рай ДАШТ а РАЖ Piya X. 


1.1.46 RIRN lim | (1 + + t + TE i) 


H= + 


解 出 题 1.1.19(5) ， 


r = l+ 6 L ion 
收敛 于 Euler ЖЖ с, 
па (а а) 
- (1 +++). 
- а (п) 


КЕ) 


= limir + In2n (z, + ат). 


. 29 
= lm ifon T х, t ]n = 
m =l ua п 

5 i az T Mta + lng 


= сес + ]n2 = 2. 


1.1.47 ИЕ 
ЫШ 1 _ Е 
узу 24а n 1,2, 
кж. 
证 s, = 0) 2-2,0 
dntl = 8+] = S, 
l 1 
= fnil 2( П + 1 #п) 
Е 1 Е 2 
“п+1 ГЕЧЕТГЕ 
Уп — уп +1 
An+1( ntin) 


_ .1 
Ма 10и) An 
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TE У) — йын У) а, 收敛 , 即 部 分 和 S, 


-I 432 
= Ха = X 27 й. 


£ ”将 数列 号 成 另 一 数列 的 部 分 和 ,利用 级 数 收 
敏 的 判别 法 则 是 解决 这 类 和 式 数列 的 好 方法 ， 


аһ 


1.1.48 а> 0.9 ЄМ, lim сс 0 
РАШ а, АЖ. 
证 法 1 因为 
кнр 0 
пө 1 мн — en _ 
所 以 对 e = (NN, J a> NN, a 


1 
4: 

(ЕЕ) ВЕ a, 有 界 , 则 0 < M = вир lav-1, 
ама i. FE 34 n > N 时 ,有 


1 1 
“к < д (аы + anaa) =< 4 ` 2M = 


_ M 
М = suplai < 5» 


FA. а, 无 界 . 
证 法 2 因为 


ІП —— = 0, 


li 
па + dnt? 
FEL. FE NEN, n > МЕ, 


iy 1 
ntl + @па? б ' 


api + Заң, > (аһ, + За,) 
2х DN aya + Зам). 
这 就 证 明了 ay + За, 无 界 , 从 而 а, 也 无 界 . 
证 法 3 因为 
2 


im — — = 0, 
а fatl + 3+7 


所 以 对 V e >0, JN E N, ` п > М, 时 ， 
mi k e, (0) 


Antl 十 8+2 
( 反 证 ) В а, HR Тал салс l GA 
T M= зир] ам зама,” , 则 对 V > ОЕ 
н\п 2 М + 1) WE M - Š < a, < MACE) 
M- 


а, 
apel T y 2 т > 


特别 地 , 取 3 = H e = L RH an + anz > 2M. 
tl tnt 中 必 有 一 数 大 于 М. 这 与 M 是 集合 
las , aw +2| 的 上 确 界 矛盾 .所 以 dn 无 界 . 


注 HT Hm - кр Tay ' = 0, 在 估计 4 时 , 知 分 
НАВЕ AD a, ЖЯ HEU IT ЕЙ 
ЯШ K. Mk a St < C Ha, + 


1 äp 
За. > 2° “(амы + Захар) EER IRER. 
11.49 设 实数 序列 ;av ; 满足 
(2 = аат T lan = 1,2, 
斌 证: шп а, _ 1, 
证 法 1 АШ н ЯА, а, > 0. REN, АҢ 
а < 0, ijk 2 - а > 0 


_— -1 
Ü< аа — l-a Te. 2 ' 

_ 1 -2 
0 < ба 2 И — 3° 


由 归纳 可 证 得 0 < a, Е „ШЕН T Hi n > no 


时 a, > 0, 

Жа, ЖАТ О ИЙ, а, 220, = 1,2,6. 
然 , 册 {2 一 Hy lupa] = 1 推 得 当 п = 2 时 ,av = 0. М 
M a, > 0. 

由 于 n ЖЖ ЖЕ а, > 0,42 dy 一 
Ü < а, < ZPTL п РЖИ, 


а, T Gy， w sa 


rt 


Чи+1 


а„) ` 335 +1 
2 
= 9.002 а _ 
= i ТАТ tapil ` Artile 


Lo 2 
即 x 充分 大 时 ax PA EA. T al 9. ie 


lim e, — а. 


1 = lim 1 = lim (2 — а„)а„+ — (2 - aja, 
于 是 
(a — 132 = 
就 有 lim =, = а = 1. 
证 法 2 分 两 种 情形 来 证 . 
情形 1: 存 在 ,使 a, ss L.M 


dell — 2 _ ду =! 
H 
1 
HE+] k} > — й 
2 ар 
2 5 
l- 2ар tak (1-а) 
= a = = 0. 
= — d 2 — dh 


H U43N2E Sar. > ЕЕ, а, >а, у.а, 511. ВТВ, 
а, ШЗ. TU lim а, = &, 得 到 
l- in (2- 
从 而 (ae 1) - O,a = i. 
Жаң n, H a, > 1, 则 a, = 2 - 


Qnd antl ш (2 ala, 


lim a, = l. 
=+ 0с 


<2,A m 2 - a > 0E 
dyl 
l 
dyal da 一 2 аһ та, 
1-24, tay Uzay 
І 2 -а, 2-4, 77 


ВЕ а, АНЕ ЕР 2, Я. SEEI 一 样 可 
证 lim а, = 1,}& 5а, > 1 ,你 单调 增 有 lim av >al 
> ТАЯ. FARRA E ATTE. 

使 该 数列 成 立 的 只 有 情形 1. HE lim av =]. 


证 法 3 由 题 设 a, £ 0,2,н = 2,3,…, 所 以 不 妨 
а, 5 0,2,9 = 1.2, Xia, Ш, AE ТЯ 


必 有 lim а, = 1. РЕ ien: ШС. 

令 b, = l- an = 1,2,7, MA Б, =+ 1, H 
la, AI Sia KR ERRAZ- aplan = L 38 

(i+ Hi- Б) = 1, 

经 计算 得 „ы = тр. 

显然 ,若菜 个 b, = 0, buai О, КОЗЕ АВ 
р х т Еф, р, = 0, Р lim b, = 0,15, 1 И. 

# b Ein = 1,2, e, 则 可 证 必 存 在 m £ №, 
得 p, 2085, <—1.(БШЕ) ВЕЙ н C м.в 
—-1= 5, <0,Ш 


b, bš 
br 


知 5, PEREA FR 一 1 所 以 1p,| tat, E 
0 > А > „ип 6, = Ü, 


矛盾 . 故 假 设 是 错误 的 .因此 , 必 有 mm EN, E A. > 0 
TE А. < 

Bb, <-1,01+5, < Orbn = ту 
BUFFI Б! PEA no 使 b > 0. ШШ ó 


> 0. 


"yt 


b. 
утту > (ФЖ ЁК Ж.И n > пой, Б, > 0.18, 


1+ Ping 


р 
Dael _ B, 一 714 b, < Ü. 


ib PARE TFIO, b) ШИЖ АИВ T за, і 的 
ШЗ. 
证 法 4 ЯШ, п 使 4 = 2еа = stla 


ZE, 由 题 意 “л = 2692 一 а3-р 二 7 an- = 
3 4 п +1 RE sh V n £ 


Na 22, a з= 1,9 _ 1.2. 
由 证 靶 1 知 ,车 |a| kan a, а = 1. 
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MRO — apun = 1 


Pant ут п = 1,2, 


ЖЕТ. ҷа = 1, 8 a, = 
B lim a, — 1. 

情形 2:28 a, € (б =,1)[,]а„,а„ы 7 
Ня E Pe Е | dg Є [0,1) BJ. 


] , = = 2,3,---, PT 


上 单调 


dui = 5 L- € L4, < 10,1), 
因而 а„ Є [0, Dor k AF а„ Є 1- 9,1), Т 

ar = 5 Є (0,1) C 10,1). 
Ша, Є 10, 由 m >> аат Віа, ота 有 上 上 界 
1.80.4 a < 2,a, 关 1 时 ， 

азса = а = 85 > 0， 
Шак, > ак, аль C [Ü,1), m = 1.2," а, < 


2, 因 而 Ta antiyania,… 上 是 单调 增 的 .于 是 |a。| Ж 
Жж. R. lim a, =], 

情形 3: 若 有 a, E (2, + оо), Ша, ага 
是 单调 增 晶 有 上 界 1 的 .事实 上 ,由 


lpi] - 516 (- 


оо 0) С (- о, 1) 


知 即 РЕЯ 是 情形 2. FPE lanttia] 单调 增 , 有 
F h 1. А. lim а, = 1. 
情形 4:a1€ (1,2),а, 2 211 (v n € N) 时 ， 
则 必 有 7 222, ез a, > 2, ЫЙ 
ан = Fi € (— co .0)， 
总 归结 到 情形 2. 
事实 上 ， 
_ l 
аз 2-а ' 
йу ü - Qul 六 用 ,Ga > aj. 
Жаз Є (1,2), ИЫ а: = 5-5 > ez 因此 ,只 要 


у с {1 ,2), 就 有 
L&a S ag oo l au < 2. 


аруа. 


КРН т 2 3( lil аз > 2).10 A, = al - а, = 
Ge D ,所 以 当 1 < k < m- 2, 
A (ан 一 12 (a, 一 гу 
и 2-а} 2 — а 
= А, > > А, 


于 是 ,存在 1 > та > C -1)A Z 2. 
ES PR. a & 111020 lim a, = 1. 
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证 法 5 Жа 1,180, = l-a Д 02 
= Gnd dst = ] 变 为 


(+B - б) = 1. 
于 是 有 上 + b, = b, bb, = ERGE 
11. 
Фані b, u , 
即 数列 | у- | 为 单调 增 的 等 差 数列 ,公差 为 1, 所 以 
ри Derita, 
І 
b, — 1 wa. 
l-a 
显然 lim 5, = 0, liM а, = lim (1 一 内) = 1-0 = 


1. 
Жа = 1, 由 关系 式 得 a = 1. Yn € N. lim z, 
= lim 1 = 1. | 
证 法 6 Жа = 1, 由 上 得 lima, = lim1=1. 由 
REA а, 522,9 = 1,2, | 
qa -5&1.ИТИИЕВН,Я {Ж ҢА от, а = 


m .事实 上 ( 反 证 ), 若 el = H, yl 


a lom 
2 2-a) m-l’ 
43 = PL aan = 2. 


与 对 Yna C №, а, = 2 Ж, TETARA 
Св = 10) (n 2)а; 


= = 2, 
" п — (п — lal rn = = 
nl -a +244 - 1 _ 


立即 得 到 lima, = Jim үү a +a 

Ж “证 法 1 用 了 单调 有 界 数列 收 伍 的 正规 方法 . 
而 证 著 5 构造 了 一 个 新 数列 二 (其 中 b =1—а„),@ 
好 是 公差 为 的 等 差 数列 , 从 而 limb, = 0, 立 得 
lim a, = 1. 


#— +c 


1.1.50 11а, WE aum 过 


列 } "| СЕ — оо. 
证 ”任意 陈 定 自然 数 NM = 012. N 1. 
对 任意 自然 数 ,可 表示 为 n = kN + M, 所 以 


Cn E 4+ 则 数 


Чп i 48м 
nt M nere PN + М 
= Hm = 2% 
nmt EN + М Е № 
pla : а да 
ajala lim = lm 7 > infit, 
п 1 п-++ o> HH 一 二 cc H п | 


# 4 为 有 限 数 , 则 | = | kk. 


Ж 4 НЮХ, р C" Calla, < art+ a < 


ш не), A = хо, вр | REPO =. 

注 ERTER а, | ,其 极 很 不 一 定 存在 ,但 其 
上 下 极限 嘴 一 定 存在 的 , 故 用 上 ,下 极限 讨论 а, 的 
情况 是 有 黄 的 .此 是 只 能 用 上 述 方法 证 明 . 另外 ,如 果 


题 中 加 条 件 4。 > 0,1 сай. 


1.1.51 “ЖУЗ Т УН a, 1л € N ,满足 条 件 
(0 2 Ya, = 1; 


= 


{2)0< а, =< У) up Ya = 1,2, 
Ë= 日 十 
试 证 ,对 任意 了 € (0,1), Н la, 的 子 序列 | anl 


使 得 > ш = z. 


证 法 1 归纳 构造 1m ;使 
Ë | #-1 
S, а= уа S< 1- z < 54 - а, (Ж) 
t= i=l 
RPS, = Уа HES а, 前 п 项 之 和 
设 55 一 D п, 5, 161-2 < S, (如果 


5, >] 一 r, ШЕ ы Ар = 1, Spaa = 5, = 0). B Hjo 


ән, ЖАЙ, 
£ | 
= Уа S 1- r< S, = 
1 1 
由 题 中 条 件 (2) ,我 们 有 


Sa, + 9 = (Ха, + а, ) 


=н — 1 
28, - ЭЙ > 1-2, 
ЗИ 1-1 
ШЕН 5л = Ха, = So -1 一 
а 
最 小 的 пазу 2 z Á ЇЙ Ө 
в 
_ Уа, > Ё- x. 
=з 


k 
ра 


Е: 
Ха, 
(1 ! 


zl- x=, 可取 


даа, < 


此 时 ,由 最 四 性 知 S. 
hpa si өй. 


dn l-r El) 


1- 


i Уа <1-:51- Ма, 
I 
N 


证 法 2 对 x Є (0, 1), 
пу = типі €C Ni] ar < г}, 


пу = minin 2 nil da + a, < гі, 
пау = minja > n, | a, 十 gay 十 
< rj k = 1,2,. 
序列 | mx ге € NI 被 归纳 地 定义 了 . 


由 于 Уа, = = ] ,所 以 hm. aa = 0. AH] m} 的 定 
文 是 有 意义 的 ， Вр z 存在 唯 - … 六 因为 
所 以 序列 | 5а, ip EN| 单 


+ а + и, 


k = 1,2,7 


a > бул = 1,2,9, 
P 

KH. Him 的 定义 知之 ,an <r, Уре 1,2,7, 

Н an RH San =< x. 


пина, + Pa, p=1,2,…, 其 中 


ra 


b= 1 时 约定 Sa = 0. 
k. 1 
事实 上 , 当 pp= 1 时 , 若 m = 1, 200, = 
= | 
Уа, =] рф ну > Б, m, 的 定义 知 ,a -i = 


x, B H Ж (2) 得 Xa> 
PRAM. 
Ri p18, Sa t 
Ë ,# msrl = n, + 1.90 
Уан + Уа, = Sa + Уа, 22; 


а 222. Bj p= 1 时 ， 


Уа, 之 天 则 当 户 +1 时 


n= ч, 


+=1 t=a +1 ё=1 "=r, 
F npea > n +, np ЙЕ 
а ta, te + йл, + а ү "1 = т. 


Ватт 16 (2) 得 
Уа + > „> Уа a, + a, ың! =”. 


不 等 式 对 任意 ， р = 1,2,… 都 成 立 . 


这 样 ,出 于 


" 
[e 
A 
e 
Б 
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Man = ІЯ lim ,> = 0,[8 
n5] 


Уа, = lim 2 Ма, = z. 
кек- 
1.1. 52 设 实 系 数 多 项 式 序 列 |P,(.c)i ХЕК E: - 


致 收 敏 于 实 函 数 f(x ). 试 证 Ох) ШЖ. 

E АЖ ЛАК P. (>)! ERE -BKF 
а) е = 1, 存 在 与 x £ R CB) B 9 N. , 
туп > Na НЧ. 

| P, (a) P) i< e= 1.V>r ER. 


T Pale) = У, аб", 其 中 
= 


a ЄВ. = 12, d, am A,n = 12. 
我 们 断言 он, н> В, Р(х) – Р(х) 为 常数 ， 
BA m,n > МВ, а, = d, a) = aft, = 1,2, 
Чы = 4,. 

(EID BIRTE m,n > No Р, (ж) - Р, (ж) А 
是 常数 Uh Р(х) - Ptzr) 是 -个 多 项 式 ,所 以 
有 

lim ТР, (х) - Р(х) |= + о, 
Ж51Р,(2)- P (xz) < 1 对 YYzrER 成 立 相 矛盾 . 
因而 当 > No 时 ,P(x) 一 Ру (хх) 为 常数 , 即 


Р,(х) = Рм (2) + al) — афт) 
过 
一 аў") + дуа, = № + t, М 十 了 ， 


EF 4 = аму 1" а; = = ati y 
d. 


= = 1,2,4 з 一 
显然 ， 
IP,(z)] ТЕ R .E- Siya РР r) 


«аф! = Pr) ~ Del 在 有 上 一 至 
RRF f(x) - Хал 
а KATEEK ao € 及 ,并 且 


d 
Л) 5 Dur = ар Ут € R. 


大 f(x) = 之 140 为 一 个 多 项 式 . 

1.1.53” 设 六 xz) 是 定义 在 (0,1} 上 的 任意 阶 可 导 
函数 ,用 函数 列 rh, РО), (т) EO. 
і) 上 上--- 臻 收 襄 于 F(z). 试 证 :F(xz) = (бе, ЕСИ 
实 常 数 . 

证 ”显然 

Fir) = Шъ РРС) +I iz- fixt] 
+ [zy 一 (个 十 
30 


二 

= Ка) r Уно) -F 

由 于 在 {0,1) | 
F'(z) = ff (z) + DUP = 00] 


s Df ry] 


Б) Fir) (и + оо) ТО 


= lim (С) + Уна) - FA) 


= lim P(x) = Fla). 


解 此 微分 方程 知 
Fir) = СеЄ,С 为 任意 实 常 数 ， 


求 函数 极限 的 各 种 方法 


函数 极 眼 的 计算 和 论证 的 方法 有 : 
(1) 函数 极限 的 定义 , 即 e-$ 和 ea 方法 . 
(2) 函数 极限 的 + ,x := 及 复合 的 运算 定理 ; 
初等 函数 的 连续 性 定理 . 
(3) 夹 通 定理 : 设 gir) < Ar) <. hlr}, 
Fm gtx) 和 lim h (z) 存在 且 相 等 , 则 lim f(x) EF 
D бо су 


EH 


$1.2 


lm (z) = = Іта) = = Лт АС). 


(4) W MW WR) 有 上 (下 ) 界 的 函数 д). 
їп /(x) 存在 有 限 . 


(5) 两 个 重要 极限 
sinz _ Ily 
lim SS = 1, lm(1+ L) г. 
(6) 如 果 lim Ка) = hm л), M 
im Кау = E fa) = lim fír). 


+з 


(7) L “Hospital 法 则 : 
©” ҖЫ {к 在 a 的 某 个 开 邻 城内 (a 可 以 除 
Я) 可 和 导 , 且 д (т) 50, 并 有 lm r) = limg (x) = 


0 如果 lim GE 存在 , 则 tim E 也 存在 , 且 有 
lm ÉZ = шг) 
r— віл) lim (=)` 
推广 的 LHospital 法 则 (参阅 Š 1.6 8 1.6.24). 
(8) 应 用 Taylor 展开 式 ， 
121 Ü {Яй ТАЯР, Н. 
im СУС) ~ g(z)] = 
WHE: = z. 
Ш Е 的 半期 分 别 为 三 和 T. ,不 失 一 般 
性 , 设 T I.T; > 0, 则 对 固定 的 *, 有 


Кх) - аб} hm УС) — gl.r)i 
一 ип ПА + ali) -gl + Ту] 
+ [ае + nT, + nis) 
— fir + mi nTa} | 
+[ fir + ni) g(z + nTa): 
-0+0+0=0. 
HEA Yr е) = кибә), f = в. 

注 ошубт)-д(х)- lim [f(z) g(x)] 将 固 
EE or КАРЕ SIB ET А ҮЛ н fir) gtx) 的 极 
限 是 很 妙 的 . 

1.2.2 Уа, + оо) = R 在 任意 有 限 区 问 
(а. АЯ, Н 
dim L fz +1)- /(z)] = А 

БАШ: lim, flx) = A. 

HE 因为 lim [Aa t1) 270) = A. ВТЕ 

Ve > О.Е A, > maila Ча > А Ш.Н 


If r l) Дх) A<. 
[ЖЕ A ,由 题 设 , 对 Yr €C (fo,Al1 + 1Y. 81 (x)| 
< M. A > А, жа M < 004 


本 ,于 是 , 当 = > AH ABR n, Еле (Ад, 
А + 1]. 因此， 


fe) A| _ 
4 
O firi- D+ е n) | 
_ А | 
х i 
< У D ta L A | 


+ (кА | Ие; -- и) 
К х 
e n 4+0А M 
Sa't A TA 
E, = Е L 
3 + 3 + 3 Е, 


Ж ”用 "se-8” 的 方法 时 ,与 数列 极限 -一样 ,有 一 条 


1.2.3 Ж тинин. 
O) lim ala >O; 
{2) m + "= 1, 


1 
у TEIT T ay Yr , 
(3) i ш: а, >O. = l.2,:-- 


解法 [| (1) у= a - 1, Щ U 05у +0, Р 
lim © m - а T 
r Ж у Іов, (+ у) 
= 四 一 一 
“log llt y)? 
= Taz 5 ha. 
(2) (1 + zr)" = е, r Оу 0, ГА 
тп sE ne - = lim 6 
0 o ор | 
У. 
= lim І —2— : и 
0 у er | 
= 1.1: н = p. 
—1)+ (а —1 
ag = Ute ш. 
Otsu — 0, FE 
г Y L 
(E) 
r "h п 
1 а -1) 


— ша (1 + u) Е 


= оа, = Jaa, 
解法 2 利用 L Hospital 法 则 ,有 


ла tt er 


TEL ен 
= р л 


ато _ 


(1) а 2—1 ~ 1 = lim = Ins. 
гў] т r +0 
. + r)” -— . {1+ z golL 
(2) im MAAE lm (жу) = р. 
т T г—4) 1 
Н г г 
баз + + атла f ќа + +a )—[пп 
ьа a ppt E 
п 
„reL -Ha Tj- Іле Е + а |да 
= е 了 = hr arrear 
1 л 
ња Ж ЕТА 
= e т = ein Fa а, Ya 


注 1 用 变量 替换 是 求 了 "т 不 定型 极 
限 的 重要 手段 . 
注 2 “1”" 不 定型 可 以 化 为 重要 极限 lm(1 + z) 
= 的 形式 . 
1.2.4 求 极限 li 2—80 == 
解法 ] ЛН D Hospital 法 则 ,有 
. Í созар Сб, 
Hm —— 
rH r 


>: арско рл ЫГ CoS Г 


2z 


siraq ar 


= 2% 


解法 2 ea 就 有 
W н = 
2 21 
1 – cosal.r А 2810 > 
lim 3 lim 5 
тч} = г Де 
2.2 BLT 
_ a? W 2 аі. 
2 тз) ро 2 * 
(=) 
假设 当 ”= m Е, 83 
1 一 cosa E cosa, 1 x` 2 
lim 25 = 7 20%: 


Ша = 站 + 工时 ,有 


1 一 cosa T Сова „ова, + | 


lim 
ы: х? 
1 ова, кра 
= lin — 
r =i T 
4 Cam TLl _ сози U От), 
2 
т 


,对 任何 自然 数 n ,有 


jm он „гуа. 
r =Ü +" 2 =l 
1.25 ЮУ (а. +9) ЕҢ ARTER, RHE 
im LR -g 
кене ziar 


证 ОБ, /(т})!< М, E (а, + So) Е ro 
Є (а, + ос), Я V r > ro, H Lagrange PEH, 
EEE Є РА Wii 


бк} F = f (Ë )(r — z), 
В r > пат # 
= М(х - zo) _ f(x) Рао) 
Iln zlnr 
Mir — ту) 
< zlar 
МЕ 
ШЕ Mx — ду) Б Мл — то) 0 
s zlar T Кыш rlr Tt 
im f) fa) -0 
r == xlnr 
ЕТЕ) 
tim Ќа) 
г ++ тЇп 
— lim, гс) – Firo) „Дзю | 
Р xlnr T alng 
= 0 i! 0 = 0. 
1.26 Жі 
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1-1 
ЕЕЕ z 
r "Ü € 
Ж R Taylor AR, A _ 


онр. 


d.l 
im| С |* = теа ан) 1] 
е 


注 求 函 数 极 艰 有 时 用 Taylor 公式 比 L'Hospital 
法 则 更 简单 .从 下 面 的 三 题 中 可 以 领略 到 更 多 . 
1.27 Ж 


lim Оа а) = z]. 
解法 1 lim [Z (z а) Сс an) — х] 


(z а) = т" 


im (z а) 

-i 
fra) a )] 5 + ат! 
ж)! же + (= Laia, 


t=] - 
а )] = +5 + zr! 


+ (~ р" 
2 


А 一 《al + 
= lim 


= Ка а) — 


= (ar +U + a.) * 


z =+ Га = a) же +1 


атф Ta, 


解法 2 应 用 L'Hospilal 法 则 
lm [wa а) — =] 


sP 


= mejla- 2 {1 — 


-4 
> r н [0 - ay) (l — any) J> -1 
їп 
x= > 
Lia- ауу а) 9 Ја) 
lim I =i 


解法 3 ЖШ Taylor AFA 


(1-2) = -t o( >) 
1 m . 
h [уса ajor a) x] 
= ЕКЕ (1 оч 
= imail- +o- o) 


一 im 2) 


+- „г F. 
| 1.1 
| atta P] 
一 lim 一 - -= 
1 ato n l 
L f J 
а dte 1 Gy 
n 


1.2.8 Жаа +t) - e], 
解法 1 反复 应 用 L Hespital 法 则 ,得 
lmz[ а + 2) e] 


1 
jm 205 e 
уі у 
—— -- ]n(1 у) 
(1 + Ип ! д Y 3 


lim т + туў 7—02: 
ГҮ Taylor 公式 得 


lrnal (1 1 1 yr 一 e] 
57 А a 


1 
= бере] 
pei 


= imr [eo 51065), e] 
BA t 
一 шыг ет? – е] 


,上 上 
ta 1] 


ё ая 1 元 | С) _ | 


+ 
— е lm zL e 2. 


= еа] --у +о(1)]= £, 


2 
1.2.9 求 极限 lim — 
解法 1 JE BJ 1 Hospital 法 则 , 右 


2 2 
_ га 
lm — e 2 li 一 Snr + Ae 2 
1 Ы 4l Ду" 
2 2 
_ 1 -E 
li — sr te 2 ге 2 
im 
rei 122? 
2 
_— a 
lim 2-9% +e 2 1 
+0 1222 12 
2 
= 
-lim St = xe 2 | 
24x 12 
‚ 2 
= > L lim] sm — eT |- 1 
ñ эф F ў 12 


_ 14 __1 
= э! -1l- 42 132: 
解法 2 “位 用 Taylor 公式 有 


lim -* 2 
r= =-= 
2 4 
lm —1L1 - Я + Ti + of) 
2 

. p 50 А 

= Отсуз > + olz 11! 
_ 1 oirt) 1 

四 | 121 = | - 12: 


Wa > l,b >l, AR f:R— КТЕ г = Ü 
附近 有 界 , 晶 对 任意 .x € R£ /(ar) = БРО). МЕНН 
了 在 = 0Ё%. 
证 ”由 题 设 F(0) = f(a +0) — ar, T M. b 
>18 -DM = 0 MI 00) = 0. 
因为 了 在 rz =0 附 近 有 界 , 故 存在 8 p 0,21 z: 
< åa t, | fir) < M.M >й. 


对 Ye>0. 取 NE N, 使 N > kg, М 


,于 是 当 
Iz | < 6 = СТ пал < до) Е, A ; Сах) 1< 
м Е 


If(z)- РО) = ir) All Cr) | 
a ба а) 

az 

‹ <H < e, 


эй аы) = = Ро), / Er = ОЯ. 
1.2.11 ЖРА БЕАРА, АЕА, 
Ажа 连续 , 则 上 为 常 值 函数 . 
换言之 ,7 为 无 最 小 正 周 期 的 周期 函数 ,了 不 为 常 
HAR, /处 处 不 连续 ， 
证 法 | 《 反 证 ;假设 了 不 为 常 值 困 数 , 则 存在 总 不 
Ш а < b), th Маў < Рр). 


HA f Ea 连续 , 则 对 0 < en = 


Lira- 
Б) 
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/\а@}1.Яё&>0, 1 > — a < 8, 
f(z)< f(a) + En 


= Ka) ТЕНЬ = f(a)] 


= TKa) + Ы] < Р). 
又 了 为 无 最 小 正 周 期 的 周期 前 数 , 故 可 取 D< ТСО, 
THÍ HEAR, E p-as нга к,0 н< T < 
M atr Ela, + ó), 
Гь) = fib- nT) = f(a + r) < fib), 
TIEA f AR EAR. 

证 法 2 因子 不 为 常 值 函数 , 则 对 任意 &, 必 存在 
РЛ /(&) 5 а). ММ 无 最 小 正 周 期 , 取 了 的 正 
ВТ, 一 0 (n 一 + оо). 4 

в-а < ті, + r,, Ü = r, < T,, 
其 中 m 为 整数 ,于 是 m — Ü а + r, — a (n — 
+œ), E 

flat r.) = fla + mT, + r.) 

= Б) Aa ба) (n —+ оо). 
РТИ, f fra ЖЕЕ. а ИЕЛИК, f(x) 处 处 不 连 
H. 
1.2.12 BRS AERA NEKAT. z; C I.T 

wlzad) = ашр (хо - б.з + 8б)) 一 
шхо ёо + 8)), 

wiral = lim wk Eor) 
(ËR оу(хо) 为 下 TER zn HIRIE). IERA f 在 xo 连续 
Әт) = = 0. 

Ш (=) /在 zo € ER, MH Ye >0, 35 >0, 
使 得 (zn 一 5,.r0+ C1, 且 当 i € Llr- za | < 
ЕЈ, A 


fixo) - 


3 туо 0, zot) =< f(r) 


= sup/((zo - ro + 6)) < Firat +, 
于 是 . 当 0 之 7 < ó BF, 8 
О ш,( то, r) S w (za, д) 
= lsup/((za- Bro + 2)) 
— мі (хр — ё, дуж &)) 1 
< (хо) + 41- (f(za) — +) 


_ 28 
3 © 
Rp 
а(х) = lim MAENE r) = 0. 


—0 

(<=) 设 lim [вар (хо reot ro а (хо 

—r, r t r))j] = lim wzor) = шубсуу = 0. ШЖ} 
ri 
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Ye > 0,32 > 0, H0 ard, r € (ху rrot 
oA 
| (z) = firo) ll supf(( ra гале + rl) 
inf/{ Сто 一 ,To 二 r)) |< £, 
Bl yüz) fE z = ло 外 连续 . 

Ж ”用 函数 在 某 点 .xo 处 的 振幅 wjtx0) = 0 Ж 
划 了 在 -rn 处 的 连续 性 在 证 明 难 题 时 经 党 使 用 . 

1.2.13 HER 上 连续 的 周期 柄 数 了 上 必 一 致 连 
E. 

ME 设 了 >10 为 连续 函数 了 的 止 周期 ,由 于 了 在 
闭 区 间 [8,2T] 上 一 臻 连续 ,所 以 对 任 给 的 *。 > 0, 
在 各 >>0 当 rz € [0,2T], o r — Z |< ДЖ], 
Ж 


Па) АЕ) |< z. 
Кё = тті до. Г}. ух ‚т €e R, S. lu - 
хе, лас — = нге [0,T] н ABE, 
Ш. = -aT Є [0.2Т], H| >. - z." | = 
|z a | < ó < š, TEA 
| ir} Е) | 
=| fz, + оГ) flr. 1 пт}! 
=| Ж у, h- Ax.) |< z, 
Ey #: R 上 一 致 连续 ， 


51.3 实数 连续 性 等 价 命题 


实数 理论 是 数学 分 析 的 基础 之 - ., 有 几 种 不 同 的 
方式 引进 实效 的 概念 . 例如 :参考 文献 L1] 中 采用 了 
十 进位 小 数 ;[2] 中 采用 了 Dedekind JARA; [3] F 
则 采用 等 价 的 Cauchy 收 伍 序列 来 刻画 , 等 等 ， 

引进 实数 后 ,下 以 证 明 下 面 六 个 命题 是 彼此 等 价 
的 , 称 为 实数 连续 性 等 价 命题 . 

实数 连续 性 命题 1 有 上 (下 ) 界 的 非 空 数 集 有 
Ск); 

实数 连续 性 命题 2 Ата: 

实数 连续 性 命题 3 (Cantor 闭 区 间 套 原理 ) 递 
RAKES 

[and] > Lazda] D'e D [a,,b,] D 


如 果 lim (is а,) = 0, 则 Зу € Ñ Lans bn OREP 
J, 表示 存在 唯一 ); 

实数 连续 性 命题 4 (有 界 闭 区 间 [a.5] KER 
性 ,Heine-Bord) 设 .* 是 一 个 由 开 区 间 组 成 的 集合 族 ， 
Е ЕА AKA а, р). Уге (а, 5]. 
‘HFE 1 C тет, РАНА 
е F. ВЕНЕ о, d]: 

实数 连续 性 命题 5 ARAKEL a,b] 的 序列 


紧 吾 性 ,Polzano-Weicrstrass) AA MaE ЕЖЕН 3); 

实数 连续 性 命题 6 (RK ME) 的 完备 性 ， 
Cauchy)R 中 仁 一 Cauchy 其 本) Ж], АНИ. 

下 几 这 闪 个 实数 连续 性 等 价 合 题 ,我 们 可 以 证 明 
闭 区 间 上 的 连续 晴 数 的 零 值 定理 , 介 值 定 埋 .最 值 定 
НИМ ВОС. 论述 既 可 用 其 中 的 一 个 命 
题 ,又 辣 用 六 个 小 的 若干 个 命题 ,从 而 有 几 种 不 同 的 
MAREE : 样 的 ,都 应 用 了 实数 的 连续 性 命 
其 .类似 弛 .许多 问题 同样 可 用 六 个 命题 中 的 者 干 合 
题 来 论证 .本 节 正 是 为 读者 打开 思路 .于 阅 眼 界 而 所 
写 的 . 

1.3.1 《实数 连续 性 等 价 命 题 ) 让 明 六 个 实数 连 
续 性 命题 是 彼此 等 价 的 . 

证 ШЕН ЛА ШТ: 


a 
% 
ay = (3) 
f (фу 
(6) = (5) 
{1) 二 (2) Pi zx, PAVA LA. 由 连续 性 
命题 | , 设 


T = вирт» < + оо, 
мео О.Н ESE Хг < z Ж, 的 上 界 ， 
故 存在 N € N, ey > х c Maz, ЙЧ н> N 
时 ,有 

x £ < ay лу < >< r+ e, 
ДТ, lira ху = zr <j, Bl z, Уф. 

(2)=>(3) ЖЕЙЛИ S PA T ,得 到 两 串 

单调 有 界 数列 ; 


боша b, ШЕ ЗӨ ШЕ й|. 
再 由 连续 性 命题 2,a, ,加 ЖИГ, П 

lim 5, _ „Шип а, = au = а) = 0, 
Вр д Ao, Д РОН г, А, 

а, лр ba. YE 


-0 C ñ азб 


АЕ ШК ry rg E A land, ] M 
Ош ara хо | b, — a, — 0 (a —+ ос}, 

rn 一 Ta” = Q, ry = = зр’ ñ 
(3)—> (4) (Boano 方法 , 反 证 ) 假设 ,ea b] Ж 
能 被 ?省 有 限 多 个 区 间 桥 盖 , 将 [4 ,5] 二 等 分 为 [a， 
和 |4 才 名,5], 则 此 两 个 财 区 间 中 必 有 一 个 不 


ЁШ ?中 的 有 有 限 多 个 区 间 所 覆盖 , 记 此 区 间 为 [a 


`a 1 b. 
2 一 


b] ,再 将 [a hl 等 分 为 “， ХЕБ АВЕ 
-5 中 有 限 多 个 区 间 所 枚 巷 , EERE A uzb]. 如 此 
下 去 ,就 得 到 一 个 “单调 降 ” 的 闭 区 间 委 


[ai ] D [Lat Эз D [a,b] Don. 
其 中 得 -个 都 不 能 被 4 中 有 限 多 个 区 间 所 办 盖 , 昌 区 
间 长 度 
b — u „ „1 со 
b, T G, = 2” Ü (一 + оо), 


因此 ,由 连续 性 命题 六 闭 区 间 套 原理 ), 存 在 唯 的 
хоЄ Ñ land, l] Cla, b) АТ NL] 
有 区 闻 ©. Ë rE l h EFK ERS пол. 
分 天 时 ,有 
xa E [Lab | — I. 

FERH u,n] Р-Р ДЕСЕ ИЛ) 区 间 
h 所 覆盖 ,这 与 构造 [a bn] 时 的 性 质 相 了 矛盾 . 

(D= 考察 z Ela bj Eler] ER 
中 有 限 个 区 间 所 覆盖 .因为 存在 而 所 .使 a 和 五, 所 
ПаЋа Ва, о) ПС, ВНЕ ААЖ 


xf” 的 性 质 . 令 
а < supir” а, х ТЕЕ ПРЕНЕЛА 
区 间 所 覆盖 | = 一 c =< b 


ЖЕ с — b (RE 假设 a < е < 5, 则 在 在 h € z, 
使 cE л = (a,B) .根据 上 确 必 的 定义 ,存在 zxo* 使 
a< ту «с. Hla ri J 89 НА Ка Ж 4 C 
所 覆盖 .显然 .和 U |11| 覆盖 [a ,人 和 ,ec < ЕЁ, 
这 与 БИЯТ. 

45 Жахл, = b,n € N. BE) 假设 
а, АКСР ДЈ V y cC [ed], AHAT уй 
子 列 ,因此 ,存在 开 区 间 Ly E L.L PRS z, 中 
的 有 限 多 项 ,显然 ， 

£— ihly a, b]i 

[2,5]. 由 连续 性 命题 4， 存在 [由 
[а.о ДИҢЕ а, | n € NI 但 是 ,每 
ELESE, HERA, АП, ] 也 至 多 只 
能 覆盖 x, 的 有 限 项 ,小 能 覆盖 吾 个 数列 |r。| , 章 盾 . 

(3)=>(5) 将 [a,&8] 二 等 分 , 则 至 少 有 一 等 分 售 
аг, AEREI MEERY abi] Ban € [ai 
б}. land] 一 等 分 ,至 少 有 -等 分 含有 的 无 
限 雪 项 , 记 此 等 分 为 [az 如] Ur, € [а›,&›].пу< 
n2. 依 次 类 推 ,得 一 区 间 套 

`a bi] [а,б DeD [e b, DO 


Вв ьа, = E Dle, Фа, 的 无 限 多 
Л, т, Є lab, ln, 1 < н; ЖА Ж ЖЕБЕЙ 3( Hj 
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ИМЕРЕ ЯН), EE ху € land]. BAe, 
BIFAT, Ж ЯЙ ТГ za. 

(5)->(6}) (R BU FE, A,Cauchy) Dv z, 为 
Cauchy 数列 ( 即 基 本 数列 }. 先 证 х„ 有 界 , 为 此 , 取 eo 
= 1, 内 定义 ,存在 NEN, 当 m,n > МВ, 

Za =, |< 6р = 1. 

从 而 
Ea Жм |< Í, 

Жы EE rya IHI Zaa — Z, |Z] хур |+]. 
由 此 ,对 V x € М,Н 

x=, 12 max| | zí 1, е, 
即 z, 有 界 , 下 证 {x1 KA. 

由 连续 性 命题 (5)( 列 紧 性 ),.r, A ЖЕУ) 
Zn it lim an, = x Baf Ye >0,3JK EN, Šik > 


K 时 ， 


Гау |. Гак |+ 11 


lz 14 E, 
A х, E Cauchy ЖИ, УЕ N C М, Уот, л> 
NBF, 

| Ema T x=, |< pE 
ТЕ, n > МЕ, Ж А > тах|К,М},п„ >> 
тахіК, NI, A 


|z. z 131 Z T En tl | 


E&E, ŽL 
< > + 2 =®. 
因此 lim =, = х. 
== ÚES ACR, ES MATAHI 


情形 证 明 类 做)， 

EMEA M| M = supA. 

# M CAT жЕ A MAKA m, MIHA 
h 2 $k m) Ж [m,M] 等 分 为 二: 


[өзм al a| ala 


含有 和 A ФЕЙ, WRL al- [М.м |, 
[М M EREA 中 之 数 , WR Lab = 
| m M] р D A WER, B [ab ] 中 
АВА Т2 0. 再 将 [aaij 等 分 为 二 : 


[ant] атй р жга рда 


ар + b, 


А hZ 00, M [4,21 = [ 3 А |: ЖА 
Е A 中 之 数 , 则 取 [a2,82] = 
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а E | N НАЯ, (а Баа 


А Фо. Wi FE HARAR a. 5, ,满足 : 
(1°) Р.п € N) N A RELA: 
(2°) [а,,в,1 (n € N) 含 A 中 之 数 ; 


(6а, = М0, а € Ni 
(P) Та, ap М 
| b, = Б 1 Ме" n€ N 


АЛ, V e >0, NC N.N >| M-m 
> N,p EN 时 ,有 


акр аһ = | аар  Ga+p=1 + a E 
аһ+1 | 十 | акы — tr | 
M-m 1 1 
< (1+ 1 +" +a] 
| L 
_ M - т 22 еМ т 
zat | 1 2" 
2 
< М" <e, 


ВІ а, 为 Cauchy 数列 . 同 理 2, 也 为 Cauchy 数列 .已 知 
REZAN, AJE а, Mio, ЖЕ R rR akui. 由 (3 
ЯТ, а, #05, 收 合 于 同一 数 a ,由 (1 ) 1, а SAP) ЕЖ, 
TËE(a,b ] (6 € М ФЕ A 中 之 数 . 根据 (2 )， 
Га„,а](п € N) PRTA А 中 之 数 , 而 im a, = а, 
Ж a ЖАШ ЕЕ. 

(3)=>(1) 在 (的 全 (1) 中 得 到 一 个 递 降 的 闭 区 
间 套 

Lant D [anb] 72+ D lant] DO 


— m 
2" 


b, — a, = — Ü (z —+ оо), 


所 以 ,存在 唯一 的 a € f [a ‚5,1, EMER, a 为 A 
ЕЯ. 
1.3.2 (PREE) / 为 [ae ,5] 上 的 连续 函数 - 
CD ME Fa) Б) СО, ИРЕ EC (а,Ь). 
Кё) = 0; 
(2) 如 果 fa) (Б) 0 Е ECE [a Б), 
Ке) = 0. 
证 DOE 1)( 应 用 区 间 套 原理 ) THB fla) 
< 0, FL6) >й. (RERE Ут © (ab), (z) £ 


0. 考 起 区 间 [a bl 的 中 点 2 二 2 ж (25 < 0, 取 


b ар 


а = 250,6 = Б: (257 > 0. а = a,b 


= ® > 2 则 Аа) < 0, Ab > 0. 586 8а, 


ар + b ц 
1 


b] 的 中 点 , 若 yC) > 0, 取 az = аз 
а | 


+ b + 5 
= буйт S Ly >0, 取 az = aj, h = 2 : 


NJ yie) < 0, Fib) >0. 如 此 继续 下 去 ,得 -“ 递 降 " 
的 财 区 间 套 ; 
la b] Dlm, h] DD La, sb, ! зе, 


由 连续 性 命题 并 闭 区 间 套 原理 ), 存在 唯 -- 的 二 
Є f land] C [a,b], A 
та, = im ba = Š, 
HI Yn ENA 
Fian) < 0, f(b,) > 0. 
然而 Elab] 上 连续 ,所 以 
0 lim f(a,) = РЕ) = im Р) 220, 
ЁСЕ) = O. 
H £C (a,b) ASRR V r €C (a,b), fi z) 2 Ü 3 
ЖМ. 
(ik 2 2 18832) ЖАЫ flae) < 0, РЬ) > 
0.4 
А = |= Є [4,511 а) < 0, Vu Є [Ат]! 
H Ха) < 0%[a EA, AZO REEERE 1,Л 
有 上 确 界 2 = supA. 再 由 f(a) < 0, (b) >0 Ж rH 
连续 性 , 必 有 
a < Ë = spå < b. 
现 证 FS) 一 0 由 上 确 界 定义 ,I] yw € (2,5), у, 一 
Etfi) 0, К.Н z, =£ fO.) 之 0. 根 
据 Ff 的 连续 性 ， 
022 lm fan) = fE = lm (y) 20, 
КЕ) = 0,268 (аё). 
(ЖЕЗ) УНЕ) (БЛ BH Y > (а, 
Б), г) 50. 0 Ele, Р] В Yr Ela, 
61,35 > 0, är € = (z — nrt ð) 时, 
Ке) S ж 同 导 .于 是 ,f= L lz C [a,5]i 为 
La b] BJ— а ЖЕН ЕГП A( 紧 致 性 ) , 存 
Ela Б: НВУ 6 ú = II, [ғ = 1," RI C..f. 
FEL ЕЗЕТ, 了 在 [ab РЕН, AT 
f(a) Ж /(bY BS. SBI уйн} /(Ь) FA. 
(2) WR а) = 0), R £ = a; WH fib) = 0, 取 
£ = b WE Да) 30, 6) 30, 0) асв) < 0. 
ВЕСОВ EE tadh tE AE = 0. 
1.3.3 (7А) Ela. bj MER. 
(1) WME mini la) fih) < r < max] fla), 
febyl METE 2 € (a,b) E AE = r; 


(2) 如 果 mani (a), (Б) =< r =< mari Да), 
ЛБ. ШЕЕ EE [a.s]. BE 6020) = =. 

证 (1) $oF(z)= f(z)—- r, F(a)  F(b) < 
О, 1.3.2(1),]РТЕ £ C (а,5),[ 0 F) = 
РСВ) r, В 

Ке = r. 

(2) ЖШ Ка) /(%). 

如 果 r = min| (а), Ab) = Ка), £ = at 
Жоке мах Ка), КР) = ДЕ) ЭШК 2 = 2. ШК 
min] а), ЛБЕ < r < тах! ба), Б), B (1). 
FEEC (a b). Ë Кё) = r. 

1.3.4 次 了 在 [a.5] 上 连续 , 则 了 在 [ae b] 上 有 
界 . 

证 法 1 由 下 面 的 题 1.3.5 证 法 1 知 f 在 [a,s] 上 
达到 最 小 值 m .最 大 值 М, T 

| f(z) 1 птахі, 1 M 11, 
即 [4,5] 上 是 有 界 的 . 

证 法 2 HA f Ela, b] 上 连续 ,所 以 对 V > € 
[ab] єр= 1,3002) > 0, Yu € (z — дт), г 
+ 2х) Alab], A 

Ка) |< Ра) < f(z) r 1. 

显然 ?= {(х- ó(z),z + б(х))|х € (а,в 
[a ,5]55-— Ж. 根据 连 续 性 命题 4. 存 在 有 限 子 
MEA = Ilr- Qa yz t б) = lennt 

М = тах}! fr)- 11.1 fz) +1:, 

i = 1,22, nl, 
И ух Є [a,b], 

| f(x) lZ M. 

这 证 明了 Ela, bl EAR. 

1.3.5 (ЖНА) 设 fF la b] 上 连续 , 则 /在 
[ash] 上 达到 最 大 值 和 最 小 值 . 

证 法 1 È supla o FE х, Є lao] tE 
得 lia [бл = sup/(La b D AREE 5( PF 
列 列 紧 性 ) ,存在 t, 的 子 列 zw HAT rE lud] H 
由 了 的 连续 性 得 到 f 

яу) = lim а, ) = supf (14,01), 
BE yE ro 达到 最 大 值 fro). 

问 理 可 证 了 在 {a,5] 上 达到 最 小 值 ! 或 将 了 换 成 
- Р). 

证 法 2 (КШ) 假设 f ERKE, Ф M = 
зир [а,2) Ж 


` 1 
Fix) = M- fa Є [a,b]. 


Р а, Б) БАЕР REE, F Ela. 
5b] 上 无 上 界 . 这 与 (应 用 题 1.3.4 证 法 2 得 到 的 ) 结论 
MFA. 
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Ж RU o 为 度量 空间 ,a, AX PRAF, 
ШЖ Ye >0,4МЕ М, Ҹи, т> NN 时 有 pla,， 
а) < e а, (X, о) ТЕН Сашсһу да Ж] sk ЖЕДЕ A 
51. 

WRX. o) 中 任何 Cauchy 点 列 都 收敛 , 则 称 
{(Х,о) 为 完备 度量 空间 . 
13.6 (CD (Х,р) 9 
=з(2) Cantor AREE H. E 
FD F, >: Е De 
ЖАР: хе ШЕЙ E PF Ж! ‚В іт diamF, = 0,0] 1a, 使 


ПЕ, = lal, 

| ©3(3) Cantor КЕИ. 
B, 09) D B G) DD B, B, (a) D» 

KEREMI, E lm 8, = 0, 则 3ia, 使 


Ñ B (a) = lai. 
((2) 和 (3) 是 闭 区 间 套 定理 的 推广 )， 

证 (1)=>(2)(G. Cantor) FB F, Ó HE a, € 
F. XW F EE lasann’ C F n € N. + 
B, m > n Hf, 

Planam) = diamF,, 
ЁШ а 2 Cauchy AF. Ж (ОХ, o) ЗЕ, РИЧИ а 
E XARF, NH, m nihan € FF,, 所 以 a 


= Е, Ya € М, Ep а Є ñ F,. 


另 一 方面 ,如 果 b € (YF, а,в E F, A 
O = о(а,Ь} = бат, — 0 (n —+ оо), 
plab) = 0 
ра = 六 所 以 Пк, = lal. 
(2)->(3) BARAA R ИН. 
(3)=>2(1) i a, ЖХ У Cauchy 点 列 , 则 存在 


=H m, ‚ын, 


пу < йэ < 


Plans A) < Б. 


£ X 中 作 一 列 闭 球 B рв = 12, „Hx 


Є В. КЕ 


e, a, = < olx, а, 2 + Pen ii san) 
! 1 _] 
< ока унт 56, 
BJ z € В, (2) Ai 


ту, 1. 
В, (a) < B, (27) Ë = 1,2, 
пур tl „°2* 
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另 一 方面 ,diam B, с) = 
л 


+ оо), 803), Jia € B, (Сг). ЖА 
* „Ж 


O< plasan) & э 
Ye > 0,828 а, Ж Cauchy AFI AFEN E N, 


H n,m > МЕ, pitasin) < x 上 充分 大 ,使 得 


1 


x < +,B w > М, z > N 时 ,有 


бш uy) =< р(а,а,) + еба. .а,) 


= 1 
SIFI 
Вр. lim 1 plasdy) = 0,а, Жаға, АЕН T (X р) 
py 备 的 . 
1.3.7 (R" ,eo) 是 完备 度量 空间 . 


证 Ёа" = (afevar) ШЕ 
ý 1 
[an а [> a" -aPN 
=l 


= ola", a) 
< п тах 1а” – ala = l, n 

知 a” 4 Cauchy AF) а" 为 Cauchy 数列 ,i = 1 …， 
п. Ж, ЕНСЕ, ро) КЕТЕ IRR ор) ЯШ 
量 空间 

13.8 R(X o) 为 序列 紧 致 ( 见 1.5.10(4 放 度量 
FAJA X -AREA K = ШТ, СХ, р) 
FHF) MEETER А = А09 АВН: Д 
ЖХ А ВАХ (A) 之 4, 则 至 少 有 一 个 
LE sË 12 A. AG EA Т — F Lebegue $. 

证 (RIRE) 假设 结论 不 成 立 , 则 对 Үп ENF 
E ACN CHEB dAn) < 十, 而 不 存在 IE я, 
使 得 A, C LERT A, 中 取 a, 因 为 (X,p) 序列 紧 
B, a, 必 有 子 序列 a 收敛 到 ac X RAIH X b 
FERREE hE AE a € h HW AFE, 
点 a | X-T, 的 距离 d = “ex > Ü. 由 于 lim і 021. 


= а, ВТЕ, ХЕ ni ETE п, > = 


2 Mola, а ) < 


2 .于 是 ,对 vr € А, в 
Ора, ‚т 
Ü 


a 1 d d 
2 п. S 2 t 2 5 @ 


Em, A, C. L C ХУЛ ГЕ ВА, C I 
ш 15 


HFA. 
1.3.9 


обаа 


plar) S 


Ш ХС Е",рь 为 К" Чуй E Et (WE 


BA MU X *R BOER SY tyo Ya € Xoo Ta, 
ун) Обн —+ oo) Pi | f(x.) Fyd 1—0 (n 
=+ ос), 

HEZ.: XR h HE S anyu E X, 
роб) D (m —+ оо) fH fiant РС, | 
be Ü Cnt в оо). 

证 (>)Ye >0,[8 f RUE МЕТЕ Sle) > 
0." r E X pola л) < (e) IF, /(х)- 
AT Le H Ғ рубл, уш} Ф (т 一 + со), {р 
fe M C N. m > МЕ, орк, ym) < (е), ТЕ 
ПР) Уу) 1 е 这 意味 着 | ZO, )— fy) | 
— Ü (m — 1 со), 

{ч )(БЕШЕ) Iki f f. X LAS — S ië š ТТЕ 
НИ V n C N BH г.у. СХ, ба, у.) < 


F. l н | К. га) Убу.) | єп. ЖЕ, рабт, yn Ü 


(m —+ оо) ЈА) Fly) 1А 00 т + со), 
这 与 题 设 相 矛盾 ,所 以 在 X 上 一 敏 连 续 . 

1.3.10 R" 中 紧 致 集合 (有 界 团 集 )X 上 的 连续 函 
数 /入 一 一 定 一 臻 连续 . 

证 法 ! (БЇ) BHE 7 在 X 上 上 不.- 笋 连续 , 则 存在 
en> 0,%] V x EN EA z, or, E X MR pot r, ， 
r< Ran) o fur) 12 ДЕР oo А" 
ЧЕЛЕК ШОЙТ) МЖ) 因为 X 为 紧 化 集合 ， 


х„ 中 必 有 收藏 子 列 > т, ЕСУ [тп l Ea = = € X.HT 


Wan ›л„) < с, im a, = ro 于 是, 由 了 为 X 
БЕРЕКИ ИН 
D— frol- бг) | 
= „im ' К») _ Ро) 122 sn > 0. 


ЈА. ВТ FTX 上 一 致 连续 . 

证 法 2 对 Ye>D0 因 为 了 在 X 上 连续 , 故 对 任意 

H rE X FEl) > 0, Ча C€ X.R роба, х) 
< êl НТД) fig) <$ 

ШК, ЛАА — IBC Ма): z=€ ХЖ = 

IB (ČE) тє хі ЕЕЕ X B ENE Н 

гы ;) 


存在 X BJ OTM ;= |H, E 


1 
M,- 


у; 


= ó = min л |, 1.2, ШЖ Му, 


"E X, 当 p (a r) < ë BF, ШЖ r = 


b, | сыз Ауга т” г" É B. {St 7А 
n 


nl 2 
Ро fr 1< к. 


即 ff X 上 是 一 臻 连续 的 . 

证 法 3 住 让 法 2 中 ,由 于 := 1В,(д(х))\хЄ 
Xi ARRE X 的 一 个 开 窗 盖 , 根 据 题 1.3.8, 存在 
Lebegue 数 (5) > 0. ТРЕ > 0.808 = АС, Д4 
ут € X, RAE d(l2 т} = | а 8 = 
ALA I, FTE B, (80200) € A. 使 得 17 C 
В, Со), В Э fz) 1< е ЈА Y 
х La Mih. 

1.3.11 Ё X C R". on 为 通常 的 度量 (距离 ) pH 
数 ,多 为 紧 致 集 ( 即 有 界 闭 集 ) , 产 X 一 R 为 实 函数 , 斌 
证 : /在 X 上 上 RER РЕЙИН ЕХ НЕХ 上 为 
ЖЕНЕ РЕ ЖК. 

证 (<) РИХ, НХ 
致 和 题 1.3.10, 了 在 X kBt, ARETE X C X 

上 一 至 连续 . 

(一 ) 了 在 X 于 一 致 连续 , 则 对 Yn E Х.х, € 
im Farn) VATAR. F 
EEA Ve >00 BEF EXE HER, OHE 
Š > 0, plr r L ОВ) Рә) 
e TE ff ME N, m,m > МЕ, оо ta) 
< д.) (хы) |< е REEE /(т„) 
是 Cauchy 基本 ) 序列 和 im Wii г) 存在 有 限 . 再 证 
,lim Ur.) HIFI, х, 一 ru ВЕНА ПЖ w € 
x. y, — za. Ri ты} = лу, урур, уз, ERAT 
xn 所 以 lim f(zw) BEAR, H. 

dm fürs) = lim feam) = lim On). 
由 此 可 知 Ата) FEAR, S 
ЕЖ 


X, Ep ж л nt — + co). 


f (ao) = hm (z). 
0 
ЕХ 
РН X БЕЙ, Efix = f, 即 /为 /的 让 
ți. 
1.3.12 
ХХ rE (a,b),lim 
g) AFTAR. WE FE c Elab) В (> 
0. 


证 法 ] Куа) < f(t5) 及 连续 ,所 以 存在 4 C 
Cab) ,使 得 M = maxi/(>) lxElad! < F). 


+ 


W РО) Ela, b] PE, а) < р), 
Ќе +з) к = t) _ 
£ 


e = „SP lt тах) E [ae] = Mi, 
则 由 Г& БЕШ, fOe) = M ,从 而 a < < b. RBE 
Н, уё>ъй,АхЄ(с,с+ 8}.{$ FO.) > Mt 否则 
Казы М.х Є (сс + 0). М max! (z) | > € 
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Гасне M Hc ЕЯ ЛУ). i, F 
ТЕ =, € (eb) E r, ERRAT, H /(х„) > 
М.В, = х, — c > 0,WM] £ + £) = fO(z,) > 
М. fie- 1) 6 MON n 充分 大 时 ,ce C, Є Га, 
blh DAR с-г, Є lebi V n € N). ШАШУ gic) 


mete- fe- t) 存在 有 限 , 故 
fc- t) 


f(e+ O) = 


a) =N 
fU t t, -fens „) 


= lim = 0). 

证 法 2 因为 fO) > Ка ). 所 以 А4Є (a,b), 
使 

M = ахі) |! z C [a,d]1 < f(b) 

记 r = „Eup lt | тахі flr) x Е Га, £ MI < 
b, 3 < 51 < 8 = min|c —a,b— ci Eleti- 
Ке) ERR, I Үл E le, + 8), (Е) = 
J(e + > — c) < nens: 的 定义 矛盾 ). 


同 理 , 30 < ;; < 2 上 ,使 (c+ u) – 
类 似 可 得 

Ü<. < < r. < < r. Не, a, 
使 fiet) fle t,) Z 0. 


fü = t) 20, 


gle) = im fet. tez t) 
= lim, Het йе ы a 
1.3.13 (Х,а) ЕНТЕР Ня 


MEX) IATA X БАЛЕАР, AX ERE 
ARR, EITE: 
(D) Akr) rl Yr € X; 
(2) lm Ale) = fO). Vz € X. 
WHE: 函数 序 FAAI 在 和 上 一 致 收 伍 于 丰 
证 法 i ZIE BIR ni ARRAT MFE 
Hee 20.8 Ya EN, Jr, € X EI hln) 
f(z,) =: f.(z,) et 在 则 用 子 列 代替 ). 
AEC, d) 为 紧 距 离 空间 ,所 以 序列 ,rs 上 有 收 
RATIFI an 1, 设 lim rm = то. 对 每 个 x 所 NN, 由 
Th- 8, 故 有 lim [fbxs) - Ќа, )1 = 
Cro) - iro А, 9 пс; n W, 
Ах) Ка) f, ба) РС ) 26, 
所 以 
Falxa) -天 0 


= dim Сл) _ HENGE 


从 而 


у 


lim [Оту — fera) ] Z= 
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ЖЕНЕН r EX, 
im Lyla) - f(z)] = fr- fir) = Ü 
AFE AEGA & K E BRAT У, 

证 法 2 # ф(х) = fhir 一 Мт), 显然 
lim (т) = = (х) „ит фаб) = („ух € X; 
filr) flr) 2 eg (z) 2 фт) шесе, V > Є 
X ACOD EXE— ARATA r so, (х) Е X E— 
закас 0. 

ух Є X AA lim pafro) = 0, H gofro? 
Z: peri ro) ATLA palo) 22 0. Xf Ye > 0, 4N(6, 
хо) Є М, n > Nle хо) Н, HOS giro < e. X. 
[А £, EEEE .ro 的 开 邻 域 AC ro) ,使 得 
0 = Je a) #102) <E, Yr € А(ту). 
TE, n > N(e ,za) 时 ,有 

0= ф(х) = Фе +1 Ж) <s. Vu Є А(ла). 
易 见 ,|Aa(zro) l ro E XI ЫХ ЮТ 6, (Хх, 
d) ЭЛЕШ Б [Н], ТЕ ТТЕ В S Alr), 
А(т„)!. ТЖ, n > N(e) = тах Nle ху), 
Nie,zxm)| 讨 , 有 

OR (2) < pnl) < ¿, Vz € X. 
所 以 ,gp ТЕХ ERAF 0. 

13.14 设 | 所 (x) 为 定义 在 RR 上 的 连续 函数 列 ， 

АЯ 

im flr) = (т), TER, 
Д) КОЕК C E R ТИЕШЕ (С = К, ВВ 
Уз С Е, dan Є C, 使 得 lim z, = кр). 

证 297 SEN 7.3.19. 

1.3.15 证明; 不 存在 及 上 的 连续 二 数列 i A LE 
AF Dirichlet 函数 

1, z € Q, 
Dlr} = 0 Єв 0. 

证 27 7.3.22. 

1.3.16 (D E SA RETAN, f, ŒR 
上 连续 ,nn = 1,2,: H 

ER 
WHE: (1) 存在 ta,P) СЕВ, {4 (а.д) LEAR 
的 ; 
(2) i g ÆR ET F. WE, FE, p) СВ, 
得 g 在 ta,B) LAR. 

证 (1) (方法 让 ( 反 证 ) 假设 结论 不 成 立 . 任 取 区 
[#а,8› СЕ, А y (0,2) EAR. z € (а. 8). 
使 得 | а) |> Т.Н lim fiz) = f(x), BF 
在 М, € N, | fa Üi) |> 1. 再 由 JN, 连续 ,存在 (ai， 


В) С (a. 80 0 < в-а < 5, | fn tz) |> 


lr Є (ар, h) ШМ, Elan BO БЯ, ЧИН] 
ae A) С (ar, BY, 0< p-a < 5, No > 
№. 


Рох) > 2,х E (аз, 8). 
Oak as Е, H-A RH E 
[e,B] 2 [a i, 175 <D E:S 2 


Од а г, 
Ne > МЕ rat) > kt С Cappe). 


根据 连续 性 命题 OKRE RA), 存在 唯一 的 xa 
€ П ^а, 7. 9,1 aro) 1> k REWA 
| Flao I= l hm Сло) |= + о, 
矛盾 .所 以 结论 成 立 ， 
(方法 2) 应 用 题 1.3.14, 了 有 连续 点 xo E R M 


必 38>0. 使 /在 (a.8) = (r — 8, ++) ИНЖ. 
(2) 令 


,TER,nEN. 


н 
+) f R |. „Н 
1 
FE — g(x) 


[Н a ÆR EHEH gl 


glx + 
Im gat cr) = lim - 
++ r— +" 


1 
п 


= g (г), ER. 
根据 (1), Э (а, OTR g (OE D ЕБ. 

1.3.17 设 了 在 开 区 间 了 上 连续 ,并且 了 中 每 一 点 
都 是 了 的 极 值 点 ,证 明 АЕ г ЕНН ра. 

证 法 | ”参阅 第 ?篇 题 7.1.57. 

证 法 2 (ЖЕЕ) 假设 ГЕТ ЯЛЕ ИРЕК. ИТ 
E apd € LI бау) A ГО). ЖМ ба) < 
Jin). AA у Wë ЖЕН ЛА А ТЕ СЄ (а,б) 
使 得 


Хау) + Б) 
2 


Ра) < fie) < РР). 


+ -o 一 
# Dí — í s LA Tar- e JR 5, BE a, — £ 
< b, < b. Ë. 


ај) < (аз) = fic) 
Ü 一 如 1 


Жс as 7 әу OJ В; = eB a HE ai < az 
Le h, h 
Jea < flan < 36е) = Fb). 
ЖЕШЕТ ,都 有 ar) < (55). аз, 5) ГЖ 
复 上 述 做 法 , 片 依次 类 推 下 去 ,得 AHE: 
apb lD Газ, вә] OL; Dr 


< К) < F); 


Был OG 一 + со), 


0 < b. 一 


a, = 
根据 连续 性 命题 3( 闭 区 间 套 原理 ), Jir € П La, 


bnl. ЕЖЕ, Ж И. zo € (Y (a, b.) H lim a, = 
ху = lim б. 再 由 了 连续 ,Alas) 严格 增收 化 于 
Firo), РСБУ ТЕЗ ЇН QT Jiro). EE 

а) < f(za) < /(b,), 
[ШШ ro АДЕ ГИ {Й д. k Ej 115—4 ЫЕ ВЕЧА 
ЖІН. 

1.3.18 HAR /在 [0, + оо) 上 连续 ,对 Ya > 
0,8 lim fine) = 0, 试 证 lim /(z) = Ü). 

证 法 1 (RIRE) 假设 lim f(x) 天 0, 则 Jeg > 
0, х, + оо {n + оо), ЕШ | /(х„) 12260. M f 
的 连续 性 知 , 存 在 0, АВЧ Є [r, — 0, r, + Š, ] 
ШЇ, | (хт) 12 в. [а,Ь] = [ri фуу + 


ANTR НЕ, а > 0) > > р 
时 , Ў АВ 22 (£ + lai, [даз Б] MECE + 
last + b Р. T E, V r Z ka UFE k 
€N, Є [ba kh] MEE cE landi DE = 
由 了 一 + so П, п се N. В, х, > kja 考虑 
хоо PARTAR ZEE 0 Ë za € [a hib JAT 


Wallas, b] C laidi] 使 得 [i ѓаз, Гу b2] C [ам = 
ÔN (>м, + бы] n tha, didil. 同 栏 ， 取 Бу = 


‚ 存在 З = kati, А i $E TN Є [ isu2, 


C [enb], E хм, Є [{заз. 
n) из. bhi h, H 


Ба dz 
Гь]. as, b3] C 
163] ИШ [ху 一 дк, Ем. + Bw, 


I 
EH PEE A ea] [a b. ] DeD 
Га Бод < l < < k. < L < ME 
[i за, ab] C Гам -bv ry t ÓN |] 
П Галаад). 
HEREKE, Е а Є Й lab] AA 
пла Є [L лад, 1b, 1] 
Z LEN _ ду TEN + дл) 
Пс лата, 11, 
所 以 , lim 4 -+æ Jl | /(+, a) | > gos 


lin (ia) 0, 


b 
和 TN, > шах|#заз, aN | А 
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这 与 lun (fa) — lim (па) = 0 ЖЛ. 从 而 
lim fle) = 0. 
证 法 2 Ye>0, 显 然 ,4, = la || (па) 1 е 
为 闭 集 , B, = QA, ШИЖ. 
V z € (0, +0), Я lim ft nz) = 小 所 以 存在 
k € М, Ún > k hF, | (ах) е, TE r € В, 
此 (0, + 0) = Ü 所 .由 Baire 定理 (参阅 第 7 篇 7 3. 


| a 


9) ,存在 Balah]. E? = max j ko + Lp F 

щн 06, A nlb- a) аир (n +1)a TE, 

Ж Ука € [la, + оо) С U [na nb], z € 
п 


[ъам], > kor = mwa Є [а,Ь С DB. 
= N А„,а € A,,z > ko- БТУ 
"I ü 


fix) l= ла) Ze. 
这 就 证 明了 
lim für) = Ü. 


$14 RARR AER 
和 最 值 定理 的 应 用 


见 到 闭 区 问 La ,5] 上 的 连续 耳 数 ,自然 会 想到 零 
值 定理 . 介 值 定理 和 最 值 定理 ,有 时 ,还 需要 我 们 构造 
一 个 连续 郴 数 ,确定 闭 区 则 ,然后 再 选择 虚 用 上 述 定 
理 . 
1.4.1 ЕЕ 
(1) KERDE 
д? + ajr" tee 021 + azp = Ü 
至 少 有 - :个 实 根 ; 
(2) 实 系 数 方程 
тї" варата ее T ay үл tan = Oan < Ü 
Е Иги 
Ш (1) 因为 


` EPES a 
lim (тї! L ард?" + зс + азак + азат) 
-r+ 


— |: dni] El n. 2а @2п+1 
= lim 2 (1 + z tee +E + an+] 


=+ o, 


: 2m+] 2 . 
lm {7 + арх + = + пэш + сз) 
(= 70 =- —.. -一 一 


， ， ар аз dayı] 
= lim (и Б 十 … 4 я + FPP. 
r = sn x f pir 


= S, 
ВТО, ТЕ а,Ь C R, a < Б, Да) < 0, (6) > 0. 
JH др rtl нара" Tay наз, GI 
EEA FERH £ E (a,b) CR 8 
Eml p'a Ë + u + аз, + aona = Ü, 
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£ 项 为 方程 的 根 . 

(2) Р(х) = твар же фаз + 
aada < О.Н 

lim P(z) 


， 3 4 d2n-1 , Apa 
= ima? (1+ ++ 5 + 
rew x т 


Ze) =+ оп, 


WR. FE a <0,Ь >0ф# ра) >20, (5) 20. ХА 
为 
Р(0) = ay, < 0, 
ЖЖ Л РА Ptx) 的 连续 性 和 零 值 定理 ,存在 & 
Є (2,0), E (0,6) 19 
Р(ё;) = 0,Р(ё) = 0, 
即 实 系数 方程 

Tt gjg "Tl ++ Bip- 二 an — Ü.a,, < Ü 
有 两 个 不 相同 的 实 根 S A Z. 

注 “ 当 函 数 的 定义 域 不 足 闭 区 闻 时 ,往往 先 在 定 
ХАРЧЫ д fl < x2, 其 函数 值 异 号 , TEE 
[zj ra] 中 运用 零 值 定理 . 

次 了 运用 零 值 定理 . 介 值 定理 ,通常 需要 构造 新 
的 阔 数 ,使 它 满足 条 件 . 下 面 道 计 大 其 例题 掌握 这 一 
方法 . 

14.2 RAR 了 在 闭 区 间 上 连续 ,六 [az]) С 
Га, Б.А Еа, 5] 中 必 有 “不 动 点 ”, 即 存在 EE 
[esb] IE FE = ë. 

Ш ШУ [а,Ь] DER, KR F) = fir) - 
x Æla, b] EEEE. ВНА а lr) Б, AEEA 
Fla) = fla)-a Z ü, 

F(b) = КЬ) - b= 0. 
ЖЕЕ EJEM ES ¿C [a,b] 
0 = F(& = /(Š) – ё, 
BI AE) = Е. 
ЕРТ [а, 5] 上 的 不 动 点 . 

1.4.3 ЁЛЕ Е, у /(z)= r, Уеб 
R WFE ЕСК, /(Ё) = š. 

证 法 1 ДУЛЕ Fr) = f( r) – с ШЕ. 
H+ 

Еа)  F(f(a)) = (а) - alfe £(a)— Fla)] 

=- а) - a] <0, 
因此 根据 零 值 定理 , 存在 & © [min(a,, fla), 
тах(а, ra))] C 6,1849 
0= F(A = (2) – ë, 
期 Fg) = ë. 

证 法 2 (ЖЕ) Ч Уге [a 5] C R, fi z) 

= r MAREEA Yr € am]， 
бл) z >È х) - > < 0), 
WAT Ya E [u,b] E 


лт fo (хх) > Кл) > w 
(Bu = feo (+) < fu) < r). 
ЛШ. 
144 0 fr[a,.b] 上 连续 (a < b). а) 一 
ГОРЕ: ТЕН y- flr) (y € [a,b]) 上 一 定 
нар A — (g. 09). B = (2, 24 


2578 еб a” 


121 B AB Fire $. 


“НЕ а. 
a t edt] Газ, A 


证 Fir} = fir} +25 
b) БЯ F Mla. 


Fig) = Ж а)- flait 2—4) 


= Ha) (©), 
pati. /(822y- (835. 04) 
= (> ° l “ib. К) 
= лезь, - fla). 
Fla) FH) = Ка) - у‹®5-®Р 
* 0, 


RETARA НЕ г € la, HAEA 


0= вов) = fE) (8 2—4), 


Ке) = f+), 
BIAB Fir 8, ИЯР А = EEE- (£ + 
b TEE T), 
14.5 设 f 在 [90,2] EE. (0) — (2). ЕН]: 
3zgc ОТ. РС) = fOe + l). 
证 因为 了 在 [0.2 2; 上 连续 .所 以 Fir) = für) 
- fix +i) 0,1] 二 连续 ,二 
КО), Е(1) 
=i f0- DILA О (2)] 


„ЭОЕ о) -AJAD ~ (0) | 


== Ü. 

H ЖЕРИП ЗН E ЧЕ C [0,1] 使 得 
ü = FA = /f(ë) f+ 1), 

即 (£) — fi + l). 

1.4.6 блока ГОО) = РОТ) 证明; 
Чуем, 2E 0.1 = 1). а 

SE вел) 
因为 了 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 Fir) = 


证 法 1 


К) + 1 ол - 1: 上 也 连续 .并 注意 到 
Cp = 5л 
r: n = 
— p00) — 
Вор k РС) 
иа Еа из: DA EE 
-C10.1- 十] 使 得 
0= F) = 0) -A$ + 2) 


„1+ 1 
iy piy 


ч) = 0. 
FH) «со. Fi) E 


T 
J”. 
+ 
— 


Ma = ACE+ L) 

证 法 2 令 F(z) = 0) Ar+ А) ОШ 
设 可 se [0.1- LIE- (+) 3: 
[0.1 -+E F(E) = 0. 由 零 值 定理 ,F(x) 必 恒 大 
TZ TE. RER FO) EAFF. 即 恒 有 
ғ) > faert) ) TE, 


r) > С) > 02) > 
- fü) = 30), 


> УС) 


ТЖ. 

1.4.7 52 = а, у, 2) Е R2 2+ 2 + s" = 
ПОТ, £: S2- — КУЕ ЕВА, ОЕ: ВЕЕ ë 
Є 5,8 /(8) = /(- Е). 

证 ре S: 0р р 的 一 条 道路 ,使 
49 Ф000) = ppd) = - р, (10,1) 95° БЕА 
34.5 

(г) = fpu) — f(— p(4)).t E 10,17, 
则 下 为 [0,1] БЕЖЕН 
Fn FO) 
= [Fip ~ A- 00) el) 
= f- ф(1))] 
— fp- fi- pF p) - fip] 
[A Do0. 
根据 地 值 定理 ,存在 :+。E [0,1] 使 
Ü — F(z.) = fiolet. DÐ- /(— o(t.)). 
= ои.) € 5°, ERRERA 
к) = С ё). 
1.4.8 Ж Га. + oo) Сен, ДНЕ 
ААУ z, 一 + ос Б 
llim ГС + A) у(з„)] = 0 

Ш ЛЕ, А > А = 0, WH 

有 lm [ба + А) = Й) = 


Tri — + со, 
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dim [/(z,) РС) ОА СОН für, +à) — 
0а) =- ба + А) +1 А!)— л А) АНИМ 
д> ОНЯ). 先 证 命题 :不 并 在 自然 数 ,使 得 


Раж А) aE, Ys n. 

GUE BE ЕЖЕНИН ЗҮ, Дун FEA, tE 
£ ба 4 3)- Aa ТН у(х + À) fla) 
aL, Vrn Я Seta) faz) +, 
Улеп, 

Опа тА) 22 ўн + (m - ПА . 


де е fln) + я оо (m —+ оо), 
п 


Am 在 [a, +t) 上 无界 ,这 与 题 设 y Ela, + ос) 
НЯН. 
ШЕЖЕ, Уп € N, Э, = 使 得 


ПАС +4) FG) I< E, 


EE, r, =+ so R. 
im [f(a +A- f(x,)] = 0. 

1.4.9 РЖ  /,д:]0,1)— 10,1] 连续, 且 对 任 
ЖхЄ 0,1]. fel = ра) АЛЕ: 

(1) 如 果 /单调 诚 . 则 存在 唯 -的 a 万 [0,1],1Ё 
fla) = g(a) = а 

(2) 如 果 单调 , 则 存在 aE 10,1], fla) = 
g(a) = а; 

(3) КРАЕ, Ка) = gla) = a 成 六 的 
а Є [0,1]ҢЕ—їщ? 

证 (1) А) 10,1) 上 连续 , 故 Р(х) = 
х) го, 上 连续 .及 ус) Hik , ВТЕ 
Уел Є 10.11, < zx (а) Z Рао). РЖ 

F(zi) Ех) 

= ац) РО) — ri try 

22 r. 7 > Ü. 
Fia) 在 i0,1, |. Ж.Ш 

Е) = /(1) -1=0, F(0)= /(0) - 0 > 0 
ЖЕЕ ЕО) = 0 fE[0,1 ФАЯ Н Cx} 
的 严格 单调 性 ,此 解 唯一 , 记 为 we. 即 Че € [0,1]. 
8 Fu) = a. 

因为 Pre = g(f(a)) = gla) І gla) 
为 F(X) ВЗ, АШ gia) = a ктг БУВ gla)? 
= а= ја). 

(2) H (1) 的 结论 ,只 须 对 了 单调 增加 以 证 明 . 因 
为 g:[0,1] -一 * [0,1] Æi к\т) - z3F10,1] 上 
Ш, Н gO) - 150,200) - 0220. НААХ, 
Зло :0,12, (ер) ra = 0. ВП (ер) = о. © 

44 


zi = Ру), ат = fa lioo = Ра. 
用 归纳 法 可 以 证 明 , 对 一 切 非 负 整数 n A gir) 
= КОШЕ Р 1, п = 0 时 ,有 g(xro) = xro- Bit л = 
kA gl) = rp M n = ЕТЕ. AERA 
glee) = ga = fiela) 
= (а) = ва. 
Ш ra s т, ДИН f AMB. y ALA ИН r = 
Flad Ол) = pk = 0,1,200 Ë] z, 为 单 
调 培 有 下界 1 的 数列 ,因此 ,|z,! ШЕ. 沁 lim xn = 
aX fg ВЕ, ВК 
а = їп xasi = ип fixa) = flah 
а 一 „ип z = lim яб) = gía). 
(3) 不 一 定 唯 一 ,反例 为 f(x1) = дг) = гт. 
Ж Ya © [0,1], ЕН 了 (a) = g(a) = a. 
1.4.10 BRE Яе Ela Б] LES, /单调 .日 
H en Є leb] fE 
glr = f(r, pn € М. 
ЙЕН; £ C [a ,b 06) = g(ë). 
如 果 删 去 “了 单调 "的 茶 件 ЕШ? 

证 法 1 (УШ) 假设 对 任意 zx C [a,5],füz) з 
р(х), В Fiz) = в(х)- х) 560. ЊАР А Е 
[a,b] 上 连续 , 故 F(t.x) 也 在 [a,4] 上 连续 ,根据 零 值 
定理 ,Fixw) 恒 大 于 个 或 恒 小 丁 0, PAREA Flr) 
之 0, 于 是 

Ferga) o Fr) = gian) fra) 
= Fir, > 0, 
fz, a) > fir, 
BD (х) 为 严格 增 数列 .而 / 3 РАЯ, ВТЕ z, € 
Lab] ДОН ЖААЛАР EEE i lim л, = 
хо C [a,b], ЕШ jg 的 连续 性 得 
giro) = dim gira) 
= lim Сън) = fira). 
ЖУН e € la, 51, flr) Æ glo) TE. 

证 法 2 如果 将 条 件 “ 了 上 单调” 删 去 , 则 结论 仍 成 
立 , PHELES. ИН L.I Fir) = g(r)- jir), 
仍 设 Ffz) 恒 大 于 ,于 是 由 连续 函数 的 最 值 定理 , 存 
在 ro € la,b], 118 

т = ‚пип Кт) = Fir > 0. 
Hi IIB ll 
аа) f(z,) = ба) firs) 
= F(z,) 22 m, 


ДО хь) 一 f(x, 1) Z= m, 


Кх) - Ка) m, 


将 上 别名 式 相 如 就 有 

flas) firi) ZZ am ——+ ©© (n —+ оо), 
HHA, Tle. n] 上 无 界 ,这 与 闭 区 间 .a 5] 上 的 连续 
ARAGUA m ARKEMA) 1976. 

1.4.11 设 /:R 一 RR 是 连续 函数 ,存在 数 4a 及 : > 
0, 醒 对 所 有 的 自 然 数 有 有 | tla) 1 所 和. 求证 了 有 不 


一 ”只 一. 
动 点 zn, 即 ау) = za AE P = fa f о J En 
Tn REA. 

证 法 1 (MiP 假设 f 无 不 动 点 , 即 对 任意 x € R, 
Кг) Ær WAER r E R, BE (r) > = s fO) 
< r ШЕ, ИТЕ жүк; Є 及 .使 得 fr) > r. 
х) < ra ШВ Кт) = fO) -ar FR Б, 
H Ffr) = fap r 0, ЕО) = ро) x> 
0. Н Bolzano-Cauchy ЕЯ, Jrg € (піп(х, 
ro тах(я1.2:)) Ї# Fiep) = 0. В Су) = ro 这 
与 f ЖЛ ИНЕ}. 

不 妨 设 (с) > í (Чу € R). wí = a = 
Ра), ху = Crn = 1.2.3,.: -RA Е 
= Pliajn = 0,1,20. ВЖ | /Ч(а) ыс 
imei A-E RRO. IN r) > r. ËR zl = 
Жз) Pr (Y n € N). Тіл, 为 一 严格 增 的 有 界 
ЖОЙ, АЛП ДЕЙС ПР. W lim >, = ro. 再 从 了 的 连续 性 
得 


хо 一 ип ку. = Шт firn) = /(.ro). 
ВВ .rm 为 f WARA 3А ЧЫЛЫ 了 无 不 动 点 矛盾 . 
因此 ,7 有 不 动 点 .xo. 
证 法 2 情形 1. 没 存在 某 个 上 自然数 по, ola) 
= f (a). za = foad а) = а), М 
Р ШЕ АЛЯ бл) = ха, хо 就 是 不 动 点 . 
情形 2. 没 对 性 何 x € МАН / (а) =" Ма}. 
Ж а) > a. 
M= € N: Fila) < Р (а)! 
ВАЖЕ N 的 一 个 子 集 . 

( M = 名 时 ,对 任意 nn € М, (а) > 
Ра). ВН з, = Р Са) ЧМ H + 
Ра) < с, ВТО л, 有 界 ,因而 收敛 . 记 lim =, 
= rgd rna Ра) = A Ha — /(z,) AE 
了 的 连续 性 得 

zo Шт дун = Em f(z,) = Сао), 
zo 即 为 / Pq SB naa. 

(2) ЧМ = Ф BJ. = min z, Mi k > 1RBR 
Ёа) > ў (а), la) < Jf (a). 18 


mi = Pla), хә = F а), 


Fir) = ғ) - z, 
则 
Fiep) = firda 
= ОР *(a))- fr Ча) 
= f (a) – Ра) > 0, 
F(z;) = рб) — ra 
= Р (ayy Ма) 
= #(a)— ја) < 0. 
Ех) R БАЧУ ВЭЙ, ЕН BolzanoCauchy 1E 
ЖШ F(x) 在 R 上 有 零点 rgo B КО) = 0. 于 是 
Кто) — ж = 0. у) = rs 


BD 有 不 动 点 zn， 
证 法 3 (МИ) 假设 f 无 不 动 点 , 邑 对 V z € R. 


Кт) а. НАНЕ, К y(z)- z. > 0( V > € 
В), Р, f(x) -r El- ee] ERMA т > 0. X 
WI Ple, Vn = 1.2, ATA 
Ра) – F(a) 
= Р Pap- Ра) 2 m, 
Р а) – pr (a) т, 


Ка) fla) 22 т. 
将 以 上 各 式 相 加 ,并 当 я > 26 + 1 时 有 


2с a) Ха) E (n — 1)m > 2с, 
FA. 

1.4.12 (1) EFEX 1 的 圆 内 有 1997 个 点 Pi, 
Рз, Рот. АЕ: 9] — E Е -… 定 存在 这 样 一 点 
P, 它 到 这 1997 个 点 的 距离 之 和 等 于 2000. 

(2) 在 单位 球面 旦 = Кх, у, 2) € В: + у? 
+z = li FA 19974 Ру, Р," Pigg RUE : К 
Ш 52 上 必 有 一 点 Pa tË 

1997 — 

> PaP, = 1997 х -5 
CHEP PoP, 表示 Ро 到 Р, ВЕКА ES , PB pl Ро, P, 的 
KA E.H Р.Р, 为 端点 的 步 弧 之 长 )， 

证 (1) 不 妨 设 该 加 的 图 心 在 原点 40;0) ,以 并) 
记 点 Cx ,00) 到 这 1997 个 点 的 距离 之 和 , 则 有 

РО) < 1 + --- + 1 = 1997 < 2000, 


1997 个 
Л Z 10 x 1997 = 19970 > 2000. 


xA» 
Fir) - Sto = х,) + (0 — y,) ]° 


PF C 
= э [ri 32] 
ЖК LESAR, R h Р, = (х,у). ЖЫЕН 
‚45 


数 的 介 值 定理 , 3 (0,11), 


НИГЕ 
FE -af SUE- an Y + у] = 2000, 
i= | 
即 点 P = (6,0) 到 已 知 的 1997 个 点 的 距离 和 为 
2000. 


1997 = 


(2) КР) = 9072 PP;, 显 然 ,F 为 P 的 连 


镇 函数 . 
ЖЫ ЕЖ А. ВА 的 对 径 点 , 基 B 
= -及 ,于 是 ,AP; + РВ = т. 
天 (和 + БСВ) 


1 xa mn I 19T 人 
= 199122 АР: + 199725 BP, = =, 
因此 必 有 


ЕЛ) = — 7 | F(B) 


V 


2 
或 者 КСА) = ‚КОВ ч — 
h БУТА EBR ТЕГА WB = – АКИШ 
上 必 有 .点 Py, 使 得 
ит 一 一 
FOP) = 99 2; PoP, = су, 


1чу — 


_ Ж. 

即 >; PoP; = 1997 х —. 
1.4.13 [0.11, 求 证 :存在 如 Є 
АЕ 

бо} 


ho 


设 ,x С 
1 
Ж 
证 ФА) = т?) ел, ERSO 为 
[0,1] ЕНЕ, Н 
+ 1) = m 


则 уо) 与 у) 中 必 有 -` 个 大 于 等 于 十 ,不妨 设 
TORET 

юра 5-а 
(RAKD =1- (9222 证 是 ,根据 连续 函数 的 介 
HEH, 存在 o € [0, 1686 o € 15,10) 使 得 


Fao = +. 

1.4.14 ТЕБ ЫЈ БЕ, Н f:I-> УОТ) 38 
ВЯ (Е пл БЕ Б), АЈ 了 是 严格 单调 的 . 
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证 法 1 《 反 证 ) RE АУРЕ ИА. Н f: 1 
一 乒 门 为 一 一 觅 射 ,所 以 必 存 在 rz E dht 
< x; < ка, f(z i) < fir fE) > Fia 
Jan > (хо) Рао) < f(zi)) S r HE 

max|f(z i), Каз) < r < f(x). 
因为 f 在 区 间 1 上 连续 ,根据 介 值 定理 ,存在 g C 
Cristz) s € (ry, za), З 

fee) = r — РСЕ), Ер < S. 
这 与 f у B ЯН JS IN k. 了 是 严格 单调 的 . 

证 法 2 (МЕ) 假设 了 不 严格 单调 , 则 了 不 是 严格 
单调 减 的 , 则 存在 roy 总 了 使 得 zl < yi; 但 

Rr = Ку) < 0, 
而 了 也 不 是 严 棒 增 的 , 则 存在 za, 加 和 了 使 ra < уз. 
但 
Fira- ба) >O. 
Ф 
glr} = Р-н + ttz) 
- ARL- у t S 
TA, р 为 1 KEZAR 
2f0) = fir) ~ Ку) < 0, 
«(1) = fiz) - fiy) > 0, 
ф(0)е(1) < 0, 根据 零 值 定理 ,存在 :* 
得 


Є (0,1), 使 


0= Ф) = f (l trit t° л») 
- Fl tyi ty), 
lt rt т) = Mt- £" ул), 
而 
(1- #')a yt t*za < (] ttt" ye 


азии -EIT E. in 了 上 是 严格 单调 


Й 4.15 RKR R- REH EBR F IRIS A В 
ЖЕ БАА, АЕ: f + R. PE 25 8 
Ж. 

证 法 1 É R( fy К РЕНА. H ГЕ x. 
ARU 中 妈 有 有 理 数 ,又 有 无 理 数 , 所 以 了 不 是 常 
TB РАЖ. 

АК. 0 = 
H 

RID =J r EQUIr) rER-Q 

Ст 1 r, € Q) U Q 
=. 

{所 证 ] {81 了 为 连续 函数 ,根据 Bolzano-Cauchy 
TEER, ERARA HERR Hag RKA, 
MHAR [в] ях А пр б, AH RU) 也 为 不 可 数 
集 , 这 与 上 面 证 得 КОР) = ЖЛЕ ЛИ. F 


i l n € N 是 有 理 数 集 , 则 fF 的 


不 为 连续 函数 . 

证 法 2 (П) 假设 у УЕ, О = Ir, 
rat r l. K r ER- QM r = r. TES z, 
的 闭 区 间 p. Ег ҤЕ ¿2 € I!" Q, U AI 
fO: `) ri. GF АЕ {ҮН A E anl 
Lr С Гав € (саз, 5, ]). HA, ЕЙ 
і [а р) Z [lab], tË кә C Го, о £ 
азво), Н br- а; < + (b) - qs). 依 次 类 扒 得 
ЕЕ 

[аз в а, 6120-6 О leab DHe, 
r, € [а,.5,1,7, € 大 [ap B 5, — a, < 
4 # HH 区 [Н] E JE M, J 


ON ЕЕ 4-1). 


Є flann) ЖЖ, у= ran = 1,2,7, El] z; € R 
-Q Mi Жл) € Q. 男 一 方面 ,出 选 法 , /( гу) = 
rn 1,267,606) € 0.70. 

注 ”虽然 所 讨 论 的 函数 必 不 是 连续 函数 ,但 它 却 
可 以 是 几乎 处 处 连续 的 ( 见 开 12.3(7 和 .例如 , 令 
fú) 


эт = r € Z,p > 0,p,g 无 公 因 子 ， 
T Jr, же 0, tl, 土 2.… 
0, т ALAR. 


容易 验证 了 和 企 什 意 讽 十 点 处 是 连续 的 . 

1.4.16 Ë ffER „Ф.Н шуба) 存在 有 限 ， 
ШЕВ СЯ AER ЛИН. 

如 果 将 条 件 * 连 续 ” 改 为 “可 导 "”, 则 必 存 在 & 万 
了 及 ,使 £ (£ = 0. 

证 H у(х) = с, Сс) е, / {ЕНЩ 
一 点 x+ € ВЖЯ КІНА МЕ: ИЕ (к) = c. MI 
ШЕЕ a. СЕ. a.) 5 AUR lr) > c, 
# e - (л) c> О, іт Са) = с, À 
> г, B I> A ВЕ 

Ка) < £ + ën 
=e +(f£(r.)- c) = Ре). 

5 -方面 ,由 于 了 在 [- A,A] HE, R ЖЕ {Н 
EH, FEEL- A,A]# f= gax (z), É 
时 ,局 有 E) > fira ),ВД А {ТЇ + € RE 

РС) = 308), 
Вр Е) 2 f £ R ГЕ КИН. 
WE РГР, Н 2 ЖДИ RIE TE Fema EM, 
(Е) — 0, 
14.17 igj éla, h) REESE, lim f(x) 一 + 00, 


ҢЕЛ («.#) Cla в), Сг) {Е(«.@} ЗАБЕГЕ 
IMË. E: r Æla d) БЕЛ РЯ. 

证 法 1 (SE) у ЛЕ а,в) EB EA 
О.Д ЕТЕ jrg С lab) < aa E Рр) >= 
Fea). Я ша F(x) = + m, 则 存在 x3 (25.6). 


1-0 


使 Сла) се Сга) Г гу, EE, EAEE 
上 的 连续 丽 数 РЫЛА, IH уб), бр) 不 
是 最 小 值 , 国 此 ,最 小 值 在 (cj ci) 内 达到 ,这 与 题 设 
/在 任何 ta,B) Сс а, 5) 上 达 不 到 最 小 值 的 条 件 政 
Ж.Т Та, Б) 上 是 严格 增 函 数 ， 

证 法 2 ЖЖ т.л) Є [abr < хо, EF 
lim fir) =+ оо, Ke ff £ b > ry > r> > x, Й 


ГЕТ 
Fira) > тах! (жь). Ро), жуул C [a b) i 
КЕ тү, 1 КЇЙ iñ (>) KO аз) ИН fira) 
> fz). BE, firt 必 为 子 在 [ez 上 的 最 小 
值 , 且 x, € (а.а), zz) 小 能 为 最 小 , 于 是 得 
КО) < fira) E хрх AERE, f 3892 ТРА 
Ж. 

1.4.18 WS Alab] LAEE AR, B TE ffi 
[e,B] C [a.s] 上 全 少 有 了 两 个 小 同 的 最 大 值 点 , 试 证 
ffrla,5] БЧА р. 

HE (Би) БуЛ Ара, I 

m = minl/(z) |z € [lab] 
< тах) | z Є [а,Ь] = M. 
А (ху) = тулу [2,5], Ela, хо Ж [теё P 
至 少 有 :个 达 最 大 值 M, ТЕС хо.) FERK 
值 М.Ш 
E = infir E [zo ,5] 1 Ax) = MI. 

A firo = m < М, JER ТЛЕ 8 20, ЕЕ то, 
хок) < М.л < rt a< £. РН, 
9 = im fir) = м М, 
Кф а, Є |z Є iroh] 1 für) = МІ, т, Bukas 
Т, А, ТЕ! то. Ёё] PRE s KEC АН MK RB 
É f #.[ о.) АРБАТА F] BJ ЖЕ КЇН АНЯ 
в 


1.4.19 БРА АЕР bE, LAHE -KI 


值 点 xo € IU BAAR) Ж узо) 为 极 大 (小 ) 值 ， 
则 Firo 为 最 大 (小 ) ЇН. 
证 (БИ) 假设 fixo) 不 为 最 大 值 , 则 存在 z, 使 
бл) > то). ЖЮ лу < ду. 
HA iro ARRES, МЕТЕ О < 8 < x - 
хо, ШИНЕ (хо б,ка+ в) 内 fr) 所 (лт). F, 
МЕНА, ОНО (с.т) 中 某 点 达到 最 
小 值 ,当然 也 是 极 小 值 ,这 与 /在 1 上 有 唯一 的 极 什 点 
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мо ІА, Оо) bA EI FU KS. 
1.4.20 ВЕ РО ,y) 在 整个 平面 KR 上 
Е АЕ, B ARAS, BIER АЕ. 
R $ 
Fix, x) = 2(arertg: Y – Harctgr)? 


1 
+ есш * атс{ру 


1 
_ Ba agy, 
则 解 方程 组 
(3E — I багов - Атаве + Гаару] = 0 
‚дх I+ 8 
下 -一 арг -L agy] = 0 
dy 1+5 B TETO рау Ti 


得 arctgy 一 0( 或 于 > 了 (不 合 )) ,aretgx = 0( & 
НН y RAD M FOr, у) 有 唯一 的 驻 点 (0， 
0) .由 于 


2? 
(0.0) =—4<0, 
ад 


ŻE 1 

Элду V0 B * 

ФЕ l 
к ЗЕ 
2.240.0) 9197(0:0) 
É F ФЕ 
пуну (0,0) Jy? (0.0) | 

| 

– 4 — 

_ | 3 jol 1 > 0 
1 1 з 64 
8 32 


所 以 ,(0,0) Ж Кот, у) КВА fH E 


， а эсэ LL 
Figl gl) = 2 2+% 4 


7 . 
= 4 > 0 = F(0,0). 
BD F(0,0) Fi KIA. 


Š 1.5 К" Ф454 


人 极限 理论 和 实数 理论 导出 了 闭 区 间 [a,8] 上 
连 凌 函数 的 零 值 定理 , 介 值 定理 .最 和 值 定理 及 -AUE 
PERET. 雪 将 这 些 定 埋 推 人 到 nn 维 Euclid 空 间 R" 
中 ,必须 介绍 R" 中 扼 扑 的 确切 定义 , 随 之 而 来 的 还 让 
ЛЖВ RA а Ке ПРУ. 
本 节 证 明了 R" 路 子 集 A ЖЮ ПЖ ЖЕ Е JT 
ЖЖ ИЕЛ FA A R 中 的 有 界 闭 集 ;连通 集 上 的 
连续 函数 有 零 第 定理 , 介 值 定理 ; 紧 致 集 上 的 连续 淆 
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数 有 最 值 定 旦 .此 外 还 证 明了 区 域 的 三 神 等 价 定义 . 

EHER X 的 一 个 子 集 旋 

r= |U: САЯТ +! 
ПЖ Е: 

(1) X,@ € r; 

(2) О, € r,M]) U, Й Є т; 

(3) U, € r,a ЄР. UU, € т. 

BUPER. ЫХ ВЈ АЕК. o SOS X БАЈ 
扑 空间 . 

U E т (Хг) 中 的 开 集 .如 果 民 = X-F 
Єт, FAX, c) 中 的 初 集 .由 归纳 和 (2) 知 , 有 
限 个 开 集 的 交 为 开 集 ,任意 欠 个 开 集 的 并 为 开 集 . 

WAC X,a С ХОС А), ЯЛ а ВНТ 
FRR R a 的 开 集 )C 必 有 

Uñ(A- 1а) = 0, 
则 称 А DEA, I A ВАР ЖУЛ, УА 
的 导 集 .4 = А ШАЉА 的 闭 包 . 

Ba, (Х.г) ФАЛА. WR За Є Х,а 
ЕЖЕ О, INEN n>N, Жа, Є U. 
ШЕЕ a, 1а , 记 作 lim a, =a. 

É X AFSS, 

g: NX x X —— К 
(г.у) — plr, y) 
为 映射 ,如 果 满 足 : 

(1°) р(х,у) 220, В р(х,у) = ех = y EE 
性 ); 

(2°) ріх,у) = aly, х) (КМ); 

(F) р(х. у) < ебх.) + polze y ZAUR) A 
等 式 ). 

则 称 p 为 人 上 的 一 个 度量 {距离 ),t 久 ,wo) 称 为 祥 上 的 
一 个 度量 空间 ,p(x ,y} 称 为 点 z ЖП 的 距离 . 
РЕСЕ”, po). 
po: R” x В" — R, 


робу) = (ич, - х7], 
ЖФ z = (zi. z y = (урун). 
1.5.1 ЖЕЕ Х,р) БЁР 
r = 101 Ya € 0,3220, R.(8)C Ul 
(Я Bel) = [z € X | р(ж,а) < 81 为 以 和 为 中 
È РЕКОА) AX БАК, ОУН о 
导 的 拓扑 . 
Ж ” 现 证 ,满足 拓扑 的 三 个 条 件 . 
(1) Va € X, BR Ba (i) C X k X € т. 
AA 多 中 不 全 任何 元 素 , 自 然 满 足 x 的 性 质 , 故 
@ E Tp 


(2) W U. U. E т. MRU ГЫ, = 从, 则 显 
RINU = бє r. ДІ сЕ О, Ya 
є ПЕ, 381.8 >ü. Ër (6,0,1 = 1,7. 
TE Ba (ó) — u l u, Hal e = ишт 6,53). JA 
U, Y U, € =. 

I) LU, € r. a € Г.ШЖа € UU, M a Є 
Ure € П. Fik, 300 Ba (д0 C U, C WU 内 
此 ， ры, Є т. 

1.5.2 W(X, z) ТК, Ye Xir 

rw=iUQNYIUVUEri 
M] er 为 Y 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 由 rt 诱导 的 拓扑 ,(Y， 
тү) 称 为 {X,r) 的 诱导 拓扑 空间 或 子 拓扑 空间 . 

证 ДШ ry 为 拓扑 . 

(l) Y= X” YE r ,@ = @ [* Y € ту. 

(2) ЖИН = U [| YC ту, Є r,; = 1,2, 
ЇЇ Є т, 

H П H,= (U ) Yy r (U. r) Y) 

= (ПО) l Y€ гу. 

(3) # H, 0. Y Y€ =. U. Стає Г, 
Ut € тй 

ун, роп 

[UU f) Y € ry. 

1.5.3 (Х,о) 为 度量 空间 ,YY C X. li! oy 一 
P ү, Үрү) СХ, о) 的 子 度 基 空间 ,r, N o Ste 
的 (X,p) БИКОШ 1.5.1). ШЕН] т = (т„)у. 
“读者 自行 证 明 )】 

1.5.4 СХ, МЕЕН, Л СХ. Ща А 
HRE, ра Ла ВТЕ ЕТ Гү АБ 
ХЕ. А 中 万 限 个 点 . 

证 (<) 09%. 

175) ас А’, Ша 的 任何 开 邻 域 U, Зл Є 


N, Ba TOC UMA a € Ва) СА lal). 


Жл > mfi баа) Maa Ма Ва СТ), 
Жаз Є Bath) ACA- ial), EZ a, aí. ВОО 


推 得 到 点 列 a tE a, € nG) П(А 10), На 


HAT а.о Кың. TE, U BA 中 尤 限 个 点 . 
1.5.5 ROX. r) 为 拓扑 空间 , 则 闭 集 族 
r= |F FAX, r) РЕВЕ 
其 有 性 质 : 
19 Х,оЄ А 
(2) Ф Е.Р € ¿M| F, U E, Є м 


(УЖК, € Z= ET NK € ғ 
НО) MIRRA E F F, € ¿W Ú F, € АХ 
u ЕЕ РЕ ПЕ X- U. UE, 
HI АЕ Е de Morgan 2525 
СДАЮ" = Шу. 
оС i 
(АР) =p й" 
立即 推出 (1°) (2°) (3°). 
156 R(X. r) МИК Н]. AC Xa C А.Ш 
FFE а НЕБА U Еа E UCA MER а 为 A 


的 内 点 . 记 及 的 内 点 的 全 体 为 4. 证 明 : 甩 为 合 在 六 中 
Я K TË АПП А = YUBA EErƏSA = A. 

证 Vac 及 ,根据 内 点 定义 ,存在 4 的 开 邻 域 
U, dË a ЄС А,Б КЕС A.BA- UU Є 


ЕЛ 


r АЯН. 
5—3, Ж ОСА Уа О.ни, = 


U, PaE А, ОСА. ЕНТ AASE A PH 
RANE. 

1.5.7 R(X, r) ҺЫ, А — X, M A 384 
ВАЮЕ. JAT A = OPF € 9 838. 

证 Vac(A)= X-A,NJag A=AUA. 
Fla € A Жас А’, ТИТЕ a АУЛА U ,使 得 
LU, ПА = 0,9-9 U, ПА = ORERE U, 
C (А), (А) ARE, Ami A KAE. 

THE FDA WMP а €C A. ДН. 
B Е.А C F hit E КЕТА 1. 5.8, 
ЖЕ-Е=КРК\)К О ОА\}А' = А. 

综合 上 述 知 А 为 包 会 A 的 最 小 闭 集 .再 由 古 1. 
5.53) ТА = ПР. 


РЕ? 

1.5.8 设 (X,r) 为 拓扑 空间 . 则 

(1) A 为 闭 集 . 

SDA CA. 

ADA-A. 

=>(4) Va, Є A, іта, = a, a € А. 

ТҮЗ ОХ, е.) 为 CX,p) 的 诱导 后 扑 空间 时 ，(1)、 
(2).(3).(4) 彼此 等 价 . 

证 (1)-=(2) ФА УНФ, ШАГУ, YH 
Ya Є Аа HARR), A ACANA 1а) = 名 ,所 
Pla € А.П А СА. 

(2) (3) 显然 . 

(D <(3) 由 题 1.5.7,4 = А AAE. 

(193544) АЙЖ, А AAE. (iE) 
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假设 sf A,ma а, ВА Жа BjJ— ТАА 14 
为 баа, = a ПЕЕ N E N, 5 # > NEA а, 
СА, Ша, € AX ja, € АЛШ. 

对 于 (% ,7,) ,我 们 点 须 证 : 

(2) <=(4) Має A ,由 聚 点 定义 ,在 度量 空间 
(X, ) ti, 3, Є A {ETG lim a, = а, H (4), 6 
有 eaE A,A, A C A. 

1.5.9 “在 直线 上 的 通常 的 拓扑 空间 (X, rn) P, 
U AFR SU = U (a,,B) ,其 中 了 为 到 多 可 数 集 ， 
Ce, 总) 为 两 两 不 相交 的 开 区 间 ( 称 为 开 集 U 的 构成 
[® [н]). 

证 (<) 出 tp, 的 定义 . 

=) WUJR AFE, H Ya C U, Je>0, 


使 

{а-а + ғ) = НЕ) С U. 
A 

aa = inflr | (а) C U , 

В, = suplr 1 а.ж) C Ul, 
ЖЕЙН E Y. a. & € U, B(a. A) П (е, А) 
= @, Т la, A) = lah). РЕ, 183919 090 
不 相交 的 U 的 构成 区 间 . 

在 每 个 构成 区 间 中 取 一 个 有 理 点 , 易 见 ,不 同 的 
构成 区 间 对 应 不 同 的 有 理 点 ,所 以 这 种 梅 成 区 间 至 才 
打数 (有 限 或 可 数 一 一 与 白 然 数 可 一 一 对 应 ) .所 以 

Uu = Ulani), 
其 中 丁 为 至 多 可 数 集 . 
1.5.10 ”拓扑 空间 (X,r) 为 

(1) 紧 致 空间 : X 的 每 个 开 徐 盖 必 有 有 限 的 子 禾 
йт. 

(2) 可 数 紧 致 空间 :X PEHA Ж A С 
HERESIA VAARTEN. 

(3) Я 5 18): X 中 任何 无 限 子 集 和 4 LERA a 
Є х. 

[4) ВЕЕ ЕУ А): X hap Ја, ФАС 
a € хт. 

(5) š Be dË Z ИЕН И IF DA, BB Ja 
EAFF = 0). 

(1)=(2}= (3) 

(5)=(4) 
证 (1)=(2) 显然 . 

(2)=>(3) ЖАС ХУШЕР. Hz 4 的 
ARTEA, ША PERAE X) ц, CEE 
AWRA. (DERA ARSA SØTA, 
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AT А, ИЖ ТУГЕ AL BTF r KEA, BIS 
U, ñA- iri- Ø, 
Hp 
U, ПА = 121. 

EA, iU |z € ATU ATS X KTNA um. H 
(X,z) Яаа Е Am a) U. ， 
U, УАК. АЯТ Ж A) А, U o U, d 
覆盖 A ,从 而 

A = (ОПА, 

=Ш( ПА) = 1а, 
为 有 限 集 ,这 与 A 为 可 数 集 相 矛盾 . 
(2)>(5) (BGE) 假设 D F, = Ø, 则 由 de 
Morgan 公式 ,有 
ВЮ, FEI n E NI 为 区 的 可 数 开 禾 凑 .出 (2), 存 在 
有 限 了 覆盖 | Fs ,…, Fs ,于 是 ,由 
Р U 0Е = X 

推出 

@ = Frasi ional = Fa n с 门 F. 

= (БОШУ UFC = XS = 0 
矛盾 .所 以 站 F, = 0. 


(2)<(5) ##= 1н ЄМ ХА 
覆盖 .我 们 断定 А АЕ Maw. (MERRIES 
2.2 


Е, = ШО, € N, 


ДЕ, = Øh UU, 2 X) IB 

Fi OF, ОЕ, Dw 
由 (5) 

@ = F, = (UU): 

= (00000) = UU) = x° = @ 
矛盾 .从 而 .7 有 有 限 子 覆盖 .(X,r) 是 可 数 紧 臻 的. 

{4)=(5)=6(2) ЖЇР) ХОНАЕ ЗЕ 

空 闻 集 序列 , 取 r, € Р„,л E NEA X 是 序列 紧 臻 
的 , 故 在 在 г, Р 1х, KATE E X. V i C N, 
HT т, ‚Жө < F, PLE F, ЖИЕ. Т rE 


F, CF ai € NA z € ГЕ; ЖТ Г] Р, 
@. 


1.5.11 
(Xr) fi 
(1)-> (23623) 
T #1 
051204) 
证 (5)=(4) E, WA PRE AAG Е, = 
atei h — E, РА, 4X PARIE 


闭 集 序列 .根据 (5) H € [1 F,= O. f + RORE 
开 球 序列 
B.(1) Ə B,(+) DD BHD e, 


РЈ R E(X, p) Ds YB) TF = lB] 


H БИз ЕМ, € F, = Ë ШВ, CEN E, = 
O .,V n, n € N. 
пу C mini s € ВА ГУЕ, 


na = minij > wn | <, EBIN E, rti 


нк = mini; > т-у | z, € в.р) ПЕ, ті 


аата 从 而 .rm 为 .cu ЧЕЛА 


ЙІН r, € BOE, оба) < 50 (Ë = о), 
+ .ЖШЕНҢОСХ,г„) 为 序列 紧 笋 的 . 

(5)< (3) P F, ЖАЙ КАРЕЛ AE F J HR >, 
E 下 ,考虑 集 台 由 ln lar € N. 

若 六 为 有 限 集 , 则 必 人 存在 xE ARLI V N € 
N, 必 有 n > N.E >+, О, Y: € А, 
IN, EN IEHn >N, r, c. Š Ni = maxi N, 
|z €C A.M T > No IJ. z. € A. A ЕЛ 
Ж). TE ео, СЕ, Сс Fa, YNEN ВИ z 
€ П, 

EA УЯ, ШОХ, г) UE TE Є А". 
Б, Х.т). BEA, = (кх HRA, 
Yn E NIRA, СР, Ме, 的 聚 点 . XE E, 


为 闭 集 -所 以 x E Р, пем, e E€ Q Fp, ЖИ, 


ГК, = 名 -这 就 证 明了 (X，ry) 满足 (5). 

3) (4) Per, МОХ, т,) ВЕ]. i A = 
л, Г C Ni. 

ТА МВ ШЕ An н, 
THE lim rs -rE X 

ТЛА, HX, OFRE, (efe > € A. 
D A, = Pps patt h 


ni T miniga E BIDOARN, 


Вр Hm а, = 
F =+ x k 


по = miniJj ау € в, УП А-а}. 


ир = mini; | г, € в.с) Г] А, і. 
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нуну нр < AT ta, Hrn BJ FFE 
AH г, Є Bl ,pl r) 1-0 (в ©), 
шлу, — z ЕЖЕТ СХ, со) ERIR. 

1.5.12 #E(X,z) F.A C ХОЕР H) 
EAZA 为 (% ,ro) PHA ИЖ. 

证 法 1 (>) Ea a € 由 .显然 = Bin) 
In C€ N| N ABJ— EE а, ATARA, TENE 
N, 使 得 BCN) = U Ran) А.М АЯ. 

再 证 各 为 闭 集 ,只 要 证 4 为 开 集 . 设 pE AC ,对 
任意 9 © A, 取 0< (4) < обл.) 
8,609) П Brig) Ø. 
于 是 了 = 10,0509) 19 € ЛА А-Т m. 


由 A BJ K AE, ПЕЛ ЦНТИ л 
IB. (еа) |; = т. AX 


B, (r(a,)) П В,С) = Ө. = Leen 
所 以 


Ús aD 与 U=ÜB Cla) 
ЛЯ, MAANU = Ø, pE UCA, EEN АС 
为 开 集 ， 

证 法 2 (>E) ЕВ АЛ УЙЕ ША Z A. 
Ва С A HE a Є А. TE, ATHAR AHE 
的 集合 |a, ln € NI СА, im a, = g. 

TA, 

IB (E olr,a)) la € Al 
为 上 的 -FEA MELART шш ХЕ А Wik 
FJA. 

(<<) .Х = A = (0,1) CREARA 
(R ро) 的 子 拓扑 空间 是 有 界 财 集 | (B W #8 X [ЕР 

En | n ENI 
3100,1) Е S. TEA T W 3. 因此 ,4 = 
(0,1) ЗЕ. 

1.5.13 (Heine-Borel) 在 通常 的 (R* ,py) 中 ,4 一 
Rs 紧 致 3 为 {R" го) 中 的 有 界 闭 集 . 

证 (=) 1.5.12 BHE. 

(<<) ИЕЛЖ DA. (KUERI А ЗЕ. 
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MFE A ШӘТ НБ, a € rl. NIB TP M. 
Hnr Е L.C 站 ,使 L 3 А XH 
+W. Н 1,2” 等 分 . 必 有 一 等 分 天 所 天 ,使 三 站 
A 无 有 限 子 条 盖 . 于 是 ,得 到 一 帅 闭 长 方 体 的 递 降序 
到 


оьз DI, D: 

直径 даті, +0 (m — к о), 

ЖАЗБА ИЕ, Jye L. V m € N, ААН 
То KA A AAR, а € 4 所 以 存在 
Е 3a WANEN i > > МЕ, L. С U, | Bl 
IUa! Sie DAMAR Fifa k Si „Г 4 无 有 限 
Т АҢА. PIU А RS. 

1.5.14 FCR" о) 中 ,A СА" 作为 子 拓扑 空间 
ТЖЕ SA МОК", с, ) 中 的 有 界 闭 集 . 

证 (= hF) А я, Д Jango € Л, 
(аад) ет. Ва, DRATI. 9 A ДЕЗЕ 
WFE. ЫШ, А,Б. 

(ТЕШЕ) E А ЙЗ, ДЕЕ a, € A EAT 
aa € л. Ч а, A -TAERA T ea С А.А 
而 ATERI ЖЖАП. TA. A,A AAE. 

(< HAID BR AETS ER, MFE a, E A, 
ШАЯРА РЕ Р. ЕТИ, Ya EA FER 
球 ira £ @ a, HARSEN. Б, 

v= кн} 14 € А} 
ЛВ ЭТЕ ЙЛ A Ж ЖАЙ ,根据 Heine-Eorel 
EM, FE Badrilal i 1, т HRA R 
Ш 61а, нем; ы Ü Ba,(r(a.)) HA a,l 中 
有 限 项 相 了 矛盾 . 

由 是 1.5.11.1.5.13 和 1.5.14 xF ЙЕН. 

1.5.15 ÆR", pp) 中 ,A CR 作为 子 拓 站 空间 
праг Е .序列 紧 致 都 等 价 于 А AR”, 
т) 中 的 有 界 财 集 ， 

(Х.т СУ, с) 为 拓扑 空间 , 产 X 一 了 为 
映射 , xu € X WER fep E Y RATAR V, 
存在 ru 的 开 邻 域 U ,使 得 

AFDC V, 
则 称 Г ТЕ с, 连续 .如 果 了 在 上 的 每 .点 处 连续 , 则 
称 /为 连续 映射 或 了 在 关上 其 连续 的 .如 果 了 为 一 
МЕРЯ, H. Г! 也 连续 , 则 称 У РВАНУЎ НЫНЕ. 

EMEX, Taal Y,r,,) 时 ,了 在 .wo ЁК c V e 
> 0.3922 0,819 (B, (9)) С Ви, ле) Уе > 
0.32 > 0, > € Xlr) < è HA р бс). 
Fl < Е. 


52 


1.5.16 B(X, т) 和 (rra) 为 拓扑 空间 ,fF: X 

— У Зр, Ш 
(1) f AERA. 

A2) ЖЖ VRRV) = (ЄХ) € 
Y| 为 开 集 . 

(3) HE РИЯ E = l> € Ха) € 
Fi AAH. 

—(4) W “хх € X.V >, € X, dinr, = a ÉH 
din /Сх„) = fix). 

WE (D=(2) ЖУУ = ø, Ys € 
Г\(МУ./Х\х)6Є VC Y TE Б РЕ, НОН тй 
КР U ,使 得 (ЧС У.Е с (У). 
所 以 


гу = U U, 
"АНТ 


A X PRE. 

(1)= (2) H Yre X EI (с) ВР 
УНО), (V) A x BERR, H A'D 
Y. 所 以 了 在 > 连续 ,从 而 / 为 连续 映射 . 


(232303) HAY- B) = X - F (B) 立即 
推 得 . 
(1)=(4) E VAF) EAR, A /在 


х 连续 , 则 存在 x AFAR U, EE /(U) C V. Rh 
lima, = + € U( 开 集 ), 故 存在 NE N, 当 n> М 
时 .有 xz, € U. РА, frn) € VATI im /(z,) = 
fir). 
1.5.17 B(X p) 10Ү, ро) З 58], 7: X 
— Y ARJ, 
(D те ХеЧ, € X, lim z, = x, 
有 lim f(x,) = (тд 
(DEX ЕЖ Уг Є X, Yn € X, 
mn = xz 有 lim Аа) = рх). 
从 而 ,对 度 基 空间 ,是 1.5.16 4 (1) (20(3)‹4) 
是 后 此 等 价 的 . 
Ш RAW). 
(==) 见 题 ].5.16 的 证 明 中 (1) 志 (4). 
(二)( 反 证 } 假设 /在 x € X 不 连续 , 则 存在 
т) 的 开 邻 域 六 ,不 存在 x КОА U 使 得 (U) 
СУН Е x。 € B.C) ) ,使得 f(z) € V. 
显然 ,lim =, = z. Ë lim f(x) = 所 zx) ,这 与 已 知 
条 件 由 天 盾 . 
1.5.18 E U ZR ЯТ, U — R”.y = 
л) = (fila), Fr) = (fir Ta) i. 
Sakan D х? = (20,55,20) ESE SS £ (r) 


= f(x t z Y Ех? Ж, = 1, m. 
证 ИС fO) т< оо РСР) 


= Уи) - p] 

= / m max | (к) = ft) 1 
ВНЕ ш. 

ИСХ, г) 为 拓扑 空间 , ШЖ Хур Н BJ 

非 空 开 集 的 并 , 则 称 (X.,r) 为 非 连通 的 拓扑 空间 . E 
则 称 为 连通 的 拓扑 空间 . a L, 
X 非 连 道 — x 为 两 个 不 相交 非 空 闭 集 的 并 = x 
售 有 一 个 非 空 的 真主 集 , 它 既 为 开 集 艾 为 闭 集 ， 
ШЕУ Үр, ES 存在 连接 p Rl 的 一 条 道 
路 , 即 存储 连续 陕 射 

g:[0. 1] — x,t: — eli) 
Ei 000) = peel) = g MERCX. r) 为 道路 连通 的 
拓扑 空间 , 

1.5.19 [a,b] CR НТКУ А]. 

证 (БЫ а. 51 28, а.о = UN 
V UAV Ala БТЕ вре U. 
g € V. ASW p < од. 

а = зрілі C UY. р, 
H UV УЕ, И, p < z < a НЕН sun йя Ў 
Мас (12,91 Н (а.у] V aÜ € ГЬ, 
#1; 因 此 
a C€ (Um [p a) U (Vr [р.4]) 
= (ОЦУ) 12.2] = 12.9]. 


# М. 
Ж {Ыл} ЖШ lah), Lash), asb], (— a), 
t-a] da, +), (а, + оо), (– со, + co) 都 是 连 
1.5.20 R” 是 道路 连通 的 ,因而 是 连通 的 . 
证 Yp Е", 
p:[0,1]— В", 
wtt) = (1 — t)b + tü, 
H| 2 为 连接 Pp(0) = p Mpi = рН. Pr J R" 是 
道路 连通 的 .由 下 面 的 题 1.5.21,R”" 是 连通 的 . 
我 们 也 可 用 反 证 法 证 明 R" PEAN ЖЛЕ К.Н 
E R 是 非 连 遂 的 , 则 存在 韭 空 开 集 U MV 使 得 R" 
=UU V. K РЄ U, C€ VREI ро 的 直线 
Er L.M Р Г L. V Г L ZL ТУЕ, Н. 
г = (О ГАЛА AiL) 这 与 题 1.5.19 的 结论 相 
1.5.21 (X. BW БХ. 连通 ， 
证 (Б 假设 (X,r) 非 连通 , 则 X = UU v, 
UU 和 VW 为 (X,r) PAIE AZRE pE Ug 


€ VACK, r) EFREN EEA p Ud 的 道路 
0:10.11-+ X. tE pi = pE Ug) € V. T 
Ж, 
[Ü,l] - e (X) = eg (L) U e ЧУ). 
共 中 0E z (uy, Єр (М), eg (U), Ф (У) S 
[0.1] ИЗАР, SB 1.5.19 ТРАН A. 
反例 1. 参 阅 题 1.5.27. 


反例 2 2 A iry) у— sin 2 0 < +< 


r 
x 


Z IC m, B= Oy 1-1 y ИС. А 


= AU BBX А 0,2] 的 连续 象 , 它 是 道路 连通 
的 ,当然 也 是 连通 的 . й 1.5.22, А 足 连 通 的 ,但 
A PREERIAN. PRE, aE A.b€ B, g0. 
l> A HE- RAE p0) = а,р(1) = Б, g 
必 沾 连续 . 
СЕ) В plt) = Cr), уб) 连续 . 令 
ta = infi E [0.1] . ф(› € В|. 

BRO < t.. 由 + HEX, fr fE +, — rk (н — 
+ 00), pln) € B. +E 


lim ri) = rlt.) = lm zü, 
a Ы 


= іш 0 – 0. 


= ү = lman 2 
yle.) = іу) = һа sh ту. 


易 见 ,这 与 右边 极限 沾 存 在 相 芥 朱 . 

1.5.22 EUX, r) 为 拓扑 空间 ,Y АХА 的 连通 子 
集 ( 即 Y 作为 子 拓 扑 空 间 是 连通 的 ), 昌 YCZCY,， 
ШШ Z 也 连 道 .特别 地 ,Y 是 连通 的 . 

证 【 反 证 ) 假设 Z 非 连通 , 则 Z = A U B.A 和 
B yz 中 不 相交 的 非 空 开 集 .因为 连通 了 集 y = (Y 
ПА (ҮЙПВ),ШПШҮГ АШУ H Y ФА 
E MUYNA- 人 或 了 门卫 = @,EBl Y C B Y 
CA. PHR YC A. 由 于 

ZCYCA, 
故 
znBcaAnPnRB=(AP 2) П В 
=A B= АЙ E= Ө 
(ШЖ! A AA EZ РАНЕ). HE, DB- Z YB — 
人 .这 与 假设 В ES B 2 in. 

1.5.23 (X, nh Үтә} aik E], £: X — 

Y 为 连续 映射 , 则 
(1) 如 果 CX ,51) 紧 致 ,那么 У(Х) ЕВ; 
(2) WEC, rO [КЕЛ (Хх) 也 可 数 紧 


PY; 
(3) 如 果 (X,r1) 序列 紧 致 ,那么 FOX) 也 序列 
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紧 致 ; 

(4) 如 果 ( 义 ,rj) 连通 ,那么 У(Х) 也 连通 ， 

(5) ПХ, n 道路 连 道 ,那么 (XX) 也 道路 连 
通 . 

证 (1) СХ) 视 作 (YY, то) 的 子 拓扑 空间 . 显然 

由 定义 知 /:Х— РОХ) 也 为 连续 了 映射 . 设 e= |V, | 
a E rA JX) 的 性 一 开 覆 盖 , 由 题 1.5.16(2), 
F (V,) A ХЕТ. И Л! (V) la € гі 9 Х 
-A.H X Wak. / (VO l I € Ti 有 一 个 
ARTET А = lf ЧУ) = 1,…,n| .因为 
ff У.) = У, ВТУ, lk Т, СХ) 
+ MARTER. 所 以 FOX) E Y 的 紧 致 子 
Ж. 

(2) 仿 (1) 证 . 

(3) 在 A(X) 中 和 任 取 点 列 у, 5 xz, € X, Ё 
Гб) = y НЕХ, гу) 序列 紧 致 , 故 о, КАСТ] 
т, 收敛 于 xz 生生 ,但 由 了 连续 ,所 以 Ya, = Оты) IK 


MF г) СУХ), Ву, ARAFA) С У(Х) В 
子 序列 у, = Ох). РСЕ) 也 是 序列 紧 致 的 . 
(4) (RAE) 假设 AX) ЗЕЕ, ДАХ) = A Ú 


于 ,其 中 和 .有 为 天 大) 中 的 非 空 不 相交 的 并 子 集 . 由 上 子 


E, РА) 5 КВУ ХОЧЕ АНЗ ЈР 
T#,R X = / '(A)U F (B) AW X ЖЕ. ч 
ая хижжа. FOX) 也 是 连通 的 . 
(5) W Р.а Є fiX) m] Jab È Хуа) = 

р. КЬ) = а. AAC ту) ВЕНЕ, PH ЕЗ ЖИ 
ЯЙ [0,1]-> X, tE (0) = apt D = Б. РЕ 

p= f° 0:[0,1] AX), 

g@(0) = fs p0) = f(a) = р, 

pD = fs 2(1) = /(5) = q 
为 FOX) 中 连接 p Mg 的 一 条 道路 . 故 РОХ) 是 道路 
连通 的 . 

1.5.24 (RERI) BOX z) 为 紧 致 {或 可 数 
紧 致 或 序列 紧 致 ) 空间 f: X RAER, M y 
达到 最 大 值 和 最 小 值 . 

(2) 对 于 度量 空间 (X,p),{X,ro) 为 列 紧 空间 . 
ОЙ GERY. 

证 (1) 由 题 1.5.23, Хә) — R 紧 致 (或 可 数 紧 
致 成 序列 紧 致 ), 再 由 题 1.5.15, (X) ЭЖИ. 
所 以 有 

i[/(X) € /(X).supf(X) € F(X). 
于 是 存在 a, СХ, 
Fla) = СХ). РБ) = sup fiX). 
Ка), РБ) ЯЕ 地 的 最 小 值 和 最 大 值 . 
(2) 由 (1) ЯЕ 1.5.11 立即 推出 . 
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1.5.25 (MEM) БОХ, r) 3. f: X — RIN 
HEAR, pg E XMF ESAF M y( q) Z 
间 的 一 切 值 , 

Ш HE 15.23. /( X) 这 RR 为 连通 集 , 即 为 区 间 
(或 缩 成 一 点 ) ,所 以 了 达到 介 于 ft р) 和 了 (gq) 之 间 的 
一 切 值 . 

1.5.268 B(X. o) 为 序列 紧 致 (或 列 紧 或 可 数 紧 
致 或 紧 致 ; 的 度量 空间 ,( Ү, p2) 为 度量 空间 ,了 :六 一 
Y 为 连续 映射 , 则 /在 总 上 一 致 连续 . 

证 ”只 须 考虑 序列 紧 致 情形 .此 时 , 仿 题 1.3.10 
证 法 1, 对 于 紧 致 情形 还 可 仿 题 1.3.10 证 法 2 和 证 法 
3. 

1.5.27 # = (х,у) € R | y> 0_,F, = 


1 1 1 1 
[—п,п]х[ n Ann + T)' n ШЕРТ + р" = 


1,2,…. 证 上 明 : 
(1) G = R- Ü F, К; 
(2) G BRG G X R: 的 连通 子 集 ; 
(3) G 不 是 道路 连通 的 ， 
证 (1 урек, е = тюр, а) >ü, 


Є 
WA р Фе ЫЕНЕН В, (е) C С, G 3 
FE. 

设 pp,g EG pAg BREEN ITER 
轴 的 直线 段 组 成 ) 将 和 gq 相连 ,因此 ,G 是 折线 连通 
的 ,当然 是 道路 连通 的 ,也 是 连通 的 (G 不 能 分 成 两 个 
不 相交 的 非 空 开 集 的 并 ). 这 就 证 明了 G 为 开 区 域 . 

(2) 由 题 1.5.22,G 是 连通 的 . 

(3) (EIE) 假设 避 是 道路 连通 的 , 则 对 (0,0) Є 
G.,(0.2) € 扫 , 必 有 连接 (0.0) 和 (0,2) 的 一 条 道路 ， 
即 存在 连续 映射 

e:[0,1] — G, plt) = (фү(#),рә(т)), 
pt0) = (0,0),ф(1) = (0,2). 
其 中 pop 为 1 ИЧЕ ЕРЕК. 由 连续 落 数 的 最 值 定 
BE, FE r € [0,1] 使 得 | plt) 1= 
max | pit1) L. ЖАМ N >1 фе) 1, 由 于 0 < 


t€ [0.1] 


L < 2 和 连续 西数 的 介 值 定理 ,存在 te € (0,1), 


使 得 pa(t, ,) = 方 , 所 以 
(PG. ple) = (еги...) 
€ (1-1 BG.) рб.) ОХ n G 


C (CC мх 0 G = @, 


矛盾 .从 而 G 不 是 道路 连通 的 . 
1.5.28 I U C Rr 为 开 集 , 则 


(1) U 折线 连通 (Lf 中 任何 两 点 有 一 条 折线 相连 
Ж). 
= (2) 1 道路 连通 . 
= (3) U PEIB. 
连通 (或 道路 连通 或 折线 连 道 ) 的 开 集 U 称 为 
R 中 的 开 区 域 ! 简 称 区 域 ), U AAA EH. 
证 (1)=>(2) ТЕНИ ЛИР КОВ. 
(2)->(3% 由 题 1.5.21. 
(3>(1) 设 = ly € .存在 上 中 连接 x 
和 y 的 折线 ;, 则 5 为 R" 中 的 开 集 ,事实 上 ,对 于 
УРЕ С С П.Е AFE GE р FRIA 
Вб) C: Ж: Va Є Bte), 有 直线 段 连接 户 和 4 
所 以 .在 已 中 有 折线 将 xz Mg НЕ ВВ СЄ U, B, 
TU Li U, 为 开 集 . 
ШЕ U, Z Vr € U), MJ DU = U. U 
C Y, LO BUE, U a k л Ар] Ар т 4 AR 2 R 


Em. Х® U ABI IN. 于 是 U, = U, Am U 
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与 一 阶 导 数 有 关 的 重要 定理 右 

Fermat ЕЕ: 15 了 É e THEA RE, M 
Fir) — Ü. 

Role 定理 : 设 了 在 a,b] 上 连续 ,在 (ua.,5) 内 可 
F,H Fla) = СБ). ШЕТ ECE (a,b) i f (2) 
= 0), 

Lagrange 中 值 定理 : 设 Elab! LER, Ela, 
DATE MFE EEE (a,b) uk д (0,1) 使 得 

Fib) - Ка) = [( (50-а) 
= fla t Ь-а06(ВЮ- а). 

Cauchy HAEE: i f,g Ela, b] 上 连续 ,在 
Ca DATERA (2) 50, Eta,5), 则 存在 &E 
{а b) E 


100) - fia) _ f (2) 
Ep) gla) g (Ey 


WREE -ARR У EKE a 5] 的 两 

MARAZ 5) – Га) ВАЕ УВЕ 

Г Ë _ ба) 
就 应 立 妈 想到 用 Rolle 定理 或 Lagrange 由 值 定 理 . 如 
ЖАП РД TAR f,g OA RAA 

Ё) fu) 

gib) 一 g(a) 
БЇ МШЕ Ж Cauchy 中 值 定理 . 还 有 些 问 题 要 让 明 存 
ЕЕ (ad) FERPA, AAR, A E, 


这 时 就 得 根据 需要 在 某 个 区 癌 上 构造 一 个 函数 ,以 便 
应 用 上 述 有 关 定 理 来 证 明 所 需 的 结论 . 

应 川 Role 定理 ,关键 在 构造 -~ 个 函数 , 潇 中 定理 
的 条 件 . 题 1.6.1 -1.6.5 都 是 根据 需要 ,构造 一 个 曲 


Ж, ШЕЙЛЕ Rolle 定理 的 条 件 , 且 导 函 数 又 与 题 中 


条 件 或 结论 的 其 部 分 相 一 敏 ， 
1.6.1 Ж ауа. на, 满足 
Н - G, а йу 一 
і + 2 ' ta + 1 0, 
试 证 :方程 ауар t + a" = Ü 至 少 有 一 
R. 
für) = upr + Fr + + и Е р, 


显然 /\х) Край, нр, Н. 


г) = 0, ДВ = ав + S + "Жж + 1 = 0. 
根据 Role 定理 ,存在 上 E (0,1) 使 
£ (8) = dy + аё + 7 + а," = 0. 


ERAH ар t аут + в ам" = 0 07—78. 

162 Ж Еа, о) EE, Æla, b) 内 可 
导 , 且 Ка) = f(b) = D,M|—E#rfE ë Є (а, 5) 使 

К+ (Е) = 0. 

证 Fir) = efir) E fir) HE Fi) 
在 [a,51 LER, (а, d) ATR, Н Еа) = Fib) 
= 0, 则 由 Кое FH, FE e € (а, b) fE 

0= РЕ) = ALDA [(Е)]. 
е = 0, EREI 
О + f (8) = 0. 

16.3 W е 在 [a,5] 上 连续 ,在 ta,5) 内 可 
F.H. Ха) = ДЬ) = 0ER FE e € (а,в), 
f (ë) + Fg (2) = 0. 

证 法 1 $ Р(х) = Дл}. Ш, Ех) 在 
[а.&] 上 连续 ,在 (u,b) 内 可 导 , 且 

Fla) = Han 
=0= fe = F(b). 
根据 Role Н, FE Е С (а, р), 
0= F(E) 
= [FA Ж @ я Ee, 
f(&)+ КЕ (8) = 0. 
证 法 2 (1) 若 f 寺 0, 则 YEE (ауд), 
T+ /(6)g (8) = 0+0- z (8) = 0. 
(ВО, Я (о) = 305) = 0, Заха 
< b, =< ó (8 
Flap = Abp = 0, HA für) >0,.V т C (as 
bi). 
£ Ех) = а) + gir) А 
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lim F(z) = lim Ца Са) +д(т)] =— о, 


“| 1 
lim (к) = а Пах) + g(r}] =- ә, 
r =" терт 


И L 
FF JEE (а, Б) EFE) = 


а 
I 


тах Fia). AE 
Zah 
t 


0 = FIE = A + Z(E) 


= EL (E) +O E] 
НКЕ) >00, CE) + /(8)g (8) = 0. 

164 А.В Ба, ПЕВ (x) = 0 的 任何 
两 根 之 间 避 有 f (r) – аж) = 器 的 一 个 根 ,a 为 实 
常数 . 

Ш їх.) 是 方程 f(x) = 0 的 两 个 不 同 的 要， 
AROF ri < аә. P 

F(z) = e "f(r), 
RU] F £ R j H S E 

F(z=)= e*=[f(+r)—- af(+z)] 

显然 Flu i) = e ifa) = Ü = ee f(r) = 
Fir). H Rolle €H, FE EE (сү, EFE) = 
О. Же = > 0, AEEA 

/ (8) - af( 8) = 0. 
EAN) AR к.т, ZË], ХРО) afl} = 0 
的 根 , 结论 得 证 . 

1.6.5 设 f:[0,1] > R 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 ， 
(0) = 0, 且 对 任何 x € (0,1) Ф fir) 0, ВЕНН: 
{ТТЕ © E (0,1), 1% 


nft) Р) 
A a- 


其 中 n WARR RATRE. 
证 法 1 $ Fle) = РО) - +). HERTA 
ЯЯ F ТЕ[0,1] 上 连续 ,在 (0,1) АЯТЕ. х 
F) = P'(0)/01) 
= 0 = /"(1)/(0) = Р), 
WR Role 定理 ,存在 £ С (0,1), 
0 = Её) 
= нр) FAO PH A-E. 
AA FE Z 0, С) 01 8) = КЕ) (1 - 
£) ,而 
af (0 _ £18) 
FE) К1- ё) 

证 法 > 由 于 x Є 0,1) Н, т) > 0. H 218 
SEH, ТЕ(0,1) 中 恒 大 于 0 或 恒 小 于 0, 不 妨 设 了 恒 
ЖЕӨӨ. Flr) = nlnf(x) + nfl- хх), É (0, 
1) ,显然 

lim Fír) == оо = lm Fír) 


故 30< a < L 


<< Ë Fla), FC) < F). 
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由 最 值 定 理 JEE (a,b) F(E) = тах Fir), T 
是 由 Fermat 定理 ， 


елу ЕСЕ) РК 8) 
0s К( ау р) 
вна afir) _ £(l- Š) 
УИН C A 


V 1.6.6 (оо, + 00) Ее, > 0. 
ME бшу) < 0. H. lim F(x) = е < 0, lim f (х) 
= 0 > О.И /(х) =0 在 (- =o, + со) EA 
两 个 恨 . 

证 因为 lim fir) = а < 0, lim #2) = B> 
О, ВЕ a,b iha < хо < 5. f (a) < D, £ (b) > 
охоо, / ЗЕ ДАМЫ. T 

Fir [/(5) РБЕ bY 
= f(z) Fib) >Ü,z > h, 


所 以 
Рб [FP + СБ) — b)] 
> A [A y+ Fs в) = 0, 
Рау > f(b)+ £ (b)(zr - b),z > Б, 
lim flr) =+ 0, 
FJ, 


f(x) > Ка) + Р (а)(х -а), х < a, 
Шт Рх) = + со, 
РЕЛЕ < ad >b (с) > 0, f£(d) >0. 此 
外 和 由 题 设 知 бл) < 0 l ГРА ЕЯ АВ 
据 零 值 定理 ,存在 所 € (с,х0),5 Є (2.9) 使 得 
УО) = 0 = fee). 

最 后 ,证 明 р(х) = ОАЕ. ( 反 证 ) 假设 
Кх) = 08352 T Б КЮН 6, < s, < А.Ш 
Rolle 定理 ,存在 91 Є (21,82), E (2,,8;) 使 得 

fem) = 0 = f (m). 
再 由 Role 定理 ,存在 上 E (т.р) 使 
| ГО) = 0, 
ЗШ у >0 相 矛盾 . 故 f(x) = ОЗЮМ. 
N 16.7 Ë ffr[a,b5] ЕЗИ, ТЕС 
a,b) 使 得 


Ж) = Ка) + (b af (8) + f (a)] 
- G -aX (9. 
证 法 1 $ MRE 
KA) = f(a) + Elb- МО) + f (a)] 


dep ,3 
-p a) M, 


MAR Р(х) = flr) - а) - (a= a)[ (a) + 


(аў М. 

Еа) = F(b) - Q. 
根据 Rollo 定理 ,存在 гу € (а, 5) ,使 得 
0 = Fla) 


7 H) Fa 一 (CT 一 cr 


大 fa] + 


(二 (zt ам. 
Манн F(a) = 0, #0 Rolle HH, TE E 
€ (asri h Ë 


0- (= Tre. yf) 


(еа) + 56м 


alL E- M]. 
М.В £ € (¿.5) 


=- (6 
H-F2 Z a WABA E) = 
使 

fib} — f(a) + (6-а ГО + lall] 


_ JO а)? (e). 
证 法 2 由 证 法 1, 从 Fr 一 0 得 
Ptas ft) t (a rog tr) 
| Lia - a M. 
BH Taylor 公式, 了 EE (а, су) C (а,б). 


fta) = fz) t (a apf ir) 
| E -aY в). 
ЕШР v. Bl 4g 
M — FE), 


于 是 


fU) = fla) + Fo а) + 7 (а)] 


- Ee- aP (9. 
注 ”用 待定 系数 法 各 Rolle EERE Taylor 公式 来 
证 明 所 壳 的 结果 ,是 -种 独特 的 方法 ， 
16.8 设 了 在 区 间 了 上 可 导 , 则 
(ТУГАН) МЕЕ I,f Cr) = (бес 
D); 
(2) yR RRR M r r) Z= 
A E [I für) = ОРЛЫ. 
证 (1) (=) В ЈУ r € Tar 天 0 有 
Уб + Ах) - fir) -g 
Ar 7 


0С 0), H 


从 而 


dla 40) für). 


От) = Hm ° 
(Yi Va Єт ори Ya, € 


Lx, < zy, H Lagrange EER, FE EE (г. 
22) 使 
Ar) Аар = FEM 11) 2 Ü, 
Ржу) Z fka) 
ВЕЕ АЈ. 

(2) (=>) ТЕТ ЛЕ НАДА 01), Сг) 220. 
下 证 集合 1.r LI (хт) = 介 | 六 构成 民间 . ( 2 uE) E 
证 存在 区 间 [. yx] C hax < rr (у.а) Fe 
Fix) = 0, Н Lagrange 中 值 定理 ,存在 Е Є (н. 
ту) E 

Firal- ftir = Ё) -ri = 0, 
für) = Fr K j f fE ERT ЛА. 所 以 
fr) 的 零点 不 构成 区 加. 

(= V r € ЇЇ, (z)208(1) Mi УГЕ 
Җи. НАШЕ ЕНЕ (IE) BRR ТЕТ ЕТ 
ЖШ, 则 存在 rz Є уту < <, Ü Ун) — 
Fera). E ERSA Е оэ Се) = Р), 
МЕС ху.) E (е) 一 0. 这 与 (2) 中 条 件 ;集合 
{т Є Т1 £ (z) = ОПАЛ НЯ. АЛП А 
PRIH. 

Уво RRR а, + %) 上 连续 ,在 (a, + оо) 
内 吕 导 ,ffa) < 0, Дт >a hh. (у) > # > 0.45 
证 了 有 唯一 的 零点 . 


证 H /(a) < 0 la — 


Ka) > a, WEla,a — 
ta] ENH Lagrange 中 值 定理 ,存在 2 和 (ala - 
Lel) fg 


а - Ќа) - fla) 
= уда - BH) а] 


= гг. (a) 
кк (> = Да). 


Ка - ©) > 0. 


根据 零 值 定理 ,存在 c€ (аа - ÉD) ,使 得 о) = 
0. 
5 -方面 ,由 题 设 当 xz > a Bf. (ә) > p > 03 

Г Фа. + oo) БР, АИ f(r) = 0 #2#4— 
根 .因此 ,ce у (а, +оо) 内 唯一 的 零点 . 

1.6.10 函数 Fr 在 10,1] 上 连续 ,在 (0.1) 内 可 
Ф.А Ye EOD, A САТА F(0) = 
fO. ИЕ Е лу. € [0,11, 有 
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| (za) 060) |< + 
证 (1) xi = z € [0.1], 不 等 式 显然 成 立 . 
(2) 0 <. ка да |< 本, 则 由 中 值 定理 ,存在 
Є (0,1), гу, 之 间 使 


i J(z;,) fr) =] f£të)ll z, - ху! 


Í3 L 
<i = >. 


(3) | x2 -- Ti |> $ RAROS a < rl, 


Ma- a > 证 ,于 是 , 册 题 意 及 中 值 定理 得 
15022) — јбр) | 
=I fr) fa) + 0) fl) | 
| flea- FA) I+ Fr) — FOD) 1 


一 | i&d- rati f£(ë) |] >, 
<1-уту)+ту=1—(лу›— д) 

1 _ 1 
<l- = 2: 


RPO š < z 1.22 < ё& < 1. 
1.6.11 设 了 在 [0:a] 上 了 阶 可 导 ，| (r) I< 
M, € [Qa] EZ Æa) 内 达到 最 大 值 . 试 正 ; 
IFO IH Ра) ома. =e 
Ш i ars € (0,4), (х0) = max f( z), Wh 
Fermat Ж А f (ro) = 0. 根 据 Lagrange 中 值 定 理 ， 
ЖЖ Ë € (0,20) Ë E Є ira) 使 得 
£ (0) = РО) + FENO- zo) 
=- (6), 


F (a) _ £ (za) + РС а 一 у) 
= [С )(а — хо) 
因此 
ГӨЛ 1+1 Fe}! 


=| (2) ож / (5) lia — ту! 
= Mro + M(a ~ ra) = Ma. 

Ж МУСО, а) 内 达 最 大 值 立即 联想 到 Fermat 
EH, Jr € (Ü,a), (20) = 0. 再 由 所 证 结论 自然 
联系 到 Lagrange iB E HE. 

M1.6.12 (G. Darboux EB) i f (Ela b| 内 可 导 ， 
则 对 介 于 (а) 与 产 ( 乓 之 间 的 任何 值 c, 必 有 所 
la b] Er = c. 

证 法 1 + 


Ра), т = a, 
Pi (х) = 9) Ќа) оса, 
т-а 
аа < Б, 


Eb) - f(x) 
(ж) -d b-x 
Fib = À. 


则 
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m Ё = Ќа! 


lim Фіх) = 

Е гоь), 
lim фоб) = lim f ft 
Т SFO = ptb), 


从 而 plr) ф(х) 都 是 [a.5] 上 的 连续 函数 ， 
因此 < 介 于 六 (ta) 与 FF45) 之 间 , 故 < 必 介 于 


ба) RO Ка) > ар КА Ка) 及 
РОБ) 之 间 ,不 搞 设 为 前 者 ,由 у, 连续 与 介 值 定理 知 ， 


FE @ Є [a.b] ,使 
8) 一 а 
e= (9) = KORo, 
再 对 了 应 用 Lagrange 中 值 定理 ,存在 上 E (а, 0), 
fe) = = Ка) — Ф(8) =e 
证 法 2 如 果 c = (a) 或 c = fie) ШЕ £ = 


аже = Ьа РЕТ Са) 9 (Б) РЕ 
值 -, 令 


Fix) = (х) - er, 
BA F Elab] ATH, E 
Fix) = f (z) c. 
由 于 ec AFF ag (b) 之 间 , 故 
Еа). F(b) = (f(a)— c)Xf (b) — e) < 0. 
ЖА ЖЕЕ И F (а) >20, (b) < 0. Fn S 380835 
Fig, Н, e C [a b] 局 得 
F(E) = 
E Fla) > 0, F (b)< OEFEN acre 
a + ó В, 
F(r)— Fla 
T— а 
ЩЧ - ó < z< bB), 
Fue) Fü) = H < 0,F(z) > Fl). 


HS 65а, ёз 5, e € (a,b) 且 $ 为 FF 的 极 大 
值 点 .根据 Format 定理 有 
Е00 = 0， 
BrE) -c = 0,709 = 
ЖІ 这 是 中 值 定理 的 几何 形 式 ,有 一 条 制 线 就 有 
一 条 与 之 平行 的 切线 , 存在 斜率 介 于 fla) 和 
ft (a) pp суң ft) уюн у 


max, =). 


>0,F(r) > Fla); 


ETER 32 КИЛЕ. 这 是 证 法 1 的 几何 思路 . 
注 2 证 法 2 的 思想 基于 :六 (xr) 达到 f (a) 与 
СБ) 之 间 的 一 切 值 c 忆 函数 Flr) = f(x) 一 cr 的 
FAR F) 有 零点 .于 是 ,必然 联想 到 对 F(x) 应 
用 Fermat ЕЖ. 


1.5.13 
类 间断 点 . 
证 法 ] (Deu МЕ РС) 有 第 一 类 间断 点 .cu, 则 
£ (za 0) {ту 一 0) 存在 ,有 限 . 由 中 值 定理 得 到 


F, Gan = lm 21922 – f(x) 


+ — ху 
= та) = f (xn + Ü) 


RAR ЕРЕ „ШШЩ (х) Ж - 


сим 
同 理 f (mwa) = /£ (za 0). AAA С) Его п] 
Е.Ы fr. (ra) = f. (лл), Ж Flaat 0) = 
Ela 0) f (r) ТЕ зоа У £ (z) 是 第 一 类 
BIO ЛЕЛЕ. 
WR CRIDES CORB -RHEA хо, ЕЙ 
iz 


lim Filz) = Firn- 
< Firn t 0) — lim Fix). 
Te 本 
Se= fz rO) - £ (za О) AFE S > 0, ro 


_ Š < 40 < Ai] ЕЎ, 
Р) f(ze 0) + + 
_ Оно - 0) + 2F {rp 一 ü) 
= 
що < x< ro + Š Ff, 


f(r) > [бду +0)--у 
227 бло + 0) tlr 


Erat E, Fn 的 值 至 多 有 一 -个 


所 以 在 (ro 
£ (xo) Є (2 ба +0) У ә 0 


о +0) + (za = o) 
5 . 


这 与 Dauboux EEF ВТ (r) 不 可 能 有 第 一 类 
间断 点 . 


1.6.14 ixr) Ela, +œ) БЕ, Н 
in, А 0, 


МЕНЯ: lim :六 xz) 1= 0. 并 构造 АЖ f(z} 满足 上 
述 条 件 , 但 im | f (z) > 0. 
证 法 1 ( 反 证 ) # lm f(x) #0, MB 
im Isle) l- A 20. е = 2 >0, 存 在 M 
> maxi0， al, i > > M RHH 
A 


З =аА- 41р). 


H Yr € (М, + оо), ШЕЕ, Е € 


这 与 lim KO = 0( 从 而 fim | | = пул. 
EF 


lim, 115 0. 
例如 /(х) = sina ,满足 lim fa- iim, snz 
= О, |а, + оо) 内 可 时 ， абу = ceosz ,有 
Im | {sinr} i= lim, | созт =1>0. 


证 法 2 wawapas, >л, ще > Ау 


it, Ка) 元 BKH 
+ M” н’ 
ОИНИ 
|) < l R 
| F 4n’ 
(а) 
时 一 гі 
<|) —— + |£). 
p £ m 
И 2444 


.2+ 二 = 一 . 
4н 2п п 
Eht EEH, FE £, Ein) 使 


IEE | 
取 m = 1,2,0, УЕ, |, Es io, 于 是 
im | £(8) i= 0. 
БЕ 
hm ГС) 1= 0 
证 法 3 Bjr, Ea < х < 2z( < 00.0420) < 
э а, < 2л E № <, =+ оо, 
因为 lm fÜ = п, Ve > 0, 存 在 A > 0, 


марла. © AEA TENEN, 
Hf n > NIA z, > A. AAA / #[a, + ceo) 上 可 
FE. WH ЧАЈ TA ©„ € (т„,2х„) 使 


| (8) 1 = — 一 f(x.) 


<2- gti :. 
所 以 tim. (е) 1= 0, 从 而 


ma ГРС) |= 0. 
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N16.15 Вв, H I fra A 
ADJ í FOOT = 4. 
ikili fE £ € (- 2,2) 018 300) + tE) = 0. 
证 $ Fla) [A] + С). 
Fir) Ifill + f'(z)]. 
HPE, Gara С ( 2,0),5 € (0,2) 使 得 


Га) = #0) 2), 
гь) - B 
于 是 ,有 
рат [9 12) 
«И I+ fF- 2) 1) 
所 地 +) = 1, 
| Fla) 1 = [fla) 2 + [f (a) ] 
=+] = 2, 
同 理 有 


[£ (b)] Т1, 1 F(5) |< 2. 

因为 /2 Ор, АТА P PE, 4 4845.8 56% , MA ifi 
Fla b] 上 达到 最 大 值 F(E), EE [a,b]. 

HT 

F(a) <Ç 2< 4 = [f(0)]?2 + [ £ (0) 1° 

- F(0) = FLA), 

ЕБ) < 2 < 4 FO < FS), 
Wk era b, BER S F #E[a d] БЕЛАЕ, 
据 Fermat 定理 ， 

O= Её) =2/ АНИ) + CE]. 
但 是 (8) Z 0.( 反 证 ) 假设 (2) = 0, 则 

4= ЕО) FE) = [FCO] + [РСТ 

- [KSF < 1, 
政 盾 .从 而 
КО + (8) = 0. 

# БЕДНА СО) + [Z (0) = 4 328 
论 /(8) + (Е) = 0 提供 了 构造 函数 Р(х) = 
[FEE + [f(xy 说 ,并 对 其 应 用 Fermat 定理 的 线 
Ж. 

1.6.16 7:8 82077, іа) = r€ 
REH 2 C К, f (£) = 0. 

证 法 1 WE y AHHA, , 则 显然 (т) == н, 
此 ,YEER,PrE) = 0, 

如 果 у 不 为 常 值 函数 , 则 存在 rp € К, уо) 
=Z r ИЕ (то) < r. T іа (z) = у, eq = 
r- flr) ОЕ Ж.Н A > 0.31 1 
> АШ, 
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Ка) > z — ga = {(ха). 
交办 连续 函数 上 必 在 闭 区 同 [- A.A] 中 的 基点 z, 
和 达到 最 小 值 fr.) W /(z.)= (е), г E R. 再 由 
Fermat 28, (z. ) = 0. 

(应 证 ) 假设 对 Vz € R. iz) Z D. 根据 
Darboux EH, JE r) >0( 或 恒 有 Fir) < 0). 所 
i (z) 严格 增 ( 或 减 ). 故 存在 > r. B [ (у) 
> rr 或 zs fir.) — 0.JA T 

/(z)> Оер) + flea- >ar 
(或 fr) < (ху) + f (z )(xz ria > zi), 
r= lim ftx) =+ co (8 - оо), FA UTE ЕС 
R f (£) = 0. 
证 法 2 ЊН Lagrange 中 值 定理 ,存在 s. € (п - 1, 
п). € (—n,— (n = 1) 使 得 (注意 到 lim f(n) 一 


r= limf я) 


- Fn Кн - 0) 
f (š) = n — (n = 1) 


= /(n) — Ри - 1) — r -— r 0 (m —+ 00), 


fO) = DCC Y). 
= f(— (n — l)) — f(— n) 
— r- r =Ü (n —+ оо), 

(R uE) 假设 对 Yr € R, (хх) Z= 0, 根据 
Darboux Ж EA f (r) > 0 或 恒 有 f (z) < 0). Pt 
以 了 严格 增 [ 或 碱 ),0 = lm б) = lm (x) < 
üm f (z) = lim f (8,) = 0, 季 盾 . 这 就 证 明了 存在 
EERE F (£) = 0. 

= ”值得 注意 的 是 ,对 站 x € R. (с) = 0184 
PO РОАН (к) 之 0) ,不 能 从 上 反 证 法 和 关于 
Гл) 的 零 值 定理 推 得 ,原因 是 了 F(x) 未必 连续 .全 
如 ; 设 


33 + 2z + rinb, = 0, 
ф(х) = х 


0 == 0, 
显然 p 连续 . 令 
ә = | (zydz， 
Ш Р(х) = pir), 
f(x) 
үч -o b), r 50, 
= + = 
2, г = Ü 
> 0， 
但 
lm ft x) = im 3201 + sin) +2- 2 点 | 


不 存在 ,当然 Р(х) PER. 


1.6.17 WAR Ela, +2) 下 可 导 , fla) 0, 
Ha Za, I Airal fur) l. ВАЕ г 0. 
证 法 | 10#0й<а<1,/(т} Elasa | a] БР 


пе, ИНЕ РА BDE a EE. ҮЕ л, E Га, а t 
a ] 19 
M = max |J(r)l|=1 fir) |. 


‚шша а” 

根据 Lagrange 中 值 定理 ,存在 $ Є (а. хо) 使 得 

M = | (ху) 1 fira) ба) 1 

=] lihro а) lal FEE) 1: a s< Ма, 

(1 — a) 0, 
注意 到 1 — e > 0,488 бас М0. ШЕ M = 0 #l 
{ а,а ка] E Г==й, [Ж ИЩ Yr € [a š+ (n 
а.а + nal,n C N. f(r) = 0. Н, Су) 0, C€ 
la. +оо), 

证 法 2 (FBFE) PHE r) 0, сс a, METE 
KAK .xo0,z1) ,使 得 fxo0) = ОН /(z)= 0,V r € 
(гоо). ВЕЕРА АУА Е ЯЕ, ЛАР рО) > O 
Уу Є (yo л) ФАЯ: / (а) ш х), A 

(з). 

| Оу) 
Фу= уб) = е) уб) = 1-С] > 
0,YVr € (эту). АП у = y( z) 为 单调 增 的 明 数 ， 
这 与 


lm уба) = Мт, i (r= lale) =+ = 


HFE. BE, m=, а € lu, зә), 
证 法 3 同 证 法 2, 有 
TES] 21). 


уу = у(х) = in | Жк) |,т € (zg ri), WA 
Lagrange FHER, FA EE (та. z) 使 得 


了 一 了 . _ 
| — |- vD ЖД ж. 
所 以 
убт! убх) = убт) |+ | убху) | 


ru ag |+] убу} | 
жур |+ | yix) |. 
这 与 hm. уба) = lim In| fr (= 9 FIE. 

注 1 要 证 在 [a, 1 oo) 上 了 一 履 , 先 证 在 -小 区 同 
[аа + а] Саа t 1) E О, We P: Pk i e BU h 
法 ,达到 最 终日 的 ， 

+2 ” 皮 证 法 电 是 这 类 问题 的 通用 方法 .这 样 可 将 
Ый, + É ARRARIR MA (ток) PÆ bhe. Aih 
假设 С) Z 0 K 

| А, Эш! б гу! (ж | Unir) y |21) 


т, ”, таа ҮЛ, 
gA A DA 


ШЕН ЖАЙ у = r- infir). 
下 面 的 题 1.6.18.1.6.19.1.6.21 是 上 题 的 进 一 
步 排 广 . 

1.6.18 в Ба fl) 满足 fO = 
Р) = 0, HR 1/ (a) Са) (nt, NYTER, 
其 中 CAERA. WE: ir) = 0. 

证 法 1 (БИЕ) {ЫЙ fxz) 半 0,.r 实 0, 则 不 妨 设 对 
Ve >D ,fE[0, е] P iir) 2 0 АННА, 5 

та maxld > 01) = 0,V x € [0,8] 
则 出 £, f BUEESERFEHIZO(zo) = f (zo) = 0, В Ye 
> 0,1 зп. za +], /(z)=S 0. xv 视 作 原 点 即 
TAM Æ, e] rB. (z) > 0. 


Ж z > 0, 使 得 > CH уу € CR) ,可 设 
“бл, | х) I= Mo € (0,0), H м, = 
Т; Ра) |> 0. 


Hex. C (0,1). | 005) | — M. Н Lagrange 
Ф{ ЕЖ, dr; € (0, 22), 使 得 
| Ura) | = 262 一 ш) 


‚гш 


М, 


| => |` 


则 由 题 设 
CM Ci F (т) |> C | Flra) Il / (хз)! 


zif) = | ЧӘ 


К] 
> = > бм, 
矛盾 .因而 /(z)= 0,V + 22 0. 
同 理 可 证 对 了 过 和, 也 有 ftr) ОСА F(— z) 
代 rir) 证 得 }. 
因此 ,对 Yr C В, (с) = 0. 
证 法 2 Шз € R,f(ra) = f (za) = 0, 由 
Ст) 的 连续 性 可 知 存在 (ro — errot е). Я 0 < 
е < ] ,使 得 > 在 其 中 有 


ADIE LIDI +. 


Яг € iry- вухо + Е) ВН Taylor 公式 得 
IAEI Ке рО = з) 


Рау) 


-EFi r ol? 
< f(D 1: 2 


< C. Керла? l, 
Др s Е: g 6р (9 z = 6 = ro). РЕ 
6! 


ИТЕКЧЕ: -xnl z < 1. AHE 


тске (ё) 


= +c ПСИ £ -4 | FS) 1. 


ё) ) МЕ, 名 使 得 .x < s< s Gn 上 =< 
£, =£ za) H. 


| Z(z) |= 


L fOe) Е: IJE) i, 


> IAB). 


-e ro Е) PRETAS: 使 


Хбх) |< 


继续 上 述 方 法 ,在 (ro 
得 
| f(x) < 1 (68) |< КП 

2 k— + so 就 得 到 (т) = Ü,zr € (z —e,zr +e). 

S An = upi Al (т) =0,\# z€ [0,А),И] 
证 Ap = + oo (RIED 0 < A, <+ оо, ДНА, 
ХМ, ГЕНДА) = 0,7 (Ау) = 0. 再 由 上 述 
论证 ,存在 e > 0, RIR Y r E [DZ Atel, Кх) = 
05 A ELERE. 

同 理 , 令 4 = imflA | /(z) = 0,r Є(А,О|!, 
ША, = e. 

PLL /(х)=й,хЄ R. 

证 法 3 (БИР) 假设. (Кс) D, /(0) = 0 知 , 存 

在 mm 天 0, 使 F (z) 天 0 不妨 设 f (ro) > 0, хо > 


0.4 


a = supir | r Є [0,56], (х) = 0|, 
则 £ (a) 一 О. Fir) > 0, Ут E (а, |. (о, zo) 
中 , 命 


Flr) > c| IFG) 1 dr — Inf (a), 
ДЕНЕ | r SC | f(x) | a 立即 推出 


`: А _ Гбх) 
Ех) CI (2) 1 Fi ) 20. 


ЕО) (а, хо) 中 单调 增 , 故 lim Р(х) 存在 及 为 


一 ою 或 有 限 数 . 于 是 
十 co > lim Fir) 


rea 


= lim Lef tA) 1de Њо) =+ oo 


矛盾 EER E, (a) =0. 

1.6.19 RRE т Ст) ЙД /(0) = 
0) =. = 71000) = 0, 且 存在 正常 数 C 与 固定 
的 € 10,.…,n -1 使 得 1 OG) 1 

FO Ya E Rl) = fa. ТАШ: 
fir} 二 0,rtR. 

证 法 上 (RHE) В yir) £0, x 空 0, 则 不 妨 设 
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Ve >0,#[0, e] B, (г) 22 0. 9888518 5 

ro = maxi 201 (z) = 0O,Vz € [0,68 l, 
MUH Z. £. ft ЙЕ ТЕЙ, (л) = f (zo) = 
e = FOC ro) = 0, В.Я Ye >0.#El ro rote] P 
Fir) Æ 0, z 视 作 原 点 即 可 . 因 市 ,和 在 [0,s] 中 ， 


Р) 520,3 = 01," n — 1. 
Е ( € (0,1), > Ch f) E (R) 
ЖОМ, = max | (=) iA М, > 0.8 z € [0, 
коке 
zx]; 使 | £ (z) 1= M,. Н Lagrange PAESE] 
унган Лу +2 使 
(ааз) | 
|a e 
dj- 7 


_ авы) 


tt 


‚Т = Jj Tl, n 1. 
MI 
Ü < ж, < х-н < ' < zy sS r < 1, 
且 由 题 设 得 到 
ECM, C | 70,2) 1 
Z| fr) | 
К (ан) 


Xy-j+l 


-2 
| 
х т. , 


А?) 


а ra 


р 
s ep > CM, 
Tı 


F ВТЕ {ЕИ z > 0, flx) = 0, 
RA EREI + 0, a = 以 或 者 用 
A- =) 代替 F(x) ER) Р, a) 0, е C R. 
证 法 2 HË ry € R flo = / (хл) = … = 
PP r = 0.380 < £ < 1, 使 得 0< ©су.” 
= r< 1, | z — za |< £ < т, fo) ë B 
Taylor 公式 ,存在 后 € (хос) E Є (х.ло)).Їй 


л-р 


得 
I Fr) | 
=! (ж) + Pao) x тар) +: 
{л-1) 
+ а = о)" 
í n) 
Ce 


= 77 (ет) ll z ху |" 


= СЕР бб (8) 
Er РСЕ) нр) а 
ао СЁ) 
АМ, 0 (k =+ os). 
ОЛЕНЯ ГЕ к € (ту—е,лу+ е). (>r) = 
©, ЖЕ CALR < h, < Ë, < кб то > 


E > 6 D. D> Ë. > Š, > a). М р.б. 188 


2 ВУ abr A 
fOe) = 0,> € R. 
1.6.20 РЕЯ Еа, р) Pin. ER, 


IERE Fir) Ela 5) AB Ж.Н ТЕЙ n 
ШЖ! 因为 f 在 tu,5) ATR, ШЕ +, £ ба, 
b) h 
| fla) i> n, n = 1,2, 
fe(a,b) PH -6 с, В lagrange 而 值 定 理 , 3 &, € 
(a.b) {Ë 


FERIIS 


зш, 
> UGD SO 
~ Л— ‚ко! — | со 


Arylah) MEER. 
证 法 2 (MUE) U C O>) 在 ta,&) 内 有 界 , 则 存 
É M >D, {Ei V > € (a,b), f(x) =< M. 
HE c € Cea, , 则 对 任意 x € labh A 
(х=) ге С) т: 
< Mib- а), 
ЕФ Е ce ZEEE Cad), ХІ 
Гук) feli, Ил) -| Д(г}1, 


А | 


所 以 
EE A O =ш! Fie) |+ | Cr} Де)! 
| Me} la Mib- a). 
这 与 fr) Ela 5) 3 ADF S.I. ia 在 
(a,b) 中 也 是 元 界 的 . 

TAZARA. 例如 图 数 (у) 一 ух, Є (0, 
D.F (e) = ZZ ЕО, D ARRA убу) 00,10) ñ 
是 有 界 的 . 

1.6.27 设 在 有 界 区 问 [a,5 Б.Е, g 
Їр оба) = 0,А 去 上 0 蚌 常 数 , 如 果 对 Vua C [а, 2: 
£ 

Габл) х) tàs (az) аб), 
ЖШ: (гу 0, C [а,Ь]. 

证 法 1 (ЖШ) Rit ge 0. ШЎРА Нр Сс, с) 

C (а, Б), ТЕ (е, 2) (а) TD 而 gf = 0, 


ТАТЕ, d) 内 有 


g (z) | 
fe) + À КЕЕ l. 


Лу h(a)- ln gir) sE fed) ЩАС) = 
E (r) чоң, 
шх)" A 
| Ку) + АА (х1 
z Ох} 
ПОМИ 1. (*) 
Н lim hlr ) = dim lal g(r) = оо. AC г 


БЕК, 4) HER. HE i6. 20,k r) EE, 
4) RAR. HHA OM Ра, Б) 上 和 连续 因而 有 界 


1! £ L+ M 
= ГА]? < Al 
ысы 上 ; ERTS BI Z= 0 C la. 
bl. 
证 法 2 $ 


ar a Lj” 
Gie) = дб) tO, 


型 然 Gla) — 0. 


16а) ді ШЕ; к\ё мы + z(a) 
4 | 
чү И а(х) 1 E Ge). 


A e Rah Elara +e] Cla, b], Begli! 
хаж Gi) Ж а.а +£] 土 的 最 太 值 点 ,车 
G(d)> 0,0 

OLGA -| G(d)- Gla) 

= 1042) 11а на | 

< HIGOA IsI GEI, 
H#ha<£<d=ate, | G(d)i<l1 G(8) 1 5 
Са) Æ G Elasa +e] К} КІН. AEK 

g(z)= 0.z E [a 
ЩЩ ҤШ{Е а,ла+32є] (к) 0, Таа + 
Ne] E g(z)=0,3 Ne b-a t, Mela. bE 
el = 0. 

1.6.22 Ш f [0.1 Еа, 0) = 0, 
fO) = |, 本, 站, 十 任意 个 正 数 . 试 正 ;在 [0,1; 
中 存在 ”个 不 同 的 数 ri，…,z。 使 


а + e]. 


63 


证 $S- УА. = б» = HAERES 
1=1| j=l 
п. 


0 = < у < Ma < y. 1, 


y C y 1 леги. 
HT f 0,1: 上 连续 ,月 /00) = 0,/(1) = 1, 所 以 
恨 据 介入 定理 ,存在 0 = б< 6 << E = 1, 使 
FE) = уйш». 

因为 Ff 在 [0,1] 上 可 导 , 所 以 由 Lagrange PIRE 
理 , 存 在 zl,zo € [0,1] 使 得 
Ü = £ < << z, < ё < 
H 


| 
_ 


© x, < £, = 


zora, ZU) ё) 


= E-E lia 


k, 
号 广 { 


于 是 ， 


|} 
` 
—. 
zm 
Н] 


二 论 , 反 推 上 太 也 是 一 种 有 效 的 
方法 .本题 就 是 从 结论 芭 推 的 ， > КОРСЕ = Sl - 


注 MEERA 


3 Xa L 
f(x) 


3 就 是 六 es 


EÈ) -1 ë ) - 。_&_,, 立 即 想 到 利用 中 值 定理 


=], Bg (2) = 


HETAT. 
V1.6.23 HA% Га, 5) Ба, B ab > 0, M) 
存在 <E lah) В 
_1_|4 h 
а -bl yla) F) 
Ш ШР) = f) оа) = l Na 
> О, ЕУ а ,5 同 导 ,因此 Fir) Gir) ТЕГА, b] LIE 


续 晶 在 tu,8) ha. G (z) = 1 90, Еа) = 


= E- 670). 


„е! д0) WIE Cauchy PHE, TF EC tu, 
p) 使 得 


1 ја af(b) — bfla) 
a-5|f(a) КЬ] a>? 
Hb) а) 
b a F(b)- Ela) 
l 1 Є(Бу- Gla) 
ñ a 
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G к Linie ү 10 


_ Её) г _ 
G (68) _ 1 


-D 6708). 
证 法 2 н ЕСО) = A), 
定理 ,4j 096 (а, „шн 


1 |8 = Ааа) 
a -b| fla) sol b-a 
E) ~ F(a) _ 

b - ц 


由 Lagrange 中 值 


ар ab, — ab 
= fe? + ушу 
ab ab 
т) А 
Meh e= ŽE (2,0). 
1.6.24 【推广 的 L Hospital 法 则 ) 设 (>), 
вт) (а,Ь) ATE, Н Vr € lad) g (z)>Z 
0,4 r— а В, р(х) = оо, B 


im БЫ = A( 有 限 实数 或 m) 


= fi ra > AE- Er (8). 


则 
fU) _ 


lim mesi 


证 U. A 为 有 限 实数 . 
因为 lim рн = А, ИЯ] Ye > 0, 3 ху > 


РАМА 


ие! 
и Сё) 
Ха < а < ху. Cauchy PAER, Е e Є (r, 
1) ,使 得 


£ 
-А|<4 


dix) Fr р) 
вау" р(х) gE 
从 而 
ж) (ху) _ А|- Кё) _ E 
Rr) ибт) ER 4|< 4 


及 因为 lim (т) = eo, HARE д> 0,34 a < 


r =a 


x< a+ À < r HE 


(ту)! 
1+ P: 2} |< 2, 
| Ae Ане) <£ 
gir) 
于 是 
|). А\= 
gír) 
lG) (z) вару Дай | 


БЕ жир a)(i) “у” 


für) Ил) gla) 

= |z#(r)- giri) A| { | m: 
für) 一 Авбал) 

| а(х) i 

E E 

< F: “了 1 2 
йы Ин _ A. 

PAS Н, r ЖЕТИН И], (z) = 
UHAM LEER SOW a < a < r (<a 
+ ROA 

| В = гаш | 
Ай ўба) р >| glx) - glr) (2: 


габ) габ) 1. 国 r, ЖА 一 上 就 得 
| fz) — fla y i — + >o. н], lin | fz) | 三 十 oo， 
lim fur) = so, 山 此 及 利用 工 的 结果 得 出 


lin s lim Ж). 0. 


ЖІ ЖЕД c каг 的 情形 ,对 .rr 一 «以及: 
~- оо 的 情形 也 有 类 和 亿 的 结论 和 证 靶 . 由 
Мга WAEA е a ТИЕТ АЕ, 


—+ % , r 


К 
! 


+2 ЖНГ кант” 型 的 L Hospital 
мр а lim (ш) = œ, E БУН L Hospital 
ШИЕ KR ЖШ. 它 的 应 用 在 题 1.6.25 的 证 法 
2,1.6.26 的 让 法 1 以 及 1.56.27 的 证 法 2 中 可 以 见 到 ， 
vi.6.25 Еу 在 [0,， +) Ба, Ні Ж 
{E lim ИС) + f Cr) = OAE lim (г) — 0. 

证 法 ! 因为 lm (O) r (0) = 0. 所 以 划 
аъ 0.44} > 0, жч + > A BA 1 für) + 
баў) l< > 

йл: А, у> A П, Н Cauchy 中 ! 值 定理 ,在 在 

EC (А.г), E 


ее Др) ` 
в? РАТ 


ё 106) + FEN] 


= fil + To 
ziran 11 L. 


THa > À > max А 1а LEEF, 
# 


Гру 015 fix) 


= А) в (1- eh ЭГ СЕЎ. 
g eh б (А) ДД) r f te)! 
Е Е 
< > SA 
即 lm üU: )— Ü 
证 法 2 出 题 1.6.24, 


Im Кл) = lim, “КӨ 
eL: + £ (u a] 


lim 
= а/е) + R +)] = 0. 
1.6.268 E fla, +оо) En] lm РСЯ 
Рх) = rE В. ВЕН 
lim /(>) = r. 
证 法 1 由 推广 的 上 Hospital 法 则 得 
im für) 一 lm tu) 
- im > єўї +) 
“диз ЖЕЛЕ 


= lim 
= lim [flr + + (т 
证 法 2 因为 lm С) + f(x)] = r € Е, 
以 ,存在 .>>0 "i > > mm 时 .有 
П) РО) rd. 
又 因 lim | f(zo)- ео '=0, 帮 存在 A> ro 
> 0,Чг> An, A 
| f(xo) 一 
E Cauchy PREH, FTE EE irp) ,使 得 
Роде — f(ro)en 


е — en 


E) г CEEE 


= 
кеч < >. 
2 


= (+ f (8), 
移 项 得 (у) = [E + 大 人 [一 e ') + 
Оте о 因而 
Frj- 1 
= ILAE + f (g) - кет) 
+ f(za)et = кес. 
= E+E) —=! 


I| für) r геч" 
Е ,EE 
Вр lim Cr) = r, 


1.6.27 ШЕ ТЕ (о. ко) а=, H 
lim 7С) = 0, 求 证 lim Аа) = 0. 
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证 法 1 对 Ye >0, 内 为 lim (z) = 0, 所 以 存 


ТЕ А > тах(0,а), Че» A I BF, I f (z) 1< > T 


E, > A- ZLA + 4 时 ,根据 Lagrange 中 
值 定 理 ,存在 上 毛 (A. >) 使 得 
| für) o. ч). <| für) | 
бот . хі “|z A, 
_ еи w 
EDn FLAI) 
' rÀ т-д 
бду). 
Са | 
E I/A) 
2 2lF0AO01 
Е 
所 以 
im 260) =0 
证 法 2 根据 是 1.6.24(MEJ WJ T Hospital 法 则 ) 


和 题 设 有 


am 
r= +z 


1.6.28 DC R" YHE, MEAK: DRH 
E: 
Рагу) = Pfirt, t >Ù, 


Д а rik anay UuEBH: / ATAA е RARE 
же}, r. (rin z.) = абаа.) 


证 =S Ha ЖЭР РЖ, MA 
Дег, ` nira) = 一 Оту, олы, > Ü. 


两 边 对 上 求 导 ,又 了 可 微 ,就 得 
Хат | 


Fri- LA 
т 
1 А 
Эл, Санча) = 
r=[ 


«ә ФУ 
r | 


эл) = аё Ёле хы}. 


атал). 


zf, Сада) ` gr 
Мм. 
x 


Fitr `` 9) 


plr) = ‚с> Ü, 


则 
pt) = У етуда) . 
r=] 


一 Ctrl + l] 


_ Мел (ты 


р.) — af Ér tEn) 


нгі] 
L 
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Qf ny 


Yusi (ара) 一 


ғ") 


fr = n, 


я 


Din Сирти) 5 

= 一 ! - — = Ü. 
АЛП оС) 为 常数 , 即 
fitri taa) 


М 


= pít) = øll} 


= хра), > 0 
于 是 
fir kr.) = fr rt > Ü. 
Жа. 
Flan) = im /\хо + 站 十 fxs — A) —2/(z) 
证 ”因为 了 在 点 zo2 阶 可 导 , 所 以 广 在 ro 的 某 个 
А н 1 阶 可 导 ,当然 也 连续 ,根据 L Hospital 法 则 
利 2 阶 导数 的 定义 ,有 
lim {irot h) + ferah) 
p h? 
i оао 
= lim 


ГЕП 
— lim азаны 
КП 
та 


ы 


-2#{ ro) хо) 


h 


ЕЕЕ 


= су Cro) + f(z0) Со). 
1.6.30 ЖЕЖ / ERLAR, Н / > 0. FB £ 
是 常数 . 
证 (iD Bit 了 不 为 常数 , 则 存在 л, Є R, 
f (ze) £0, КЕЕ f (z ) S0C f (0) 之 0 时 ,类 
亿 证 明 或 用 -了 代替 由. 令 
Fiz) = fia) [Као + (хог р), 
则 
= /' (z) — £ (mo). 
AH (х) 220, АТ # SBS. Pr. > 2 тү 
HÍ. F (z) = f(z)- f (zóa)2>20 АЕО) fF[ +a, 
+ оо) 上 单调 增 .于 是 ， 
LEa) - [f(zo) + fF (rar 一 ro 
= F(z) у> F(zo) = 0, 
Fir) = (лу) + firo- жу} ШЕ ж. 
因为 lim [ f(zo) + Firar- ro] =- оо, B D, 
lim Ку) = +оо KJ ffER 上 有 界 矛 盾 , 故 了 是 党 
TB РЫК. 
v1.6.31 设 f 在 [a 
О, (а) < 0.4 = > a BF, (т) < 


ъ=) 2? а, H а) > 
< Ü. WE: yE 


für) Ola, + о) HAERA +. 
Ш НУ) 50га), АТИ FO) (а, 
+ со) M Dk Чо > a BF. (куч Г (а) < 0. 
М Га. кое) р, ГО) = Ока, + со) 
та 9—4. 
另 一 方面 .由 丁当 .x > а 时， 
JOY _f(ay Раа — a)]l 
= flim) (а) O, 
ИУ Cr) ал (а)ба — a) YR, Am 
# . 
Ha- Грба) + flar- a)] 
z о) [Aad к lata- ay] = 0, 
ЕУ т Да)! fla)(m — а), т >a. 
由 
lm a) +t flar ав)]=- 
Д Я] lim Fer) =- 如 ,因此 ,存在 各 > а, fE 
Ob) 之 个. 下 由 题 设 f{a) > ОЕА РАН s B E 
Ж. 26 (а,в) 使 得 f(E) — 0. 
БАЖ, Fr) = 0 (а. + оо) НЕА 
№. 


6.32 Ш г) = е -| i 
ЖОЕ 了 在 [2， 4] ERRAR. 
解法 1 于 六 /的 导数 
(луч 
ЕЕ lia — 1) i Intr 1) 上 
е | т 4 C? i ж? rir 5) 
= eG D Ti l°” 1 -—1( r-l) — r: 


一 с у | 


Ek plr) = 上 -ntfs Doia 
-l 1 2 __ 
g tz) = : 一] тр + у 
_ 03-е 
(г — 1)5 


25 га 3, р (у) > 0; 28 3 < x < 48, 
gir) <0 At (л) 2.3 БЕРЫ, ТЕ 3,41 ER 
ЗИ. 5 ШЕ > € 12,4] E, 


gir) S; 6 (3) = 1-12 2 


二 | 一 下 I 一 


вола E [2,40 ЕРО) = €G Оба) 
О.А /( r) [2,4] EHN, ВТІМ 


max ѓе эт 02) - 4 eT, 
解法 2 ҮЕ 


F(x) = е IFL ns 1}]-.. 
ү" 二 1) 
Ж Л] хт > etlik, 
Ka) = 601-50-00, 


而 (2) = Зе > 0, 所 以 只 须 在 区 间 [2,e + 1] 上 过 


ә ра]. 
А4 (r) = (z = 132 [1 аба - 1)], 则 
h (+) = Zla- 111-1 — 1)] -fir 1) 
= (z - 1)[1 - 2Pn(.r — 1) ]. 


而 在 [2,e +1] E, SEIRM = e? +1]. (z) — 
0. 此 时 ,在 [2 D.h (>) 单调 增 ， 
Ele? ж1,е +1] А Сх), ФЕ, AO) 
= 1, + 1) = Тое +1) = 0 得 到 ,在 [2,e + 
і Е, 


е: +I] Lk (z) Z= 


й*х < 2. f (zr) < Ü. 
АЛ С) 在 [2,e + 1] 上 单调 三 ,所 以 
тах, Кх) = JO) = 5e 


ЄТ, 


1.6.33 До ыы =) - ге 都 
成 立 的 最 大 的 数 a 及 最 小 的 数 8. 


(ie eS + lna, 
解 显然 对 V a C N. 


{l + А унеш „ш (1 + Јуна 
л п 


дах flr) = 


Sr + ааб + L) < 
Е 1 


тул s. 


й +1) 
因此 ， a = inf l pT” 
“а-у fe 


{ 1 
В = зу ри ] 


“(я 801+ 2) 


一 н = Ë. 


(1+ 2) 
设 
„оу у. 1 _ 1 ` 
fe) = рр) TE (0.1., 
则 Сс) А ЕАУ РА 事实 上 ,因为 
Fla) -= 1... 1 


[lin + r} le p? 


(1+ z) (1+ g} т? 
а + linl + r) ' 


D glr) = (1+ хв) rr !0.11 WN 
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p (rh = 2ln(1 1 r) +k + z) — 2.+, 
_ 2 (li) 


и l + у 


=; [latl t >) — r] < 0. 


В e (r) Æ 0,1] араара 2 g (9) = 0, 故 
НЄ (0.11, (у) < g 0) = 0, 因 此 g(r) 在 
0.1. 中 亦 严 械 单 调 减 ,因而 同 理 有 gt) < 00) — 
0, ул € (0.1. RARE (2) < 0,V a € (0,11, 
于 足 fer) 在 40,1j 中 严格 单调 诚 .由 此 结论 得 


а = ті | 


. — -n 
"e | Infl + =) | 


gir) 


= ы! = O = ph- 
1 
3 = sup _ т 
° "SF nG + L) | 
п 
= ap (O: 
| _1 i 
Е lim (тко >) 
= lim £ (l +) 
Ca аж) ` 


HHH ] Hospital 法 则 得 


__1_ 
В == lin: Ltr 
ro Init + z) +; 2— 


一 lim r + (Í + IP + z) 


Кр l 
lim ътъ) = 


1.6.34 ЖЕЖ у= у, 
ая) рс R" LAEZ =- 
在 LURERE. 

证 法 | ЖИЕ f Sha Ë 83k. V p € р. 
ЊВ, (е, СЮ. ТЕ V a € Ble) tE p fila 的 连 线 
(1-— 0 + za 

ни) = Ка 


о) 在 开 区 域 
= ат = 0, / 


— 


b+) GE, 
则 


в) = x ara = = Xo- (q. - 
ее. 

BEH (о) 00,17 ЕЙ ТА р, Мт g) 一 
к) = gi) = Лр), FTE B, Cep) ФОНЕ ВЯ. 

Ф0 = Єр) = р, аР РАА 
AEW IRR ,АК U, 为 R* 中 的 开 集 .可 证 U, — D (Ж 
ИЕ) Ж L gir U, C DB U, D. WI D - L, = 
O AX Г ЧИЙГЕ (Ера, k D- U, 为 非 空 开 集 ， 
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E(D- UJA U, = @,D = (D - U,) U U, a 
Mq D ЖЕШ, ЕТУ D NOT X ЕЖЕ НГЕ 
E. AM U, = D.H Ui EXM, ED = U, БЕ 
BER. 

证 法 > RAES pE D.I Vç € D.HT D 3 
区 域 ,所 以 全 在 连接 p Tü q 的 折线 , 记 相 应 的 折线 道 
BOERI A 

11031] = D, gD) = PDS g. 
对 Yr ф(10,1]), ЕЖЕ B (e0 C О, 18 f tE 
Be) LAH. ER. |B (e) | > € (о, Ë 
Е PERA eO. 1.). 央 此 , 必 存 在 
ARTIB, (е, ) |; = -mi Rm e([0,1r]), B 
Wifia pi = 1 上 的 值 都 和 问 , 特 别 地 ， 


КО) = f(g) 这 就 证 明了 ED ЕЗГЕШЕ. 
1.6.355 Жрс тю YER, РЕР 中 连续 ,全 = 
0.124 y їн} ОЕ AEM (х,у) = 
gfy)? 再 问 , 当 万 为 什么 样 的 区 域 时 ,太一 定 与 + 无 
x, 
RO Тего ООЖ ЕТ TERN 
fz 无 关 ( 即 固定 y, pF 为 常 值 ) ,举例 如 下 
(у. Cr Є 0, 


Kay) |> у) € Ds, 
0, {yj D3, 
Edi D. 一 [- 2， 一 1]х [0,1], D; = [1.2] x 0,11]. 
Da = [— 2,2] x [-1,0],D = Di u D- Ш D; 显然 
是 R PERR, SED HER, A = 0.0.5) € 
DD, 但 当 y = УШ, 
Teel - 1). 


1 


fet) 
go Є [1,2], 


РЙ j сн Ж! 

Я y АЕН, D = |е (еу) Є D! R! 
веза, ЖЯ ЭЁ = 0, 函数 fr, 3) 必 
与 + 无 关 . 

1.6.30 H pope. МЕ" Pe TRELER 
单位 向 量 , 责 数 广 在 区 域 (连通 的 开 集 )} 上 D CR 中 可 


аа) = 0i = sn, r € D MON, 


f. D F. 9. 
证 idy = (arusa, ) € 5" СК" РОА rk 
Hi = 1,2,……,2a ,如 
_ of 
0 = 27 


‚тот ], U. n. 


{ж 


` 2 А А 
А у. i 
= da й, + А, ч, t н РЕА i 


因 pota р, SR FE АҢ 
Че а) Z Ü, 

м =) RAER 

Fe =й, = 1,5,2. 
У D ARKi, ЛЕНЕ, 
К) 三 常数 ,x D. 
ШЕ fluu) = (wy 
(2 -ё--—)+# 

D— (и) Є RIU u <У3,о > 0! 


1.6.37 


中 的 最 小 伯 为 8. 
证 法 1 ARAR FGA Ара): 
аі = llu- ру 002 = ц? 9 у 了 u = 
“н U T 


Ht) = 00 
т! о т. 

4, H 一 u, 2-1 
Et K FK RES. ПАЙТ s ТЕ EAR AE, 
ПЕ 


ао È DANREM ЖК 


|2 | 
д = м2 - н 
|, B | 


2 
3и} 
I (2 V 2 -- =) 9 
(AE) Ж ЗЕ К, a oM LERRA A É 
И. 


В, ы = u, 2 ы? 2 FE ut - 2н +81 = 
0 ,但 此 方程 无 实数 解 . is ГАНЕ, ЕА Л АЯК, д = 
0), Ep 


н S е 
j 


== 5. га) 
“д-нин 0 
ЕАС К.О SOKAN -方程 ,整理 心得 
и v 
V2- а м2 w 
(二 z; | —— H (0, 
Uy au v3. 
v Qu 
= -一 —.- 5 = 0, 
“2-ши Ti2 - н?) 


2 — ц? vv2 u V 2 u 
+ a РЧ 
055 $ 
HEDH 
9 _ ua ш 
w 2 u 9' 
v Și, 
H. > 0H = 3. 因 此 ， 
— i 
м2 = ц? 


化 简 得 а = 1, BBO а < 2 и-не 
(а, о) = (1,3). XAA 
limfu, u} =+ o> = hm flut), 
所 以 ,7 ED PERAE. LARJE. A AE 
ER A a u) = {1,3) 为 了 上 的 最 小 值 点 而 /(1,3) 
= 4. 
证 法 2 
Обо) = (v, È) € RER, 
M = |P Єв | 0 < u < /2i 
= Ка, у)Є R2| 22 + уб = 2, > Ü. y > 0: 
为 圆周 在 第 ] 象限 的 部 分 . 
人 人 
= ir, yE R? | ry- 9,> >0,y > 0! 
ЕНЕВ ЕА | FR E. 
记 pl P,Q) ЗЕНА P Q 2 Eucid EA, 
СН тШ АК у — x 与 加 和 双 曲 线 在 第 ] 象限 内 
的 交点 . 则 


& h рм) = (u, V 2 uD ERA 


= [oat Pau), QKN] 

#[о(С,Н)] = [e((1,1).03,3)) 7 

= (3 12 7 (2 1-2 = 8. 
即 当 (ww) = (1,3) С D, ўи, u) ЖН ЈМ В. 
Piu) ,Q(u)) E СС, Н) 的 证 明 如 下 . 

BAr у= 25 > y- oaae P) 所 在 
АВ С, 处 与 Qu) 所 在 双 遇 线 在 点 Н(3, 
3) 处 的 切线 ,两 切线 祖 互 半 行 ,于 月 都 与 线段 CHUN 
于 直线 x = у БЕА, АСУ, ERRA Pla) 
MAWE tyci руу, + 2 — 2 ,(т+ 
у) = в 2ry+ у < 2052 + у) = 4,8: + > < 
2); 除 点 НЯ, ЕЖА Q Uu) С МАЙЖЕ r + y> 
6( = > 0, > Dr збу го у= 98. + v > 
24/ ху ~ 6). 央 而 ， 
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Plu) Qiu) = pC, H). 

1.6.38 RAR flr, у, z) = lne + lny + 3lnela 
> 0,3 > 0,z > 0) ЖЕМ 22+ у + 22 5a КЇЙ] 
kK. HEH HEMER a.b 有 

onfa + b + ¿Y 
ps 27090260). 
解 WJH Lagrange ЖЕЛЕ ҮР. F 


F(zr.y,z) = ах + [ny + 3luz 
A (z+ уя ш 5r), 


则 由 方程 
[= 二 -2ar = 0, 
E =bn, 
(=<) y 
Е = 3242 = 0, 
= 
== (а + уа? — 572) = ü 
得 出 


l- 24° = 0,1 - 24у = 0,3 — 2Az7 = 0. 


д? + у^ + xš 一 = Ü. 


前 三 式 相 加 代入 第 四 式 可 得 4 = >, 57, 于 是 
(z. y e) = (rr. Зек). 
Рау, ЕЖ а + уз + z2 = 52 ЕЮ u[ BE48 18 
点 就 是 {4r,r,y3r). 因 为 
lim [пт =- %, lim Iny = – °°, 
+1- ` "f 
lim laz =- бо, 


页 存在 0 < е < к, K0 тсе, О< у< е, 
或 0< z < = BJ, 
for.y,z) < К.к). 
ХЕ ЕА, f ТЕЛЕЕ СВОЯ) 
[(z,y,z) ER | z2 + 2 + z? = Sr2, 
reyre] 
ERARA, PRERE SEH, y) Є R |r? 
+ у 27 = Srt, > б,у >0,z > 0| ЕКІН, 
此 最 广 悄 点 满足 fx }, EHE, В Кн да. E — ВУ 
点 (rrsy3r). 此 时 
Кк.) = lnr + Inr + 304/3) 
= (3435). 


HEWER abe Mro (HEN ,于 是 
就 有 
(/a)'+ (k) + (О 
=a b+ e = 502, 


Ja BAe) = Halah’) 
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14034365) = STET [2 ma pie)? 


从 而 
ире sÇ [3 5( + b + e)? j 
= z(y 
1.6.39 Ву, Elro уо) 处 存在 ,f ТЕС сп, y) 


ДЕЕ IRI: / К х,у) Eio, vo) 处 可 微 ， 


证 irat Aryo t Ay) (хоу) 
= [F ry + Ary + Ду) — fro 1 Ar, yn)] 
+ [Ако + Дх, уо) бтр, yo] 
= f lrt Ar, yo + 0Ay)Ay 
+ f (z yur + eAr (0< 8 < 1) 
= [A (хоу) + 9]Ay + fy (о-о) Аг + går 
= f, Соо, Ас + f, (ra. уу} Ау + Ar + длу, 
其 中 lims = 以 因为 £ {Бб го, у) FE), img = 
дт] E! 
0( 因 为 广 Elero yo E). EE, (хо уо) 处 可 
Ж. 
1.6.40 Жу, , 7, (хо, уо) 的 某 个 开 邻 域内 存 
E, HEA royo) 处 可 微 , 则 
fy (ro yo) = А. (roya). 
证 о 
ш = Кто + Aryyo + Ay) — firey + Ay) 
- Flza + Дх, уо) + fro, уа)» 
ply = лхо + Arsy) — Рат, 5). 
由 中 值 定理 ， 
А; Cn 49) 
(уо + А) (O< 0 < 1) 


一 pt yon)! 


1 

= др 
| ， 

= АБ (xo Ar. yo + бду) 


-= fy (Cro yo + fy). 
f Elroy) H 8 


1 ， 

Az {соз ун) 

+ fx Скр уо) Ал t fy Сос уо) Ау + EAr 
+ esty] ~ [六 (ло, yo) + fa (хо, yo) Лу 
+ ssh Ay! 


Й А А 
= fa (xo, ya} + el + е0; АТ 一 єзбү 22, 
те = 0i = LA дез = 0. 


交换 > 5 y 的 位 置 得 到 
_ — 


fr Охо, уо) + 8, + sh - s| 0,32 ду, T AZAY 


= fa Crn yo) + g + e201 2 - єзбү 22 Ат? 


HANK f < 1, іме = 0,; = 4,5; єв = 0. 
мч ar ч 


H A= A1 ->0 得 到 
fa (rayo) т fa бло). 
1.6.41 у, f. л. EC: ул) HETI ER 
РЕ. Т” 在 eo ,yo) 处 连续 .证 明 F. (ra, у) 在 
EH 


fa Crad) = fa блпзуо). 
证 “根据 偏 导数 的 定义 ,有 有 


ГА, КЕТТ ма} 


_ lim fe ua, ya t Ay) - f (moyo) 
v- Ay 
= lim; L 
| ду х 
[li ICG t Аг, уо + Ay) ~ fera, уо + Ay) 
Б] Аг 
- lm Олы + Ac.) - Рту, уо). 
war. Ах T 
= hm бт дадо 


KP w = (0 + Ах, yo + Ay) ~ (гу, уу + Ay) 
= J(za + Ar. yo) + flro, yon). 


辐 理 可 证 
fu Ca) = A 
nra e. 
фу) = [бугу + КИ _ колы, 
lil 
， w ф(уь + Ay) — plyg) 
D ш з Аду 
_ 中 值 定理 _ 
АС “(yo + Лу) 
x Th 
= tim HLR Ca + Ar ур + Ду) 
Au [р 
= dy ©, yu + d Ам} 
PEE = 
= dim fa беа! Går, ур + бду? 
лу 
1， 在 (лоз у) 连续 
=== fa “Cres yp}. 
ава. .0, < 1. 5 Ay # 


分 小 时 ， lim д Ка E 存在 ; 当 Ат FEAET, lia л FH. 
РРР 


Г x Tayo) = = lim lim im дуду 


= hm жд, Ауду 


ду 


51.7 (10) AX 


РЕКЕ F E X Ш Уул Е. < 


Кы "(ros ун) ` 


xz Yr € [0.1]. #8 
JL tiet е) 
Бу" - Р) ач) + (год. 


ME 在 7 上 是 下 凸 [ 上 四)) П%#.{н} ЕЗ ОПП) 的 . 
ШЕУ V ra E Pry < ra Мт ODA 
FA Elx t try) 
< il- afir + flr) 
(>) 


则 称 了 在 ! 上 是 严格 凸 [严格 癌 ) 的 . 
К rper ET 分工 = 
tra 则 | 


il- АКУ + 


+ — a E a к 


t- 1 = 


ry TI ¿aC al 
TE, 
£ ÆRE СЦ) 9 


РЕКИ И 


TAERE EA) ЖЮ 
2 1 л 

аа 

下 面 主 要 讨论 凸 丽 数 ,四 函数 的 情形 是 完全 类 似 
的 .此 外 ,容易 看 到 :了 为 西国 数 =，- ЭЧ раб. РА 
此 ,研究 了 和 凸 虞 数 ,实际 上 也 就 研究 了 止 函数 ,至 于 严 
(EP ОК, Я С) 两 数 中 的 符号 < (22) 
改 为 < (>) 即 可 . 

1.7.1 了 芷 区 间 工 上 为 凸 函数 
SH Млу,тә.ху E hajp < +> < aa DFA 
Ura) {\х\) = fra) = Рб) 


9Р0) =< Рх). 
Š I 


Sfi) < TL A r). 
(> | 


Pa Р = хус Ë] 
= ар) - fir} 
#317 2 


анаа 
Е ЛР ХТУ аруа. € f, a I < r. < 
r. £ 


Кл 


fO: o) < fr Лу) 
Sflaa) = fl > Tea- T fa) 
т FH аз) — f(r)] 
ГС) Ё) ~ „ ©з) - Jt) 
13 — Жу T3 ү 


/ Хн = 对 YT = bxi < Yı < 
г 


тс) p ŽO 


ra 


f(a) 
е firi) де 
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кыл+ тү (za) 


= 


t37 
= гу} fn)] 

a Cr) (z) бс) Cr 
| Га | 


f NIB ©з] V rrn € Jr < +, < 
za H 


Japs T х) 1 аз) 
fry rp fir) 
= (mz, ra) fir) + (г; - ху} Каз) 
= ү 一 х) Кт») 一 ЙО т). 
= (.ry- Tafir) - (ху— rp fir) 
Cr Ta + (дә rira) 
= {rz -rpl Ar) 一 flrz}l 
ба) fr) z fira) 一 fO) 


.Fa 一 1 z3 — Ку 

1.7.2 JEKE LADAR es 对 V ar,a 
€ hipte 2 О 222), рр +з + k = 1,8 

(үлү T U + лт) 
si firj) ++ flar). 

证 (<) я Ya 2 2, APARAREA. FF 
н = 2,1 =1-,›=,0<<1Жхлу,т› € 
1 有 


ИСЕЧЕ ir) tl rt Era). 
这 就 证 明了 fE LEPAR. 

(过){ 归 纳 法 )f 是 1 上 的 西 函数 . 

n = 201,01, P t = 1,2 1—1 =141.ї = 
12: 则 对 Yer В 
бгоя баз) = ДО thxi т iro) 

sgil- fiar) + efira) 

= fixi) + tafira). 
EROL. 


假设 结论 对 ww = k LES, M| n = 下 时 ,对 


Yr ay E L Ysp S0, + е + 1 有 
Fitri te др) 
= flr + + 8-1 )( Ж р] Ф 
tite + а 
&-1 
жж кка) t гь} 
Е 
(б +f + # + 
i k- DI 2— ms 
| — ) + f(x) 
поез"! Tk 
fi . 
= +... + — . —— x. 
Z {t ү кз жы ы? + 
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е Сак) + А т) 


= jiri) t ‚жыл, 

ЙАТ n = k RY. 

1.7.3 REKAL EaR MSE ERAAN 
SDE {ЕТ EERE 
2) y EE fE if — SA n f 
Л. 

Ш OSOS AI БӨ, НЕ 1.7.1, WF 
Yanasa E hadlardan 


(rol) 的 切线 的 上 


f(x) — Feri) < ex) - fe) 
f — Тү у= Кү 
с {че 一 fix) 
E + 
& r — тр 就 得 
f(z) = falz) = im CA 
Шы) 
_. J( ry) far) 
= Хо Жү ' 
EAAS НАКА 4 x 一 x， ,得 
fa) = f- (m) = hm дала) 
> Ez) а) 
+í T| 


比较 两 起 立即 得 出 f izu) = £ (z). BB Z ti 上 单 
调 增 . 

(<<) ТЕГЕ XF Vr .r.z Р, т< 
< q, H Lagrange FAE, FE brn < 4 < x 
< & < хэ, bis 


х) fix) _ p үл" 
pass = f (6 ,) (Е) 
_ 022) — f(x) 


ВІ т, / E 1 t hyr. 

(2)X>) R / 91 БАТЕ, НООР 
单调 增 .对 YroE I, H Lagrange PRERA. FAIT 
хо #1 x — BJ) E, 119 

Кх) 7 [LF xo) + (ху) (ғ 一 zol 
= fix) Ка) f (ro) — zo) 
一 Fler 一 то) 一 F (zoa)( x 一 хо) 
= [/ (8) F (za) ]( z — zo) Z 0, 

Fexr) Кво) + £'(z6o)(z — ro), V x € 1, 
ВЕ у= ИгЕ Ей (е, /(т)) (хо, 
Fere ЙЫ y = (хо) + (ro)tx -= ro) АУ Е 
Ж. 

(<=) 设 у= /(z) 的 图 形 (r f( ey) fE V (zy, 
Annin C D 的 切线 的 上 方 , 即 对 ¥Y.x € 了 ,有 


[©те fera) + бл»)! r). 
її!) Hadie rlr — a>). 
"ЕДЩ р.а Є Г.) < ra < t4 HEA 


Eri = fiw) E (ул) 
К rs) 


oo fad fürs) 


бүз Гу 


`4) 


z 


HEI 7 1 HL РАЈ АПР. 
17.4 ËF ГД А ТЕ? Н 2, / ТЕ КЭЛ 
Б / 0. 
VF dam 1.7.3, oer (у) Ае E 
Desp ЛЕТ ЕРА. 
关 才 充分 性 ,也 可 直接 和 证 副 如 下 . 
因 (zr) 0, ЕТ у ТЕР МАИ ЮХА Y, 
лу I. r < rt E (0,1). 由 Lagrange 秆 ! 值 定理 , 存 
T n € РИНЕ € (etd бугу кэт), € 
Gi- Элу + trar (AE р < 5. (8) = 
£ US) ,满足 
LEL ¿feo Efra] АСС орж ао) 
Fr FO луч kr) 
+ во) Fl гү в) 
=(1- f(E) абара) 
+W (81 He n) 
= (1-2) ( aplet) - fit )]2> 0. 


Еі 
А {ку Биз) (li r+ ft xr). 
ГТ Гау. 


1.7.5 ÉE рсн EAGER га, Бс {1 的 
内 点 集 ), 则 E а, ] 上 满足 Lipschitx 0, EE E 
ЖЕК, ШАНЫ Yarat ia, 5], 

БСга) о) Та K lsg- arl. 
由 此 得 到 Га, 上 是 -BZ q / £ PE 
ЗЕН (ТЕК C (r T BP ЯКА ЕНЕ). 

Ж ” 代 取 aaE [a.s] tA.ByC IA, ,B| 

йыл i < ra MARE 1.7.1 
(А) fla) fry) Жа) 


A а уа 
т fira) 一 A 11) 
17 ai 
BY Fr) HB) fib) 
x b - í) элу B _ ГА ` 
TE. 
fu (alak 
| 45 t| | 
ü А “ И B-b ' 


В 
Елә) Ar) К 
V хүр, = [at]. 


1.7.6 BJERKE ЧН УЕ ИР 
AARAA г... НРА, АННЕ > 
EAF (r)= f, (2). 

Ш xe vu, € I S 

_ für) ш ЖО ха) 
plr) = D N, 


z— х0 
对 Vi, 15 = lzi < тә < хо. É уз БА Би 
е 1.7.14! 


4р — Гү |, 


_ ар б) 


pla) Xi — Ла 
fx) fia _ 
<a - gir). 


KIE. p 1 КАЖ R .cBE Lac< xo < В, 
旭 


A fro) 
gla) Е x= хп 
< E _ (В) 
Г. ба) = Jim АЕ lim рб) 
1 "ü Ы т 


TEAR. 


再 证 £ BR Vr i,z n o € l, u < x, 
<< 25.9 РГ ЕНЕ, RA 
foo = fan < fla) 


H - Е] Ç — TI 
= feo) fira) 
ч то гу ' 


“ua — z, u — олу, ЙЛЫ 
f (zi) =< (x), 
HI Z ЕЈ ЕРА. 


HAE, Р, (x) 在 1 上 处 处 存在 有 限 , 且 在 1 
га. 
Жа, Хы, л, £ [L u < о, 
Ки) = Fir) — Ко) = fu) 


ни T = Л 


н 


fole) = iim Д К) 
. п Ti 

= I: Ао) х) -r 

Ta lim, v-r = f + (r). 

1.7.7 УЕЗ е V. € Г, Jag 
в, 84197 
Ск) ле (хо) + абаж хо), El. 
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证 (=) V rr, оул: х ао хі, H|] zo 


€ ERREP RE HTE a € 了 ,使 得 对 Yrer, 
fir) рев) + ala- ху), 
所 以 有 
ха) Ш® firt alx ua), 
Fira) Ш® (жу) q afry rih 
XIN. I — z) < 0,2 Í - хо > Ü, PT EZ 
Кон} fa) fey) = fe) 


Жүз.) Жа -i 


REA 1.7.1, f e LERGA. 
(=>) 因 1 ЕЕН lT 6 Hl, Er 
ху H 


F- Cro) s< f (mo). 
3⁄4 > < хуй, 
Дт) 一 Fira) 
x — xu 
РС) 2 /(ra)+ f 
当 ГРА в, 


ray ao e Gn, 


х о) + f x Са — лу). 
Ba € RF _ (шуда f (r) ШАЙ > < 
лой г > xa ER r = ro EA 
ау р) talr з). 
Ж ARTAR ЕРДА, RATER 
m 7.1.53.7.3.33.7.3.34.7.3.35 ЯП 7.3.38. 
17.8 证 明 区 间 J L АРЕ BB АЕА P g 
Mg 之 积 仍 为 凸 函 数 . 
证 fe AER AiE ORS, M Y ci. 
£ L0< < 1,#= 
б = И абат) + firalgt ra)) 
— tl ӘТ) аба) + f(zy)g(zi)] 
= мї DIFE) о) Каб) glr) 
Z= 0, 
(Рев) the + tri) 
= FELL- trit tro) giil- хр + джо) 
Fr fr -gtr 
т (т) ] 
= rg) + C бојао) 
+L е) Ж тунба») + а)ба). 
= (1- #°{(т)д\х{) + fierg) 
+L rest) + Сохо) вжо). 
= (rer + tf edgier} 
= l- feg r же g)(xo). 
PEKA / g ТЕТ ДЕРЕ. 
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Sf (xo), 
{лж — roh, 


17.9 W ояк. b. Ер, д) 
а Е дт (а) + th) 


证 Т 5] ЕНЕ 四 是 1 7 5 /在 
(вур) 上 连续 ,在 [a,5. 上 有 和 界 .从 而 | 在 'a.61 上 
Кістарт п. 


N - 
kg) rE, 


- ath- 
TITELd y is 


b pj п, ач b- 


= 


Flath у)+ für) 2F( ). 


{чәче = | ferar + Ë, Коду 


= |. ба +6 х) + fla уа, 


s aeta + бун, 


а + б 
- 2052): (b 


= (6-а) 04-0). 


а + р 
5) 


Pw < Pa) + FFA) dr 


Fla- (b-h? Р) (z a): |“ 
oa 2 | b-a 2 |, 
ба а) + fD]. 
综合 起 来 就 有 
п?) < уН — ШИ Жаз ДЬ) 
1.7.10 220, КҮТТҮ 
HB 
срез, < = ла 
证 ”如 果 存 在 r = 0, ШАП 


ШЖ x, 天 0 = l,- R. > F(x) = nr, B 
Го) = 地 ,f(z) =--< 0.588174, E 
(0, + œ) БУРЕ В [ШИ AS, 此 时 ， 对 грух E 
ty = 二 ,有 

н 


т, +оо + +, > ч + ... + inz, 


"n 
m ITE Tro 


(0, + оо), 1 = fa = *-- = 


所 以 


— лр tr 
< 
лү" +, = 


1.7.11 设 fz) Blo í so) LARRY, а) 
о,д #2 为 0. + о) 上 的 单调 增 


20, А /(0) 


Юй. 
证 ”对 任意 站 过 +, < ә, 


ра) /( T...) 
42 


= к! ИГЕ. om 
Хэ А2 
ШЕЮ, + ооу ДЕҢ АТ 
о] Жо o tl, 
fla- fi FERS т; 0) 
ше ож, СУЕ - 7 Оз), 
ы быр. дл) y Ж(0, + oo) 上 的 单调 
РЕЖ. 

17212 (а), (е) ЕГО. кос) БАУ 
RG perat (r): D.R. (00) = 500) = 0, 
HERS 

(х) р(х) 


Еи 

在 (0. 4 oo) ру ра. 
证 法 | 0 < т< ә Фа оо, = kr 1 (1 - 
jrg Dit S 1. E f бо ARRE 1.7. 1116Ж 


ИП у L fit) + (1 уф), 
pokri tf + tL- £) {56 л»), 
filtri) ы Akra) foke), 2 Aaaa) 
E] m= 2 ` r] = Жл 
МЕЛ ДААА ЕА (г) 0, Сэ > 


0. 有 
- AAG) 
1 rl 


_ t ñ Lra) fata) 
17 


ИС) _ 


+ (1 


+. L! rC) Plan 41-1) (0) 50) 
ta t fers) fst ri)] 
Аб) 


-OO Мб) et) 
“1 Кз 
= Ft flal E = 1: 
tl tr бо). l= -+ 
-U OF falar) 
+ Ca 35б) 
А (1 riro 
-- titrda) Уу, 一 一 
ЕЛЕНЕ 


+ Сне) з АСОС 


2415 пайса _ 


+ 


+ 1 _ Әла а) _ бы) 
"I Кт 


AUD] 


T T] 


Ку 


_ tl | {иш -| I 
Е х К | 
ГС) fir] 
<, #1 Хз Е б. 
即 
АО) Aen hkr) 
{+ T 
(1 улшо) 
所 以 函数 
рр). кЄ (0, ж) 
АРА. 


证 法 2 НУ, 10. : со) Эта, ВЕЕ 


Ji. ЕКО, воо) ЕЕЕ, ЛА 
Е(х) = де) 
(0, + о) ёр. 由 此 和 第 7 篇 7.3 3.353 知 ,要 证 下 
ТЕ. + oo) | хш. Ut 
к — Fiap + К(х›)]. 
sasay u A) LO 都 单调 增 , 因 此 
[Bu Aalan [At _ па 
Х| Хо | 12 _ 
[х›/з(х1)—х,бх»)][ гә (74) O zi fi( x2)] 
= 0. 
展开 得 


хуло) бло) + аро (о) РС) 
Аба) (жү) t х (а) (x), 
fit) f (ro) + fil.) fol xi) 
filea) баз), 
КМУ 


Tit z 


АС) бд) + 
_ БЕЛИ + 


туг + za) 
| PA) отл») бг) 
ZI + r; XI + zr) 


再 由 dz ЖАКИ. E 


Жү Era Кү 十 -ra 
ке, ЛС" ОЛУ" 
2 TU + 42 
2 
бг) аз) Ач) + flra)] 
2( xi + хэ) 
py T2 À, 


1 
2 лү F ra 


= 0. 


КҮ 


Fí 


w 
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лба) Ск) 


| + 41 
| ECAC _ 


Ж} T| + г?! 


- | + Ahl | 


+| +2 


Абаса) | 


14 + +2, 


tI 


[Fir + Fixa) ]. 


Aafa) YORK. 


ТҮ, 在 区 间 10, + со) 上 单调 增 ， 
ф(х) = [04 220, 
BE p RR. 

证 法 1 因为 f(x) 存 [0, + oo) ЕЛА БРЕ 
Yz Elnr] E fms fix), H 


MERIEN L. f” То?» 
了 于 是 对 0 过 < < <+ sc ,有 
[жоё -站 Rod 
. 0 一 - 


AE Fir) = 
1.7.13 


` Ta S Хр 


glr- glr _ la 
Та” XI Е 了 2a | 
[aa лада 
Ы = t] 
3 — T| = TITE] T Fra) 
"3 „ х T. 

(3d 3. _[%„ ， 
он уона леа 
ч Жа — К, Е T37 Т) 
ga) = gl) 

Е Ха — гэ ' 
BEZ 1.7.1,ф(т) 在 [0, + oo) EH 5838. 
证 法 2 HIT e AAR 
pA 中 Аалз) = A plr) + Алф( т»), 
О = Ау ‚Аз & пата 


-| Aara | з ШЗ 
= [° Е PT Cidde 
-4) 
ЖА Јода + эи, 
О A A < 1.41 + À; = 1. 


ө"? кру, = м)? е), 
YI ч 


站 有 A.A S Ъ,А + À; = l. 
这 最 后 一 个 不 等 式 是 成 站 的 .事实 上 ,因为 0 所 42 所 
1 ,所 以 Agu а, тр t Аш) Рр + а), AEA 


бА т +À 


J са "Ка = [e чч ЖӨ? 


{= n + À; r 一 


н |" 


Осі + Азм јдн 
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Ü flx + wu 


= э" 


(= Tu 


м] чш. 


所 以 g HIO, + eo) Ein gw. 
证 法 3 ie C [0, + o) 为 任 :点 . 
# + < c, WJ 
[ош =- | уа) 


>- | Kejdi 
一 Косе =); 
# = > c, 
КО > | әш = {er e), 
所 以 
ебх) = glo) = | бш - | бй 


s [уш Коб о, 


ф(х) = фс) + f(c)(z — c). 
根据 题 1.7.7, фл) 为 [0, + оо) FARR. 
1.7.14 试 证 


( з л» ул = П “， 


Ë | 
oP u > Ü,z, > о. = 1, 1! 表示 乘积 号 
k-] £-1 


Ш i flr) = тіпт, х >> 0,W| 
Рх) = 1+1, 


Га) = + >0,z > 0, 
所 以 £ kE hpa, M mi 
h(S as - = > usa( Š) ¿Eze ) 


< У) tz ]nz, = In IESS 
Ё-1 +=1 
РЁ 


(Ж) < fL 2. 


51.8 Taylor 公式 


Б Taylor 公式 主要 有 岗 种 形式 . 

第 一 种 形式 : 设 了 在 区 间 1 An METAN, 
在 内 点 集 1 上 有 n+1 阶 导数 , 则 在 .ry E Г Taylor 
展开 式 : 


т чр) 
für) = Y Foy, = то) + R.,( z), 
k=(] Ы 


其 由 
tati) 
д9 Ба е 20077 
Е И Pir Ta), el 
(m +1)! "е 
£ € (тп. г) йй S € (к,г), < 0 < 1Ж J Lagrange 
йй. 


第 一 种 形式 : 设 /在 mm 有 nn 阶 导 数 , 则 
Кт) _ л ГАШ LECEN — го)“ 


Z 61 
t = - ap"). 
ERREF, RELA 2 Т Кїн, Г 


WARE] Tayla 展开 .有 时 在 菜园 定点 тү 处 展 升 ,有 时 
在 + 援 并 ,这 出 问题 的 菜 御 和 结论 所 决定 . 述 有 将 不 
同 点 处 的 浅 数 值 写成 同一 点 的 Taylor ERFAR 
с) 本 成 不 同 点 好 的 Taylor Rë F А, 然后 将 两 个 
Taylor 展开 式 相 加 或 机 减 , 用 以 导出 所 要 求 的 结果 

于 面 的 题 1.8.1,1 8.2 就 是 应 用 Tavlor 公式 的 
两 种 形式 , 解 出 8 后 求 出 jimg 的 ， 


18.1 Шиъа) 
= 0.38 上 用 Tayler 公式 表示 为 
十 所 十 六 0) 下 二 


a + й), JEP 8 E (0.1). 


试 证 :hma = 
к н г y 
证 fH Taylor 公式 
бху + h) = рг) 十 fü(ra)h + 
PESO agt h), IE (0,1), 
Faot h) = Fira) + Ferh + 


z h ! n+ n+ 
rir xo) е y (хо) + оса"). 


ятып 
"Гү Herat ал) (н) 


т 
= ойлу (хь) + обй? 1). 
пенен 


т"! те} + oii) 


hm = = lin Fa 
кн T Aw A Go +) Go) 
Gh 
Hre Go) 1 
OU (ra) onti 
1.8.2 рО, кесэ өтти 
ПП] =, H (т) = 0.5 — 2.3, з, - 1. 


(ад) 60.80 СТА 世人 时 ,有 


{\ха+ h) — Рк) 
й 
Ф < (А) < 1 


= (л) + АВА), 


АЛЕ: 


| 4 
[im 人 下) = 一 ~ mE 


证 в Taylor AA, 0,0 € (0.1) 1 


flzn+ h) 

= = f(x0) + hf (ra) + Ë if aat Bh). 
£ (ze + h00(h)) = Кон 
"М" коң, + D.hO(h)). 


(= ~- 1) 
w 
fF (ro) + к Аль + фЁ) 
dizant h) — ` fz) 
Е h 


= f (zn + uy 
О ОСО 
再 由 ОЗ (о) 并 0, 有 


fn t hh) үт 
n fz) (ху + 200 
(хд) ©? 
= (Жош J” =y 
1.8.3 Ela- R, a+ R PARKTA, HHE 
En ENA 
ПРОС) МОЮ), Yz € (a — К,а + R), 
则 了 在 fa- К,а + Р) PARERA Taylor 级 数 ， 
证 ”根据 Taylor 公式 的 Lagrange 余 项 得 到 
n+ 
01 R, lr) |= ч) 


(m + 1)! 


lime J= lim 


C -a)r 


nti 


ZTE EU [с-а 


см O, _ 
= М (m +L Ü (n + om) 
> К") R OR! 
{由 ni КТК ЫШ Лт 7 (a Dr Ü =E HH BZ No 
s =Q * 
= F, 


Б! = Ro ‚ R е R И ЕМ!!! ‚1 
{п +1)! Not Маі n Му n 
. Е"! _ 
Ж lim, (н 1 1)! 7 0). 
因此， lim Кб) =Ü, Yr C (a —R.a + R). 
戎 了 在 fa — К,а + R) ЕУ Tayor 级 数 . 


1.8.4 VZ file fE[—- 1.1 上 连续 ,在 (- IDE 
АНА Ж.Н 
IEP O gr | яти 0,1,2,... 
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Wik £= >, 
证 ”因为 
Г) пг) 
БАШ, 


“п! т Є (—1,[0), 


, /9270 j- в (0) lnti 0 = 0, 


poo - OOM = D = 01,2, 
Fir} бж) 

КӨП — „(О 
=- L = T ( ) 2 


N даа Руа | 


осер. ОН (EL рн 


(m + 1! 
etll, 
=< iat 
п + со, {Н /(z)- p(>) — 0,z E (— 1.1). 
要 由 fg TL - 1.1] 上 连续 , 故 上 -8 在 [- 1.1] 
上 也 连续 ,从 而 
L- gtl) = lm [/(z) — gix)] 


pirti z7 „n JFET 
= | | . 


= tim 0 = 0, 
Fí- L- g(- 1) = hi, Г х) glx) 
1 
= im Ü = 0, 


r= 1: 
TER V a C 1,11, #5) - glr) = 0,Ш{Е[-1, 
ПЕ . 
Рв) = glr). 
1.85 ЖМЖ УЕ Е2 И, Н 
М = sup 1 fO г} {< + оо, = 0,1,2. 
证 而 : М? s= MiM. 
证 法 | 由 Taylor 公 式 , 有 
Flr th= тъ АР (z) + 
于 与 x 1 h ZÜ, 
Lx- h) = fir} 
T> -h [в], 
两 式 相 碱 得 
f(x + h) ~ 
2 
= 2hf (r) 4 (а) -/(6)]. 


= (e, š) F 


к (а) СЫ). é ft 


fir- h) 


于 是 
2h | fl.) ОТА |l tr)! 
| fiat Atit рте h)! 


+ 2: (8) iq O f (5) 1] 


= 2Мо + K 2M. 
2AM 2 A | Mi = 2Mo + Һ°М», 
78 


Mah? — 2АМ\ + 2Му 0, 
А = 4М{ — 4M : 2M, 0, 
M = 2 MO M... 

证 法 2 3 M; — 0. fir) = 0. € К, АП 
Гбх) = СОЖ), fir) = /(0)+ cr. ШЖ с Z 0, W 
Jim 1 f(z)|= оо, 59130) S Mo FE Ас 
=0.M = 0, 自 然 有 

М = б< 2M bh. 
车 М» 闫 0, 由 证 法 1, 有 
O) = Ё + да — h) 


к-г] 


Р 2Mo А Мр А 
| (z) < ер + 2M = М. Ам. 


хр /2Мо м 
特别 令 A = M, ,就 得 


мМ, 4 М» 
2Mo 2 


MiM 
= 2.5} — = y IMM. 


M 2 =< 2MM. 

注 从 条 件 / 2 阶 可 导 联 想到 需 用 Taylor 展 开 , 而 
结论 M =< 2M M. ÈRA AA Taylor RAF RE 
解 出 | Fiz)|. 和 将 f(xz+ 上 hh) 在 x 外 展开 ,意外 地 得 一 
个 关于 六 的 一 元 二 次 不 等 式 .问题 得 以 解决 . 

下 面 的 题 1.8.6,1.8.7,1.8.8 者 用 到 两 个 Taylor 
展开 式 ， 

1.8.6 i (z) 在 i0,1] 上 有 > 阶 和 连续 导数 , 且 
#00) = /(1), (ж) 1.» € [0,1], RHE: E 
ШЕКА) + 

证 MA Talo 公式 得 

#00) = f(z)+ f (z)X—- z) 
+ у) 2,0 < Ë, < x, 
КОА) = f(z)+ f (z)X1- x) 
Arah, 
两 式 相 三 ,及 /(0) = ft1), 就 有 


0= F(a) н СА) P Са] 
OD) i= L СЕНС 
g NFED PHF) a) 


ГС) Е 


于 是 


< JIU- eta] 
L 
< 
1.8.7 


_ l ç erp 
1 = P | Є .0.1.. 


2] 时 
| £ (z) 152. 
证 3 Vr C [0,2; ,出 Taylor 公式 ， 
Кор = Да) в ir- т) 


+ 020 <& < z, 
KD) = Да) + £O) (2 = O) 
о racha, 
两 式 相 减 得 
0) - (2) = -2F(z) + ра (6) 
-TQ rf), 
дук) = рО) RO a Fe) 


- A42- PSE). 
Ц. V e € [0,2] 有 


FILE 1 A2) н (0) i 


+ +? IE) 1+ 方 (2 — r (8) I| 


dl 
7 1 


= |1 + 1+ = +40 - zY] 


1 
2 
L + 1+ 22+ 122-2262] 
Lie- 224) = [0-10 +3] 
901+) = 2. 
1.8.8 Ы/ 0,1] 上:2 阶 可 导 , 70) 一 
0, mmn flx) =-— 1. HE: 
(1) Ял, (0,1), Ori) = 0; 
(2) Jng € (0.1), ËB (21) > 8, f(E) < 


У) = 


证 (1) 因为 min fix) =-1<0= 0) = 
FORETA (0), С S ТЕТО, Т) 中 种 最 小 值 . 设 
fr} = min /(т), W су 为 极 小 值 点 ,根据 Fermat 
定理 ， Fr) = = Ü. 

(2) 在 [0,1j 上 2 阶 可 导 , 由 Taylor AR 
100) = Жж) f ier 


.2 
+ ED E € (0,21), 
fil) = Fir) + Fixi 一 21) 


Er [0.2] — вае, НАУ € (0. 
Пет) ТЕТЯ (r) 1. ЕЕ; т € [0. 


+ ЧӨ у, Є (21,1). 


р Z(+) 一 -了 (re) = 00, 100) = 01) = 0 


аву 
‚27\® 1, 
` _ 2 
É =" ГО) = 1 
(ТЖО < .ri = <4 ‚йу 1-а < 1 
Гао E = 8, 
ї (у 
2 
-_ 2 
ё) = > = = 8. 
2 (1 ) dy 
(ü) 如 果 士 < r <1 WOI 2. 
„ 2 2 
ГБ) = s < 1 = 
7 GY 
2 2 _ 
FUB) 一 (1 - r. > Ly: 
2 
1.8.9 р F [не] 上 2 ЕАР, H fta) 


= f (b) = D. ИЕ: ШУ £ € (a,b) 使 得 
| £ (ë) 12 TE БСУ К) = Ка). 
证 法 1 由 连续 函数 的 介 值 定理 知 存 在 4 Ela, 
БЕ Р) = Fa) + КЮ. Жаа 
252 Wh Taylor AREE £ € (a, d) C (asb), 
使 得 
= Да) + flad- a) + Ha - a)? 
= а) + Or - a)? 


l= 


- G ГРБ) - Fla) 1. 


证 法 2 jha <a < р, $ fir) 分 别 在 a 和 
b Taylor 展开 ,得 到 
/\х) = а) + flar- a) 


+ Li — 2), E (а, х), 
х) = Кв + f (b)(x - b) 
+ гү, - р), G (r, bN 
4 也, 并 注意 到 f(a) = (b) = 0. 


特别 到 r = 


—— —— - 79 


i _ үз 
neea b) Ка) = _ ғо) ‚% а) , 
А ҹа 
KEZD) Ы) = ru íb 2 ‚ 
Ы 
| (8) = maxil СЕ, 1 / (8) 11 
== YI | Оё) I+| f “(ё,) |] 
Ea тис)! 
-gtp EO fa) 
ueg- КЪУ 
- (б-а? | fib) - {Ха} 1. 
其 中 := & k 5. 
证 法 3 因为 f 和 函数 (x - a) tla, t]? 


2 
ну ВРШЕ а, 95-2) 上 两 次 应 用 Cauchy 中 信 定 


理 ,存在 q € (a H) ,及 存在 与 GE (ар) EB 


E- a) AO - уа) 
(ey (H аур (a - a) 

FD) От) ба) Fé) 

poa) 20-а) 2 


类 似 地 ,因为 了 和 (4 - PEL ol 上 2 阶 
可 导 , 所 以 又 可 在 [全 也 ,6b] 上 两 次 应 用 Cavehy Pf 
定理 ,存在 т € (8-0,0), Б € (pb) ,使 得 


Fib- U 
Бау TE wa 


Ғор) РО) O) 06) 
=b- т) He- p) 2(6 - b) 2 
于 是 


КБ - Р 


а + b. 
>) 


I(E |= max]! ft) 1, 
>l fte) +1 £ (8) 0) 


z - fla) 
+ 


| 08) И 


rt) - (855) 
b – я 
| 257 


2)] 


[Fo 一 


4 
5а) 


+A) - yta) 


= — | (5) = f(a)l. 


(в-а) 


Hih é= š K ё. 

注 ИЕ (а) = fb) = 0 提示 我 们 ; 
(i) 可 用 Taylor 展 开 ;{2}a ЖЬ КОЕН Їй]. 从 而 有 巧 
钞 . 简 单 的 证 法 1: 将 (а) = Fa) + /5)] 在 a 
或 发 处 Tayior 展 开 : 证 法 2: 将 fir) 分别 在 a #lb АЁ 
Taylor 展 开 ; 证 法 3; HOA- а) Ela 5] 


Er) 和 (8 - z 1450 Б) 上 两 次 应 用 
Cauchy PEH. 

18.10 EFEC 1,10 A2 Bhuj 0) = 
/(0)=0,Ң 
1 (a) ISl Дх) 1+! £ (r) 1. 
ЫТ 8 > 0, 使 在 (- 0,8) A, fer) == 0. 


证 法 1 因 上 在 (-1,1) 内 2 阶 可 导 , 故 六 , 广 连 续 . 
令 
M = max || fz) |+ | f (r) li 
1 1 
= | fro) 1+! f (zo) лу € [— 4: 4 ]. 


再 由 Taylor 公式 和 /(0) = (0) = 0 有 
Ка) = /0) + F (0)лу + ДӘ ду 
一 Ly "Ezk, 
Flao) = О) + Ора = Орга, 


HP E.g € (0,то) Riro 0). FE 
М = | Jiz) i+ f (xo) | 


= |с? рза 
gido Юм fO): 1 
< UFOO 


< UAD I FOI A IH 01] 


即 Kz) = 0,6 (р). 

证 法 2 Не 
上 可 取 到 最 大 值 . 设 cc [- 二 ,二 ] 使 | (zy 1+ 
|н м. iH 


Lagrange 定理 , J 21,2: JF T ro 与 人 之 间 , 使 
M = | fzo) — /(0)1+1 f (za) — f (0) | 
=| Fe) ll] za +1 f (£) 11 rol 
[| AE) +I АСА) i] zo! 


| {лу | = max, 
Н ге | 4.4 +) 


i FFB) +! £ (6) ral 


SIM, r = 2м. 
由 此 ,M =0,Жд sd EC TOP к) 0, 
Ж H (0 = (0) = ) MANH nie, 想到 
К (r)! 十 本 有 不 为 替 的 点 ,自然 找 一 个 


РИБЕ , 它 在 上 达到 最 太 盾 的 点 xo ,再 利用 Arg) 和 
£ (rú) fE О 9089 Taylor E X. 
1.8.11 Z 2Bin[ Ai f ес z b BLWS E 
fO ry LEGE = =(r > 0). 
ШЛЕ: a = r< b hj, 
| Fr і b 7 jy, 
证 H Taylor Z° эх. Ҹа z r bh, 
Кв) = уб) + firer) 
596. .y, 


Ја) — f(r)+ f (z)(a — z) 
+ 00а a < Ё.) < В. 


两 式 相 减 得 型 
5) - (а) = (b -af (z) 
+ rp Ёа к), 
(b- a)f (z) = Jb) -— ба) 
ЕСТИ - r) — оса), 


0 ра gir) = (аа, (b 一 ух) AÙ 在 


b] EIKIN mas glr) — s" 
{А = a) | f (221 
2 
| (b) |+] Да) l+ ‘= ГРС) 


+ 人 aX ГРС) | 


< r + [а + 中] 
cart ay, 
FO) С +) 
Ж 将/(a),/(5) EA x 处 展开 , 反 过 来 解 出 


f Oa y МАНЕШ prt IP B Taylor 公式 的 灵活 之 站. 
ЖЕКЕ ВЕ НОК RLD н) р = 
(=> | /(z) im; r, РСЕ) 1) ЖРА I £ Са) 
(рс + Or а) Б) 在 x 处 展开 ) 
1.8.12 HRH flr) ТЕ оо, + ooy F 3З И 
ОКИ. B. lim e) Flim fe) 存在 有 限 , 试 证 : 


lm (г) = lm (а) = lim (>) = 0. 
证 法 1 由 题 设 和 Tayler 公式 ,有 
Ке +l) = Ar)T+ 产 (ri L fta) 


EPEE, (asr +1), 
ir- 1) = fæ) f (z) + L fta) 
_ r € (ас ir) 
两 式 柑 加 得 
fia) = f(z+1)+ /(z — 1) - 2f(z) 


一 +C) 1 +). 
HF lim f(x) Alime) 存在 有 限 , 记 为 lim fle) 
= А, бау) = B, 因 此 
` lm (z) = lim[ fix +1) r fz 1) 


2а) ре + L 081 


= Л+А -2А - B+ ЕВ 
= 0. 
再 由 
Kat) = Жа) + fü) + TO, 


m € (zZ,z+1), 
für - 1) ДК) f (z) 3 
72 Є (г = 1,2), 


i Г 92), 


得 到 
imf (r) = 加 二 [frz+TD -Ar 一 日 
О) - 3 О] 
і 1 1 
因为 


#и+1) = Кл) + f (n) + L fla) 


+L (00), 
ёл) > n, lim £ (a) =+ о, 
所 以 i 
„ип fela) 


l)- fiad- f (n) - 


= А-А-0—--- 


> ° 0 =. 
АЛИШ im 六 (zy 存在 有 限 得 
lm (>) = im Сб) = 4$. 


证 法 2 it lim (а) = c MAER e > 0,{ ҮЕ 


出 


lim[ fn + L fa) 
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ту > 0,34 | + |> xn 时 ,有 
e é < (z) < c+ =. 
上 过 在 [ ro,z- 上 积分 {注意 : (z) 在 (- со, + со) 
Еж). 
fe- ele ra) < /(х}— f(x) 
< (c telr- zo), 
再 积分 有 
хоба — ra) + y (Q = л)? 
< f (r)—- f (zo) 
< Р) — za) + 
再 积分 得 
Ono) 


Firle 一 хо) + 21 


c + = 2 
2 бг = х), 


(т- ту)? 
+ r (x = z) 
< (4) firo) 


< f (zo)(< — xo) + 


FETT 
21 


(х = ха}? 


+ рб = ra. 


# e A0, Шт c+ ec- £ e 5, G rt со, 
就 有 


Jim (f(x) _ Ferg = °, 
这 与 lim (fir) ~- Као) = lim f(z) — Ж\з) 为 有 
БОН. At im (z) = ‹ = 0. 
关于 lim f (z) = lim (z) = 0, 请 参阅 证 法 
1. 
1.8.13 #Уу/:Ю— КЗЧ, Н Ar) R r ir) 
在 及 上 有 界 .让 明 (х) / (хт) 在 R 上 也 有 界 . 
证 因为 f, 产 在 R 上 有 办 ,所 以 存在 正 数 Vio 各 
Ms ,使 得 | (r) |< Mi, | / (х)1< MERA 
Taylor 公式 ,存在 各 EE (х,т+1),&5 € (z — 1,z), 
19 
Каъ) = Ка) ж бО) + t: 
+ C), 
Ка -1) = fa) (Oy EA 


0). 
两 式 相 加 ,整理 得 
Рх) = Кан f(z — 1) — 2f(z) 


-EED - (e), 
С" (ж) Жу+1)1+1 Е — 1)! 


+2 02) 1 +L G) i+| F(t) 1] 
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= 4Му + m 
KAHERE E 


2f (z) = f/(z+1)- fiz -1) 
-A (06) + 60), 


LG) +0) I+i fl- 1) | 


+ ED AED 1 


<M + EMs. 


这 就 证 明了 ir) 和 Ftzx) 在 R 上 也 有 界 . 

Ë Hirt Afir- 1) 在 zz 处 Taylor 展 开 
是 上 述 两 题 证 明 的 关键 . 

1.8.14 0) 10, + =<) 上 2 阶 可 学 , (z) 
ЖЖ, lim (х) = 0. 求 证 : lim f (z) = (0, 

证 法 1 Ë | (z) < M. H ЖР lim /Сх) = 0 
知 , 对 任 给 的 e > 0, 存 在 ao > 0,58 < > Aa B, 


TSI E 


H д, > Agte, r> AGM. = z-e > A. 
击 中 值 定 理 , 存 在 x > E> х0 > óp E 
ra = E 


т — Ep 


| үе 
< | уг) ке» | < 2 2 =, 


Е 
H т-#ё&< zr- ту e RAE y C (E. r)i 
Ifír)l=l1 н РО) E) | 
=I FE I yr- Ë] 
etM.e= (M+), 
因此 lim (=) = 0. 


证 法 2 设 |1P(z)1< M.W. Ve>0,3N. RA 
< + BE М, lim f(r) =0, 所 以 .存在 A > 0, 


当 x > ABP | £(z) |< 548 Taylor 公式 有 


1 £0) 


1 r 
Каъ) т) = Р) чс PN: ` 


故 
| (z) 1 М Же ++) [+1 flx) | 


所 以 lim f (z) = Ü. 
证 法 3 设 1Jz)I< M. lim f(x)=0, 故 f 
有 界 . 令 


Mala) = арії ле) a E la, + о), 
Ш Моби). Mala) ER. 

因为 Mlad 对 任意 4 Є [0. + oo) ЖН, Н 
lim, Mota) = О.Т lim Ма) Мба) = 0. 

由 题 1.8.5， 

О Ма) &2Му(а)Мь(а) 
1 то Ма) = 0, FE lim Mila) = 0, FB 
Jun f (22 = 0. 

18.15 E f NR ЕАК ТАНЯ, A 
FEL 0, ЕВ EA V nD. Ps 
ЗЕ: £= 0#— ВН M ЕЕ У.И] f 
= Ü. 

W Шу ЕМ L f=03,. 8 + € 
MOM HAEG, бт) = 0. 故 不 妨 设 M AAE, B <, 
€ M, lim r, = ro Й ro E M. 

因为 M ELRA FHA Е, ТЫ f fE а АА АУ 
+, Є AM ,使 得 lin г, = z E M Mir 中 不 难 选 出 
严格 单调 的 子 序 剂 | re , 则 仍 有 lm = ху, H 
确定 起 见 ,不 妨 设 

лү! <<< ul Q. < r, 
由 集合 M 的 性 质 知 (ТН) = firon = 1,2 

我 们 用 归纳 法 来 证 明 ,对 任意 二 后 N FEL ro 
为 极 电 的 严 档 单 调 增 序列 条 的 上 使 得 Р) = 
Ma = 1.2... EK E, H Role 定理 ,存在 x E 
(т M а т, т (D) = = й,н = |.2,…. 显 然 ,由 
ЧАА ro 为 极限 的 严格 单调 墙 序列 | zU) 
也 是 以 rn 为 极限 的 严格 单调 增 诬 列 ， 

BiR r ЕНЕ РОСС) = 0( V a € N) й 
Е ху 为 极限 的 严 档 单调 增 序列 ШЕ РЕ СРОК) 及 
Role 定理 串 得 一 以 ro 为 极限 的 单调 增 序列 
lD p ED E (г, с) н = 1.2... B 
ӨЛК) = бун _ 2,9. 

对 Vk 220, T lim гу = ro fPG) 
RPO BERE, RITE Б! (л 一 lim Са) 
= Ok = 0,1.2,... 

将 jz) Ег 处 展开 成 带 余 项 的 Taylor 公式 
> ШӘ Өе, 


Нах) 一 
РН л 
П Sir 一 у) 
н! 
косах G(r = 20)) a 
= {x ту} y 


nl 
Үг C R.V n EN, 
iF g E {0,1) ,依赖 于 x Жїл. НК. V > € R. 


oir) | 
_ |” (wa + elr- w) 
3 


n! 


ө ) " 


= А [Га — журі" 
Мт) = 0. РЄ REEK, ВТА, (т) = 
О, г Є R. 
Ж СЕ) ВЕ £ = 0 363. ИЙ 
找到 一 点 co tE ТЕ г 处 的 各 阶 导数 为 0, 于 是 将 f 


在 zo 处 Taylor 展开 . 
1.8.16 Ш (с) = У sn 的 Taylor 
级 数 除 x = 0 外 处 外 发散。 
ш DOA 有 任意 阶 当 函数 , 且 


(99072) ) | = 


н! 


>Ü (n —+ ос), 


nk л эг 
2 sin(2"> + mjo 


n! 


Оят ,所 以 > Z g 
zo? 720 ча H. 
RI 9, А /(х) 可 以 逐 项 求 导 . 且 f £ 
СК, R). 


日 于 


о in (257 + E) 


fr) = > 


РӨӨ) = > 
үт?) = 


_ га л (2°#-Гү" 
= (= ~ п! 


Ул 2(2њ-10 н 1)! 
= n! 


n=l 
— 【一 руно" 
FNO) = 0. 
所 以 ,六 的 Taylor 展开 式 为 
У о) К 
n=Ü 
_ оре” 


(2m – 1)! 


т?" 1 А 


-X£ 
TE ELEN 


R = lim 
Wet 1 
2m 1] 


Hn 


= im Ë . (2m +1)! 
ыкы (2m — 1)! г?" ! 
_ m “т + 1)2т _ 0 
i ea- 
出 此 知 , f(x ) у Taylor 展 起 只 在 т = ОИК, ME 
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18.17 设 了 及 共 所 有 导数 在 [0,r] EIET, I / 
的 Taylor 级 数 在 [0,>] ESF 六 即 
Уў F O) - 


= Му) Orar). 


s. FO) 
证 法 1 Фра) = fe) 3 узше) 
rem) Ы 


= А КС , 则 


DR 

E'A a" 
HG hlr) = +R, (е) (n + DR (а) 逐次 求 导 得 
到 


дл) = Rar) nR, (т), 

hlr) = rR) RPT), 

hi Dtr) 一 ZR >) = “Н (r) Бю), 
FEA (r) > RO) = 0, 又 得 А!" (ху) Z 
А0) = 0… ЕН А (а) > 0, Ж ПП z (у) 
250. glo = (ғ). В. 


athl) 


н +117 


а (утро (r) 
б 


0 = ¢ att — R. (r) 


(ууу e, 
AHE lim 1 К, х) = = 0. 


ET 人 十 


Кх) = > о) Fm” Ü= r< +. 
it {RÌ 
证 法 2 GPO AON E ee, 
k=! Ы 
{л+1} 
Ду Е) = а-у Ат 


R, la) = Flr) - FO) = [куй 
= ке, _ Ade. 


r {n 
特别 RiCr) = |, ent - "de 
£ = Z А р) 
а-о of — (r 一 "di, 
因 了 的 各 阶 导 数 非 贡 , 故 ГҮР 单调 增 ,从 而 对 V , € 
Гб], АШОТ Рес, HA 
PED 
R,(r) = о" 一 一 一 
Q 


raj кезү, 


п! 


(хт —:)"Ш 


= ( — г)" 


= (е рб), 


В,С) СТК, (к) СУ)! (r). 


从 而 证 明了 所 归 的 结论 . 
证 法 3 由 Taylor 公 式 及 题 设 易 知 >" ОО ещ 
AF кб). а C° M, ЖИЕК ОЗ; 
上 ,由 Taylor 公 式 及 /各 阶 导数 非 负 知 у] 270) 
< A), ун € N. 从 而 对 Ya € Ion， 
Lee, п LEAO ЧО)», z€ 


Or} LAD FLO) a ELO, rl ЕВИ, Bl gtr) 


ЖЕ. 至 于 可 导 性 ， 考虑 下 的 各 阶 导数 的 Taylor 展开 ， 
重复 上 述 证 明 即 可 ). 因 而 к (0) 一 700) 且 
(fir) - gir" Z 0. 
© H(z) = =) — glr) M 

(|) Ht)(0) = 0, (Ci) НО) Z 0. 
Hit G(r) = zH'(x)—- NH(x),#rh МИАВ 
自然 数 .对 G ж Н 

ба) = Н Or) Z> 0, 

GIH r) > GUNCD(0) = 0, 


Glz) Z 0. 
从 而 0 < H(z) < EH (z). М 的 任意 性 , 令 N 
一 + = Н) 一 0 于 是 
рК 
М) = в) = UD 
证 法 4 ВРТА А, (2) 20. ЭЛЕ R(x) < 


(Cf) ,rE 10.0), 


glx) = R,(x) – (r) fO), 
200) = R,(0) = f(0)- 00) = 0,z (0) = 
gD) = 0. 

g(r) = FD) (n + Dia fü), 
(п {я Dl ype, ). 


ра! 
PO) ан + 


(m + 1)! 
n+21( 


гата Є tr) 且 了 各 阶 导数 非 负 , ëk 


170900) = ft) – 


因为 f(r) = > кчө)» + 


ж) 22 ец) ай 


ge HosA. 

BH g0 = = g (0) = 08 
'\х)®&0,х € [0,r), 
к(а) @ (0),х € [0,r), 


即 R(x) (ЖЭ! FO) 0. 
Ов Reir) 
чы ( к) 0 (п — + wj}, 
£ ËJ Taylor 级 数 在 [0,r) БТР z. 
证 法 5 用 积分 余 项 


Соса = Ош. 


R,(.r) = 


[ДИЕ 4, 今 кох) = R 0) = С)" А r), 5 


RANG} = п, f "+t _ г)" td: 
(О £ S n), 


КЧ (О) — 0,0 = k zr. П 
RIC I) = (лош = fE ir) 


№ (CEPTI = 0 0 = # = n. 


4 


(Сууун = (a + DEER йд (0) 
ng rr) = 00) (+1) 
ТЕЛ} Ый 49 gt (0) 0 Ami z (z) «СО. 


1 


= 0.0 = b = 


€ [b r) g(a) =й, 
O< R,(z) SÇ C 7) 
因而 得 出 所 要 前 结论 . 
ИЕ 

注 要 证 > 全 
0) = Кеч їс ZR, da) 


= {ж + 1)! 


= fir) — У гов), 


-= nt ee). 


LO 


г = = Ит), Н uE HH 


< С) (r) 0 (n 一 + =), 
为 此 ,人 研究 
k) 
Ra- fr) У) 10), 
k 机 
Кг) 


үл! + 


gír}- 


С, n+] 
R, r) = |, "нү, 一 1)"; 


Ш\л = Ralo) - С Не 1. 


91.9 无 穷 级 数 的 收 任 性 及 求 和 


EJT ER СМЕ та ROT Е НО СИ ЕЕ 


的 判别 法 以 及 各 种 求 和 的 方法 可 参阅 i1]. 

本 节 诗 及 到 的 判别 法 主要 有 比较 判别 法 .Leibniz 
ЖЕ .Tirirhiet 判别 法 ,Raabe 判别 法 ,Cauchy 判别 
法 Gaun 判别 法 等 . 妃 外 ,在 证 题 时 主要 采用 的 基 综 
合法 . 扩 证 法 等 方法 ， 

RWA Уш, = >,(bs - 6 


=] 
= bo) = lim 0, – bo 是 求 许多 级 数 和 的 有 效 方法 . 其 
关键 是 将 а 分 裂 成 数列 12.| 的 两 项 之 差 b, — baj 
读 普 可 通过 学 习 下 列 有 具体 实例 来 掌握 和 运用 上 

述 各 种 方法 ， 


1.9.1 


bl} 一 „Вт (6, 


жй У ar з T 7 r] 的 和 . 


一 | + +1 
Ул 1 
иде ————— 
ш АТВ | 
агс ] 


= Dlarctg(n ' 1) 
“I 


= limiarctg(n + 1) 一 aretgl] 


1.9.2 WiEm О) — =. 


та n (| — z") 


证 ”因为 


1 + r + 1+ + "С! 


+++ л°71) 


К ,erl 
二 ‚+10? тє! 


нба 
И 
ntl f ++ + + ТЇ)? 


э дда 2 上 一 致 收 伍 ,由 此 得 


人 ET,2] 


lin і s T _ 7m = 1. т T Zz") 
E 
= D im i+ r+ tal) 
vdo o LSL li r 
= Мут T 2 53 = 26 12 
Ж ЕЙТ ШЕ SWS ARZA, E ЕЕ 


ЖЕ енг ЙН. Tot rape R Ski s sk bb — sk lg 
sE. 


这 里 ,还 用 了 ә 2 ж 这 - 结果. 
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1.9.3 设 S = Уа, Ш, ШЕВА 
k 1 
0 tm F Dia = 


u> 


n 2 
o S tange 7 = Š 


n=] K 1 


E (D B S, = Da R£ ü ims, = 
lim Уа, = $ E В.В 
перс | 
бүз S, 


lim 7 


n -eton п 


=$, 
于 是 


lS -m LN _o 
Шу л 2k Е т. n 22665, Sei! 


= lim [5, - 105, + Sz 十 + 51)] 
Sr 1 = + - 
= lim [S$, - +1, — 1] 
=$ -5.-]=0, 
aj + Ža + + па, 
) > n (n tI) 
AW Үз, 1 | 
一 一 >t a Ri 14! + 2а›+ = + na,) 
_ SY a 1 202 + + na, 
п] н 
ар +2а5 + + (n tlapy ) 
n + 1 Г] 
相 消 1 ` a 
= im (ар Ура) + Sla, 
me т +1=— +) = HI 


= a O+ ач = Уа. 


t 


Ë Уа, 可 转化 为 数列 S, = > ”os( 级 数 的 部 分 


和 ) 的 极限 ;反之 ,数列 S, 又 可 转化 为 级 数 > on Ж 
1 


Фа, = S,- S,1.(2) 的 证 明 又 使 用 了 裂 项 相 消 法 . 
1.9.4 Ë pi = 2,p = 3, ра 5, 为 依 小 到 大 
排列 的 全 体 素 ( 质 ) ЖЫШ. 
a) |] -H = > ча >н; мо 
й 
=1ЮЮ ЖЕШ + о, 
(2) а 1 1 1 1 1 1 
л 2 3 5 77 11 


=+ се, 


证 当 s>0 时 ,由 等 比 数列 求 和 公式 得 到 
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Ф P! | ps 为 不 超过 只 的 全 体 素数 , 则 


T l _ l di, ıl l 
rt АЕ 
És 
А] 
+ < i 
мз1 F 
其 中 Ni > N, N, > NIE N, N, N 不必 徙 此 相差 
1), 从 而 
Ст __1 чо 
— = — 
H r <> т? 
P 
另 一 方面 ,又 可 得 
T 1l = e] “i1 
—— > —— > —. 
ьар єл р 2 — т" 
Pi br 
Ф N —+ о 48 
T _1 ~ 1 
一 -> 一 
=r m" 
P: 
所 以 
= 1 < Í 
Пт = 2 
Аі 
当 > ТВК, м0 < а. 
(2) 因为 (由 (1)) 
Ü =». 
*=1 р 
Pr 
5-1 P А-1 1-4 
Рг 
+= = а — =- Xna- 2) 
R=1 ] - -一 此 = 1 
pe 
2 A] 
= = = 2 , 
25 > Ps 
SAL 
所 以 2 -t+ 
这 里 用 到 


= 125 270 < <. 


Ф plp) = 27 + in(1 — 7),0 < n< + ,Bl 
， 1 27 、 
p (2) = 2 1 = 122220, 


所 以 p 单调 增 ,从 而 
0 = (0) gly) = 2 + nll — 9), 
-níl — p =ç 29. 


à АЛІ 
7-я) 


1 — — 
% 
推 得 (1) ,得 由 (1) 及 bU- о) SS #2) 
1.9.5 HHE РАЈЕ; 
е l . 
(1) і ИТ я)" Ы 
> УС sns н. Ix 
п? 
解 йу 因为 
ti 1 
(Inn yh" N "ут Ы 
Чар Bha, < ту) Бии 
zE E 4 
яш ТУ) олуу kan. 
{2) 因为 
й„ = (= D sin Е: 18 
H 
— Sinty n+ J aja 
n“ 
. T 
sin 
2 мажа 
-— 
м n +] +n zt оз 
н? I з п — оо) 
所 以 ,出 


立即 推 得 
ҳу Den Е irja >й, 
нні n | а = Q. 
1.9.6 И 
NA Cs ФЕТ 
(р), лү (2) >, a Т 
解 TEE 
TE" | 
3 lfa 
KLA 半径 只 = 3. 


мозї, вий ж Уу р" Š. 
Leibniz Ў АТ КЕНГ. 当 . r = -3 时 ,震级 数 


1 
т хл, lim, з. (Жа)? = т. 


成 为 ~) 5. EEL E E E t 
Sy - 5 Ка 0С 3,3]. 


(2) Nm A "| тае 
ОИ 
ЯП, КЙШЙ; r =- 1 时 , Нан 
У) e s _ > МИТ т) HH Dirichlet 9] 
EERE Ви pik tes 
因此 ,级 数 ел нв аг. 11. 


=1 


i pI Ше Ü) , Kk HEER S 


1.9.7 
n! 


x - 
— (p+ lje (p t n) 
“р> 1BRÇÓEDBSR О рес ЕРИ. 


ут „H 


证 jO < Gi [p + „з ^ 
一 n! -一 
ау рж Сре нт) 
Чува g r+ 
[p+] op + utp+n+1) 
_ bt nt] 
ЕЯ 
hm nt ча 1) = [im асаж 1} 
et 4] a =+ n+l 
. N 
Е т > +1 P 


由 Faabe ЖӨЕ, p > 152898 Sa, Ita; 40 
» E 


= p< 18 Уа, П p= 


n! 1 


aa = (1+1])201+ 2) ТЕЧЕ 


ан У) H 显然 发 散 
r-i 


1.9.8 Ea 0 n = 1,2,5, > a, WAR 


让 
EN 
lim 一 1 = 0 
кън АЙ 
“ >l 
H n 


其 中 № тача, Ва, > а, 的 个 


Жү. 
证 (ЖИЕ) ТРЕБАА, ПИЕ e, > 0, 使 得 
” > 12 0 


HEF т ЙЯ -方面 ,出 于 a, К, Tis 


и- 1 
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єр > 0.21, > a, < Fag М.Ж m 满足 


LZ aa Ly < e 


u 21 
TE 
> > > a, = У a, > — У^ 1 
м а bi ast 
N< пеш м< т 
上 NS 11 
= iinu 
до“, E _ 50 60 
> m =! 2 > £p 2 ЕЕ 2 " 
FA. 
1.9.9 Hint 为 区 间 [0,1) 中 的 全 体 有 理 数 ,对 
任意 = € (0,1) EX 
-yL 
Fæ) Е т. 2". 
(1) 
D, r = r,, 
g (xr) = эт > Zn, 


证 明 级 数 Со) 在 (0,1) ERAF Aa): 
(2) ER] rzjdz = > L= 
证 (1) 因为 对 任意 zE (0,1),0< 00) 51, 
级 数 L BAAR Y (оО) 上 一 下 
G, B 


Ук) = Ууу = fa). 


т 


(2) 由 (1) 知 ,级 数 Уа (2) 可 以 逐 项 积分 ,于 
是 


[саз = Бэ н 
= = Уу; gat Tdr = 5f к 


1 — 
= Dde = у) l n . 
їл п=1 
1.9.10 неш йй 


Ko Dy 
EO, + o) HERRER EIER. EEU, + ©) 
Р — ин? 
88 


证 ik (y) = и, (а) = Lw u(r) = 


lan ăě [тя lotn 
-= 1)* =. 
п nt л 


HH n ЯЗКУ: € UY + 8, + оу > 014 
| U(r) | = < na 


„и (т) = 一 【一 


пн 
тї 


т т 收敛 ， БОЛГУ є [1+ 8, 
+ акй (在 fl + ë, + co) 可 逐 项 求 各 阶 


TPLA Varge (1,+ 00), 取 p ! 则 有 z € 
[I+ 2, + о), ttz) 在 xo 处 连续 和 有 着 阶 导数 . 


但 是 级 数 》 下 在 zc € (1,+ oo) К, 


事实 上 ( 反 证 ), 假 设 > L 在 (1, + оо) 内 一 致 收 做， 


则 对 so = + + IË Cauchy 收 敏 原理 ,存在 NE N, л 
> N 时 有 
1 -~ Eg > L+ І + + = 
4 07 т (atit {Zn} 
ЫШ 
> (n): 
Srei 
1 н 1 
4225 5 


FE. 
Si 在 (1, + оо) R-RATA- 
反 证 法 .叙述 如 下 
假设 3 1 一 EU, + оо) 内 一 数 收 化 , 则 可 以 逐 
лий изени, 因此 


нут -发散 是 众所周知 的 事实 ,矛盾 . 
注 аж) ula) ВС, Уа) — r 2⁄2 E. 


Sula) 可 逐 项 求 导 的 充分 条 件 ,但 不 是 必要 的 .本 
题 采 用 的 方法 是 ,对 Y 固定 的 m € (1, + oo) ,选取 
BENKA, )(Э л). Ус 在 其 


中 一 致 收敛 ， її > Е ru 可 逐 项 求 导 , 再 


k (R = 12.22) £ 
这 个 方法 经 常会 用 到 . 


Шол DD IT Ë Fk. > 
(1.4 o) E эи.) 


1.9.11 Ela, Y ЕЛЖ 5, EREM An 项 
"| 
М. 
fi 2 ` igt, ШУ) ©. ТИЮ; 
k a-l n 
(2) 20а, 发 散 , 则 当 a > 1 时 ,>》 SE M. 
a o] 
Hasit > ЖШ. 
证 (1) (方法 1) 因为 
ЫЗ 
5 _ 1l L _ 
" = 5 =” оо), 
А -Ya 
HHS- lm S, Заа. 2 n Ya, бй. жш 
thak ay. 


[方法 2) Haz] 1,5: = S. ш Y) жарп 


a lt 
V 5 (ыга. 
n 1 '- 


А КИ _ _ — а üy 
Ма <, ge 5, ps- S'la Bh `° т" 


n=l uol 


ем У S И. 


борк 


(23 (ik D Aoa ®2 MAA a, > 0.8 S. РЕ 


н. 又 >， а, 发散, 所 以 im 5, — + 9. x 


КЕ 5, 5-1 [> dr < a dx 
= 5 38 755 ра 
所 以 
а е Ly s vi ur _ L „| dr 
— 5 © 57 e “|! «| 2" 
内 为 > 1 时 ， "агня, Матф, У 2 
"| "1 Ш 
Ж. 
а E ТН ЈЕЛА n, S, = L, ÉTA 
Sa, Qu 
<a S, ` 


HT e, 发 散 , 故 存在 局 ,使 


+ 

— а 

2 Üy 2 а 
" z 


Ti 


a СА da d + йк) . 1 
ч, 
КИҢ ЕЁ EHRL < k РЕЧИ Ч 
+l “ai - L 
+++ — 一- 一 
S a SuI 
所 以 
к. 
АЯ 
Sanay L 
1p 22 Ў 7: 
$ N оо С 一 + o АЧ а S 1 MN 
т=р UE 
>e жщ 
ма | 5һ 
(hik 2) H 
“м Ән U S, н dr fi dr 
Sy 7 Sa Е ЫЕ 5, А T 
Ж 
ашау ш е [Зн dr adz _ 
— z 一 = + 
> 5, 7 一 є е Í, х 5% 


яи S EE ж. 
a=] 


如 果 e 中 有 万 穷 名 项 使 4, > S, MWE 357 


tl H+ Ht — l 
Si | + S, дад 2° 
А Ci dan Y j 
所 以 >. а > > =+ ec 


„ЫМ, 
如 果 a, PHARMD n Wai > Su WTE N 

€ N, n > МЕ, а, < 5,. Р 

а 

Б ü Gutl + S, 


нї _ Яні] - “л+1 


= 


= 25, + 


туу 9 Sen п жй, э» g- = ai, ЭЕ £r “发 


= н- 1 


BC hO 2 asl, аў (а 2 1) АЁ. 
S 5% n /se ( 
TED Habe (Y= ala f(x) = 
и @ H Lagrange 中 值 定理 ,存在 名 E CSa Sr E 
] ] LPPE 
С 一 5 1 = г (85,43 S,) = = —ay,- 
所 以 
Ф. аа 1 T. 1_ 
< 一 一 = I 1 r м ` 
Sil ° l- aiar 5.1) 
" ' 1 1 
Saca, гуа а) 
гі | га 24 5! S | 
上 


с РЭ аа 的 部 分 和 有 界 , 因 而 > (a > 1) 收 


S, m= 上 5, 
Ж. 
Җа = 18}, 
n+] u+ 1 
teeta "> Z (a, tU + а) 
Sari Sarp Saip 11 t 
5, 
= ]- =, 
Sarp 


М 5, — + So( n —+ оо), FLR V xn C N, FE p € 
э — 1 
NÚ < 2 ,从 而 


yrl sa Янко _ 1 
Sa ts. 12 


iñ Cauchy 收敛 准则 知 > S RR BAIR 1 Ж, а 


注 ”级 数 的 比较 法 是 本 题 使 用 的 主要 方法 . 
1.9.12 Лева, >0) Уа, йй, 


= Pa ЗА У) 2 RR. 
k "x =l 


证 法 】 对 YnE€EN, 
Vly = Za = 
和 L 


Н Cauchy 判别 法 即 知 了 5 发 ， 
证 法 2 GUDERS = 收复 ,根据 Cauchy 判 别 


法 ,对 e = 地, 必 存在 NE N.N] V p € NB 


ам L tp 
rN TN+p 


<£ = 


xB a, >0,2 >0Ж n< mitt, r > 六 ,因而 二 


і 
< —. В 
Кы 
а a 
二 > | “мү, 
2 rN Кыр 
а a mw + v" + z 
= Үү + +в N+ 
к мкр TN 
F p+ co ,得 到 
` 
| Уа кы 
二 > БА = — =] 
2 = rN N ` 
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жж. A У) „ЖШ. 
Е] 
试 证 :级 数 
У -e#)X2- 22) (2 en) 
Ща = ]n2 和 a > 1 ВРЕ; 
Was 1, Н o =Z 12 В. 
ар = (2— (2 e)l- e)l- en) 
= 0, п => N. 


BARD a, = > (2 - A) - eE) KA 


1.9. 13 


Y a 2,2162,::- 时 ,由 lim (2 е") = 191, 
存在 NE М, 2 ейл > 0. 
DO- e2- Pu (2 er) 
n=} 


D 
= X2- A2- et) (2- еп) 
nu 


+(2-,ё)(2—‹%) SI (2 eNrI)--(2— er) 


и= +1 


ЕТА ЖЕКЕ ИТЕ >, {2 — enje- 


ек) О. S 
и. = (2- eiel = en) > 0. 
由 Raabe 判别 法 和 


‚зке АД enti 
pe: 
ji (S=) 
= m я S- 
м erma 2 enti 
a a 
-1+1+ - + о 
lim a n+l +? 
"to 2 - еї 
” a 
:+тп"а 
= lim 24 Gap a 
ЕЕ ЕЕ + 
me poet 


如 果 a > LARRUA; m a < 1 时 ,级 数 发 散 , 但 当 
а = 工时 ,Raabe 判 别 法 不 适用 . 根据 


a- _. 1 
fn 2— en 
1 
3 3. 1 
2-(1+-—; +з + 0(—;)) 
1 
Е 1l 1 1 
= С +> +0050) 


1 1 3 1 
nl (а Dt з oa 


і 0 
no-l + {н = l)intn = 1) 


16 - те _ D) 
和 Gauss 判别 法 „ЕГУ. 
Ж 当 a = 1 时 ,Rabbe 判别 法 已 不 能 断定 级 数 的 
合 获 性 , 庶 采 用 更 细致 的 判别 法 ,Gauss 判别 法 就 能 判 
定 . 


1.9.14 ”如 果 对 满足 У а, KARHE a, E 
п=1] 


тз 


Хар а,Ь, ХӨЙ, му, шс. 
Ж (Би! ки уь ЖЕ. НЕЕ > 0, 
JINEN, Än > маў, Ув > E. 


"| 
RE = 1,30 Ë 5751 = В, > E. = 1, 
+ 1 


HE ›—2,Яя; > n E Y) bi В,, > F. 
£ 311 
= 22, 
ЖЕ — М, Fay > я. 
D 6 - B, > Еу = №, 
Р= н, +l ' 


b _ 
Фа =H Н п, +1 nen i= 1,2,-., 
л 


но = Ó, 
0 < x = pz teton) 
rA atot bx.) + "= 
+ э ОМ үа ККК ВА) 
= š, + в: к " +o 


LP: = 收敛， Тээ; ЖЖ. {Н}, 


Sa = Be Het bh to 
а ҮРҮҮ 
Py 
>1+1+ 


BARH HT > ab, R. ЧЕ MRTA. 所 以 
> 是 收敛 的 . 

1.9.15 “如 果 对 任意 满 中 | “(x)dz KH f, 
必 有 | f()g()az ак | gede ШЖ. 


证 《〈 反 证 ) 假设 | ”sg2(z)dz 发 艇 , 则 存在 严格 增 
的 序列 Ятам" 使 得 


[ааа > | (а= >з, 
u а| 


P g(r)dr > n,o. 


I 


4 
Jiz) = =, 
[EE 
a < z< ampt = 0,157,906 a. 
则 


б<] flr)de -= > оа: 
u r=0" 9, 


" Г 0 х)ах 
> Їй aar) 
I ч am > š + 1) 
= > 点 <+ >. 


MAS (zydz БВ 
| снб) = У fal)de 


aska p(x)dr 
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ERR SATA Ц gdr k. a уут: 


> 


1.9.16 (D Жа, 20, уа" 的 收 仇 半径 为 1， урц Sja” = A REES >0,`Ч1-ё< r< 


т 0 


п ü 
{шт Yar = АСЗ) Ш Ја, = A; L, А 
rÍ от . nm-l | Уа" ` A <+ 
2) # Уш" 09 dk 28 lran = "= 
( 设 ыы J КОЁ 1 Ж а ш 
l № 
— t = 
of 二 1- :)‹ п —+ œ), JEP e > 0, H lim Уа аат. 
A 证 明和 Nas = А, TE. N > N 和 0<1-8< 了 所 1 时 ,有 
n 4] 
А . эу Im in S V^ a -al 
证 (D (方法 (RE) RAD a, = + оо, = 
x № 
ENEN, wala, > À + 1. 因为 lim > 1" = =! Sa, + Уат дам" + Zraz” 
al n т + - N= 


A.E | 5 SHOLI- ALLUR, 
Yar + Ма 


A+1> Da" > > D'a". 120 


令 z--1 就 有 < 和 
А “n-i Бы. 
А +12: йа Slam = Уа, >At], 
САР = Эш | -Al 
FA , 1 Н fT oa, ШК. PA Abel 定理 可 知 є ИЧ А 
“1 <ср+ la, 1+ У) la, а" i+ + 
ы n= +] 2 +l 
Уа, = iim >a a x" N" ' 
e d то=] ИА <+ +2 q | + 
(77862) 5, — Y ap, a| 22091,5, ФИИ, "ч 
kU є А 
< < > +2 >; lto 
ЖЕ 5, = Уа = = lim Vara = lim Sagt = А 2 =N 114An 
r-l £ U y #-—й є РС l 
知 S. 有 mA DLL, Ж. 再 由 Abel 定理 得 2 
e" ë £ 
' - = — +— + А =e, 
Nja, — lim Уаш" = А. 2 24 ° 
ит ИТ > N 
(2) (方法 D 因为 В 27а, = Jim Эл = A 
1 ñ е] 
“= (зк) in =+ 0), 1.9.17 #Ж У ал" ОВУ, В 
ВИЕ N € N,`4q n > МЮ, " “ К 
и -i lim Dan” = A,# a, = ot у, Уа, = А, 
ац S шз — 572 n „0 
n А l - А 
Уа, Ж Ej rH Abel 定理 得 证 E а, = o(— ) М, Ve > 0, IN € N,:5 
С > 1 
а = n > Na BJ | a, SEREA lim [1 — (1 -R 
КЭР? = lim ах" = А. " a аң чете М 
ж) sei aa | ч ， , 
OA 1 = 0 Ë lim > уаш" = А, ШЕ М, > №, 33 N > 
[方法 2) (BEW У = А> 0. Ku 
ml Ж М, 时 有 
对 Ye >ON a, = ofr; Cn —+ 9), 9 КЕ 


以 .存在 N € N. x > NT, = 
92 


n-i) 4 ' 
因此 
д `x 1 =, 1 
| 229 А 1 = Уа, - 5140 N 


9 
шап 7 
n-i} n=l 


A 


һ М 


{п 
Е £ S 1 £ < l Е 
<r "+AU ч КА 
пн "o 
E, Erny E. 上 Е 
< а +430 № + N тч 
1-0-%) 
Е £ Е Е 
< 4 + 4 + 5 + 4 = & 
于 是 Ya, = À 


1.9.18 а, 220,9 = 1,2 


HE: 
(1) кте" = 1,28% 
证 ()# (ут): т" D” = 1,2, 


显然 ,对 任意 m € N, Mh 
[T alode 

est. HA бс) E: z ВОЛЕН ДЕЙ PS 9 , БТУ) 
0 < > 22" ;< > 万 (zz)dz 


i n (m + 
WILD м т 
Е " felz)drz = "T Үз (т + кыш 


+ = = p э „у 


наг = 
=2.5 = жут = 1,2,7 
(2) m,n C€ N,# 
anl) 
т 
l; zmt 2. B 
= Slant 和 
HIE, YK EN, A 
K 
_ аң 
Эк = biman 
< Ул [аз | V m Үп | 
> 2 „2, m Тата), к) 
У pt 
dalm + п) 


-1 
lS 而 _ 
2 2 Tan + n) 


+ їж 


= ?arctg -= 
m 


№ 1 
t, = aa ( = )4 4 
1 


2 ]. 


= L 
2 


现存 考虑 正 质 二 ван 5. 一 于 的 部 分 和 


Sun = УР ,MNEN, 


m=1 n=l 


% K = maxi M, N! J uma 
= x ya. 
п-1 


即 部 分 和 Sun ЖЕЎ z 》'a?, 央 而 正 项 二 重 级 数 
al 


SN = Sk 


y) 2225 узд НИ ху а! 为 其 上 界 ,也 即 有 


„179 + n 
> А заед. < r > аһ ` 
_ m | — m 
注 从 Fi < [оос ar 推出 
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(1): ЕШ (1) 种 = x 
2] fr)sinnrd.r = 2f rsinard.r 
mg Nu 


Әна 
"I. = 2 Кы "4L | осна vi 
= l Ë Е Мт _ pg? —— {п | x H ü Ti 
2097 ижа) “mü t n) _ 24-1)! 2 sinri” 
推出 (2). п HT п ü 


-ODHE n s 12. 
$1.10 Fourier 级 数 FE, f 的 Fourier 展开 式 为 


= >C ре! + Эг 


iz / ЛЖАН 2л И EL- n,a] ЕРДЕ "= 
ЎА Н. у 的 Fourier 系数 为 ла 
| LP кә 4 б» =a) С, нея 
u 一 т И Ж СО ГОК, = piyd y 
n = cnt 一 оо оо 
b, = LF f(z)mnmrdr,n = 1,2,8. (RAe) 5 ЭЗ sinnt, < <+ @). 
了 的 Fori 展开 $ 应 用 Parseval SARE 
w sl _ l. 
Ах) э + + У (асове + йеп). 42, п | "Чу 
WE Er 处 有 两 个 有 限 的 广义 单 俩 导数 -ALE 20 
lim Ju t) Kt = 2 
im —— 1 1 m= 
уе f = „2 = 6 
im хр 0) = Рр = Ü) а, | А А > 1 
! ' L а 
єч i i 又 之 n? 2; (2а 一 1)° + > (2л)? 
ДЈ РВУ Fourier 组 数 在 ту ЯКА F Ро +0) 1 _ =， 1 А 1 1 " 
fire- 0]. Bl 2n 4н 
= е 1 L. St 1 
= + 2, (a sn + psinnro) > (25 1)? = й PA н? 
3 2 2 
- уа + 0) + f(ro = 0)]. = 4 8 $ 
RUB РИНО zo, 就 可 以 得 到 特殊 的 级 数 和 | У "у 
对 [- xx] ТУ р у, 有 TD Ону 
Parseval 等 式 = з 1 Ls 1 
21 (20 - 1) 4 24 x° 
as. + Уса +l) = | #'(зўах, ” | r? = Ө 
ањ” Е 78 4 6 12 
利川 这 个 等 式 ， 义 可 以 得 到 些 特殊 级 数 的 和 | Ж х) = rlon +< п) ] Еоштег ENAM 
1.10.1 Ж für) = г(- z < x< x) ПА 边 积 分 ,有 
【一 о, + 0) 上 的 以 2x 为 周期 的 函数 ,使 С т) 一 1 25 207: Й 
l - = -eosa 
т) — б ++ Кя 0 = 0. 求 了 的 Fourier 2* = n 0 
жр ER IE: p$ C Use ‚ууч 
NI- д? < 2 "и 
= тет p COSES 
3 =. Irt Эй Е T= 得 _ 
RO'Z p 90 loas 2518 D” ах и" 
十 “内 为 f(x) уатан 所 以 2 оял m m 
r Уу 1)" 
a, = 1 für)cognadr = бул = 0,1,2, =- 2 H 
І (= = 
b= + n -4^ l 
h m fr)sinnrdr 4.2, (2н — 1)? 
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NAI s | xA Ol 
ч п? 21 na DE — (283 
m ҳу 

-3+3 2 75 


ma é- трук 2 
同样 得 到 5) L = = T 是 又 有 全 上 一 一 区 
n | a l 
RA 
фр) г руне 
; 2? = 25 05; соат | 25; CL 
一 a-l n н- 1 н 
得 
š k: n 
т = 3 ! 42; осн, ` x < >< z. 
` т-1 
FLERI A 
х) _ г? аҹ 【一 1)” ыплт 
3 3“ 7 x н 
— к" . NA нкі SME 
PIADO „7 
+4У 1)" SL т<: x. 
n l 
` - п+1 
r = 22 У) с siner 
n=l 
і 25У =” әм, F < x < л. 
"E п 
РЕЙШИ ‚1+ 
гі охл nt Í — COSME 
РТ = 2л 21 1)! = 
Уу" ,rr 
x” 1 r 
— ң—1 y” 
at= (8 „У 0" R + 48> >) 
= 
INO п CORRY 
TON 1)" = 
Ë: ка| 
| 48、， с venr, = z < шт < mx, 
пе} 
其 中 


为 г ËJ) Fourier 展开 式 的 常数 珊 , 妈 


ы _ nl] = _ л 
Rx x` — + 48, с" 


дё 
ж 一 5 
as сознк,— m т< m. 
К: - 0 再 移 硕 就 有 
зю" L| m Убыр 
Е нї 点 | 5 5л 1 н> 
1 E E 
- [5 бл =] 
_ T 
720 
а ("17а 
> nt 71207 
B > 一 r, 代 大 得 
4 „ И 
кб = 8207 - ав) 5 


п! 4 
_ 1. Bz лі 
С АВ 15 90 


该 结果 也 可 从 r? 的 Fourier 展开 式 的 Patseval 等 式 得 
到 .事实 小 ,因为 
= 五 +4 а) Рен, = a< r< z. 


х? 
所 以 

2 了 1 

a = 

3 _ x` 1 工 | 1 

> +162, жш и: dz 

_ 2 =] 2 4; 
Сол 5 57° 
кы 4 
s l _ 1-2 42. 4] X 
— п! 167$ * g7] gj’ 


+ 除了 从 а, = if (а eosnrdz b, = 
1р Ar)jsinmrdz 得 到 了 的 Fourier 展开 式 外 ,还 可 


对 某 已 知 的 Feurier 展开 式 逐 项 积 分 或 逐 项 求 导 得 
2], ТЕСЕН ОЬ ИВА Parseval 等 式 , 得 到 


(у=) Габа г), О = е я, 
fÜ) = (z r)Ox + z), та En 


展开 成 局 期 为 2r 的 Fourier RA, ПОВ 


ое 


人 一 
Z= (25 + 1) 
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Ке — х2я ~ r)cosnzd=| 
= l |" Ga — x cosnrdz 
-fo 一 m)icosm(2= — tde] 


= Lf zix 一 工 )cosmrd 工 


т 
КЕ #)созт dt } 
一 О,» = 0,1,2,» 


7 [ее — IT)sinnrdr 
+ Fix — z2x – х)ыупятаг] 
= 17 - rjsinnrdr 

0 
-| f: — xm)isinnt2nx — tide] 
= 1 "(я — х )sinnrdr 


т 


+ Pia — #)йптпї дё 
Ü 


— ng |" 
ü 


[а (я 一 х) . 


L т — 2т)созитбл | 


7 2S dr] 


Н 
= + 
аә À 


е -2)] Эн" -| 


сових |" _ _4_ —. í -. п 
= 3-1 (-1)"] 


一 л?т н 0 
lo, п = 2k, 


TË 


8 sin(2Ë + 1}т 
Мх) = >» ОРТ 


т С (- сэ, + оо}, 
PH fir WEBER ЕНЕ (— оо, + oo) Изя 为 局 
期 的 周期 函数 ,根据 Parseval 等 式 有 


1 2т 
Lp Р(х)ах 


> (б в) 7 
= Hf aa - х)ѓах 


T 


+ Pen — r) (27 – z)°d>] 


= Lif a — riidr 


sfo — m)2#2(— di}] 


- 2172 _ у 
= 区 jz r> ат 

2 пт! rf x5,|" 4 
= 区 [mr 了 1 


` т t x 
从 而 De Г = 64`15 7 960 
1.10.3 ңе коло тищ Fourier 级 


r-i 


解 аж ана ЖЖ. 


2т 


= 二 一 上 5{асознт + nsinnr) 
а 0 


n = 1,2,: 
п ави?" 


1 2к 
b, = if esinngrdr 
rdo 


1 e zr 


zlasinny — noosmr) 


0 


Ё 一 нп 
= >n = 1,2, 
т a + n 


因此 

_ em — 1 1 асылу 一 папах 

= 55 + > a? + д? ) 
О < х < 27, 

如 果 ir) = е,0 < z 2л ЗЕЦ (оо, + оо) Е 

以 2x 为 周期 的 函数 , 则 必须 有 


ao! 


Jau Ü. = 2m 
FO) = Оя) = Š > — < 2-1. 
此 时 
_ 11 ， 
fæ) = = 154 
+ > аєш — пиши |, r € (— co, +оо), 
=1 
а= 1,5 = 站 ,就 有 
+] er-ll < i 
ЕЕ: = 一 - [六 + ,Til 
移 项 计算 得 
чл 1 _ "+1 x 1 
= 1 + x° 2 ет] 2: 


Ж “特别 应 注意 的 是 ,(0,2r) 上 的 函数 (Eje 


0—0, +оо) К ИРА) BJ Fourier Й х = 
0 的 值 应 为 
ylim et limn е] = l (ен +1). 


1 r olm 


1.10.4 (П 如 果 + 
[一 x ;x 上 一 致 收 仇 于 ix), 加 


` Caensnr + бйз) 在 
п 1 


a, = 1] адказ = 0,1,2,7, 
b, T 1f Firianmnrdrn = 1,2,5, 
(2) Ж РЕ r,r] ЕФ, Н £ nj #14ll 
сине М 
йл) ft ahg (л) = fl-a), 


HJ 了 的 Fourier Э у. 
证 1) N s + N (a, cosmr я psinnx) TL 
= a l 
[—х.х1 F -REAT 六 所 以 


20 
э соѕит + Уе, соѕит + bo Sinar )соѕ г 


ЦК Гр ушал, 


Fx Your 


Feosnr ! Alaske + 页 singzr )созтт. 
ке! 
于 尽 , 可 以 逐 需 积分 ,就 有 


| Аа eosnz dr = “| соб 


т 


=. P= А _ 
+ КЭ La! ссзёл созд + „| sinkr озн: 
£ 1 ` z z 
[mas n = D, 
— 1 


| ra n 1,2," 


所 以 
п, = LP жоинягаг,н = û, 1,2, 
同 理 , 由 


| fla sina da 一 "|" sinz+ dz 


“ 


т 
+ ` [a| coskrsinnrdr + AN Siner зіплхбх] 
# r 


= mb. = 1,2, 


得 
б, -` Lf fir )sinnrdr,” = 1,2,---. 
лі. 
О) 再 由 题 1.10.5,4, = oC), b, = 015), 8 
而 


= 
Гата, +16, 1 


= 26 充分 大 ). 


| acosa + б, 5л 


由 > ся 
da 


1 . 
y (a,cosma + ba sinar) 
+-1 


El- r,r] 上 一 致 收 仇 于 /. 

1.10.5 (1) 设 上 在 :- rn] 上 连续 ,f(x) = 
К я), Ва авио а г. АЈ у 的 
Fourier 级 数 的 系数 а, Жр, 满足 


1, 
аң = uÅ l ), 5, 7 ol н ! 


(2) 设 ff 在 [ -rni ГАВА ё + 1 
PED 可 积 和 绝对 可 积 , 瑟 
Кп) = fl- m). (т) = #(-л)," 
Р (z) = PHO- m). 


(n —=+ оо); 


则 


q, T т), 一 at i) {а -= + оо), 
证 《1) 用 a AU АУ Fourier 系数 , 则 有 
a, = | f(r)esmzda 


= pa zx )d(sinzmzr) 


= -_[ f(z)sinnz u -| fsinnrds. 
_ 一 ы А 

b, = 1. Fr)sinnrdr 

[ж г) (сов) 


= _ HTSC eosnr | = | Соогат) 


l ү 
一 а" ,n= 1,2, 


h f ГЕН ПНІ Riemann 引 理 ,atl! = oll) 
БШ = оС) ,所 以 


=). = ob) (n 4 ос), 
(2) 用 а ьш) 记 F 的 Fourier 系数 ,反复 应 用 


分 部 积分 利 菜 件 АО т) = FI- z). = 0,1, 
#. ЖДУ (1) 得 到 


q, — ып; — 1 ( Lat) 
п т ЕЧ 

_ 1 1 сэу Lpa 

124 н?" ) п30" 


= =+ оса з даю), 
同 理 


ba =+ hat (B = Бы). 
由 于 Л? 可 积 绝对 可 积 和 Riemann 引 理 ， 
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l 


(k) 二 1 [ky _ і. r 
aP sol DoE = об) (nt оо). 


1 1 
„Өк м + ` 
aya ol) b дет т) (л со) 


1.10.6 试 证 级 数 > ЭШЛЕ 收 伍 , 但 不 存在 [- r, 


т; 上 的 可 各 与 平方 可 丙 函 数 f(x) 使 得 >， талл 为 
其 Fourier 级 数 . 


证 法 1 当 = 2krf — 0, F 1, 12…m) 时， 
Уш = 0; H rÆ 2krík = 0, + 1,--:) 时， 
H- `. 
2228 тзлт 
| У аала | - АА а 
"=2 2а 2 
1 


又 让 单调 减 趋 于 0， 根据 Онна 判别 法 ， 


s) sinnz jkaq. 


27 lux 


( 反 证 ) BREE f(x) 以 > чалы 为 其 Fourier 
级 数 , 则 由 Fourie 级 数 逐 项 积分 的 定理 右 


[уо = Sf Sama, 


0 Tna 


-p LAEL 


3 nlnz 


y t °. 


Е > (2Ë + ТО +1 

Ж С) TRAF Г ARA E ТЕ E WS ДЫШ 
设 条 件 的 函数 ， 

证 法 2 级 数 收 误 证 法 同 证 法 7. 根据 Parseval 等 


式 
Lfe ұу 
И, (тат = > (Inz)? 
平方 可 积 , 上 式 左边 足 一 有 限 数 ,而 右边 由 
1 
im — = в у -0 
(тә)? 


НАГ Е Ж ИКТ + oo ,矛盾 . 
注 ЛЕЛЯ = ЭНЕКЕ р Ур 
方 可 积 的 函数 了 的 Feurier 级 数 . 题 中 的 例子 就 是 一 个 


98 


БЕЙ. 
1.10.7 Ж/Ж -х,т РЕ, НЕ 
ЕЕ ТЕ rn ЧИТЕ ЗЕ У 


К-ж) = KONI flx)dr = 0, 
则 有 不 等 二 i 
| O Pae >] Podr, 
HHUH (у) = Acosa + Bsinr JE. 
证 AHA 
а, = 1. für)ceosrnrde 


误区 间 上 有 


二 К" - _„ 1 i "Сопат | 
= Ë n = t,2,. 
H 
вв = 二 | (ayar = 0, 
b, = | /бх)ыплтйт 
- Lia ) — 


+ [Гошен | 


а а aslo 
H Patseval 等 式 就 得 
| Plede = > + Ë) 
+ a, 2) < Уе? + b, 2) 


= У ы? 
б, 


< y Doa, 2 + b. 2) 


аот ах, 
即 Pde >|` Pode. 

H ГОА, SF F е 
= 0, n > 2 

ау = Oa = b, = O.n Z= 2 

э f = Awr + Bsinz, 

1.10.8 (х) 210,7] Кб Яст р, 
Н 0) = Их) = 0.6 (т) 的 Fourier EFAN 


Кх) = У \ацїпёт. 
кл 


ба = О, а, = b, 


5,2) = У\авзіпАх,я = 1,2,:- , ШЕВА 
(lya =-—©| '(z)sinkrdz £ = 1,2,---; 
k mb) ` Е) > + 


(D [10 - Sst r) Par 


| Oy drn = 1.29. 
KI RES 


HEO ilie, A für) BJ Fourier 系数, 由 00) 一 


Кп) - O MAARA AIS 


3 rx 
a, T =] „атгаг 


5. 
一 2 | ж], f ü(ar)eosh rd. | 
= > | £ (a sinh Í -| Сотта | 
TË ü 0 
Е ИК + jsinkrdr ,sk = 1,2, 
nk 
б | а | 
а _ £ 
(2) Мет k? РЭТ aa 
ck 
SE L 
T y rki „3% 
|” 
i rt Зх) н 3а? 


Jr- 5,442) = ` ъз. 
ЖЕҢ 4 т Z В, 
j snaranirdr — Ü 


得 
K o m. < 
BEES Slr) dr = |, У? авѕіоёх ]?дл 
` k wl 


7 ` А ，， 1 
一 | [ У! a su Ër + “У a isinmasiniz Jdr 


ü А! тт? 


Е 7 = a B 
一 ` < on 上 rdz = 2, > аї 


Tatl 


546 |1 [| 产 (7rJsinkrdc ]° 


kut 


一 IN sin karde- К I Eder 


> 2 АКЕ, 


а е ч 
w 
a 


= 
ч. 


202 т Сораг Sa LIIG урах. 
+ шн 中 先 用 я 等 式 ,得 到 
| [ Frisinkede 1 


= [агала ` U Ce) Раг: 
4 0 
ари № s| =h 六 即 推 天 所 要 的 不 等 


1.10.9 设 太 四 为 RR 上 的 周期 为 2x JEE PR 


W. H (0) - > + У (аоозлӣ + б„зшп@). И: 
т l 


(L) u, = F + У Аан tasn) 在 单位 
HADD- [z€ Cl z I< I| E EF ЖИЙ 
F — “Нр ulr, yh EP z = re? = r+ м, 


= 4-1; 


(2) [a + ud)drdy = rò nla? + р). 


D „1 
证 (1) 由 Fowrier 级 数 的 定义 可知 
_ 1(" Е " 
L|" /(8)оседбад,& = 0,1,2, 
b, = 工 | 天 有 isinABdBR = 1,200, 
所 以 


ср = G, — tb, = 


工 уена, 


La 15 | 1 (0) 140 < М, 
其 中 MM 为 正常 数 . 
一 方 商 , 令 z = r+ iy = re, 


则 


| uu | 
Igle) | 0 + MD +. 


2 
FÆRI a<z ront gl) 为 解析 (全 


Ab) 函数 ,所 以 记 z = +e”,0 =< += ro Bf. 
ez Ser) 2 


= 50 + Уу (шм + Брз) 
Р uk, и. ЖЮ 的 紧 致 子 集 上 * -Bika 


于 调和 国 数 Regle) = afzyy). 


+ Rel судеб) 


(2) 显然 
| | = ldrdy -| пучан" ag 
2a = 
Qj +2 .7+1° 


X23337 k hh. 


[е ға = |, eiar e С-ка 


1) 


= (一 一 一 rk 12 | l pd 1) 2т 
j++kt2 ni {ty kj 0 
=Ü. 
Ж, RHE Cauchy-Riemann 方程 可 得 
[к=] н, ti |2 = а í 2 
= иі + (и, } = 2 + 


| Ува To Jdrdy 
и жа 1 


D 
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— У [azas 
к. 


1 
= Мета НЕБИ l2dirdy, 


其 中 等 号 * 中 求 和 号 与 积分 号 交换 是 先 用 D. = iz 


€ c|' z I< г< 11 fü Ю.Н ЕЖЕ, Н + 
— 17. [КЙ 
ІС + wi)drdy = d 
1 n 
= | | Skat 1 2dxdy = Ува, 2.2 
> £! k=] 
= „У Га 12 一 „Уа + 62). 
1-1 к=1 
51.11 За 
1.71.1 BW 
R{.r) = 
[1 _ Р. 为 互 质 的 自然 数 ,g < р, 
JI, <= 0,1， 


0. х 500,1) 中 的 无 理 数 
称 为 Riemann В, АНЕ: 
(1) lim R(z) = 0,506 [0,1]; 

се 

(2) Ё(х) 在 无 理 点 处 连续 , 面 在 有 理 点 处 不 连 
Ж; 

(3) Rir) 处 处 不 可 导 . 

证 (Litra € (0,1). ye > 0,0 p € м, 


21, а Д. _ 
得 po > mex12, 5 此 时 六 < e, Ж Š = 


minil l Ies р = B2 робо), 
ЩО < 1 г ло | 之 3 时 ,有 
ГЕ (г) ~ D|! 


l _ ч 
ГИЯ Бае 
О, СО, D 中 的 无 理 数 
因此 iim R( (xr) = O. 
(2) 出 于 
lim R(x) = 0 


jel- = R(ra), ži хо = 1 € [0,1], 


= (зр), Ш z 为 (0,1) елан, 
所 以 ,R(x) 在 无 埋 点 连续 ,而 在 有 理 点 者 不 连续 ， 
(3) 由 (2) ARC) 在 大理 点 处 不 连续 ,喜人 必 涉 
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可 导 ， 只 须 证 Ri) 在 任何 无 理 数 ro = 
… 处 不 可 导 , 事 实 -了 ， 从 -+ 2729 € (0.1) 
хо = ту, ES] 


O ajg 


w ЭБИН ОН lim -i -+i 
A J- fizo) 
lm f m) Се) = = lim —— = 0. 


п + 120 0 
另 -HHR h, = 0.0--:0а,а :有 


+ hy) _ ДО ду) 


FO аро) = Ü | 
— 0.00, (m; | 


КО. arvan) 10” 


= 一 一 一 D 
7 10 


T 0.0-:-0а,.:аь+277 
10+! 


因此 
lim 


ГЕЗ 


(ху + ы? 一 firo £0 


Т F күтө)” ft zo) 
从 而 Rx) 在 z 不 可 导 . 

1.11.2 试 证 :不 存在 函数 /:R— 及 ,了 在 有 理 数 
处 连续 ,而 在 无 理 数 处 不 连续 . 

证 “参阅 第 ?篇 题 7.3. 12. 


1.11.3 (1) x EN. 
ft „ү: sin — K 0, 
z) = 
0, х = 0. 
ШЕ: ERE n 阶 可 导 , 但 不 是 = + 1. 
(2) 证 明 函 数 ， 


für) = Farfa | z | dz 
一 


"К 
在 及 上 = 阶 连 续 可 导 , 即 了 E CRR = C'(R), B 
ЗЕ n + 1 у. 


(3) 设 
2 йт >й, 
х) = 0,250. 


证 明 上 有 各 阶 连 续 导 函数 , 即 / € C%(R.,R) = 
C”(R) ,但 它 不 是 解析 画 数 . 
(4) 构造 一 个 处 处 连续 ,但 处 处 不 可 学 的 尊 数 ; 
再 构造 -= 个 C” 但 无 处 解析 的 峭 数 . 
证 (1) 用 归纳 法 证 .显然 


łn- 1 


= linyr sn T Ü, 
EE, 
Гг) 
|22" tsin + — rte los >, > = Ü 
lo, yz 
Bit 
Г ) 
_ Py(z)sin E + Qla) + , z Ü, 
lo, = 0, 
这 里 P. (r),Q,( >) HF r 的 最 低 短 次 为 24 – 26. 29 
Ë < n Hf 
го) 
P,Ceysin + + (k lejos + —0 
= тп 之 一 z 
' z - 0 
Palasin L + + Qla + 
т 5 
LE 
ѓа.) 
(а) -AEn L 
=s P 
ка. PaL, z > 0, 
10, 4 = 0. 
_ Pl z)sin + + Q, Сое L „г 0, 
= Ü. 


这 里 в. 中 和 С, (z) F > ВАБК 2л - 
А-1. ВЖ, ЕК Ене ВЕТ Р, (х) 和 
Qr) h + ЮЖО ОК у 2n -2n = 0, Д 
пр") 不 存在 ,从 而 了 在 > = 0 不 是 n+1 阶 可 

导 的 . 
(2) 由 微 积分 的 基本 定理 , 当 p( ) 连续 时 , 必 有 


([ oode) = plr), 
AR Е Е НЕЕ z =0 处 不 可 导 ,由 此 ， 
立即 推 得 所 要 的 结论 . 
(3) CAA). 显然 ,出 L Hospital 法 则 有 


-5 0 
= Ü 


[00 +0) = limt 
r =Ü 


1 
у = = P 
-一 = lim 55 = 


Y + р 


1 
li — = 0, 
mn y = 0 


700-0) = lim 0-0 = 0, 
i=} T 
所 以 f (0) = 0, 于 是 


-0 


F (r) = д 
0, ‚оф 
假设 
(а) = Р )e 5a > 0, 
0 = Ü. 


其 中 Po M u HETA, M 
FD- 0) = lim гы ч) = 


r УЧ} 
= lim 2-0. = 0 
єч 
反复 应 用 L Hospital 法 则 ,得 
p (Ly t 
ДЕ +0) = lm —— 
губ + 
-L 
— р Ж) 0. 
ук e" 
FÆ, O) 0 
F ae} 
(Е bede Ле. >0 
lo + =Ü 
— Дре, = > Ü. 
0 + = Ü. 


其 中 P. (Ca) A u 的 多 项 式 . 这 就 证 明了 对 Yn € 
N, 有 


1. 1 
P — i z >Ü, 
Pad „(22е 1 | 
0, х= 0, 


Я P (u) Ñ u КАЙД, BD f € C”(R,R) = 
C”(R). - 

最 后 证 明 了 在 z = 0 不 是 解析 的 .5 反 证 ) 假设 f 
E r =10 解 析 , 则 存在 3 > 0,648 


“ n) 
/\т) = 2 LAO y 


-5 Da0, Ye € (- 8,8). 
上 明显 地 ， Жы уб) >0,: € (0,8) ЖЖ. 
(4) 参阅 第 7 篇 题 7.3.23. 
LILA Жу,» e ТО. РВК. ПЕНЯ Ра 


Ж 
о) = УУ" < r< 

连续 , 且 人 在 无 理 点 可 导 , 但 在 有 理 点 不 可 导 . 
证 ay 


| = 1 s l: 
=з. 2, { 3" 
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{0,11 E- Ua. Am 所.c) 在 [0,1] 上 连续 . 
当 ү) 为 无 理 数 时 ,由 


| £- ғ l-l тр гу | 
| 3"( r 一 ха) 
Ре T t „| 1 
= 3° 3 > rol 3, 
ñi 
fü) = Ju) 
+ — Eq 
ж-т, _ л | лу 
> 3" > 3" 
Е r 一 х 
S |z -ri r, 1 
"= Fir- о) 
在 [0,1] b-i, H 
к flx) - Кад) 
z= © — гр 
_ хул Г rall ze | 
lim 2, 3" {x — zo) 
Є T La- rall arg ra! 
= im 
u=] "Пу 3" {т = та) 
| \х-т„1-\лу—у!|) 1 А 
f lim 3"Cr — zo) [= з" ,上 式 右 边 的 
级 数 收 化 
因为 
É L лу < ғ 
| 37779 "', 
lim 3"(r — ra) 11 
+ л 一 €p 1 S . 
ЕЕ > ғ. 
所 以 
. Рх) = firn) 
Гбх) = lim Aal- fiso) = usa 
=- rX 1 
Èy 3" + , 3" 
BI FEE ro 处 可 导 ， 


H re ЕНН, ЭМЕ N, ів лу = ry. Ў 
а 在 4 = rw 不 可 导 , 但 与 上 而 同样 可 证 ,在 
Tg 一 к 


Ha) 2 улас 


„>l 
EN 


TẸ, АЛ e) fE ro = ку AAE, BH AAE ДЇ 
ARF. 
1.11.5 FMR 上 有 两 个 圆 
Colas D+ (z; = 12 = 1, 
Субару + 22 + Cry + 2)2 = 4. 
试 构造 R 上 的 连续 函数 f(r ,x2) ,使 得 0 各 flas 
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жу} =< |, BER C, 的 内 部 取 值 1, 在 С, 的 内 部 取 值 
O. Fr KS Crin) 连续 下 为 C RR, ПЕШ 
тя 4) 

解法 1 设 z = (ri. rL) C В, p 28 R EB Босна 
路 离 , 记 点 xz 到 集合 DD 的 距离 为 

pix, D) = шо г.у). 
A 
Kenaa) = К) = D 

其 中 D 为 C 的 内 部 ,j= 1,2. 显 然 ,/ ССВ), Н 
OSS Yr E Rfg = hfi = Ü 

解法 2 WERA C 和 C， 的 几何 位 置 易 验证 C, 
的 内 部 在 直线 z | + >> = 2 (2 BJ F 3 ,C, 的 内 部 在 
直线 ri + z = 一 4+243 的 于 方 ,因此 , 令 
д(к) 


0, и-4+242, 
— и-(-4+242) _ _ 
e 3h A+? <u- i, 
1, 2-02 < 


M|; СВ) ,0 = р(и) < 1, Va E 及 .容易 验证 
Ж\х) = }\х,х) = gir + a) 
W Vr = (ror) Є 了 满足 所 有 要 求 . 
解法 3 令 
0, бск < 2, 
Eli, узу <2 6, 


1, 242 < r <+ eo, 
MJ z € C, + NDE g(r) с 1.V Є 
[0, + о). 再 令 
f(x) = Filzi) 
= giy lz, t 2): + (ху+12)?), 
r= (ачал) € К, 
则 了 EE СК) 满足 所 有 要 求 . 
解法 4 + 


ге, r > 0, 
0, 所 0， 
则 由 题 1.11.3(3) 知 pg€ C%@(R), B б< e = 1. 


再 令 
g(r) = 一 一 ФО 2 
e(272-— r) + ф(ж—2) 
则 gE С(В),О а 1.2089, gir) = 0;r > 
242 8, (ғ) = 1, 因 而 
Jir) = fü(zri,z>) 


= g (V (а + 2) + {xa + 2} ) E СВ), 


ш\л) = 


plr) = 


—,г ER, 


ВО Е, = 1,/ lp; = 0. 
Ш ФАН C? RR (зу) Mim HF) С в 
Е y + > Ü. 


1 т ©. Ü, 


, 它 是 构造 流 形 上 C” 单 们 分解 的 一 个 


(ж) 一 


在 近代 分 析 中 
关键 的 函数 . 


51.12 只 的 等 价 条 件 


Жо: чуб 一 及 ,对 [ae 的 任何 分 割 mia = 
жү a Се т = В.ДА =Z у, г, (1 = 1,2, 
s n Iti tr ТЄН, V e >0,.36= б(є} > 0, 
4 || m < ИА МЕ Є [5 zr Ja = icen, A 


Riemann 可 


| SAE Jda, - < е, 


ШУУ) уг АЧ | | 一 0 时 的 极限 ,并 称 它 
为 /在 1a ,站 上 的 Riemann 积分 或 定 积分 . 记 作 
r= | f(z)dr = im УУУ Ал, 


并 称 在 [4,58] 上 是 Riemann 可 积 的 . 
НРУ Я 1.12.1, [2,0] F Riemann 可 
EM y Eled] FR Ж. 因此 , 我 们 总 假定 
IOO STM Ух C . 
Kabl В] лга = zí < zí < х, — 
В E Тар = 1, n. TARE Riemann 和 为 
Sfm E Ruh ë = ige, g Darboux 上 和 为 


807.) = Узор, -1r D Ar; ; Darboux 下 和 为 
-1 


Sm) = Уы, л, Ari 上 积分 了 = 


inf|S(/z) n Wied] 的 分 割 }; 下 积分 上 一 
supl Sifern} z [a b] ИА. 
УР) EE 507, 6) 6 50, т). 
rom Ala, b] 的 任意 两 分 割 , 则 称 
m, < mla Ш яз 或 z; Р ту) ЧР 
点 都 是 rz 的 分 点 
利用 Ricmann 可 税 的 等 从 条件 可 以 解决 与 之 相 
关 的 一 些 问 是 .本 节 证 法 主要 有 综合 法 . 反 证 法 .构造 
ERRE. 

1.12.1 【Riemann 可 积 的 必要 条 件 ) 设 在 [a ,5] 
E Riemann H, M] Eie ,5] 上 必 有 界 . 上 反之 不 必 成 
立 . 

证 设 广 在 [a,b1 E Riemann 可 积 , 其 积分 值 为 
攻取 = ТИТЕ a > 0, 对 [a Б) 的 任何 分 割 ra 


= ти] < б< =, 一 b , Í |! т | < бЕр, үз 
Є ен, Ё =] ren A 

ORES (*) 
取 定 一 个 分 割 x 

(RIE) 假设 了 在 [a 21 上 无 界 , 则 宇 少 存在 - - 
ЕЕЕ 1, ГЕ, Tee 
Ë € [уг Tia led, Le 
Г) Ак, > Эле) Ar 1+ Р1+1. 


= 
但 在 C* ) h WDR Z = x. = го, WE 
АЕ Ar 1861 Е -了 TI+1 


=I Уа Ar, I+ [1+1. 


这 导 包 了 了 矛盾 .所 以 了 在 [as ,5 上 有 界 . 
但 反之 不 必 成 立 . 例 如 Dirichlet Рё 
у= [ig є о, 
060) От ER-0Q 
是 有 办 函数 ,但 它 在 [0,.1] EA Riemann 可 积 的 . 
{ 方 法 中 ( 反 证 ) 事 实 上 , 候 庶 万 在 .0,11 上 可 积 ， 


则 对 = E, 38 >0,5][0,1] АНЕ х0 = x. 
< лр Сух lL YA Є [а pahis 1,2, 
п.б 
Уруд, - 114 — L 
特别 对 有 理 点 p € 11.2), BEAL € 
ЕУ vaL A 


1= | Dt- 


ИР Ру), - Уро 
1 1 


79 -|+ Sng) - l| 
- = 
ciston, 
FJA. АК Dix) {Е[0,1] 上 不 可 积 . 

(方法 D 因为 Dir) 的 不 连续 点 集 为 及 , 所 以 
mcas R [110,1]) = meas[0,1] = 1 关 习 .根据 下 面 的 
Яй 1.12.47) W, Diz) 在 [0,11 上 不 是 Riemann 可 积 
的 . 

Е AA Elab] 上 有 界 是 Riemann 可 积 的 必 
要 条 件 , 由 此 ,本 否定 - -大批 无 界 疝 束 的 可 积 性 . 
1.12.2 (1) # z < тз, А1] 
S(f.m)= SUr 80, лә) < SUf.mi): 
(2) 设 zi 和 z, Ер, И 
(Р, т) SU, л): 
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(3) S(f,z) € Is T 80у, ж). 
证 (1) iz 
Жүй = yy < x < 7 < y, = b, 
mia = z < = < “` < Z = б, 
H zí < zm A zi 的 分 点 都 足 z, 的 分 点 . 任 取 芝 间 
(уез A РЕ АУТ (у, У) 中 只 有 т) 的 
一 个 分 点 z, I 
2-15 Мар ye 
显然 ， 
sup/([z i. z Раг, + зир [ss ga Az 
чы виру, py DA + supf(ly-i, Азна 
= кир! у-у, у Ау, 
按 下 标 求 和 得 
S(f.x.) =< S(f,mi), 
同 理 可 证 
Sfm) =< S(f,m). 
(2) 将 ri 和 z; 的 分 点 合 在 一 起 ,构成 一 个 新 的 
Я] ху U я, z, = zí U aga Ш о. (1) 
得 


З.т) S< S(f,zi U т) 
= Sif, Ш т) 550,3). 
(3) 只 须 证 [ < Т. (2), ХР z, ,rs 有 
ЗОР) S< 5(/,л,). 
从 而 
= supi 5(/,л)) 1 mi а, Б В| 
пло) ло а. Б 93-011 
=], 
1.12.3 (Riemann HRH AAF) 
(1) {Ж Г а,Ь] E Riman 可 积 . 
S2) H Ye > 0, 他 在 分 л. ,使 振幅 和 


Уд», = У Ушул, i] 
— infi([x, nan ЈАР, 
= S(f rn) 一 Sm) < є. 
(3) I = I. 
Өч) („> ем, = m LS(f, 
= Ü. 
(5) {ЕЙ =, E: 
Nim [Š(f.z,) — S(f,z,)] = 0 
(6) 对 Ye > 0, л, EB 
' S(f.n f) - А |< є, 
НЕЕ ё – (зе {EOR ЕН Є ERRAR 


= lpn, 


(7) (Lebesgue) / ТЕ [a.p] EAR, B JLF BF hk 
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т) ш 5(/,х)] 


连续 ， 

measD,; = 0, 
Иж D, Мр. В V e > 0, 存 在 开 
EKE e, bahn € N, 使 得 


Р, Су (а,,6,) 


АУ! bn -a < е. 
a 


证 ”证 明 的 示意 图 : 
(6) 
Z Š 
(7)es(1) © (2)=(3) 
У 2 
КУА 
(4) 
(1)=(2) Ра, b] E Riemann ME, MA 
Ve o0 FERA л, MYE C lenr] i=l, 
nA 


| Уллы, -了 | <E 


1-5 < year < гъ. 
` i=1 
а в кижин 
г- 550, х), 
з, 


салот 


OLS, m) — 507, а, ) < te <e. 
(2)=>(3) 由 (人 2) ,对 YE > 0, FEAE m, fë 
得 
S(f rn) Sfr) < e. 
根据 题 1. 12.2!3) ,有 


Зіл) = S(f,x,). 
于 是 

0= 1-1 S(f,=.) — 5(/,л,) < e. 
е 07 即 得 I = 1. 

DS BD ,1= 1 = 1, 下 证 /在 


[а,в] E Riemann 可 舱 , 且 舟 分 值 为 夺 由 (2) ,存在 分 
A х, о:а = ye < yí < < y, = Б, 
(Р.к) ш Somen? < > 
iE ó = min Tr TM Din Ay, -对 任何 分 割 
mia = r < z < < z, = b, 
ш | =] < 人 s 时 ,对 任何 开 区 间 (z ri) 或 者 为 第 
一 种 区 间 ,其 含有 唯一 的 ,或 者 为 第 二 种 区 间 , 即 不 
会 任何 y. 如 果 是 后 者 , Mirar 包含 于 某 个 
[ye_11%] 中 ,于 是 ,由 


|5(/,л,2) Л Si, m) - S(f,z) 


Є л 1 
一 “адд; 一 У ад, + Ў), Ах, 


ТРА Еа, b] 上 Riemann 可 积 , 且 积 分 为 1 上 | 上述 不 
等 式 中 ,第 一 种 振幅 和 


27 Ar, &Е2М YY Аг, < 2mM8 
5 КЕ 2 -š 
= emM dpi 2° 
第 二 种 振幅 和 


>) Ае = ` {зир} э 1,311) 
r | 

ЕС [ьт ye Ау 

= Ртл) Sra) < 3. 


(2)<(3) HAE, I Ye > 小 存在 分 制 
mira, 19 


于 是 ， 
IT- < 58(/,лу) < 5(/.л U яз) 
© 50, л Ш m.) Z fm) < [+ > 


&( Рл Ш я) - Sifern U x.) < є. 
(3)<-(4) 出 


SKIRTS Sr), 
0= J - [S 5(/,т})- Sifr) 
=D (|z || — 0) 
得 到了 = 1. 
GOAD 参阅 第 7 篇 题 7.3.14. 


其 他 部 分 的 证 明基 十 分 明显 的 . 
Ж ”本 题 证 明了 函数 Riemann "ГИН ЇР Ж 
任 , 其 结论 和 证 昌 方 法 部 很 重要 , 上 共 中 等 价 条 件 [7) 
的 证 明 有 一 定 难 度 , 但 应 用 其 结论 却 居 十 分 方便 的 . 
不 过 ,应 用 其 他 几 个 可 积 等 价 条 件 开 能 显示 分 析 雪 
x. 
EDSA 也 可 从 下 面 的 Darboux 1 BB y> Б! 
ДЕШ. 
1.12.4 
数 .出 
I= lim S(f,z),1 = lim S(f.m). 


= тб T Пт 0 


Ш АХ - 般 性 ,让 第 一 式 . 


(Darboux 定理 } 设 了 为 [a БАО Ў Ра 


由 工 - inflStPry1z 为 [up 的 耸 割 | 和 下 确 
界 的 定义 ,存在 Fa,5] 的 分 割 = ,其 相应 的 Darboux 
上 和 
STS, 
in &т 个 内 部 的 分 点 , 令 


ё= з? 


其 中 R >зир/([а.5Ь\) — mt [a b D Z= 0. 
济 于 [a ,5] ЕМЕ ШУ хл. lall < 5. FEE] z 
U x , 则 有 
(Рл л) Snr} < I+ 5. 
AA M, 


S(/.z)— S(f,m U т) 


= m Oë = mA. >D = 5, 
) + 


S(f,z)= S(f,z U r 


б< S(f.z)—- L< е 
因此 
(о S(f,z) = 1. 

НЬ, PIER a,b] х X [а, 5,3 Е" 
上 的 Riemann 可 积 的 等 价 条 件 . 读 者 可 参阅 [1] 第 二 
М8 7 81.2. 

1.12.5 [а,Ь] КаРа, WN 了 在 [a 、 
bi 上 Riemann 可 积 
证 法 1 АПЫ 单调 增 , 划 
О S(f,z) - 5(/,л) 


= >l [вир [є,- LaF T) 


аа. ir. Dlår, 


= Dl )— f(x, lâr, 


< LG) = у. я 


= [ (b) -Fal hal 001 0 — 05. 
再 根据 题 1.12.3(4)} 知 ,了 在 [a b] |. Riemann 可 积 . 

证 法 2 根据 第 7 篇 是 7.1,48, 单 调 函 数 了 的 不 连 
ЯАЖ рп п, ЕН, паса», 一 0. 再 由 题 
1.12.3(7) H, ДЕ а p] 上 Riemann 可 积 . 

1.12.6 设 了 为 [u ,5] БИ, M Ela, 
5] E Riemann 可 积 . 

证 法 1 MCaren 定理 ,连续 消 数 f 在 [2,5] 上 一 
臻 连续 ,因此 ,对 Ye 0,34 >0 ма, € (а, 
bl lx — r < ë ЮМ, 
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| fiz- К тру. 
Еа, БТМ 
mia = зу кр < u < >, = b. 


ыра < 8 时 ,有 
BU) SUr) = Уола 


(р-а) 


НЕЗ, Æla, bl E Riemann 可 和 . 
证 法 2 因为 Dj = @, 所 以 measD, = 0. 再 根据 是 
112.47) 1,7 Æla, b] E Riemann АП. 
1.127 设 / 在 [ea,a 上 有 界 , 及 只 有 有 限 个 不 连 
Е, Æla, h] L Riemann АЯ. 
证 法 ] i, Ar) 1< M.,V r C [a,b5] B ғ 
全 部 不 连 继 点 含 在 下 面 分 割 的 分 点 内 ; 
а = ee = б. 
对 Ye>0, 作 [ae,5] 的 分 割 
maia = ca < a, < фр < cy < as < 5; < c> < 
< G < a, < 5, < с = b, 
使 得 


一 о у 6, < M = Levn, 
иҗ Та ФЕ, = 1,7, н. В 1.12.3 


Ж 1.12.6 存在 [a,5] 1 q, 使 其 振幅 和 和 
У <<. TË, 


Sm Ú m О О жт) - S(f.zo U m Ü 
eU m) 


NO 
< M 2м. 28 1 > 7+ >, 
< Zetu 3 т Е, 


ЖЕ, Æla, РІ 上 Rieman AER. 

证 法 2 因为 上 有 界 , 且 不 连续 点 内 有 有 限 个 , 故 
measDr = 0. 根据 题 1.12.3f7) 知 ,f 在 [a,bl E 
Riemann HJ #8. 

1.12.8 14 f.g а,Ь] L Riemann АГ. ШЕВ 
fg | 1 Ж jg Ж [а,Ь] Е Riemann 可 积 . 

证 法 1 BA fg Ela, b] E Riemann YA, ТЕД 
由 题 LIKT g Ela, bl ЕЛАК, M 
йз Ед. fi Е а, 5) 上 几乎 处 处 连续 . 再 由 
AH 1.12.3(7), f +g, Р. fEla b] F. Riemann 可 
+. 

证 法 2 EDS f.g ñe[a,5] 上 Riemann 可 各 ,所 
以 ,存在 M > 0, 德 得 对 YYz C la,b], 
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| уи < M. gir) |< М, 
FHH V e >0,432 >0,ЯД[а„5) 的 任何 分 制 r:a 
= z < z < = < r, = 6,34 |= || < š RES 
xz, Ах; < ук 


ЭЕ Ti 1 | 


IM 


yár < >= 


> ТИЕУ Тз, БҮ 


于 是 


Supella a, Ar; 
бк! 
= О, ро ]) Ат, 
=] 
- л 
+ m [r-i жу} Ах, 
1 


7? 一 


£ Е _ 
< 5 +79 = Е, 


У\ „(Га Ar, 


H 
` 


= ey АЕ АЕР 
i=l 


x år, < e, 


2) 9 
= У) (f(r) ООА, 
r Lana Ea, Kasa 
< 2, i аә) fr ]ЕСЕ 
I lae T р, 
+ {к zU - дох): år, 
< ML, Б А) ба) | 
te a үт} | ale) -#(т) lår, 


< МІУ) Ar, 


1!=] 


+ >e [æi DA] 


< МО + M) = 
根据 题 1.12.3,f + g, | fi!, 记 在 [a,58] 上 都 
Riemann АЈ Ël. 


1.12.9 i fir[a,5] E Riemann 可 积 .证 明了 在 
la, BIC C lah] БАЕ Rienam 可 科 . 

证 法 1 显然 ,由 题 1.12.3(7) Hl. f Elab] E 
Riemann 可 积 ef (а, 5] 上 几乎 外 处 连续 ,因而 / 
在 [Le,8]Cia,8 工 也 几乎 处 处 连续 二 了 在 ia lE 
也 Riemann 可 积 . 

证 法 2 由 了 在 [La ,5] E Rieman а = xf Ye 
>0,38 2>0,4[a,5] 的 任何 分 制 mia = z, < x, 
<" < nr = h | =] < 9 


u] 
` - 
Ушул 


edl 


ха. й] LEEMTE = a — ya < y( < 
ya =й. |= < 时 ,可 扩张 为 La,2 LA - 
ФЯ ло рлі < ë, [д] 


1) Ак, < е, 


~ willy GY Jy 


=- s - А 
Б ` юа, 10,128, < є. 


‚8] Е Riemara ЈА. 


;' | 
т J. 12.3, F [a 

1.12.10 ИЧ Riemann РЎ КО) [0.1] L 
Riemann 可 可 的 ,日 


jdr = 0. 
证 法 1 ашт. UDR O ELA, fE 
有 理 点 不 连续 ,因此 Rir) 0,1] КЕДЕ АКЕ 


р. RA 112,307) WRC) fe 0,11 | E 
Ricmann АЁН, H 


1 
| Коо, = 了 一 supi Stf,x) x 为 10,1| 的 


分 制 | 二 supi! = 0. 

证 法 2 Ye>0,3NEN, 使 得 < 二 .显然 , 集 
8 eN жана „сизи к.б 
<3- E + gy XITO, 1] 的 仔 何 分 割 :0 = 
<a < u < u, l, яо = тахди, = max tx, 
P, |) ) 时 ， # 

TS f.) = SU, m) 
= ноды 
< 1+ 20Ку + 2) 1 |l 
E Ё — 
< 2 +2({Ку+2) A(Ku + 2) 0 Е, 
所 以 


Jim S(f.z) = Ym S(f,z) - 0, 
RGO 在 [0,1] E Riemann ПЯ, H 
[коа = 0, 
ШР 在 ap 1 Riemann 可 积 , 晶 
Wo € [а.о BE, а) > 0, 斌 明 | Aride > 0. 


证 法 1 К а,&] |. Riemann [ЖЧ 2 ЖЕ [а.б] 
上 几乎 处 处 连续 , 则 存在 zo € (а. р), у Ж ло 
£ LS {бту} > О, ТУЫ 8,0 < ò < mmni, ro 
a (l r -li 满足 


1.12.1 


Ка») = w 


Ка) > Кх) 一 


Yr Elri- A Yo 1 з} 


出 此 得 到 
|, fro) 
firidr 222 + > > 0. 


证 法 2 部 然 ,| f(x)dr 2 0.( 反 证 ) На 


[есас 一 0, 则 对 任意 20, d б, 20, Milah] 
的 分 割 Trd 
max, = max б 

0 =š >=. [r a Ах, < (6-а). 


ЕНБ. лк, a 使 得 (再 用 皮 证 法 ) 
Ü Esupft[ | „D< E, 

Re = 1,0 < à < 140 л] Wlah] Bi 
й< а) 1, жЕ, Б: ВЫ-а<1. 


又 内 为 0 之 Aade < | (yar = 0, 8088 


一 лчу < +] < t < х, = б. | Te | = 
一 人 OÂ 时 ,有 


[уса = 0. AREE a, bl Саз. 一 
“1 
a, < 


0 < ostre [5,6]. 
а.) = = O.H А8, 存在 E ын Hya 


+ Ы 
lim (6, 一 
5]. n 一 1.2,…, 满 足 0 < Krst үп 1,2065 
Q р оо, (хо) = 0. 这 与 题 设 Ar > ОЯ 
盾 . 所 以 


иода > 0. 
证 法 3 因为 Elat] ] 上 Riman AR 87 


„а, Б] 上 的 任何 分 割 
< x, = b, i lx || < ått, 


Tia = rú Тү < =." 
Ў supf (Ersa 


1 
— 1 < 65-а, 
А (EIEE) r г, 使 得 
spinor D- if f([.r,. i, z,]) < 1. 
b] C (а, лох, MT EL an 0, ] 使 得 
[ab] Га, 2202. (a, nl Dn, 
| eb | Č (алто ба 1). 
Ön 1а 

2 . 

supri lan a = алуа, 1) < т 

根据 区 间 变 原理 ,存在 xo €C [a,b,],n = 212. -H 
х0 (ба„,ю„), aA okro) = 0B у A FEER A. 


107 


баша [т.т] бу, 


Ба, 


b, аъ < 
l 


ZIRE 1 中 后 半 部 分 有 
[боа >й. 


f(x) 


证 法 4 ”在 让 法 3 中 ,公有 wo, 使 得 二 © > 


УЕ а, бы, 1% 


H 


| #(+)- у(х)! < L < “ы, 


кыа) 


f(x) > Haw- = л), 


ІК к) Z | f(r)ar 


> Lado, - -а) >20. 


注 证 法 1 应 用 (киги ЕЕН Oy a 
1.12.3) ,显得 简便 ,证 法 2 和 3 都 永 用 了 反 证 法 和 区 
间 套 原理 , 它 是 常规 证 法 .特别 有 意思 的 是 证 法 3 H 
Ср" 出 的 点 ro HE 了 的 连续 点 { 振 帆 为 零 ). 

1.12.12 ЙА; fl e 在 区 间 [a,8] 上 有 
Riemann 可 积 的 导 明 数 ,证 明 : 分 部 积分 公式 


| {тх)а( тт 


Ф "д 
= flr)gtr) | - | с) (т) 
ДЇМ. 

证 从 三 可 积 ,f,g 连续 (当然 也 可 积 ) H, 
Ги. (fg) = fz + ш 也 可 积 , Br g H 
Newion-Leibniz 公 式 ( 参 阅 [1]261 页 微 积分 基本 公 
K) 得 到 

b b 
和 rnDgtz)dz 十 [Hae Сода 


= (азаа) t РС) (r))d5 
= | [fn ge dz 


-A 
[re jet rd 


5 Ё 
= frigir) | -| Ёғ) (r)dz. 

1.12.13 RAR ri) EKHE 2, 5) ERS, A 
Riemann [И КЕРА Г, la) T a,r A) = 5. Мр 
КО) го. bi |: Rieman 可 税 . 证 明 ; firl (4) 

[a.B] Е Riemann 柯 积 ( 几 乎 处 钼 连续 ) , 且 换 元 公 
A 

fra = [КЕШ )d: 
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证 ”因为 
| (z(y (ү, )— [Хх Nr (ч) 1 A, 
= Гр) = flrte D е) 14 
абага) еа ЈА, 
= | f(z(í)) = Fr D 一 
TOYA Nt) Frtti)) — Feri )) 1! 
Ar 十 | f(z(# D ll хт) — тб) 
At, 
= Mo (2 ) At + (Ar, + Mail )А, 
= 3Мш (х ) At, + а, (f) Ат, 
其 中 Fr) 1< M, Yr E [a d] Ari = л-р = 
TE erit- 5 ж (#,)А Ept H T F, 
z 可 积 和 题 1.12.3, 对 Ye>0D,38>0, 当 [=,8] 的 
分 割 工 的 模 | z | 过 全 时 有 


Мез), ЗМ 2 wr at 
=} . 1 


+ У (аы < e, 
з] 


Вр у z Æla, 8] 上 可 积 ， 


FE, 

b т 

| бе) = im DOEA, 
васт 


= lim DFC BD eA 
mt rÜ C, 


чат 


= ао) Сове, 


1.12.14 ЕҢ а, b J Е Кіетап 可 积 .证 
明 : Ye > 0. Jee cia, 51), 为 连续 西数 ,使 
得 


F Flr) plr) | d> < є. 


Ж HA УЛДЕ а.в] 上 可 积 ,所 以 对 Ye > 0, 
Jle, b] AR] ria = argolar х, = Б, 
得 


У (zr; A) Az; - xc )dz | 


=< Уа, = і а-о, 1) ] Ar 


а), Є [za = l, n. 
РЬ), х= Ь. 


m f If) - УС) 1 dr < 


Ка) = 
Урий Lr, -is rl) 


-inff r, рул DAr; < < 5. 


[а 
plr) 

pe a) ar C [х,у — 61. 

]— 

L 


= х= (x=, — 8) ` 
r 7 (x, гру), 


y r] =], зан, 


T, Сү руб 

rél, 
HT] <z min (65, min Ar, | ‚| (zY l< 
M.,V C la,b].WJ 

| | iz) ф(х) ! dz < 2M : në < 5. 
于 是 

, 

| i fü) elr) | dr 


|) Аа 


E E _ 
< > + > = 6. 
1.12.15 WW aC R HE Д > R NI C 


ЖЖ. ЕВН: ТЕЛ Е Riemann |H p F EA 上 开平 
处 处 连续 , 即 
Dr = (х,у) E A | FEl, y) ЖУ 
为 零 测 集 { 沁 作 measD, = 0). 
如 果 册 去 条 件 "4 С R° 有 面积 ” ,结论 如 何 ? 
证 [ACR 有 面积 , 故 54 ЗД [Y A ЭЗШ 
积 集 ,当然 也 为 零 测 集 . 


Жл = аА (ла), D Aa В Б (ШИЕ 
J), H] 
I=AUƏAU¿(T- AY UA. 
К ОРЕ, SR D ЗЕ E 
` лн E À, 
falx) = lO rEI-A 
£ hl 
IEE АЛЕ > f. fk p €C АЛЕ 
ffrp E ARER =), Ер C 4 不 连续 ; 
LEG AY LESO MER. 
于 是 .六 在 A 上 的 不 连续 点 集 让 ;和 所 {ЕТ „ИЙЛЕ ЕЁ 
ЧЕР. ZH ЕЛА: 
[yC р, 
Cp C D, U 2A UAF 


ВАЕ 

JA F Riemann 可 积 , 即 £, TEIE Riemann 可 
E= r. ТЕТ ЕАМДЕ БЕ Ga E АЯТЕ). 
Ri meas Py, 5 DeasD), = 0, 即 了 在 4 上 所 乎 处 处 连 


а) рб) ae 


А СВИ", M| ТЕА ЕЛ 
处 处 连续 .但 反之 不 成 立 . 举 反例 如 下 : 

£ = ЖФ П 10,112 = А PER теа» Г, = 
0, HARE Riemann 可 积 的 定义 ,六 ТЕТ БАЗЕ Riemann 
可 积 , 原 内 在 于 A C 民 RR? 不 是 有 面积 的 或 者 a4 = | 


П: ЖаШ. 
1.12.16 РА Æla, d 上 Riemann WPR, i 
HH 


b 
lun | Р r)sinurdz 
用 + = 4 


ñ 
= lm | LTrjeosmrdzr — 0. 


W ”因为 了 在 [a.5] EIR. WAR. fir): 
< М.Н Ye >00 AEDH r:a = жу raon 


Loa T Бул, ул, E [жуул,+1!. 


ч ч. 
ае, ЭК, )ar| < $, 


BN 
m 1 
> 5 | fx.) = für) | Ат ж-т. 
r. ‚1 ,ELr,, 1+ 2 
. ü Mm : ， - 
лем ТЕЕ 


B (zjsinzdr 一 o| 


yml 


= | > O — fir, ) ]sinnz dz 
170° 6, 
+ У" (х, )ілпғах 


PE L 


< Sp | ftx) = f) | dz 
=ñ ` 2, 
m-l 


+ МУ») [К ‘ginnrdr | 


шл J- fer, ) | år, 


ү i КАИ cos( nz.) | 


Far] H 


+ mi 一 -一 


+M. m < £ ТМ 


E 
2 N 
因此 
b 
tim | J(z)snnardzr = 0. 
同 理 有 
b 
im | f(z)eosnz dz = í). 


1.12.17 ЮЙ ELO. r] E Riemann П, л Є 
对 ;证明 ; 


Am | уба) | sinar | dx = | (заг. 
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证 “对 于 整数 站 有 
kr 
| K Sinar | dr 
1ё-1}7- 
二 | 


kl 


но = nF ©, 
i sanu : dH 


| [7” . 2 
= 一 | sina du = — 


ado # 

LL 
. Р л = 
ifl für) l £ € ((Ë — 1) 5 Ë п Ji 


L 

h . 
х | | sinne | dr 

(е Г 


е Е. 
+ x) | ыплк | d 
la nz ) И 


аар) | rE (е1) 6,62) 
ГАТ 
| Шы 


| sinzr | d.r. 


infi firl r (6-1), Z) 
x ” 
fe . , 
| upa ! sinr | da 
Шз fea T ЬЕ 


н - 
| | sinz | dx 
-12 
т 


= впр! (ба) | >€ (А-1) 5 „Ё т)! ‚ 
Bš H. 
Fio | sinar | dr 


- У 


1- "2 | sinnr | ағ 


| апт | dx 
т 
-ly 


LT 2 F ша. 
ДЖ 了 存 [0,x] 上 连续 , 则 可 应 


用 积分 中 值 定理 


得 
їп | С) | ainar | dx 
п + y) 


Ч = 


= lm |" 
=) 
в” 


J (x) | sinnz | dx 


ГА -DI 
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к . 
= lim >л) as | пг | dr 


пж р 


1.12.18 RAR 了 在 区 间 [- 1,11 上 连续 , 试 证 

imf! 二 和 Ka)dr = я/(0). 
更 一 般 地 ,如 果 fEl- 1,1] 上 Riemann 可 积 , 且 /在 
O 连续, 则 上 上 述 结论 仍 成 立 . 

证 ”因为 了 在 [-1,1] 上 连续 ,所 以 对 Ys > 0,10] 
Ж рО r 1< 3 时 ,| f(z) - f(0) |< E, 
周 定 pi M = „EP | | (ж) WFE s > 0,4 
| h |< ë H, 


[Же 22/2095 | < A аа: < 4. 
= f(r)dr | аг < $, 
| 2ятеї 2 -mlel ко < +: 
РЕ, 
i í! 
| a = ло) 
= [з т Сова 
| | 
‚| ал әш 
+ |f fae - ане) 
£ £ 
<4+4 
h 
+ [чо] зае -aro | 
< + FE Zang Z — ку 00), 
<É t +I) 00) | 2areg +Ë 
+1700) 11 2arctg +Ë — w | 
и 
因此 


limf" Ке. тиши! х)іх = xft0). 
如 果 fE- 1.1] 上 Riemann FIE, E f tE 0 É 
续 , 则 只 顷 将 上 述 证 明 中 的 f(E.) 改 为 /,„ ДН 
ИЛЕ SAS mp Лб)! 
1.12.19 алата втв ауса z" dz 
On = 0,1,2,- Д] /(х)==0б,л € [a ,5]. 


证 对 Ye > (0. Weierstrass ВЕРЕ, ТЕ 
项 式 P(O) ,使 得 
| /(r)- РОГУ e. 


oi 
因为 | ә) = Dn = 0,1.2,…, 所 以 


Ра) = Ü, 


Ы 


М 一 тах fir) |, 
0 <| Ся) 


_ | КОП = Pe) lda 


Xi 


М 
+ | FrP ddr 


Ге РО) | 


а AOI РС а 

= Mib- ae. 
КОТЕ PE 
[аә] 上 的 连续 函数 ,所 以 在 La, 的 上 у(х) = 0 Ж 
für) = 0. 


1.12.20 {2 y Hla dbl Бел, НЕ 


满足 K = Ü ЖЖ] W ÑV gr) 有 
| (эзиб узат = D.M F 393848 88. 


“д 


证 (а) = fla) узу] edew 


frjdr 


| í: 
= | соч, - Lf iede + оа) = 0. 
由 题 设 
WL rgtr}dr = 0, 


所 以 


| ао 
р | ро. | 
_ | кб Лы) ` | уса ах 


Lf far| асое 


_ | КЕКТҮҮ : 
一 站 一 站 一 站 
再 由 и 连续 名 
рр, 
tir) r P rjdr = gt.r} — 0, 
Va c ja,b], 


b = и), 


BI 
а) говь, Уг Eja] 


Жай. 
$1.13 定 积分 和 广义 
积分 的 计算 


计算 -元 盯 数 的 积分 的 方法 除 用 定义 外 .还 有 
(1) 初等 数学 的 公式 和 技巧 . 

(2) 积分 的 其 本 公式 和 Newton-Leibniz 公式 ， 
(3) 分 部 积分 . 

(4) 10. 

AS WAER Н! Д1 К РЕ ЕЛЖ ЯШЕ © 
AFi R Р ЭТЕ. AARE ЗЕЕ Sibi 
当 的 积分 因子 . 

(6) 展开 为 旺 数 项 级 数 ,然后 还 项 积分 . 
(7) 利用 上 述 方法 将 积分 化 为 下 列 积分 


= т 
2 „ 2 

| читах = | coa" 
0 0 


Cn ШШ! For 为 偶数 ， 


nl! 
— 11 
сын, n ЗЕН; 
+ _ o ул, 
|, e dr = P i 
B ART РЕКЕТ, 
DP(a)p(l- а) = —— 0 < x < 1. 
sinar 


(8) 化 为 复 变 其 积分 ,然后 应 用 留 ( 残 ) 数 定理 . 

本 广 将 通过 实例 说 明 在 什么 条 性 下 使 用 让 述 的 
何 种 方法 ,并 且 对 于 同 ЕНИ Е, 
抽 在 一 定 条 件 下 使 用 包 种 方法 更 其 优越 性 . |p], E 
量 代 换 法 将 贯穿 本 节 的 始终 ,请 读者 细心 体会 其 妙 处 
之 所 在 . 


а 
> dr - 


2 
t 1 — е 
0 


1.13.1 жя 


+ 1 шоа 
м [ы 
Ú + 
_ a? 1 pt __ г? — 
= =e «Г 1a 
Ü 


€ 


de =- а еа) 
h à 


о 
-dr 
1132 (5) = r Saa, ,计算 
I 一 |да. 
шш 1 ош 
= хл) К for ч И ае) 


LII 


_ [l I l sn z -az ] 过 r x £ пл; 
|, ef dx ает dr 


о \2/х Ут T I+ 
! 
=- аваз + ЕЕ aaf: l + ir, edr = e: - Q2- l)et. 


1 


1.13.4 试 计算 积分 
{1} Ге уза; 


| 
=- | tsintdt — соёт 
0 10 


I 1 
= {соз | К +] хов] 
" 


+ 2 
(2) | re еду. 


cos] — sin | + Í — сом] 


lI 


1 
= I — sinl. 解 ча = In 十) , 则 x = C. 
1 Lr ы 1 П 
解法 2 i = Гояса» = jd ЭЧ ]dz | on 二 az = | uí- ae учн 
_ [1 sint t _ 1 А + 1 四 
= |, (лаа = Га — башга! _ af ue du =- f; ade” 
! + +% 2 
-jc- 1)deost = — ue" |, e" du = Ул 
I I 0 
= {z — l)cost | _ | сга: (2) |, -rraard x 
1 ш 
= 1 — sin: | = 1: snl. |“ аде (на а, 
0 
А = ú+ жо 
1.13.3 Б rta |, (и t aJe еды 
к 
2 l+ sor, жоо +оо 
z 1 + соз da = ё [| ue" du + 人 пе du 
的 值 十 ef; еди) 
= ВИ 
解法 |; езы, RU Ка а |" уз.) 
4 2 
0 
Z ж 
-2 =E, a e), 
x - 
4 205 1135 计算 
1^ z _ dr И 
- Je же Гая |, (1+ z2)(1+ а) 
4 4 + 
Ят 
| ИЕ 解法 1 | 由 一 
_- -,-| зе Z car + g e o (I+ z°)(1 + z°) 
2); 2897 2 z 


x = igi (К sect 
ü w + п)“ 


工作 oaz, 
- glis Fedr = 1 |: ee + апт, 
ток г л "Кетте. T Zlo упт + ове 
= tg e? — tE — e 3 
„А Š = tas r. 
= е? - (2 — 1)e2, 0 А 
шк? в 解法 2 作 变 换 x = 十 ,得 
х ж +97 d 
2 ГА А 2 ет = — UT o 
P [ + or" 7 |; узе 2 dz |. (1 + z2)(1 + 2°) 
1 
5 0 -77 
= реа = [ 一 一 一 一 一 一 du 
4 "0+5 Dart L) 
тү Е) Pe td += а 
= ешо. "трат = H 
2i 3 2 |, (1 + <a2)(1 + a 
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рерна). 
ШЕ азм уйн 
_ Г” odu Е dua 
so dltu? ep (1> at +a 
FEN, $ ИИ 
[7 d. _ i du 
da (11 rl а) Zle 1+? 
_ 1 e d ær 
= y атсан = 2 4: 
解法 3 ETH r- tgr 得 
[“ dz = 中 
0 (l+ ri + r) Jo 1 + ter 
-I I 
т 1 т P de 
= 1 di = , 
ІК Гар) i 2 p l+ eg? 
Ё dt ow ати) 
о 1+ сере Ila a) 
Of de ^рш 
da Тет so (1k rl a) 
> d _ f ағ 
i |, (L+ rl ta) dn 1+ шт 
Ll, = у. + 
72 2 4’ 
1.13.6 ЕН. 
„к Sinia + Чуу 
(1) Dirichlet 积分 | — "Vv = x.n ~ 
sin 22 
2 
0,1,2 ; 
nr 
sin 3 
(2) Fejer 积 分 | | dx = az,» = 0,1, 
sin | 
2 
证 (1) (方法 1) 因为 
sh 5 + 之 28n 六 coskx 
= sin + Slrsin(k + 1,, + sin( + 一 Ё)? 
sn g + ду: zhe ti 5 БЕ 
一 sin 55 + кинеге + t)z = sin( £ — t)z 
= sin 2 > + sintn t Lje- sn 
= sin(n + +)=, 
所 以 


， l 
e inla + — )+ Ий н 
— 2 dr = | [1+ 25 eus&r dz 
п © “0 #1] 
зїп > 


= а +2) sinkr |" _ 
k la 


{ 方 法 2, 归 纳 法 1 当 一 0 时 ， 


ЫШ я — 站 时 ,结论 正确 , 即 


„Sinf Ë 十 Lye 


dr = x. 


Ü o 
SI a 
2 


Ша = АРТЕ, 


„Sinf + ] + Lja 
| 4х 


"9 sin Š 
2 


sin Z 
in =. 
2 


_ Fe t 
do ж 


sin > 
1 


T 


cos( Ë + > )= - 2sm > 008 


+ 
sin — 
` 2 


ах 


r sin( Ë + Lya 
0 


sin 22 
2 


+ 2|(- sinl k + L jasin $ 


+ cos( + Jro > )dz 


f sinf + Ñ ).reosz r cosik + A )=sinz 
一 0 т 


1 了 
4 — 2517 >) 


= r+ 2f соң + 4 + 4 )+ dx 


т 


= n t Žst + 1)х | = m. 
ТЕЧ. a = 0,1,2, 
z Sin( л +) 
| P dr = x. 
9 sin 


(2) 因为 
Уы + 1), 
+0 | 
oa E 
sin > 


богы 


sin( k + + )= 


лі 


Ях 


= 一 一 一 > [skr — olk + 1) 2] 


2 А 


2sinzr2 5- 0 
2 
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2 
| 1 —совнт _ ып? 52. sin > gla) =- кыма т 
291° > sin? > sin > 并 计算 ФУ 工 ) ,进而 计算 下 列 积分 
所 以 ,由 (1) 得 т 
а (1) j ? Insinrdr; (2) j Ilnsinrdr: 
Кып 学 ? Ysin(k + 二) ñ ° 
т ! dr = r рт dr 2 А аж _ 
|” |an + + | sn z 1 of хавх; a | т“ 
(| aring дт. 
Sif sink thz | КЗ 0 
= o w dr = =" = үл. 证 法 1 (z) = 
sin > Ф | 
137 узан IEN: - Ганя + ем] 
л x n 
(1) 1 (зл) = 2 F(cosz)dz; x roO 
$ $ =- [in], 2** 2 tja 
cos соз 5 


02) | rsnzjdz = Z |” f(sinr)dz, 并 应 用 于 

0 0 + m t 
| =. [ [2 + вов + 
积分 | "нія" dz. ° 


n Í + сол 


证 (D 作 变 换 x = Z -+, 有 


十 incos( 十 一 > ja: 


j Г ' А = — gl 一 | ee 于 十 方 )d 

f(sinz)d> = | ам — tjd — 0) z 

p Сах + sin( 3 7 I | њон _ 2) 
T < 0 

= f f(cost)d; = |, f(cosr)dzx. 


p 
= - sm2- f$ Incosa + Zdu 
(2) 作 变 换 > = r-r f 4 


Xt 
л | 4 2 
678 一 р [nes ( — 2)d% 
0 | к жү 
7 | (я Оя — Ра — t) = – хіп? 一 2] Ineosuda 一 中: 2 [noosudu 
т 0 £ 


= "(x _ t) yf(sima)da т шр 
k + 下 jnccszdw + afi 2 |ncoswdo 
4 


= ЕЕ ‚| zf(sinz)d, шох = а 
- 22 — af 2 ncosudu + 2: ? Incosvdv 


称 项 就 得 一 
| fsinr)d = z [y (saz)az. = — rln? + zey + 之 -29(4 — 5). 
由 此 得 到 因为 
|" Sin dz N sinr = = 
o Í + cor 2 — sina ө) = Zin р + 2) 2007-2) 
2 zF sinz _ rf 一 dor 
2 o2- sit 7 230 1 + costa =- 72 + 2005 ) – 2ф(0) 
= - авќот) | ° =- 3102 +203), 
= - 3 [aretg(— 1 ) — arctgl ] 因而 有 605) = 20. 
=- EL луд 证 法 2 因为 
— 2 4 


z [- 2182 + 2e + =) - 2002 -5r 
1.13.8 ipl) = - | Incostdt, а 0 #472 Pa 2 


МЕ: 
114 


_ “m yr ст ш 
2 + (Tt 2)+ 9 (二 一 子 ) 


ро тору. үл oA ， 
2 Inec 4 + 2 ) - Incos( 4 2 ) = zhanr | а Insinrd.r 一 3 In2. 


J E | £T Т ЕЧ 
= — 1112сов( 415 Jel 477 y] (4) ШИ de 
0 — ył 
= - бож 5 + cos) = 一 lneesr = фс), УТ т 
而 gt0) — 0, 所 以 有 = B — дыг; 
ü 1 — sin2z 


рк) = — х2 і 2002 + >) -ff Insintgz = 一 2 2 
ù 2 


-2of 工 一 了 ?上 of0 i 2 
еб 5) + (0) 6 f! arsina q, тыц f oor dt 


_ А т тү _ x g ПЕЕЛ 
于 画 计 算 (1) — (5) = |) ictgt dt = > 102. 
(1) 有 二 种 算法 . (方法 1) 1.13.9 i r | 关 1, 求 
Ë: 3 т COS 
|, лайт dr = |, Incos( >` = =)da (1) N Ty, ph: 
н = 5- -r о (2) 5.1). Poisson 积分 |” Ini] — 2reosr + ri}dr. 
— sul du) 解 (ш 
š Ñ Дх А 
一 | Ineosa du 一 一 p05? = 2. о (ria 1) – 2rcosz 
- _ r 2 
(方法 2) fH £= tg [7 T+ p” 
5. ra? [3 . 0 3 БЕТ 
|; Insinzdz |: 2insinardz ("+ ])— 2= L+ Ë 
x z z = dt А 
= 1: In2di + 2f* Insinzas + af |ncos: d: | (+ DG 02) zrl) Оо?) 
=: = 2| туару 
_ 22.2 Insin# dz “0 1 + (z t 1222 
= аав 1, И 
= 
! | [пов(—- 一 и)а - и) r 1 r=l 
—2 п l 
т z | _ r? " 2 ` | Fr |< 
一 5 2 + 2[*1 lnsint dr + 2| кади = 2 
7 4 5 - = Рк i> 1 
А 2172 
— T, 2 ` 
2 192 + 2. Insinrdr, | >” (I| 151) 
z , r t 
#915 | Insinrd.c = 一 -ln2. 得 
u F r — œr д 
ol- 2reosr + 2 


(2) | (ыпта 
7320 |үт2у? — “eos l-i 


= [rlsinrdz + |. rnsinrdr 2rio rf- 2rceosr + 1 йг 
А 5 2 
Lf r 1 
a = 一 + үң 
z й 2r ol ааа + 17%" 


= |; Xlnsinrdz + |. (m — trY'asin(= = #)(— dt) 


і 2 Ñ ағ л 
= — 1 -° — 1 = 一 一 
E | 4 了 o 5517 O ДК (r° + 1) - Zro” 
= |; zlnsiardz + "|: Insins d; -| tInsinrd# — Lira (2-1) л —] 
2r Il- =: 
z 2 
= A lnsinrdr = g (= Æ =. Яро 0, Ir |< 1, 
л] lnsiprdr = zx + ( z In2) 7 In2. _] 
х z |, Iri>1. 
(з) | regede = [5 Або 
) ‚тхл Опар) ху 二 0 时 ,有 


[15 


та к 
| (- cosr)dr =— sinr| = 0. 
^0 D 
所 以 
" 0, Irl<1, 
| пеев чу 
u l- 2reosz + р" |, > 1. 


(2) {方法 1) 设 
ғ) = [а — 2rcosr + ri}dr. 
将 > 视 作 参数 ,因为 


Int] - 2romsr + r”) 


—2(r -osr) _ 


d ar p 25] — 
y DA -2reosr + r2)] = l- 2rasr + 52 


ЧІ r |< 1 时 均 连 续 , 所 以 


А T _2(к — cos) _ 
T(r) = | 1 - 2reosr i „297 u 
М, тї 


O, righi 


к) = HD) = [az = [oar =Ü, | r |< !. 


H irib 1 时 .由 
l 


1 — 2rcosz + 2 — ril- 2 сор +) 
r r 


т 
|, ini 1— 2reose + ›?)йхт 


= | [nir 1+ 01-2 оње + lde 
Ü F F 
11 
— 2xmin l > |+ Ü 
一 arlnlrl1l, | r '> 1. 
二 者 合 起 来 即 是 


| ndl 一 2roos + к?й 


O, r |< 1, 
2хја ri, l] к> 1. 
‘方法 2) 由 恒等式 


Y L. 2, 
> КЁ (сов г + isinër) = 
PTI 


>, (Кө yt 
k=l 


1 


l — ге” 


г 
一 e У (печ) 1 二 et . 
£ l 
м done 
(1 тет) — кет) 


ей “к 


(1+, )—- riet ет) 
Ого -r . sinr 


一 -一 ， 
l| - 2reosz + ғ I 2rceoszr + r? 


= е 


АЕ coszr r 
х, совер = — SH T, 
гі 1 — 2ксозг + к" 
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从 而 


一 2rcosr + r2)] 


“(1 


一 созт + 2r _ ONA 
р 2rcsr + =° 221 оёт. 
所 以 


1341 一 2rcosz + r?) 


=-2У)| A ooskedr 
к.б 


Sn 让 
= 227 


eskar, r |< |. 


Fha — 2reosr + r2)dz 


--2У ] coeds -- 22 я ‚ит 


= 上 


= 272. :0=0 1rl<l. 


《方法 3) 因为 
l-ir- 2ксат + r2, 
ERA, i ri 18 Да ~ 2rcosr + г?) 是 连续 的 ， 
从 而 积分 存在 .将 区 间 [0,x] 分 成 н 个 家 等 的 部 分 ， 


则 由 
m-l 
一 上 = IEE сов 9 — isin #7) 
n—l 
= (x° 一 DHe _ сов А 一 isin Л) 
ei 
= (а олов А + 22) 
k=: 
得 到 
= 2 yn = 2roosk U + г?) 
п — я 
т ] 
- + - 2reosk — ++?) 
к] 
= Ж-Н? - 1)], 
ЭЛЇЇ 


| Infl — 2rcosz + r2)dz = lima, 


| lim EHe 10], рк 


r+1 ,| 


4 = 
[ 
lim, mt> 1 1 > 


二 2rmnlrl ， к>] 
0, I r |< 1, 
2rlm _ ri,l r |>}. 


(方法 4) 利用 一 个 巧妙 的 方法 来 计算 这 个 积分 ， 


在 这 个 方法 中 变量 代 换 起 着 重要 的 作用 
由 显然 的 不 等 式 
(1-1, Yl- 2rcosz + r 


s= (lI +| r }?, 


2 


2rintl — r i) = [ка 一 2rcosr + r2ydr 
s= 2zln(1+1 r 1), 
及 夹 通 定理 , 当 + -0 时 ,有 
Кк) — i (1 — 2rçosz + к2) г — 0. 
再 考虑 积分 


I(— ғ) = [а + 2ксозк + к°)дл 


f = m! 


ТЕЕ 2yrcos( m t) ee ldir- ғ) 


= | a(l оње + dt = Ir), 


TEA 
Zir = Ке 10 к) 


= [Гаа — 2кажу + 2) (1 + 2rasr + ri}ldr 
一 Para + 232 - Arcot rldz 
= [ма — 220020 + ride 


2 гов + к?) d 


5 а - 27м + ri)de 


! Fha 一 2rzcost + rijde ] 


й 


£ = 21 - т 
= r m | | 01 — 257 008r + у) 


210 


СП 
+ 本 | In( 1 — 2rtcosu + rj)(- da) 


Kwa - Dricost + къде = (572), 
ilr) = Fr’). 
依次 类 推 得 到 
100) = EIO? ), n = 1,2,3, 
于 是 当 | + 1 之 1 时 ， lim г" 一 们 及 


Кк) = > iir) {тп 5010529) 
Кӣ) = 0. 
| 
1.13.10 М гаа 55. 
А 2 du + du o 
证 法 ] |] l+ a? -| (1+ uty? - (Z2u)° 
du 


20 (u? -2u tla? + J2u + 1) 


= [je 
0 ш +у/2ы +1 -ul 


‚= 2(и +02) +2 


= -| 
47270 ( 2р 1 
? 2 
04-12) - 2 
- —— |н 
Ba, 1 
( э + 
w G 2 1 a + 12 
= — |I + arctg = 
442 ( 2 1 5 
2 2 
2 | 
“ 2 
+ arctg] 
72 n 
-L .ZX ‚К E ， 工 
= 150° > +2 2 2 4 +2 4) 
_ я 
272 
证 法 2 H 
i 
[а a 
Е L 2“ 
` H 
dlu ———) а 21 
- | = L геі “c 
(u-z 0 2 š 
和 
证 -1 
1— 2 2 
| ou JE „Чч 
Шш: 
н 
du +) 1 u +- +02 
(а +2) -2 u + -2 
得 
l+ u ї— ы? 
[ta = (9+ а) 

_ 1 акш 1. Lh u 1@+{2и+| 
242 У? ы уз las u +1 
н Tfiliu l- 
Гев = 21014 - 1+ а? jd 

2 _ 2 
нь | -Ln u +2и+1\ р 


| 
Е Ba ар биз 


1 
= arctg ~” 
Jo Itu AE Du 
117 


i 22:02071 K 
442 ato 2n +] o 


-a_p RLE 
2 
顺 使 还 可 得 到 
+ 2 
Чч = 
|, | du = TD: 


, '® du б= ш рге dg 
证 法 3 ' - i 
|, 1+ к 11, B3(l1 + 0) 
= {| +P)! 1 
-一 т юш 
Ü 
1 3 1 ALAR T 
= gE? ЕЗ 
SIn 4 
_ ж. 
22 
证 法 4 应 用 留 ( 残 ) 数 定理 得 
= d: r= Дт 
7 a. = = ”一 一 
| 1 + rt [7 l+ xÍ 


_ f E dg | dz 
I mn И L+ с, [+ а! 


| | z (> + 5) 
= 2л] lim 1 
бан l+ = 
_ ( Ү2 + КЕ 
+ li; 2.2. 
im 
24 lial itz 
. 1 
= 2л:] lim + im ] 
Фано dz? - 1 ‚4 
= 2ж[ lim -+ lim ] 
бато 4" он 45“ 
Bara Brr) 
-= ila 
4 -4 


= 20-020) = É. 


其 中 Cs 为 以 党 点 为 中 心 ,R 为 半径 的 反 时 针 方向 的 
LAN. 显然 


dz _ 
B 1+2 b 
于 是 
Шш du =f dx л 
о l+ о list 245 ` 
1 中 2 
1. 8. 试 证 | == = 一 - 
3.11 试 证 | rada = уы: 
证 法 1 | 49и 


_ | 
4/2#0 и^—{/2и +1 
- 20200-00, 
P ч 
и? +/2и +1 
1 | и2 Мы +1 24-42 
= |Н +1 . 一 
PAL a Е ү2 
+ 2arctg 2u, +? ] | 
i 


/2 ) 


- [0+2 #42. 


= 
442 2 2 


= Æ 
22: 
证 法 2 RÆ 1.13.10 iE 2. 


+a 


2 
证 法 3 |” а 
п 1+ 
ĝ= ut | 
4 


2- (I + 05"! [1 
— „а _ tilla, 


+o | 
|, ӨХ (1 + 0) 140 


4 
ETAL 1 m= л 
sin 2/2 

1.13.12 й Fresnel 积分 


[МЕК = ЕТЕ = 1,7 
og o dg — 2 2` 


7% 一 т? ке 
证 法 1 | sinz2dr 二 ~ 1f ып, 
i 23. 4 


Геи 
难 验证 РГ, esinta Jau 


u ü 


L, ml т 
Jr 22 гү. 

H + З АКЕ ERE, RISIA 
WART е fa > 0). 为 此 ,考虑 积分 


+ ; 
| pe IE de 


£ 
ааз р ро 3 
一 | p АЕР Jar 
і 
енер 
д 
222 [7 du 
= £|, ttle? tay (e > 0). 


所 以 ,由 题 1.13.10， 
ко: іж 1) 7 sin: 


|, sinz2dz 一 一 一 Zl y 


1 lim| ес“ ыт, 
2 чыр 


А 
— hm L| du 
¿eh dipen EEEa 
1 du . 
= > wawa 天 ——..4 >š 
=. 14 таене 
т l ，, 故 积 4 ХЕ а В) 
+ Ы 
Lr l/r 
э ТФУ? 


2 
+ 的 证 明 . 固 定 а, tiA 
| | | ет аы | du ja; 


et Б 


ШИЕ l é, 所 以 


‚т =) —Ю Жр 


з 
A те ыд 
пра 


|. НТ жүн Є [0 


Е = > 0, 因为 lim snt = = бш х0 — 0, Ат 


жу ЧЁ 
以 存在 一 е) > 0,34 1 ; I< Š УЕ, 有 
| siz Ут РА шїп? ‚ут 
— | ев! шоп < 
| А 2 | Y 2 £> 
或 定 806). EEA- Ate) > 0, 
Anr re | 
SII ta | ” dg 
| КА бола | 
| таве u € [8, + )). 
75, 
FE, A > À ,时 有 
1 ана ани) 
| 
= Jin ! 


1 : | 

-F -te Dt jp ， 
АА. # | 
Е + > 
З о d9| < G € [0, + =). 
ЕН ол 


ЖЛ Го би ЖР: E Т0, + eo) B 
бо ЗЕЕ г Є (0,410 Ya > 0) IB E 
ike. 从 而 就 证 明了 满足 积分 叶 交 换 的 条 伯 


2 o, 1 x | 
划 十 上 csr dr = 5 ^/ 5 Bb ж (М 


|, gnròdr = Lj 5 来 证 明 唱 ?应 
Ж 


{ Ixniehlet 判别 


`+ ñ f = wš 7 жог 
corder = 
x 0 


"Ü 2.1 
- - . ‚ы 1 
FRA F e Jü NL - 
ША е ЈА ГР 


hh ӨЙ]. 


+» 5 
e ди 得 到 


tex 
| = COS? 
u 


ñ 


de 


ә рв 2 
= = | ‚е н "aloostda Jde 

ШО 
хох +: pexa 2. 1 
== 2 f |! [С Г! быр |da 

л" “0 J 

2 [+ х1 u? +a -du 
= 3 

Jrd l + (a + ay 


因为 | SSta kak, “HAE AF RI BX 
(есе g 1), йш Abal 判别 法 ， 


|, Ç “di 关于 a € [0, to) BA. рн 
і 
| ata | ашр 
l! (s + a) = R VSSD 
; "+ x uta РА 
|, l+ (z 24 da Жа Є 10,11 Т 1 
E, 
“2 1 ['” cos 
| wwr dr = 7 . d: 
Дор [t „вош 
- 5 lim oE E dr 
‚1 ji ° ці +a 
Ja ado + (м2 + а) 
= 1 и. уйн 
Jado Іжа 


l x_i т 
С Ут 242 Кү: 
需要 验证 x # 各 分 导 变 换 次 序 的 条 件 是 否 成 
w. EHE, HAERTER! 
Б.Ш | 2 te esr a Ca > 0) 30 
е ана) созе фе 
га Є 0, + =) ака Дт 
N в аа) соърфи 
ЖЕ г Є [Ü,a Е ARA REE ( S E) TR 
设 该 积分 关于 E [0,а | — Ж, ША] к, = 1, 存 在 


А = Afen) = А(1) > 0, АРАВ, V EO 
a] # 


poa > 
J. в Sea da | < gp = 1. 


EEH 0 = ути ,得 
= 2 

| etu eostda 
À 


T ie QOSE 
e OSE 0 
[e Ji d | 


кпш ` 
COGE - 
一 e „бг, бав < 
yf "yA 


$e 0 得 到 1 oo < 1. ЖУН. 
为 了 正确 地 证 明 | cour?dr = у F ИЯ 


ВИНА. 
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对 V ó > ОСЕ t), Н 


+% 2 
| е0 tolcogrdr 


KF u € [0, + оо) — Э; 
[е сааи 
ü 


关于 上 6E {8+ oR A 


е 
Кн] F 05342 КР ТЛ Ж: 
К соз 


la f 


ЫЛЕ 
АЛЛ 


= sr È 
_ Lj” (u? + а ђе Жа) сей — 
л”) ЕРИНИН l 


2 
“if te) | oost de Jau 


dt 
z 
eT D tdu |& 


2 
tu кайы, ви 


df +a) 


一 


sinô jy 


(1) 

r du +59 uta 
从 | (иг + а}? „ч, (u° + а)? + јан ЗК 
推 得 (1) ARF o € [0,1] Я 5 ë — 0° 

得 到 

Гаа -二 六 as 
0 "n V m. (u? + а} + 1 

由 此 式 及 前 面 的 论证 结果 ,立即 有 


| errdz = = 1 z. 


du. 


证 法 2 БС = Ir+í010= z= R| ,C;. = [Ке 
LOSIS LG = lrei | 0< =< r< R|,C = C, U 


C; U ИОН e* 为 复 解 析 丙 
数 , 所 以 
Ü = [еа = Гага + | 一 az 十 |“, 


{. ci С, са 


= Кеш +]; Re Rje дө + | Š esdr 


- h P drt | “неда - | e е5 402) 


又 因此 < sin20,8 € [0, E ,所 以 


4 p2 29 | _ [К 2 2 - 
Ë: её. Реда <Í = | |eR+ ,Ries|de 
0 Ü 


= 4. Rem + Ras 8 
= В в" |40 = 


£ 2. 
RÍ z R Sit gg 
Ü 0 


= EA e et) — 0 (R+ оо). 
AE, S R —+ со, (2) 式 就 成 为 
= |" еі а. - |77 е фак, 
从 而 


+= += 
| cosr2d= + 让 sinr2dr 
-0 ‚2 коо 2 л 
-| e dr 一 [ e еде 
0 za 
— = = - 
= (ож Š 4 + sin — 4 外 е" дк 
{2 {2, Уук 1 к 
ч р o 
=z tip) 2 = у zti 
1% 2 + ， 了 1 T 
即 | coszzdz = | snr dr = —A! >. 
0 0 2 2 


证 法 3 在 证 法 2 中 , 设 解 析 函 数 f(z2) = ú+ io, 


则 
Ü = f даа = фо + аах + idy) 


б б 


= Реан ~ ойу) + (ох + иду) 


| udr — тау = Ü 
$ uda + иду = 0 
š suda 一 тфу #ll vdr + нау HA C” УУ 
, du д 
Јо = diudz — tdy) = (y | 5 dx A dy 


[о = {ойк + udy) = E _ dr A dy 


Ju _ дъ 

e ду | 
(Cauchy-Riemann 方程 )， 

Ju __ ðv 

ду Ar 


设 fiz) = г = оты? = о-у л) 
= 125 [cogl т? 一 у) + isin( х? _ y2)] 
= em sinir? — y2) + icos( — y2)] 

= ev[sin(y: — r?) + icost у? — z2)J, 


и = e anly — z2), 


ш = e 29совќ у? — т”). 


于 是 
РЕ у = z2)dz + e siny? — z2)4y 
е 
= [Гоа + иду = г, Род = 0 
б С 
也 可 对 1 次 的 C” 形式 


ш е 
直接 验证 
da 
= ,-— 2107 © ус 
Кау A dr + t- 2ye пб) — r?) - 
2ле тообу = 4?) dr А dy 
=Ü, 


FE FO BU E E ` 围 成 的 2 维 定向 区 域 м, 应 用 


зы ү? -х')ду + e епу? — 7 “dy 


= т?) — 25е sinl у 


Stokest 或 Green} 公 武 ,就 得 到 
0- Jae = La 
м эм К 
ИЯ Т ro о; 
= | cosridr 1 [»+]һ e d. (3) 
Jü и JFR 


е 


3 


HAEE ч sing < g, € [0, 71.04 


fe 


28| 
20 


tafi 


=Z- e) 0R- о). 
AE EOL, S R + оо, Н 


rü 


Ü = [гы t | е7 dr, 


+гю 


PEI 2 
кхт?йл = | e dr 
= 站 


I 4ra 
法 4 | совға 一 | 3 dsinz 
4) 
. 2 1 r< mn 
эш + | sinr dr 
2r D Ü" 2 2` 
1 И sinr” 
> a = x rL: 
' 人 


> 


根据 Abe Ж ЯНЕ. Ка) Ра C [0,a) 


yaq A 
此 
(о) = 一 А pe sinrêdr 
= š — [+e a 50У gy 
, Гу? 


[5 а sins 
开始 已 让 ol F du 
ya ЇЗ (a` + ay 
Ha) - KO) = Valda 
ü 
KING ан J 
Т ЕП, + {tn + а)? da 


A ee 


+ 
二 | [arcig( н” + a) arctgu? Jdu 


а 


= — Jr Гакш(и? + а) = argu” ] ， 
|" Žu 
а тш жай 7 rada 
_ 23 1 _ 1 
0+2), “Тау ipli" 
& а + со 15 
- 140) = 0 — 10) = -二 | 1+ zdu 
х л 
- 75 2 ` 
— E 
100) =^/ 2 + 
ае 3 1 I Í m 
1, esr dr = 100) = JA 2 
1.13.13 ”计算 定 积分 
| 
| lnil + Dar. 
р Í + r° 
解法 1 作 变换 r = tg6, 得 
nl jntl + 
|, l+ 2 Pas 
_ [£ (1 t gO) 2 
da 1+ 420 хес 080 
X 
_ [a sin teg 
= P кү: аё 
= МЕ, +Æ) -Incosgid8 
[于 
= ае + [° lInsin(8 + 4290 


- fÉ nasao 
= 21142 + пып de 一 | пп (— dn) 
4 .ImsingdF — | „Insng(— dy 
_ 本 lny2 十 T? Insingdg — | losingdy 
4 
T/T 
= 4 2 = 8 In2 
解法 2 ++ 
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_ (0+ ar} 
Ка) = |, ре? dx 


则 
DU + ar) 
+ 
= I4 HAA = И 
一 | L 501 + аг)+ — ü + 2?) 
1+ 201 + 22) 
1 
"1 =m] 
- _ — 1. _1һ2 -£ x= 
1+ ПА + а) tar 1+ < 4: 
因此 
L 
= 101) 0 = I0) = KO) = | F Ca)da 
[Ilt e) 2! dae 
|, 1 + а? de + 下， tat 
4 niega 
hU + z) Iná 1) 
= - |, 1+» ат 十 Зана | 
+ g h(1 
BERA 
! Infl + x) 1i- т, x 
| 1+ 9 2 212 а Д7] 
= ^ 
= g 2. 
1.13.14 ЖЕ 
Ц = | edr = VEe a0 
证 法 ] 由 
Ке = | + dz 
u == Ú 3 
-t+ ру ПИ 
а >й fe "i ( „209и 
+ о а 2 at 
-Í Zeh tdr 
D 站 
得 到 


l 
bJ 
l 
pi 
Б] 
te, 
š 
ЫЯ 
= 
[= 
| 
[ы] 
эр 
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= деа >0). 
ГЕ Ме) = LE ot a Z= 00234 a 
[U az = Ул ,等 式 也 成 立 ). 
证 法 2 因为 


242 
р б> [= ez 


“0 


х 
ХТ a Є [a b] ЯСЕ а > 0 ,所 以 有 
Г (а) =) ча 


y 一 


D 2 а? 
E... 2f [y + 7) 
m > же Y dy 


Æ 
Ж 
0 
оз 1 : 
中 et Silder =-2[(а). 


于 是 
га, 
Ца) | 7 
hi Қа) |=- 20 + lnC,C > 0, 
Ке) = Ce 2 C 为 任意 常数 . 
Қа) = I(0)e 2 = [etar "p27 
° 
= Г {а 22 0). 
1.13.15 试 证 明 ， 
а) = [e aardr = ee, 
Jla) = | e г адакат = еа. 
ü Ш 
证 法 1 因为 
+ со > + 
|, е 2 соѕдағг | <Í e дс = z 
É 
+ 2 2 
| | Е 2ranardr | = 2 ле ағ 
>t 
= -е* | =], 
0 


所 以 | е окат m| ec”2zsin2ard> ж +2 
Є (— оо, t so) 都 是 一 致 收敛 的 .于 是 
Fie} = 一 W csin2ardy 
Ü 
= N sinZerde ° 
do 


e U cos2ard r 


z +o + 
= е * ып2ет -2al 
0 “0 


= 0B}, {0 = 


— Де e C совдагйл 一 Zella). 
所 以 有 
Дату = 14а) =- 26, 
Im Да) == a + С.С 0, 
Ка) - Се ,CC HILARY. 
进而 
3 += 2 2 
Қа) = (б), ° = |, € Дете Š 
Уя 2 
- е 
类 位 地 ,有 
Гај = | 2xrous2ardx 
- |, оокат de= 
= – = одат | _ 2al е ё пахдх 
р 0 


— ] —2ajf(a), 

Pla) +2930) — 1, 

(e (ай) = е Са) + ade 
- e (la) + 2aJ(a)) = е, 


r 


е Jle = Keda +00) = [e da, 


FVA Jla) = еа 
证 法 > 易 兄 有 递 排 公式 


орх 2 [Т] 
L, = е" rdr =- t| 20147 š 
ы] = 0 
o lo aa 
э Ё r 0 
r 3 
， | 62,28 24 
26 1 
= hl 
AU 
2k ЭИ A 
I. = ОЁ ak: 1 k; Га 
因此 ,有 


f + px 2 
Қа) = |， е ' cos2az dr 


= суу б D Qar) 


CE 102202" - 
(24)! ”有 e 


ШЕЕ (~ Dita) а“ ‚(е Dn Мя 
У . 


1 2 
ШК idr 


其 中 第 三 个 等 式 逐 项 积分 的 可 行 性 是 由 于 
ND) аг) 


= (2k)! 


#=й 


EEK [Н][0,А] 上 有 优 级 数 


2 (art - 2 
е эа, сћ2ат. 


1.13.16 ”计算 积分 
[ lntl - 2) іе. 
0 T 

解法 | 因为 


>= _ n-1 ый ” 
њо) = У U +)"=- 06, 
л 1 x 1 


— = 4—1 
wl) 》) 47 реку ду EN 


1; 国 此 对 a C (0,1), TELA D а. BB di 
Abel 定理 得 


П ]n(1 - z) (1- 
| hU F iiz = lim P шч 二 dr 
” аА 
_ > dx =- lim >° а. 
sl n= ol =-l п 


К 

解法 2 人 变换 1- £ = 1 ,得 
| B0- > bü- a) к= |, а; Е 
JÜ 1 一 


_ fnt Лз, 
ag аа 


1. r 
， 3 И 
_ lim| N паи = Hm ў | rna d: 
ri È TO оа” й 


万 二 1 Ii rl 
—- `` _ 1 atl 1 
im igya | + il, ‚ Че] 
1 n+l 
_ 2 _ 1—8 
Шалы» yg”? Una T 
1 
一 lim Мад 
DI i > 1-2) (n + 13 
= 2 
H (n +1) 
-о-У}—1—,+05-% 
— (n + 1 6 


1.13.17 ŽL -fa аа), 
1) 斌 确定 使 得 积分 L Јо 的 取 值 范围 ; 
(2) АШ: = 


msn 


证 (1) RR eso- 2) :无 意义 或 发 
ЙК. 
Ча» 0 R£ 
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= (im 1-2) 


_ L Hospital 法 则 . —a ll _ 1 
+ = [| lim _ 1 Ге = аа, 
r rt" 
所 以 ,由 
,| | 收 敏 ,0 < 二 <i, 
| (1 - r) айл | 
AR, l 
FA 


于 是 得 
_ ! z _ 1 Пк > 1, 
L = [а 一 4") ae T 
即使 ;/ СЭКА а KREE (1, + со). 


(2) 1, -fa - æ) de 


_ Í T. 1 1-1 
= [а у) а 25° dy 
] 


а 


1 
[ута - оюу 


lpl 1_ 1 
= B! а) 
‚гга 2) 

-l e U a 
e гет 1) 

@ а 


_ 1.1 1 
= PC OPO =) 


余 Ni 公 式 | x 


а д’ 
Ы 77 
m 
+% + 中 
1.13.18 aeaf еа zte “аг = = 
ü 0 /2 
证 PETH: = z+ 就 得 
| edr| ze dy 
ü 
— + | à t WE: -1 t 
-|. 十 Ae а gi 46 dr 
1 l. 23, dl rno L a 
= r EG) = 16 x P 


1.13.19 ЖЕ= геч 2 = PC), де 


л 为 自然 数 , Dla) = ИЕ Le tdt ЖГ. 
解法 | 在 
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中 , 令 = 一 1 得 到 


п = а 1 
-rl Z 1 
_ T 2kr 2kx 
= Па п 一 ), 
л | 
_ 2Ëm _ 2Ёт 
„= JIi- om | 


m-l n | 
一 a ÈR aai . ŠK 
= H sin а 7 2” Jlsin "` 


E=rdype2y. r) 
п Ыы ' 7L 


= [pG pet rE) TE 2)... 
Щн = 2m 时 ,由 余 元 公式 得 


E = [rTra - ји ула - 
n n n 
235 гр — 1 т 1 т 
s) [pez ra урган) 
z" 1 
= 1 T(>) 
| sin 好 
бу” 


(这 里 用 到 了 sin Ж = sn(r 7) = sin Ё), 
£ n = 2m + 1 时 , 同 理 可 得 


FF т 2 (22) 5 
7-7 m f! 一 Мн 
TI sin = ( п В n 
#1 2"-! 
解法 2 BATAAR 
F= = ， я . 
sin mp nl, sn .г(#=7, 
n # п п 
т 
sin < hrt) 
лб! 
1 
{ |! sin R) E 
к-1 Ш 
| л"! 2 x" I 1 
Е —- п-1 ‚ br = | л | 
ПЕ в] 99-1 | 


_ (бә! yz _ 


n r 
1.13.20 K j = [reds 
ж 因为 
PPU- r) = —-- 
sinar’ 
所 以 


МГ) + Inf'(1- ж) – lnx- 
геа = [лагс - [юге 
2га = | Гл In А 

-| ҺР ЯК aP il- r)dz 
= Е пГ(2)Р(1 一 rd 
= [uma - апат) 


zi 
= [пя 一 понт!» 
“i 


H 一 um lI” ， 
== jnr 一 | lnsinudu 
m. n 


aT пт 
= lnx 一 1 ||, lnsinu du + | lmsinudu | 


i T (5 
= lnr -一 [! [ning du 
л [Јо 


+ Ие — ijk- de) | 


一 lnr 一 4 | 2 | онг | 
m |+ ñ 
= Inx 一 Liz . ( > ln2)] = 2л. 


51.14 积分 等 式 与 
不 等 式 的 证 明 技 巧 


1.14.1 ERRES 
апу, \ 
|, (É ss Чу y dz = u 0. 
证 法 1 点 用 分 部 积分 得 


sea: 


2 s Za 
=“ дүп 
= + | ЗУ gy | — 
o y г-0 


20 
= ИКТ = ољ" 
-0 70 
=—1 -(— l) = 0. 
证 法 2 变换 积分 次 序 得 


2л 1 72F aa ZT 5 гъ 
| (| Г; = | эту gy] dr 
3 у о У 0 


ћыпал, Ü < r 1, 


м! 


`2л 


+ 


1142 Ж ГЕЙДЕ 
N [| t)dz а = K )(=-— иды, | 


„ДШ Jan 


= а бш | 


证 法 1 


“t 
= af (yas -| afar | 
= уч аи -| uf lau 

= | Flat (z - uj)ds. 


Ü 
证 法 2 令 F{x) = оа ја, 
бо») = | ун) udu, 


3 
Е) = | бош, 


С) = [| ftr-— = 


和 
= faf " ((u)ds — [иксод | 
= [noa r f(r) - rf(z) 


= | G)da = | оой. 
БЕД Ех) = С (т), BH FO) = 0 = G0), zB 


可 得 


F(z) = G(r), 
即 


[T Car jas = FIUO аан. 


1.14.3 求 极限 1 lim |° sin"rd.r. 


xÍ Ye >0,00<2< 5 < 5.90 


< е7 - 8) < 1 ,所 以 存在 NE& N, n > МЕРЯ 


证 法 ! 


ов ( 2-5) < £ 


1 
z zo TE 


T л 
К zdz -0| = | апас 


U 
э 3 
= j: sin"rdr + | Ain"r dz 
Ф Fg 
< sin"( 了 -| сн „аг 
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| 2z рр 
siny , -Í ауду = Ао 
ЖУ. уйу = |, шубу =A jo dit, 


E: pr” 


d 


оронун а 


所 区 


im J: sn'rdr = 0. 


证 法 2 用 分 部 积分 法 利 递 推 公式 得 


(2Е—1)!! x 
š [pr 209 7 26. 
оъ" = 24 Ll 
М АИҢЕ И] И, 
Gk- D!! gd 
(2A)L! Z2E+1' 
QRL y 
Qk ADIS /Ei 
М! 1,2,3,4.2Ё-1, 
(ж 2, = ра E 
2Ё 1 | (2b)1! 2.3.4. 
2k +] 2h+1' ТЕШ 3 `4 5 
26 2ё+1__1_ ; 
2&+1`2#®12 = түү) В иЗ 
. Qk- DH (2)11 
уат (2#)!! 7 0= lm GORDIE 
从 而 


lim ‚| HD" = 


注 шк, F R ИЯ S DEE 
换 ,所 以 应 直接 用 数列 散 限 的 定义 来 解决 , 先 将 


Ѓ ыда 分 成 两 部 分 : f 


х 
2 


sin rd [х [| {И Яз; 


[ызы 当 КИТ ЖЕНШ sints 也 可 完 分 
地 小 .这 是 一 各 常用 的 方法 、 
1.14.4 ШР ГЕ ro 附近 有 连续 的 a + 1 EN 
导数 ,过 对 微 积 分 基本 公式 
бе) Оо) = [Саг 
迁 次 进行 分 部 积分 ,得 出 Taylor 公式 


(zy = Уге ша, . 


Ж Reie) = 


ER (r). 


1 е ODC), 称 作 


Taylor 2 公式 的 积分 余 项 试 再 由 积分 余 项 得 到 Taylor 
公式 的 Lagrange AW. 
证 应 用 分 部 积分 法 得 


Hc) fira) ~ [ Гн 
ЫТ 
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-| йб) 


= (a -DO | + Geo fu) 


= (z — z). ( ” tE Pt) l 
ig 


А 
о-у 


[о dt 
f Cro) 
2 


roy 


= f'(za)(z - zo) + 
gL Odeo 


= fira) e- тл) + Гоо. 一 ху) + 
in) 
+ e, _ rol” 
+ т ено r ta: 


ВВЕ УНУ Taylor 公式 


От) = Ох) + (хех = zo) + 
(> 


Гы, 


— х0}? 3 е 


(| 
-y4 Sada а, (т), 


k TF 


= z)” + Rair) 


其 中 
в,а) = LP e- о) Оо) 


就 是 Tayior 公式 的 积分 余 项 . 
应 用 积分 中 和 值 定理 ,有 


Ва) = | C уе 00а, 


= + А POT (Q — Ө" 


н! 
(aa < € <> (nË > < £ < yo)) 
_ ntl la 
= нос tD] 


ДУ 
ntl 


一 (я +1) 
1.14.5 RAR SERE LER, a,b E L. CUE 
lim 1) [etx + А) ргә) јас 
= /(b) - а). 
А . 1[ 
证 法 1 К )- ffx} ldr 
КЕСЕ [че] 


1 
1 й 
КЕЯ; Faddu =a] 


(х- жр)". 


] Д [hr h 
_ шу! Ф + | То? 


h 

Г А - 

一 | Ой _ И ОО! i 
НАЕ 


ш Сеа AEDA: 
аар, b < 2, < b+ h) 
_ liml Fg) ЁЁ] 


一 O) Jia). 
证 法 2 lm ИШЕ +5) fee) ldx 
“hth i ћ 
| Goa - [у 


= lim 

А 
L Hospital 法 网 
Hopa өз А) 


а) 


= Кв) а). 
证 法 3 因 了 在 1 上 连续 , Ша РО) = 
[Adr M FELETI AA FU) = Aae) F 


Fla А) 
1 


mali Fir th) fOry]da 


b 
= im 十 Firth) Fixz)] 
_ т 00Р) _ F(a +h): Еа) | 
Ет h J 


= F”(5)- Еа) = Р) (а). 
1.14.6 у —1,1] БЛ БЕРТ. КЕ 


im 于 | Haje а = f0) 
im zgj fte x= {{0). 


' 2 
证 法 1 i M = тах! ftx)1, 则 
ѓа r- a 
L Е Ferje а dr <| | ехал 
мар ML .1 
ХА 7 z (e me А) 
— (А — 0). 
F] 
| | | 
|] е Ра | — Ü (Ад = 0'). 
于 是 


Ел (к) е аг - w| 


= 


Apr 
„ате ари Fa, – #00) 


П 
=| КЕЛН 的 
JA 
-EaD eF) - f0) 1 
| A)) FO MoA 
0 (А07), 


PIRE je ае 0) 


LGA oy 
Ако о 


— 0 (A 0). 
Ч 
lim A Hoei dr = }(0). 


证 法 2 四 为 了 在 [- 1.1] Е, ЫА УУ € 
{-1.1].1Д(ж)1< M, 3 V0 < < M.J >O. 


rient, Iyi- F(0)1< у FUE a, 0 < 
8,54 D < À < ë N, A 


le$- 1 i М е 10) 1< 5. 
所 以 
] 


К fde Edr _ 000): 


1! 


= |]! 


- A|” pa) те az 


+ L Ра) = 0) е dz 


Кэ], | fz} /(0) „Ка 


十 | о) | 


LAr) - /(0)je ` E ‘dx — е -Ero 


A 

ка 

| 一 = 
下 

а 

+ 
шат 

| 

Mm 


从 而 lim | Hade dr = f0). 
д 0" -1 


注 ”应 用 函数 极限 的 5 法 ,将 [一 1,1] 土 的 积分 
分 成 三 部 分 [一 1 УА, (A МАЈ ДУА 1) ER 
积分 ;或 分 成 [ 1，- 8][- 68,8} 及 [85,1] F BJ: BF 
BUY. 


b rh 
1.14.7 起 证 :2| 1 sinr dr: | | вто i dr = 


(b a). 
证 法 1 出 2AB = А? + Б? Ж Sehwarzs TAR Bi 
得 


rs h 
?| i siz dr -| | eesr dr 
it “ 
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"А 2 5 2 
< (| llsinr | de] (ета) 


aj 1dr айгы +Í ldr - | raz 


a 
КА ` 


= (р-а) 小 (айл + сов r)dr 
= (5 әр Idz = (b - a}. 
Ж Е2 由 2ap = (а эу 得 到 


РА 6 
2| | sina | def | cosz | dz 


[/, l sinz | dx + р | соз! а] 
-4f (| sing |+ | coax Daz | 
10. даг). = (b – а}. 

设 了 在 La,b] 上 连续 可 时 , f(a) = О.Д 


Ге (уйл = а yka. 
证 (= | (Оч куа) = | ош A 
Schwarz 不 等 式 得 
Pæ = [гш | 
< (аа ) (| отч | 
<(z of РФ 


< Cr ~ a| ТС) аз. 
于 是 


[Pedr TG- аја Сура, 
- 3° сораг 
= а курау. 
Жо ”由 结论 中 有 F (r). НКА Я Newton-Leibniz 
ARAO = |F 0de + уба), MARSRA 
PUO а ,又 提醒 我 们 应 用 Schwarz KER 


(козше) < (yaz). (Тус). 


1.14.9 设 f 在 [a,b] 上 连续 , 且 对 任意 z C [а, 
5], Рб) > 0, WEHE 
Д > d _ 
[саг] Ое (5 一 а). 


证 р [6,6] 
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[ash] = (х,у) ER la 


Sary hi M 
rA 出 
?| ода A 


5 d h гь d. 
= [iode] | Oy + ода 25 


[оо лде 


То С Оу) 
> [ay fO) fer ddy 


一 ?dzay = 2(5 ~ а}, 
р 


[noa] у > (5-а. 
1.14.10 设 了 为 [0,1] „ЁПЕЖ РАШ АШ 


1 y2 
1 =< pa dr < nM ' 


其 中 M 和 加 Я fie) 在 [0, 上 上 的 最 大 .最 小 值 
证 法 1 因为 了 是 避 ,1) 上 的 正 连续 盟 数 ,所 以 ,对 
Vr,y € [0,119 

К) Ку) (т). FO 

Ку) t Жо) FN Жу у) 7 
于 是 

1 dr 

f ЖЕЛ 


= ferar 5 + 
- 站 [ED 
ИДИП Fiy) 


2 = 0. 


ка 一 


e а) 5 2 


+ ОЗ ~ 2 ardy 2 0, 


[ s| Оха > 1. 
另 一 方面 ,有 


1 tu ОКЕ Hdr 


> |, 
SA M |. fez)dr, 


1 (+ м7 (m + М)? 
ГЛ, /\х)4х < 4.21  dmM ` 
M 


证 法 2 BRA 
Шаа) Моусе, 


у mM _ 
КО) Cm + Му <S 0, 


| Сг + mM Кез RS т + М. 
AN _ Г! dr 
оң „М| КУГА ZD „ Ш 

|у (rkr и әр + М 
成 

u| Hodr ai (m + M)z — x°, 
BARKED = (m + MDa а u = М ж 
达到 最 大 值 (到 二 ,所 以 

«| (тйл = ит =. 


l {н + Мм)? 
рне МУ ,不 等 趟 的 另 一 
同 证 法 1. 


注 [e mll a - b! 1 0 或 (Fr) - 


т für) - МУ 0 是 证 上 明 右 边 不 等 式 的 关键 ， 
1.14.11 7 Га, Р, H fr) > 0,18 
ВЕ: 


Року = [рода -| E 
t та ` (für) 
Elab) 内 有 -H HIS -#. 
i£ Aylab, EREKE = Гоа 
-| ди last] кажа Bot 


Fia} = - [5 < 0,500) -| fidt >D, 
BIERRA EER TFE EE (а, 6) ,使 得 


а Ë ' d 
0 = F(ë) = [ош 5. 
AES 
, _ _—1 ， 
F (2) = х) Ох) с 


一 f(z) + A > 0, 
所 以 FC) FRR МИ 315 使 F(&) = 0. 
ЕЕН Ех) = Оа. Ра fE H Нн 
1.14.12 Р Сх) tC] a h] EAH i 
ЖЕ КЕРЕЙ. (а) = /(b) 二 0. 证 明 ; 4 EE labi, 
使 得 


о >р, >| (az. 


证 法 1 Our qa € [4.227], 
під 
| б 8 TE 
FE 3], Ferda. 


EHO itai Yr C [а,Ь]. 


sth 


sfe Flrldr, 


att- 


IF a) 


MAREEN Va C L. 
2 y ,使 得 
5) = Ду) - Да) = РО) a) 


2.3 9 = (a, 


arà 
< To Bal fea)dz (y — a). 
将 上 述 不 等 式 对 y 积分 得 到 
-uth 
| fy)dy 
atb 
< Ç ta оа (у= а)4у 
ath 
= | дош. 
FA. 
同 理 зе. E [人 也 ,86], 售 得 
| £ (фу) 127 ТЕРСИ. Jdr. 


Ж (1) >, FE) AS e= š MJ 


| (ey рТ ED (81) 


(b = a)2J, 
ER $ Flr) = | уо) Fla) = 0, F) 


= [Oy Ca) = F(b) = 0. H Taylor 20198) 


PERD = PO РЫ з 


++ (s= y ), 


Т 


-Şi Є (а, 


а-в, 


F у= F(b) + Е(Ь)(® 


а + 


всу, E C 57.0). 
两 式 相 减 移 项 得 
了 工 - 了 
ТЕА) = Fed] = y Eo) odr 


AA Fir) 1 连续, 故 它 在 [a,5 上 达 最 大 值 
FE) ,EE la,bi, WI 


| (Еу 12 —[ 1 (5) 1) 
[i Fe ЕЕ) 11 


vi ме Š 
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= т” (51) Е(2,) 1] 


= g ldr, 


注 不等式 右边 的 和 н; f(z)dr 暗示 我 们 设立 
аР) = | убак, РС) Еа, В) 上 
二 阶 可 导 , Н Ка) = F) = 0, 联想 到 将 
(23-7) 在 ЯЬ А Taylor 展 开 .这 是 证 法 2 的 思 
路 ， 另 外 ， 利 用 反 证 法 假设 | a) (< 
Т saf? Ca RAIS APEERE 


这 不 等 式 的 一 种 方法 .从 问题 的 条 件 利 结论 产生 联想 
的 能 力 就 是 洞察 力 ， 

1.1413 R fÉEla ,51 工 2 阶 连续 可 年 ,证 昌 : 存 
# £ € (а,Ь) 


[сах = а) 


230) С 


а)? e 
ag 00). 


证 法 1 Ф=Р(т) = | аг WJ (т) = flr), 


ЕЗ 阶 连 续 可 导 .根据 Taylor 公式 ,存在 8, є (61-2, 
Б), € (a, EER 
ош = ЕБ) 


[ош = РФ) — Fla) 


= (252) а) 


4 Е) + Fle (b-a y 
5р . 
由 了 连续 及 介 和 可 定理 {或 Darboux ЕЗ8), FE Ё € 
[E glih 


po - EDAG) Ра) к) 
因此 
[| усә: = -arl 822) 
p Bral (е. 


证 法 2 H Taylor 20, Е убт) E (a, b) 使 得 
+ Ë 
бе) = (57) 


(222) (x 


2°) 
+ Teen cay . 


两 边 积分 得 到 
ШӘ, = (b — а)/{® > 2) 
д 


+ rey) (« -2 5 ja, 
+ кесе) ж — & > Paz 


_ = qa- af) 
+ и КЕ 
= w- aof) Tra 56.2 


= (®- [22 j рр, 
АЯ к, OSS пи uuu 


# ТЕЛЕ КЄ la bl Er p. 
证 法 3 MAME 


[уза = (5- (835), ам 
的 实数 . 令 
Fiz) = | Fx)dr - (е а)/(®4<) 


则 РО) аа, Н Fla) = F(b) = 0.381 Rolle 
定理 ,存在 gE (а,Ь) iE 


0= PD = FD- (81) 
“G (ет). 1 атайм 
rp = AHH) taa) (ал) 
Е Taylor 公式 得 
кор = 1097 


)| azer (H) 


将 两 式 作 比较 .就 有 
M = f (ë). 
PK 32 € (a,b), fE 


| ¿jdi — (b - arl) 
注 1 CAF. ДЯ pE T R2 阶 
бр” АТОР. 事实 上 ,证 法 1 中 可 以 不 对 2 阶 导 
数 用 介 值 定理 ,耐用 [anbeax 定 理 即 可 .证 法 3 中 也 未 
用 到 2 ЕЛЕЕ. 
注 2 ААРА ТЕНИ РО) 


= [Aod Жн Р BUL SR R F (232) = 


F 


"t 


FELH JERE Pla), РОБ) SL Taylor ЖЗ. 


先 将 SUr) 2M Taylor ЖЭР, ЕНА 
WEE. 如 果 还 记 街 题 1.6.7, 自然 会 用 待定 系数 


uW FO) = | бш - (x - 08 tr) 
шам. 
1.14.14 RAR / fEbe [а,Ь] LER, Ж 


| gdr = оза 6) 上 上 一切 满足 条 件 gla) = 


к\р) = 了 的 连续 函数 g 成立 , 则 在 Le ,bj 上 ,f(x) 二 
0. 

证 法 1 显然 ,gt 一 (еа) (= - Б) 
Га, Бі 上 连续 ,月 gfal = g(h) — О.В 


|) -girder 


- оа 0 G Ode = 0. 


БЕЛ 


HEI УгЄ 7а,6], (z ay (r. ФР )у-—0, 
АШ Eir) 0. (+) = 0,z € lah) Hi РЕФ 
VAE abi Б, а) = U. 


证 法 2 对 уз >0. 旦 <“ 本 2, 构造 


as - а), r C l[a,a + 5), 


gala) = faz), z€ (a+ 0,6-8), 
[06 -z)h rr [0-5,5]. 


Ў, вал) Eia b] IE, роба) = ge) = 0. H 
h 

题 设 条 件 | f(r)gs(x)dx = 0. 即 

зк А b-È ， һ 

|. sd + Иш 1 |. fedr = 0. 
A ó ot igal 

b 
| Чад = 0. 


所 以 ,在 [aa ,ai 上 (z) = 0, 从 而 f(z)= 0. 
1.14.15 RERE TIRONA AR fir). 


(1) ре СГо, 1) В f 570,1: EKEREN), 
H Ar) 2 Ü: 

(2) [олова =l; 

(3) 存在 ,使 得 
КО = aG; = n°. 


还 法 1 从 | 7(z)dz = 1 知 ,在 [0.1] 上 G) 
0,22 fir) 0, ОЕ о) 0.) 220 B#[0.1] E, 
(x - a) fir) 和 天 由. 因此 

Ü < je -а)?°#(т)йт 
= | се - ге] уда 


l 
+ oj fC)dr 
= а – latata = 
TE. НИКИТЕ АЕТ E — ЗЕР. 
证 法 2 ”由 积分 中 值 定理 知 
1 1 _ 
а = | rn)dz = ef Arde = £ - 1 = š, 


Feh 0 < £ < 1. 
出 für) 之 0, 可 以 令 


ple) = EY AD, € [0,1], 


glr) = y х), € [0,11. 


2 2 
因为 FE СТО, р.р Є COI. 
TR, glr) 220, р(х) 220, РЖ 
| | Філ) — plr) -| 
Ш 2 * 


I 
= зе + (z) - 2х) (к) Jd 
фуу 2. 
= ‚| ru) F für) xf (zx) lde 
Lpa o 
= 5095 1-2.) = 0. 


Hi plr) – (2) ] 10,1] 上 连续 得 plr) — plr) 
= 0, Bj) 


zu) = J f(x) ж Є 10,1], 


(a — a) /f(z) = 0,.r € [0,1]. 
ГЕ iz € [0.1] —!a1 EA fix) = 0.8 ДЕ £ b 
连续 性 ,Fle) = 0. 故 对 任意 和 [01], fz) = D, 


В Fir) = 0,;£ € [0,1]. 进而 有 | (x)dz = 
[oa = 0. 这 与 | f(z)dz = 工 政 盾 . 故 不 存在 满足 


条 件 的 函数 . 
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证 法 3 АУ 
a? = [| rfar P 

= КЄ м Рх) Ра iç Flr) ах 

HEVA 
' of 1 

Ifl aflede] = | fade] foda, 

r Fix) = k fir). 
TE,% relo, i] ikt, fix) = 0. ВН РА 
BE Ne) = 0,Y x E10,1], 这 与 | Ac)dz = UB 
子 盾 . 故 不 存在 满足 条 件 的 函数 ， 

1.14.16 H fix) HlO, + 0) 上 的 非 负 一 臻 连续 
两 数 .日 | (dz KAMER: im fa) = 0， 

Ш" -BHES 政 为 "连续 ” ,结论 如 何 ? 

证 (BGU) 假设 lim/(z) 天 0. 则 存在 ce > 0 和 
严格 单调 增 赵 于 + со 的 点 列 >, € [0, + оо), (19 r, 
> ra t 1./(z,) > s. AAA f { 0, + оо) 上 一 
致 连续 , 所 以 对 eo > 0,38 > 0,54 а," € [0, 


1 
z 时 ,有 


+), |> — | 
Iri а) < > 
于 是 ,有 
f(z) > К) рео 2 = 2, 
YrE (х, — 


个 ,za + д), 


+ то D> | J(z)d r 
> УГ ya 


<. з ЕІ 
= > P 
天 后 .这 就 证 明了 lim fle) = 0. 
如 果 将 一致 连续 ” 改 为 “连续 ”， 
成 立 . 举 到 例如 下 : 令 


28 = + со, 


结论 就 不 一 定 


p. r€ (0,11, 


1 
s], 


€ [n,n + 
x L п In 


4л х-н), 


= 4 
ч) 1), rE [ntas. n+], 


-dnt r-n- 


0, ЄЙ n + 11, 


п = 1,2,---, 


Ща уе) 220,50) 在 [0, + о) Же, B. 
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'> S1 | 
ЗИ 

一 М а <+ 

即 | “7(z)az 收敛 .但是 


] ` 4 1 
= 4x ° ° 
д3! п? 


当然 lim A +) >= 0. 


注 “积分 值 | ”Fr)azr 就 是 由 y = fir) h. 
y 轴 围 威 的 开口 属 形 的 面积 .考虑 -- 个 分 毁 函 数 y = 
Ка), вц" ferde = у Р (ао = 
0) 为 一 个 收 全 的 级 数 , 但 JE 一 + оо (и 一 + oa) 使 
im f(E) 550. 

1.14. 17 аж n (r, у) 在 R WAERN 2 Bri 
Зиа TH = 0, 并 且 uay) 的 1 阶 偏 导数 对 
任意 固定 的 y € R.E >z 的 以 2x 为 周期 的 函数 ,让 
证 :函数 

zm дц ды 
IO) = |1092 - Сб: 
СОЁ), УСЕ. 
证 инже =0, 且 对 国定 的 yE€ Вибо. 
y) 的 1 阶 偏 导数 是 > 的 以 2x 为 周期 的 函数 ,所 以 
эл a дщ ди үә 
f (y) 一 |, 2510927 一 (су) Jdr 
зи Pu 
ay ау? 


fin + = dn ++ со (H+ со), 


Ат Ju 22, 
и |, [2 дл ` drdy Е 
2= ау Fu ди Фит 

о 19 9225 + ду 31219 


2. д [2u дн 

7 2], da [55 A 
ды ды к—?т 

Е “ax ду =й = 0, 
从 而 £ ór R СУЧА Я. 

1.14.18 设 (уж АЕР = [0,11 x [0,1] 
上 ,日 对 V y € [0,1], 
_ J1, zein 

faxy) = РЯ z € [0,.1) n Q“. 

WA: D fF 在 户 上 二 重 积分 不 存在 ; 


(2) 累 次 积分 | dz| Суу 存在 ; 
(3) 黑 次 积分 | a| | с ух 不 存在 . 


Ја= 


Ш (1) 9 уз L pal, (raya) € D 
= [0.1] x [0,1]. 1% + € 10,1] N О, 


„ЄЛ, Q e > an, 
则 
(za ya) = Зуд = свое). 
所 以 六 在 tro, ya) 不 连续 ， 
ШЖ pE 0,11 П Qi 
4 E [0,11] Q. r, — rp, 
MH 
für, ya) = L% Зуб = Fro уо). 
所 以 在 Cro,yo) 必 不 连续 .于 是 了 的 相连 续 点 集 


D, (ху) D| yo 天 Ai + i 


不 海 零 测 集 .这 让 明 х,у) Æ D EZER a Е 
(2) 因为 
|. дун Є 101110, 


[кезду = 4 
| зу24у, r € [0,1] 10 


= 1, 
所 以 
КОКЕ ау = | 1dr = 1 
do do TY jo * 


HIRR def (xz,y)dy 存在 . 
(3) 3y L ИНЖЕ, /(z у) 关 十 处处 不 
连续 ， 故 | /rsy)dr 不 存在 ， 从 而 票 次 积分 


' ду Fir ydr ЖЕЕ. 
do 720 


1.14.19 斌 证 
{ 


(Jet агау) › < afie Чг. 


1) 
HPD = irs yp Е Ж aty р]. 
证 $Q l(z,y) € R II z s< 


Ия AFER SQ = Soa ME 


‚Гуш 


[оз 4 

Гаа 

р 

f 2 2 1 

= |е vdrdyr | e 

„^ч Ë Q 
"21 

1 [еб Y drdy t || eldrdy 
ШЕ о 


"атау 


moa 
= Н “ку 

= || e tv drdy+ 
рй "N 


tv drdy 


°ч 


= е “атау 二 af iN : e азу 


Q 


|! 
2 (аг 
(Пе Y Яху ! ? = Jafe adz. 
b 
Ж MATHARE F ЕАН Е 2, R 
УК. КРВАВЕ РУТ НА 09 Е 
ожо СНК 0: 
z 2 z 2 
fe *" drdy = fe `" drdy, 
р 


Q 
5 1.14.19 类 似 的 还 有 题 1,14,20， 
1.14.20 试 证 不 等 式 


Ула _ e yi < Ka 
< EN _ ігу}, 
其 中 а 为 任 一 正 数 . 
证 ”因为 
| e t dr = (Faz | e Y a)i 


ПЕ 7 
В А tt) 在 平面 上 三 个 区 域 D, 
= jir, y 10 < 
[ray 人 Dy ry) irt 


206-442 01 上 的 二 重 积分 .显然 р, 


+: = 
“х= О, у 22 


D,a (t > 
2 2 2 2 
| р +y ху = fee ty dedy 


= .умїш DH 


rabbiy а}, 0 = Hary) 


I| ta dy = KUN - 
> д "dz у=}, „* 


oaf е” a _ x _ 2 

= z Í 5), ra ee) 
另 一 方 商 ， 

| grdy 

D 


一 II в )drdy + || e dedy 


D AH D, h 
| 4 2. 2, ү 24.1 
< e a TY 4ту + ет drdy (1) 
бп, рун 
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4 


这 是 因为 在 Dl- Da 上 z+y > 于 0 .D1 的 面积 A 
= Ta Са = РуйищВ! А. ЖЕЛИНЕ Ds 
一 D 上 L.a г? + у < 4 а? А 


fe ау birds 


T 3 2 
= (ежу Ar dy l [ g (Ty дуду 


Ыш Pa- 
Г {r+ 2) -4 2 
> | © 7 dzxdy + e mu drdy 
пик, Dy D, 


= | drdy+ 2 An-n (2) 
вуй 1 
其 中 Ар, п (D. — D) 的 面积 = (D. - 
积 = Ару-р,. 于 是 ， 比较 (1)(2) TAR 
[anaq 


р 


Ds) 的 面 


1 


+) a? 
< e t ТУ  drdy +g а Ар,-ю, 
БАШ 7 


1 2 I A > 
< IË {гау хау = К re” dr 
D ` 
3 


л е Үк 
2з, = ü es), 
因此 

> (l= e“ у? 

< (Га) 
11 ` 
u Гг 

= [etde < E0 ei. 
ñ 

1.14.21 PB = 1(r,y) € Ю Iz + SS 11 38 


AXA, B3F3EO SB. MAR yC Cl(n.R)RBI / 
# Q БЕНИ), НЕДЕ fl. = 0,#:h an = 
(2.5) Є Вх + x° = ТЕ B ñin EH 


| feyza] 


< ma Kes: [f Се, yy +E lz, aD P. 
证 作 极 坐标 变换 rosi, y = rsing ,得 
| | 
! [[у(х.у)ахду | 
B 
= | | C roosð, rsing)rdrd0 | 
= | | lf. Ur созд, к ° sin8)cos8 
См. rz.-1 
Des es 
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+ f (r * созд," sin0)sin0]( – 1)rdrde | 


= тех v fe Cry ti r 于 


ЕВ 


, 2 (r 一 721dr 


max У Cr ty Cr yl 


РЕТ: 


ғ | 

. 2.02 5 3 ) | 
= E (z, max V [fr (z,y)] + Ly Су). 
1.14.22 РЄ L*(0,x). 证 明 ; 不 能 同时 有 


N | fz) — sinr гах < Ф, 


т 3 
f | Fr) — сог [2dr < РЕ 
证 (Жи) 假设 
|, i flr) -sinr 1245 < +, 
л 3 
f | fiz) 一 созт Pde < — 
同时 成 立 , 则 
3<x=(xr+ эу ` 
0 


— выл )d> 


= Fa 
ñ 
= КЕЕ + ож г — 2sinrcosz)d= 
一 |, 1 sinz 一 osr 1247 
< [u Кх) — sinz |+ | fir) — cosz Рах 
= af | ffx) -sinr dr 
+2] | flx) — созу ах 
3 .3 
= 2 + n + 2 4 = 3. 


矛盾 .所 以 题 中 两 个 不 等 式 不 能 同时 成 立 . 
1.14.23 Ba >0,f 在 [0,a] 上 连续 可 导 , 试 证 : 


Lfe < 
LO |а тае Fr) lde. 


证 法 ] 因 了 连续 ,由 积分 中 值 定理 ,了 8 Є [0, 
a] Ж 


J уса» = f(Aa. 
X AE) - A0) = P r (z)az ВД 
| (0) |= |е) - ооч | 
I rs 
< fu) Сое) 


11" Ар Р 
Hh aa, к], Ёғ) 191 


i Аж) таж :| ,Fry Тағ. 
ü 0 


证 法 2 Иза) FO = | (юат. 


IOI ,f(x) Сове 


s4 Ду) i+] | (>z) dr 


чы] fuz) 1 + “ ғ) зах, 
а 110) í = Г | (0) 1 d: 


zf i f(z) di + 1, BESE а Jar 
- | Аа) тае + 中 0) dr. 


Am /(0) =}, | fC) ал+; Се) тах. 
证 法 3 туг) {Е 0,4] 上 连续 ,所 以 必 存 
fe C lO,a] s 
| (ey |= ma. гуе 

于 是 
二 | 站 |, | Сш) | dr 


0 


=: ft) f Jf (z) dr 


z] fe) i+ Сах 
= fü) Г (e) - 0) 1 
Z: | ADI. 


证 法 4 LJ | la) l dr + f I Or) l dr 


>11 i fc sda [а-а ы)! 


[од t Tr Fr)de 


i 


ee + der -а) ir) | 
Ga lo 


‚Фә 
И} Aadel = р). 
11424 it fia) ЕС oo, + оо) Eufft „(т) 


在 (- о, + eo) 6. НЕ: 
(10те ТВ, (к) = 0; 
(iD [одвео 
(Ñ) Г g(r)dr = L 

试 证 :tm| аба) уау = (а). 
reja юз {7 1 ‚КЗ, 


证 LM- maxg( н). Уе > 0,95 > 0,Ës 


{H i ru |< ó 8. 


| fur + = für) - fu) < nr 


е, ul ИУ га. TE 
|. б | EH- Кх) - Fto |а 


sja он! gt)! = ха) А Ы) дууа 

E, 
<1: M- SM 
从 而 


“| 


ly. асе 
t t - Ë 


*2 =, 


гә 


pics ы бх) 


fe) Jdu = 


к= г 
А и = ,y= x ён. M 


t 
Н "| _ et) dy 


ПЫ 
| 


= ii И Е + tu )гаы 
а Саа) - fa) Jdu 


= iaf, Et p(y + а) = Ох) йн 
ОБ 


- (х) 14ы + Oyun] ul) du 
Ilo fO) = fO). 
1.14.25 HER БАЗА fg, B N 


R' LEAK ERARA 1 阶 可 导 的 实 值 函数 (所 请 
h REAKTE, ЖИВЕ £ Ri | Al) Z Ü: З A 
紧 致 子 集 ) ,都 有 

| FaDatzldx =- КӨ Jdr. 
试 正 :zx 为 ТОЕЛГАН + € R! # 

g (a) = fir). 

证 FC) = |) РЄ СЮ = 
CR, R), AX {EH A E Ств, Вук LAA E y $ 
的 1 MERR ча е), 有 

[усә dr = N КТ r)dF(z) 


+ 


-FOR РС оа 


- Firik (гак. 
结合 题 设 条 件 
| 大 全) =-| 


e 


“glk бл) 
得 
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НИИ] 


| Gh Cr) dr 


-- | Tiel) F(z)]h {rdr = 0 


HHE a € CHR, R) Бг. BRAHEA S C E 
有 
СВЕ = hir) | И — Ü. 
ЯЕ Gir) = pfr) ЕО) A {ҤЕ ae. СЕЕ) 假设 
СОг РЕ, ДЕТЕ z, €E Е, у < za 个 
GUD Æ G (a). А E, iz Giri) > Glz). 
ЖОСА: CGO) > C > Gle). Сбер) - С> 0 
> Gr) -C B Gir)- C RERE, TTE ó > O, 
(е - 8,0118) Пб 8,20+5) – Ó, RAP V z 
Є (ri — Ât Ж Vy € (r; rti) A 
Gla- C >02> G(y) - C. 
HEAR А, € СЫ(Н,Н). 5 
рб) 
= тех +Š, r€ (ri - âr tS), 
1 TE (хэ - 0,59 + 6), 


一 |= ral 0, 


lo. EUL- бул, 1 8), 


а) = | Cs)ds € CERB). FAHI e 


© [x] 一 Q NI + 8) |) (22 一 булу + DALICI) = 
Cla (z) > 0,PTLA 


| гес) — Ch {rdr 


2 (асв) = Cla (odz 
КИС Ch {rdr > 0, 
这 与 对 用 Є CHR, R, A 


| EG) -Clay (вах 


= Сее - Гага 
= 0-0 = 0, 
ЮН 8. AE. Gir) = р(х) - Fiz} = glr) 一 


[еса аена, mn 
gla) -| Ad = glr} = Fla) 
= Gir) (0) = (0) -| з) 
= gü}. 
ко) — (0) + fs)ds, 


Elg E СВ, В), HHE r € Re (>) = f(x). 
136 


1.14.26 在 题 1.14.25 H, MRY h € CHR, R) 
HG h € 人 FRR) , 则 结论 仍 成 立 . 

证 (БЕ) 假设 Gir) = (г) Ех) PAHE 
Юй. ЖАҢ БЕЙ 1.14.25 的 证 明 , 只 贷 构 造 函 数 А, € 
CEIR, R) AE. it 


ola) -1 > 0, 
0, +=ÜüÜü, 
рї 一 22) 
píl- zt) + oly 
Mj o € C7(R, R}, р € C%@(R.R), Я 
'>0, 1х1<1, 
Рато | 1221 
M 0= e= 1.xz € R. 


plr) = хт ЄК. 


; _ т-у 
h (z) = е(®—у1)-е у), 
hilz) = F Аах, Є В. 
显然 ,上 Є Ce 有 ,Ri ,有 
> 0, х Є (>, 一 бүз + б), 
h (x) < 0, = Е (x 一 aTa + ёл), 
= ,x EU - ĝ,r, + Š). 
1.14.27 i Ду) > ОЖ, 
Vi = hry nD € E | 22 + y + т^”, 
DG) = Ка. у) E R| т* + y? = l. 
试 证 
lI Га? + уг z )ахдуа= 
Fe = 0 


für? + wdrdy 
к) 
当 € (0, + о) 时 严格 增 . 
W x) F(:) 的 分 子 和 分 母 的 积分 分 别 作 球 坐标 
和 极 坐 标 变换 ,得 


lI flat + x° + z2)d rdydz 


Po) = ш [я + у)ахау 
Èo 
аы "вва" г г? Jdr 
i [ае] әл rdr 


2л 2 A г?)аг J| 2 к2)ағ 


2r- [ж ?)аг [л rdr ' 
TE 
Е'(2) = Горо 
0 


эше] Par] 
= — оюнун _ r)rí(r2)d= 
(| aar) 
>, 2200. 
ARRA FO h: > 08F EI: E (0, + ооу рр 
略 增 的 ， 
1.14.28 1 у [0,1] L 2 Bergen] E D 
[сое = 41/0) + га) 
^1 
- z0- т) ван]. 


Ш WG - OO) 用 分 部 积分 法 有 


[а -- r) f ir)de 
t 

= r] - х) {x)| -| (1 - 2z;f£ Ск) 
ü Ü 

=| Qe- обо 


1 m 
= (a Df) =) 27085 


l 
= fü) - C f0) — 2| fz)ar, 


АЁ | 
Те jd = FRO + га) 
ЕТЕТ 
1.14.29 证 函数 r) TlO- оо, + оо) 上 连续 ,H 


во) - РС) сои 
оо, + oo) EARRAN. ПЕ: ir) = 0. 
ш Fe) = доа M F € CU- e, 


+ооо)), 
ГК (х)] — 2Ё(х)К (z) 


一 EDON = 2g( >) 
为 {- оо, + ос) [рй РИЧ. X 


[Бә] =270 red = 0, 
r- Ü 


1) 
= 1] 


战 
Jael | =O, 0, 
[F2( < те 
|= 2977 O =D>. 


АЛП, = Z OBP. F2( >r) А8; 4 r > ОВ, F Cr) 
ФЕ. AES уз С со, | со), 
Ü =Z 020) 21500) — 0, 


й— Fir) = Pa, 
тр = Ех) = Ü. 
1 14.30 ЖО, + co) EB FB ЕЕЕ 
gO г ),1# ЧАЕК > > D, 
Lf Lat Ya = {| воо}. (1) 
解 (1) 式 两 边 对 x sk SPF 48 
1060р = 二 | (ud: рг) 


tep 
l И: 2 
(ес) 
AA gir) > 0, г € (0, + eo), 

| яба: > 0. 


方程 
(коош ) ет 4 ӘР _ 0 


是 关于 | gti)dt аи 


Patpa: 


= agla) NENET - Siaor 


= sgir} + аба) = (1 tza). 


因此 gir) 连续 ,所 以 

[жш = 0 + 2) асо, 
或 者 

- (руе 

[бов = (1 К). 
Hai r kF 


glr) = (1 +201600) taglay 


(Rgl) = (1-4 


в) 
ЖЕЛАЕТЕ ЫЎ, 
-gl = Q+ leglo) 


[g(.r) trg (т)]). 


(аў glr) = Ч2 legir). 
注意 到 (>) > 0, 有 

в (к) 

gix) (2 + 1). 


(а ууру). 


因此 


r ` 
peg 


1 a 
=+ nr 1! nE, C > Ü 
{2 +1 
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或 


[ng(.z) 一 эс + InC C > 0. 


E gir) — Cy! © R z(y = Сг. 

HB FER glr) 在 [0, + о) 上 连续 ,而 ri 在 
+ = 0 处 不 连续 ,所 以 gx) = Со, С> О Ң 
A TDA AAKER. BE) HAA IE TB P: gz A 


数 为 Cr, C > 0. 
1.14.31 设 


2 
jlr) = |А 72008,2 Є (Ü, + eo). 


试 证 :(1) Cr) 在 (0, + оо) Б-Н нге; 


(G) (ә) = 
证 (1) EX 
Ер 
l+ рна 
з? 
而 | за ай Ы Fr = | dr ЗЕ 


+€ о, T o) aki. ANN Vr € [ë, +œ), 
$ > 0, 


2. zt 
— іе 
| 1+2 Фе? 
及 
| е0 Чї 
й 
收 敦 ,所 以 
K d - 2 Е іе -ant 
ME (гр) = 1, 1+ £ d: 


Er C [0, + оо) В. А (х) 16, + со) 
Еа, H 6 > ОВЕ РЕА r) 在 (0 + оо) En] 
导 . 


(2) 由 (1) Я 
у [а 
ғо = 3 а) 
= г? - 
= | 1+ 2° dr 
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БИШИ 


fiz- £ Í у= 2. 
Я 
1.14.32 REM im me | 2 drdy. 
解 AX 
te — e: tlong 
i 4 = 21 dr 
к= т = f dz) 
е 
z >01 > 0) 


1 Lf 1 
е М dz >), dz = > Int, 


Ра 
= 


x lin 4 Inz =+ оо, 


Р L 
. _ eë — 
lim е | dr =+ =. 
t— +ë ü t-r 


由 此 受 排 广 的 L Hospital 法 则 ( 见 题 1.6.24) 得 到 
ва (eff eE 

i oherat = - Ede |dy 

# дь 
F 


= im e~ | Ea + Г е Eav] 


dedy) 


== же “b I у 
E at t 
. # — ё 
= lim že f dr = + °. 
I+ р от 


Ж 从 lme =+ eo 立即 想到 推广 的 L'Hospital 
=щ 

重 积分 的 各 种 
计算 方法 


$ 1.15 


计算 重 积分 的 方法 有 : 

(1) 化 为 累 次 积分 

根据 被 积 函 数 是 否 好 积 、 积 分 区 域 形 状 的 复杂 和 
简单 决定 积分 变量 的 次 序 . 

(2) 变量 代 换 

通过 和 作 变 量 代 换 将 一 个 难 积 的 重 积分 变 成 容易 
的 积分 ,关键 在 于 选 好 变量 代 换 . 变量 代 换 的 选择 有 
时 根据 函数 ,有 时 根据 积分 区 域 决定 . 特别 是 ,在 В? 
中 有 极 坐 标 代 换 ,BR 中 有 柱 坐 标 代 换 和 球 坐 标 代 换 ， 
R" 中 有 正 交 变换 等 等 . 

(3) 归纳 和 递 推 


МЕНА ЯА НЯ АД (1.02) 将 积分 化 为 H R 
ЛПГ" РАЯ, ЖКК МЇН. 


115.1 计算 一 重 积分 | drdy, 其 中 万 为 由 曲线 


y = 16-8г,у- 1 2, у Bit 182,32 — 1 + 
22 围 成 在 y > 0 的 那 部 分 区 域 ， 
解法 1 吻 解 出 四 条 曲线 的 交点 为 


Ру 4,3), Pat- Š 6), PÈ ,2), Pl0,1). 
TE. 
| dras 


= | чу] L = dr 十 EET 
+l dy] ыйл 
18 
^2 2 _ _ ‚2 
КЄ 5 1 ] у )ay 
Kua ЕИ 


у? 2 3 3 
= (5 у) +(5 y + 270 |. 
13 _ 135 
+( > > 2167 |, 
_ 7 3 27 9 H 
3 1! + 8 + 5 3 
13(216 - 27) _ 40 
215 3 ` 
解法 2 由 解法 1 算 国 灾 点 , 先 对 积分 ,得 
Tasa [а КЕЙ 
se J итэр У 
0 rv jp 3 o pE 
+ | dr| dy+ К] 
“осу " 1-2% ü 1+2: 


С: 


СЕЗЛЕРГЕ 


0 
+ ИК 16 бт ki хђағ 
„3 
2 


(“16-8 vl r2r)d; 


5 
т 
= 


с 3 a 
一 у y 1 —2zrdr+ | J v 16 — 8rdr 


‚ #81 + 18rdzr 1, (- 1+ Zr) dr 


U2 U6- 822 |3 
3 


2 1 Èk- 
УХ 2), yt 8) 


' 
tapa 


2 зу 40 
解法 3 作 变 换 
2 


32 = u lur. 1 на 4, 


| — ш + 2ur, l< т 9. 


1б 
F ң— U 
«А 
| 
м = v uwt у > 0). 
ооа, 
de |? 2 
Huu) Ju Vu 
зуы PEET 
-Lf fr ja 
Е (ү и + v |. 
因此 
"об, у) f 
Ја = = | Iv) | dude 


1 u a) _ 
= Ha „у. a TN y Jd 
4 1% 
= КЕГЕ t Huv)? | du 
h +1 
4 
её -4 | 2uT Jdu 
А 4 
一 (26,3 + 213) | 
1 
26 ，14 40 
à 3 3 


1.15.2 设 呈 为 由 x = 0, у= 0,z(z2+ у) = 15 
ryta = d ARERR. 

(1) 计算 OQ 的 体积 ; 

(2) 试 证 

[| - drdydz < 2. y 

T 2+ у + 25 


`, 将 投影 到 Ory 平 面 是 区 域 站 , 它 满 


解法 1 
E: 
L<r+yS4-z,r 0,20. 
es -4r -1870,2 -4/383 z = 2 + 3. ATA 
= Ке, у) Є В 12-135 r+ уф2+У3, 


эу: aii. 
Rr = 4 (r y), = т 
і 
u m= 4- (5+5) - Vi. 
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2. Цо у) 4( r+ y) + 1] 


++ y 


оза Q+] z + y= (2 43); 
+ + y 


> Ü. 
为 求 О РДАН, ñ gat ua 
H U гіу, 
Ep 
1+1 
HU 
li > ' 


М 
2-43 ш5Ш12+43,0 5 w < rt о, 


则 


Hay) 1+ т 
(u, = u и 


是 ,就 有 


Го 3 


_ L 
] + vlg 


3 
зат 


= 1.:202 +43)? - 2(2 43): - 


2-4) = 
| Ë з (2 63) + (2-43)! 


= 4/3. 
(2) 先 计算 w= т^+ y + «^ {ЕЧ ЭМА О EÉ) 


ЖМИ, A e a ус BAR 就 
ннн || Ы 
мх? + х2 + 
ауны, "= (2, 2y,22) = (0,0,0), 

{8 (0.0.0) € 2, АТИ и ВАЛУА ТЕО 的 边界 上 这 
到 .分 别 求 ао 的 边界 上 的 最 小 值 . 

fo 在 1 =Ü Б.р ну = 1K y+ z — 408 
成 , 即 


| le = Dyz 2200, 
Ще y tr Z 252 ШУЭ. 
(b)fry = R, (а) Жы л y 2 2. 
(c) 在 平面 z+ y+ < = 4 E,2 - 322 z 522 + 
140 


Үз, 
H -rty + 27 
-rity + (4 - z - у)? 
= 2r2 + 22 -Bar — 8у + ]6 + 20у, 
н, = 42-8 +2y= 2(2r + y- á) = 0, 


ну = 4у B+2x = 2(z + 02у - 4) = 0, 
МЫ r = у= +. mi им = 4 > 0, 
Hir tH |4 2 
КОКА =12>0 
Hyr Н |2 4 
知 当 > = у= Е = 3 а 时,w 达到 最 Аа = 3， сз 
16 


3: 
(4) Ша (гъ уу = 1 上 ,有 


= r“ + у + ——— 
H“ T y (xz + yy: 
由 
. 2 
| = 2+ (z+ >) Ü, 
_ 2 
| Hy 2y (r + y) Ü 


解 得 r = E ¿=l 2 = 一 .从 而 "在 
йш КЕМИ 


=+yl1zx=14 
z(z=+ y) =1 


Чо=(к+у) = 4- z. Q drt 1=0, 
z = 2+ 3. 
т+у=?2+үЗ. 
FE, 
u = ж? + y? 27 
= ARENS pa ray 
ЖЕЛМЕ (21+ 473). 


савти авнаа ара 
+413) 19 {(х,у,е) = 


(ж T phus + 
у? + 22 取 到 在 LARME, .此 时 天 = 2-1. 
而 


_dzdydz __ - 


= 


. 1 l 
2-4 drdyd 
| Frye Kass 
- 2 4.403 = 25.32. 
解法 2 V P(r.y,z)€ П.ОР  с(х + y)=1 


Tü r. z), 


r 


~ ~ H „2 2 i l 
ОР | | ОО) Y r“ +y + (окуз 
ку __1_ 
см 2 {т + у y 
2223, 
[ — ms drdydz уу 
E v r + y + x 
卫 L 
= 24-32. 
1.15.3 == Hay D = [0,1 >x ü | 上 
连续 .下 涉足 
г 4. 
fiz r,y)d dy = 0.) LT ydrdy = 1. 
Ir Г» 


Etik ЕСЕ р € DREI (е. р) 12: 1, ИФ 


` 1 3 
a= |» q | dedy = 55 уп? 


koa 1 


证 HED =[01]x[0, 1] Ен, 6 
102,1) 了 ,使 得 
РЁ.) 1 (тах fiz, y i= М. 


于 是 ， 


МА = м! | ғу 一 1 | drdy 
| 4 


Ш 


1} 1 
у il Грк, у) ] rw 一 4 ағу 


ЕУ, 


х Гео Lardy! 


n 


[х r, y)eydrdy + IÉ (z,y)d=dy | 


D b 
l 
一 1 一 4 ' Ü | 一 і, 
мш fOe.) = M >t. 
РЕГЕ А 一 | ігу + Гатау. 
-| 
0. l 


| [ам— 1 dedy 


Ш 


| l Ted 
| (х»- dredy + || CF - ry)drdy 
| (ху = 2240 -l 4 7 зухду 


a 


l 
моол ү LWu SS 
|] чу gody + | del С x dy 


J 


š 


оо! 
+ | ца) + — тууду 


1а, 是 沾 全 为 零 的 常数 , 试 计算 一 重 积 分 


l 
1 А М т 
3 ay +, 
+|1 (2 2 dr 
ü 
[411,10 [al жу, 
hG таз тота КС 00 
PL Да. 
+ li Gez T 322% 
| 
л ‚1 А 2 了 | 
ara ош Ina + у t w 
=Ü a tall чоч? 32 1 
th 4 
l | 
1-5% l-7 
22164 .1 1 
= 4 1 12.3 тү) 
l I 
_ (>Y 
4 4 3 1 
t 4 37 + g 112. 
1.15.4 М = (ry € R ¿+ v + z2 


| созат | bv | сх)алауах. 
АА 
m 


解 “TE 3e im; 
jE = а: + фу + rz 
! Маж b2 + (2 
К 


g = "° 
Lp = +." 


` 


юр a + Б + O ЗЕЕ НО Jacobi 行 公式 为 


则 


е b c 


| eskar + by + rejdrdyd: 
Е 
Į cosl мё)аёатаг 
19% a 
| ие | 4786 


Е: 


тр 


cl 
= 4z| сад) - # dé 


7 p 
= 2| 0 ёна - E) ЖЕ 
= 2z|(1 一 py Ўш 

- E la 


| | 
+ | “зиске; 
оой 


Га . 1 W 
—2л10- ago ae) А „КЛ 


_ - 径 [cow - аш) " 


т sina 
- 5 — созу) 


14] 


_ —. tr 
а? В+? 
sin w a° +? + (2 3 可 
: 一 一 一 一 = cuv a + В + с? 
Ма? +? + с? 


1.15.5 
+ hayt езе + da) + aart bayt сут 1 dy) = 
Ar ИЯ V, Kh 
al j| су 


де |a: b, о |5 0. 


ж ER 


|“ = qr t byt сү + dij; 


“Tu = qar + bayt ez + d, 
| = аут + bay + сут + йз, 
则 已 知 曲 耐 变 成 球 商 и + т” + a = К, 变换 的 
Jacobi 行列 式 为 


о Ü, сү 
Ax, yz) 1 
Amera) (B U.) ladera, b2 с; 
(ғ.у) аз Ву су) 
TE 


V= | dz dydz 
Ñ 


al bi cl] 


= | ee оаа 
2 2 25 аз b3 сз 
3 — = 
ap bi cl 
дет | аз ё» а 3det | @2 al 
las 5: G; аз н, cal 


1.15.6 E 0.1] авот 
1,2,…,n + ] .证明 ， 


Ka KUN f(x )dz,À 


Ta- (x, 一 К ү ! 
Дт (ку! 


ТТ 


аху. 
证 法 1 


即 
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ЖШ (арт + Буу + crz 1 4|)* + (алк 


О =. ЖА = Ту+]+ 


TI =< x = arlo 


因此 
Кер ахы [ае “леш, 


| Гаваа [as 
7i r 


a-l 


= адаа" ЕТЕ 


fF “! (ra 1 a-l IdE- 


173-2 


一 = Ha) 
证 法 2 {归纳 法 ) 
34 n = 工时 
r r. — 0 
КЕЕ = |же) баса 
ERR PR n = Ë FJ £ 
Terl т, (Jta Tr 
| ax |" doc deof. fO )dz, 
= [a 89 


则 当 = Ав 
Га ааа ЕУ 
0 0 0 0 


Сат)" 


у 
BEST dzi, 


Tet 5 +t £1 
=[* Ср ге) ар dx! 


k l 


= | “(baz | k+? “m= — z 
£i Я : 
b+? +1 — k] 1 
- [H (jap as ja, 


= [z а 
1.15.7 证 明 4 重 积分 


ах, + 


> 


е9 dridradradra = - 


л 
V detA ` 
其 中 Об) = > аула, 是 正定 的 二 次 型 ,4 = 


| 


(аӊ). 
证 ” 国 为 4x4 实 对 称 方 阵 4 = (a) 正定 ,所 以 
FEER SE PIESA = PP ETP 为 P 的 转 置 ， 
作 坐 标 变换 
y = Ру 
就 得 


4 

` s ГА 

Q = “ашы, = Ак = а РР 
л 


i 
(Pry(P,) — уу = Эу 
КИҢ Ju НЕК тА. 
[уу T rel, 
| уз = квп@совр, 
I уз T rsingsinccosd, 
уз T rsinfsingsiny s 
[ < 2л, g bE, 
dvidyadyadys — rsin Ösingdrdfdgedy. 
就 得 到 


| акажа 
АЕР 


|. 
ЕЕ 


_ 1 
I доиде ss lma 
I 
v detA т 


Уш!» 
[u u 


БУ аер Ydy дузду уд 


|2 
e YT dyidyzdyadys 


h 


rie sin 0singdrd0doda 


І M" =l, orfa 中 sess] awas 


2= j' 1—е2@ 
_ 24 [72-999 
= 2 r C ыр)" Ü 2 do 
|x 
| 2- 3 sir20 
= le -| .2 - 一 
ғ дел | 2 
1 [y 
2 
Т 
/ detA 


1.15.8 AN ern 为 实 正 定 二 次 型 ,证 明 : 


. . <: 
їшї | e — W tt dan dr, = 


кек a ө! м дека) 


al 
1 - 
` ү 
м, Е 
ско! 


证 法 1 
ЛЕЛЕ PiE 


л 


ч 
У ашлы, 
Í 
|А 1 ЕП 
АИИ! 
| Ан | L=, | 


A Dt ln 


(урул) = (атта) P, 
则 


由 线性 代数 知 , 对 全 定 “次 更、 шл, 


. _ x. 
jini e танаар 


r =+ a u 


NA. 
- Ам” 
е аму 


| 
T 


.2 А 
一 Пп | e *1'% Чур" | е ma dy, 


r F А 
е | 2 w: , ` 
_ 2" lirn | eh" dt |е ес, 
+525 0} ~ 
kI Ам, 2" 
= ---- — _ 
A, СА» 


-2 -$ 
МАТТА, 2 / elan} 
证 法 2 WA = (а,). НЕНА Е a 阶 可 
WER Р,{# A = РР. Ш деа = def > ачр = 
(аР)? BW | dep .一 мета 一 у detla). $ 
(унам) = (rin g DP, 


MI 


> ara, = (yur )A | ; 


En 

ү 
— {ri | JPP. : 

Fy 
— t 2 
= Му ` > Н 

: 1 

чусу) 
пбн) | i gep | 


| (урур) | 
_ 1 _ 1 
deaPl vdeta 


р] 


т. ҳл а + 
lim e 1 Арат, 
ЕЕЕ J Li 
2, 2 
^^ . 
й 1 у 
— lim | — — t: ' k: дуу dy, 
‚+. IIA 
etta 17% der A 
1 `" 
ГА = [+ екл l ( ‚ А у 
— с К) № 
= | .. А e dy dy 
CA = x 
=> 2 detA 
l +> 3 
= 一 一 一 人 | e v dy)" 
< detA “0 
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1.15.9 Ен + 


а 1 
A, = (оњ) ER | а 1, 
r=] 
i 2500,1 = | ,nn 
的 体积 为 


y — оа + 1)|" 
" ГО ңе +1) ` 


KPa ЭЛЕЙ гб) =], 

函数 
证 法 | 

п 维 单 形 , 其 体积 为 


V, = f- Е "П, 


+, = (15 01), 
JRA 


- Го =з)" de Vi 
П-р)". 
n lo н-1 
L. 1 1 2) 
Л IVC Fa 
对 任何 + > 0, ШЕН 
[, (1 _ фут Hede 
_ Pt ОГС п—1)е+1) 
P на + 1) 中 
事实 外 ,有 
la тунар 
ü 
{Т = + {1 
-| (1 _ 2)" le . att lee 
ü 


lal _ {я-а 
Е (1-4) dż 
= «Б(а„(п — 1) a+1) 
„бага а + 1 ) 
9 Г(а + (n — la + 1) 


_ Pte t ОРЦн - Па+ 1 
u (na + 1) 


其 中 应 用 了 Eucr ËE12yr . B РЕ ХВЕ ЕРГЕН 
数 的 关系 式 


Нш.) 一 


riar (g) 
lig + В) 
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eta dr 为 Fuler 税 分 卫 


显然 ,a 一 1 基 雯 简单 的 情形 ,此 时 ,A, 是 


Ж ГЕЈ НЕДОК latl) ala). 
此 时 ,A 的 体积 为 


V, 一 || dride, 


1 1 
хз ттт] 


J 
1 Ef 
Га [>], (1- туе)" Daqa,-. de, 


= а ЭЕ беду у, 
_ Liar Га a+ 1) ү, 
T (aa + 1) 9-1 
Pia t Iila -lja + 1) 
Г( ло + 1) 
Cleat rin -2)e +1) y 
Г{(я — lja +1) п-2 


= [Fle +1))"7 + 


н = 1)а +1) Га — 2)a +1) rig+]1 y 
Pina + DPn = i)e + 1) F(2e + 1) 1 


其 中 因为 Ai = lz ERI z 220,5 
€ RI0= тр 1! ,BF ËJ V. = І. 于 是 


<li = fri 


V = Ча + 1)]” 
я ГО ле +1) ` 


证 法 2 ЖИНИ 1 中 V, 的 表达 式 , 再 用 归纳 法 


可 证 ,事实 上 ,由 证 法 1 知 YL = 1 ñ (a + D]. - 
] FAR. 


假设 V, 1 = 
推导 得 
y ба + Da -la+ Dy 
" Г{ не + 1) 


_ “а + Dni(n йа 1) 
Fina + 1) 


Tet [а +0" 
Гл = la+  Füna +1) 7 


31.16 外 微分 形式 与 场 论 


ЖАЛ R" 中 的 外 微分 形式 w 和 外 微 分 运算 d 以 及 


Fie + 1 
паат , 则 由 证 法 1 中 的 


闭 形式 ¿(de = 00), 恰当 形式 w = ау, боке» 定理 
[аы = | ,一 方面 为 了 进一步 学 习 近 代数 学 ,万 其 


Мм 


д КРК КАРЕ УН d 提供 其 体 实 
ВШ THE ЧН ИЮЛЕ. eE АВИТ 
庶 . 本 节 还 将 外 微分 形式 的 概念 和 结论 翻 详 成 相应 的 
场 论 多 概念 和 结论 . 天 于 外 微分 的 进一步 知识 ,读者 
пр 5р). 

е аро АЕ В СРИ ЕЙ. [н] 
注意 综合 法 , 反 让 法 .参数 法 Р Ар A By: 
ИШ. 

举例 之 前 先 明 确 一 些 相 关 的 新 念 :. 


(1,7, o 为 BR" 中 的 直角 坐标 ,规定 
dx, А dr, =- dz, А dr. 
Е i 
dr, А dg, — 0. 


Ei (Q C R“ 为 开 区 域 ,m а 为 EB9C' 函数 (x = 
0,1,2, So. 6 (C 表示 和 解析)) ,我 们 称 


a 
3 
вр = ` а Ф A б. 


l 


A dry 
Ak RECON 微分 形式 . 5 W, 
k — Ü. = f. 


Ë — 1,0 = da ЖЕ РАН ER. 
r=i 
k n l. У даг А A dz, 
,-1 

плат, RAME аз). 

Ë = п.о = Расу А +: А dfa. 

Ë > п.о = (я í 1 Tj dx; PEA 
ЇЇ dx, А ах, = 0). 

iO Fk K С (к> 1) ЖЖ АШ Ж У 

ССА), ВЕ ОМ 为 

а: САД) СКАП), 


і dw, 


有 两 个 相 问 ， 


其 中 
k = Odu = df = у) уйа, 


klo = d > wydry Á 


— 
'| к! 
А dr) 
24 
= > Чаң. a A deg Асе A dr.) 
an I 
' дд ... 


~ A d,s 
ар 
ШЫ 


н т л . 
# — н - 1,dx — 5e DEUD Fida) 
021 а 5 


A аг A А dr, А + A de) 


: - (У x jd А с A ах. 
Ë Z. п.б = Ü. 

如 果 存 在 8€ CUCA) 100)), 18 40 — о, 
оо БАВА ERD); 如 果 do = 
O(r > 0), ШК o 为 六 上 的 闭 形式 . 

1.16.1 „980 TR БАА +1 C! 
HIERZ о JAER. 
证 (2) бо = d8,8 АС ТЕ, W| 
de = г = w Асе A аг) 
ау. 


т" 


“Дл, А dz, А" HA dn) 


=> ы dz А dz, А дт Ас A dz, 


-yY [ra Trs )a d Ad A 

iN Dna, n Ade A dr, 
“A di 

= Уой, A dz, A dr, Ае 


BP ew SAER. 


2T r, 


A dz = Ü, 


БИ Ú R = в – 1(0,0)1,a = 
«Чу ydr Cr yy € ñ. 
х + y 
2 Z a . a 一 y | 
do = (22 д? + y? 7 ду к + y 5)ал A dy 


2 д2 gs _ 
-| 说 ry O уту? АМ 
= Q, 
即 w 为 闭 形式 .但 由 却 不 是 恰当 微分 形式 .( 芭 证 》 假 
设 w 为 恰当 微分 形式 , 则 由 题 1. 16.2(2)， 
| ty 一 0, 


' 


其 中 C 为 反 时 针 方 向 的 圆 +y = R?. 这 与 


= | dr + dy 
fe |z 5 тїз у 


于 
(г.у) 
= (Коњ, Кат) | = Ksing( _ Rsin0) 
D 
+ RES Ромд) Jda 
Ar 
- I 40 = 2x 
Т 


HTE. 
1.16.2 E ñ C R" 为 开 区 域 . 
(1) a 为 有 上 的 1 次 和 恰当 微分 形式 . 
ео) [o = 0, 共 中 为 Q 中 的 任何 分 段 C1 有 向 
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简单 闭 曲线 - 


8903) | „жа 上 与 道路 2, TRS С 的 


起 点 户 和 终点 4 В. 
ШР G>) ЗЕЕ 已 的 参数 表示 为 (1)， 
аштай Вуга) — (8). 因 为 wm 为 恰当 微分 形 武 ， 
Ж w = 46, ЕЩ: 分 形式 .于 是 
w= |4@ = | У\@,'@; 
| | [> ， £t, 
г б ќ' 


а „г, 
_ |, 26, Pra T | dé ае 


df 
= 0(z=(0))- 0( rla)) = 0. 


(2)->(3) С ЯС, S р Plo 的 两 条 定向 加 
曲线 , 则 Ci UC C,) 为 定向 闭 曲 线 , 由 (2) 
= | = |+ fos [а [а 
поо g 
得 到 
Go 5 
(3j=(}) 踏 忆 的 选取 无 


由 (3) ,积分 | 与 道 


t 
关 , 而 只 与 C 的 起 点 p 和 终点 g 有 关 . 固定 起 点 > SP 


得 到 有 上 的 函数 
gta) = fwg Е Q, 
Р 


WA = d9. 事 实 上 , 设 g = lr D EN, g = 
人 
30 _ | 
да; Пт т, Ас [zi A T+ Ағ, а 
Eiti 一 人 
了 q < 
Fo | 了 az 
一 рт ч = Im ч =l. = 
Ar ~il år; A +й Ат, 
ар 
| ба, aiat, T Дт, жуу, А, dz 
о, {ғ m ).i = 1, н, 
Вр 


Ata чл MER. 

1.16.3 ОСЕ XFER, о 90 ШС! 5 
ЧЕК А 0 KIER 0, ЧН 40 = w, 
则 
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y4 
804) = [wt Yaca, 
P 
EF p En Ан, Сун. 
证 ”因为 
yd а У d 
i Эх, 7 В да, 


д æ 


所 以 3 = ,于 是 
e-o asa 
根据 题 1.6.34 81 
9 - 
B = | + C, 
其 中 С 为 常数 ， 
1.164 ЖОС н“ уБ (Ер 0 中 任 一 


条 封闭 С Jordan 曲线 的 内 部 全 在 A 之 中 或 任 一 封闭 
C'Jordan 曲线 可 在 Q) 中 缩 成 一 点 ) ,o 为 们 上 的 1 次 
C 油分 形式 . mE o 为 闭 形 式 , 即 dw = 0, 则 o 45 
当 微 分 形式 . 

证 ” 设 忆 为 口中 任 一 封闭 有 向 曲线 . 因 训 是 单 连 
WAI, A CERA ARER D, DOC A.H Stokes 定 


HA 
[o= fo 
再 由 题 1].16.2(2),w 是 恰当 微分 形式 ， 

Ж ”上 面 通 过 利用 定义 .定理 等 来 导出 一 些 结论 ， 
下 面 介 绍 两 个 通过 构 道 法 米 解 万 的 例子 . 

1.16.5 ПСЕ УНК, НУ Yp ЄП, 
任何 连结 p а 的 平行 于 坐标 轴 的 一 固定 顺序 的 折 
线 ( 例 如 , 先 平行 xl 轴 , 再 平行 于 x; 辅 等 等 ) 全 在 人 0 
中 ,w 0 EKC A 630, de = 0. ео 为 怡 当 
WAR, ЕП о = dê. 

证 Еже. 5 


п 
` т 
т) = У Wi 
121, 


= |а. = |0= 0. 


EP т? = (21,06,20) € Оч. N 
ад 2 5f ü ü 
дх, 一 ar asa ` apa qis dr, 
L ale g a 和 
+ > дш, жузт 7.47 ‚Ан, өм), 
i=, +“ дух, = 
dw = Ü 
Er Зы, ЛЕЛ ` nr glas zo) 
ы — — 
9х, Оду, 
+ > a ` элүү ЕКЕ т) ly 
бааа дг, 


一 Ш Ш 
= 人 
Д 
ki 
А .^ ... 0 
+ > aa st уту, Th) 


+1 
абау» г, аа )] 
= ш, (ауд). 


TË 


d 
dë 一 Э сав = = Yad т, = w 


1.16.6 Ë 0 TRY ые, Н. (хи, yú, жр} € 
Q 使 得 对 Wry) E О, (шу. ун, п Mirns. 
20) ЈЕ (оге. ху. sa) ЖС, у, ко) Eryn) Mer, 
xi 得 到 的 折线 全 在 只 НЕСЕП о AREA). 站 果 
a = Ра» A de + Qde A d: 1 Rdr Лау AO Б 
СОИ С, ED dw — 0, Ш] о 是 恰当 微分 并 
È. 
证 ВАЛА КЕМП 
0 = ийг + ody(dz HAAA 0) 
的 1 С? 微分 形式 使 得 
Рау A а= + Фах A ат + Rdr A dy 
— æ ` 48 = diudr + тау?) 


dy 


dy A dz + 500. A dr 


© dz 
@+, d 
+ К 一 28 Jde A dy 
从 而 о А "ОРЕХ. 
LRL 
Ju _ y 
о! (1) 
du 
J- ` Q (2) 
ag du _ (3) 
Пу Jx, R 
lra. yo- zo) E n HEES. ү {г.у,т) € О. 
由 题 设 和 (1)(2) 可 取 
ЕУ 
vir, yz) =- | Р к,у.Е НД, (4) 


ч 
uiay} 三 一 上 人 (yz 二 下 
ЫХ 
(5) 
Ж, AR HEREC AR (4) .(5y 402 (3), Jf 
由 


др IQ A 
0 = do (ЕУ IR de A dy A dz 
(T „у п 
IP IQ AR 
= dr + dy + Бы Е 0 
JIP 2R _ ОК 
Jg ду Jg 
得 到 


р g J 
FRür.y, z) 一 | (ZE + 8 Jaz үн 
_ AR odf 
=| 3:4 dy 


el 
_ Rüzr,v,z) _ Rir, y, zy? 一 T 


HA, Ala, у) == (а, ус). Ж f(x,y) = 


-| ROr,y.za)dy, ЖЕЗДЕ А (5) 就 得 


Ya 


.z) = Г Q(r,y,z)d= 


25 


иг. у 


| Юк, т, za yd. 


ЫТ 


验证 上 述 u, o 满 是 (1)(2)(3), 即 得 df = 

注 ” 设 及 CR 为 开 区域 ,8,P,;QQ,R 为 有 上 的 局 
ЖОШ ЕК = Pi + Qi + RRP Q.R) ЖП Ln 
C 向 量 场 . 


记 算 符 
Lit jr k RAHE) 
Ç 一 э + эу + к г] А 
入 二 了 + Ша a? (Laplace 算 符 ) 
"2 oy ' 2 p . 
而 对 +r 宇 1 有 
) 
grad = 22, K | s k УЙ 
у 0 ВЈ Е; 
i j k 
тоц оз |" УХ Е 
Р Q R 
称 为 上 的 旋 度 场 ; 
divF = sh. R, “К -V-F 
пж еу ж 
Эу F HRR. 
Hre 
320 20 д8 _ 
29 = 012 ду? бо ve 


05 9 7 Laplace. 

B Q C и! АИКА, Ө ДО БНС, Р, 0, 
R;B1,B2;Bs 3 О 上 的 C1 函数 .C 为 任意 封闭 的 分 
ЮС! 曲线 .将 外 微分 与 相应 的 向 量 场 对 应 起 来 ,就 
ВЕЕ: 

(1) ш = Рат + Qdy + Rdz 

F = (P ,Q R) 向 量 场 
= dê ЕК 
F = рїайй = БЕШ. HF 
0380888) 
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, _ (д8 20 ао 
MP. Q R) = (52,55, A 
КЛЕЙ TF 
фе = «Раг + Qdy + Rdz = 中 Pdr = Ü, 


ё С 
BU F ЖТР. 
(2) а = Рах + ду + Rdz Ж, Ву 


dy А dz ах Adr ағ А dy! 
а J д | 
dw Ax dy 他 | =Q 
| P Q R 
F = (P.Q, R) 为 无 旋 场 , 即 
i j k 
| 2 3 д|_ 
mtk = Эт йу azl™ 0 
P QQ К 
дн 3 
ду T Az’ 
JQ аР 
Sar = ay’ 
ОР _ ак 
Je дұ 


(3) у = Bidz + Bydy + Bydz 
w = Рау А dz і Qdz А dr + Ках А dy 
HE 2E, Ri o = dn 


dy A dz dz A dr dr A dy 
2 а а 
一 дұ Лу dz 
B= (HI. В,,Вз), F - (P,Q, EEN! 
F — rB 
|i j k 
' i д 0 
Е | эх ду де |“ 
| Bı B, B; 
¿MP Q.R) 
2B, ӘВә 3B, ӘВ; ӘВ, _ 2B, 


у да i Ag ðr ' айт ау 
(4) «= Рау A а= + Qdz А ағ + Rdr А йу 
B 2 624,8} 
_ (ӘР 99, ӘК 
do = (E +59 +E Jde A dy A ds = 0 
F< (P Q R) 为 无 源 场 ， m 


z J) J 
divF = P +29} zR = Ü. 
dy dg 


根据 题 1 16. т. 16.2, 立 即 有 
F AAWA SF АНЯ F 为 无 旋 场 ， 
FARS Е УХ. 
根据 题 1.16.5, 可 求 势 贡 数 9 ,根据 题 1.16.6, 可 求 向 
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ЕЎ H. 


一 般 的 Stokes 定理 ; 
[ao = | ч, 


其 中 3M ЫМ 的 边界 .3M 为 对 的 诱导 定向 . 
Siokes 定理 : 


ay A de dz А dr dr А dy 
| 2 2 
| 1 з= dy dg x 
M P Q R 


= | Рас + Qdy + Rdz, 
awo 
[var ` nde = fror * ndg 


M 
м 


= фЕ dr 
iM 


其 中 ,为 次 定 M 定向 的 连续 单位 法 向 量 场 
Stokes 定理 的 特例 为 Green 定理 : 


a Dde A dy = f Pdr + Qdy. 


Ax 
IM 


Te x F) nde = [юк ` fdo. 
M M 


= |r- dr. 
ам 
Gauss 定理 ; 
Jd 28 
ERs R )dz A dy A dz 
м 
= [рау A dz + Qdz А dr + Rdr А dy. 


„м 


{| V ғау = [| divFdu = Ü F- nav. 


M 


Newton-Leibniz EER: 
Plg- 0( p) 一 [е 


[е = [агае .dr = [90 а. 
м м M 
1.16.7 0С 5 Gaus 定理 中 的 闭 区 域 ,f， 
g 为 上 的 局 ARs Aan 的 单位 外 法 向 量 场 . 
征明; 
а) Ü Hae = | 2л. 


ЕН 


(2) Green 第 一 公式 


[хэ зд = = = v f V gdu 1 [| gA рат. 


n 


(з) (Green m= 
i га Е =- Ар 4. 
“п f E ; £ | 
证 о) ao 
“фу (21 + Тах + Зову )Чо 
{rauss 定理 _. de 
= eT <N fd 
一 Ill A fdv. 
n 


或 者 


зч 


5.0067 с 


Ü Jf 
Jn 
їй 

àf 
- f Gi соза +: 元 cg +; 
ЕН 


= | stdy A ах + dlas Adr + "ат А Чу 


A 
(aus HEIE ; KEE r 
一 || Eh a TE bdr A dy A de 


п 
= [| У ға. 
Пп 


2 
(2) f g 54dc 


0 
一 { (ома +: | 
ой 


= атл піс 
Е 

башы EHE i ч б {д\/ ао 

器 


еър +5 Го» yids 


= | Vg. V {дт + zy. тл 
Н f: 


- || ту тидо || Ауф. 
或 者 i} п 


IEE 
Gato i А 


др 
I IN A dz + ея A dr + 


оњу) 


ldr A ду) 
"П 


етн. Її + Ha + Zdr A dy A dz 


i} 


Пан +3 og _ 
+ || Ола, t ду ду +з 2004 А ду A de 


Tye gdu. 


-Jea | 
(3) (2), 


i 


alf} 


df ag] 
дп Jn -de 


F š! 
=i [| v ГЕ V ийт + | ваза 
n 


б 


_ í ll ув тудо + |! fe вах) 
ñ 0 


Аў А 
= l N 


1.15.8 УИ О 的 内 部 全 有 óf = 0 ДЕК 
ганра #9 . 则 

(1) "ë Tda = 0; 

(2) [а - [ |N 124%. 

iF C) HB I, I6. 7(1) жду -0 得 


{ = атса 


v., 


(2) BL. 16. 10), к= EK A f =0 
在 
EEG 
-I V f V Fdo + 由 reru 
- | | Vfl Pdv. 
1.16.9 BAH Gams $ë : 理 中 的 闭 区 域 ,了 在 如 内 


部 调和 , 即 Af = 0, 证 明 : 


Кро) = а= кў Е et m, + ; jas. 


aq 
其 中 po 218 (2 内 部 任 一 点 „Р 为 由 到 J 和 上 的 向 量 ， 
p= |P | ‚п 为 决定 39 的 定向 的 单位 外 法 向 量 场 ， 
ira) 为 相应 的 定向 曲面. 这 就 是 说 调和 丽 数 由 其 在 
亡 界 上 的 值守 全 确定 . 
证 SAU po 为 中 心 ,e 为 半径 的 款 面 , 它 的 定 
向 是 由 指向 pa 相反 方向 的 单 停 法 癌 量 场所 决定 . 根 
据 Green 第 二 公式 和 Af = 让 得 到 


(Ü - ПЕ гел) 


l ду 
t Ё 52 lao 
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因此 


= -5 j a L ф Ha 


4 me Jn 


一 К) ра) 09. 


于 是 就 证 阴 了 了 
Fo = 2. Ü Cat . 
1 
Ë AHA nH 


{райм 


1 ar 
P la т. 


的 被 积 函 煞 的 奇异 点 ,必须 控 去 一 个 以 ра В < 
为 半径 的 小 开 球 B{ po,e) ,才能 在 0 一 B(pa e) 上 应 
用 Green 第 一 公式 ,为 得 到 题 中 公式 ,还 应 令 = — 0, 
这 种 论证 方式 是 经 常 要 用 到 的 ， 

1.16.10 《平均 值 定理 } 设 人身 为 Gauss 定 理 中 的 闭 
区 域 ,7 EN ARAWA, po € R, >, ЖП ЕШ 
为 球 心 , R 为 半 征 的 球面 , 则 


1 
Ару) = el 
证 aiso Ó “Гав = 0, 于 是 ,再 应 
Е 1.10.9, р каа Рюи 


кь = f, = п 
> 


4л р tla g 
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1 i 1 Faf 
= 让 中 0299 + ал | 359% 


с 


Oai, 
= er 
1.16.11 #2 32 Gaus 公式 中 的 闭 区 域 ,f ТЕП 


的 内 部 只 内 调和 ,在 O 上 连续 且 非 常 值 , 则 了 只 能 在 
2000 的 边界 点 集 ) 上 达到 最 大 值 和 最 小 值 . 

证 (БЕ) М / ТЕР, € ОЗА ААН ТЕЦ ро 
为 中 心 ,6 为 半径 的 小 闭 球 B。 (6) С П, ДТ Wp 
B, (8), 


iP) =< f( bo). 
可 以 证 明 ,7 Гав, = Кро) .事实 上 (上 反 证 ), 假 
0 


ЗА € 2В, (8), Ep) < Fl po), 从 于 连续 知 ， 
Ja EIB (0) 中 的 开 邻 域 U, 使 了 | < Ao) 88 
НЕТ 1. 16. ЮР), 

Хро) = L ede 


ry 


-zaf [ow ‚ „| өш! 
< f( bo) 
TE hFa 是 任 取 的 ,所 以 , 恒 有 
f |B = f( po). 
МН. 2 
=}р1рЄй,Д(р) = Кр). 


=}р1рЄй,}(р)5© Рр), 
易 见 ,U 和 了 都 为 开 集 , 且 po € UA U АЕ. AA 


区 域 4 是 连通 的 ,所 以 必 有 站 = @, = П.А 
= f(pa) ЖШ ТЕП CERA g= FO pa) Н. 
Ба f E 1838.1 了 只 能 在 932 上 达到 最 大 值 
和 最 小 值 . 

注 ” 题 1.16.10 中 的 平均 入 定理 和 题 1.16.11 中 
的 最 值 定 理 是 调和 函数 的 两 个 重要 性 质 ,它们 有 广泛 
的 应 用 . 

1.16.12 计算 


T= (esiny = ту) + (ё'созу — m ydy, 
— 
АМО 


Др m 为 常数 ,AMO DEUE D 为 中 心 ,号 为 半径 
的 上 半圆 押 ,方向 为 道 时 针 . 
解 I= | секту — my)dr + (ecosy — m )dy 


АМК 


= (| + | j(esiny 一 ту}йк + (e'cosy — m )dy 
w 
AMI од 
| {e siny — туғ + e"(cosy — л) ду 
пй 
220 
[a 


б 

-| созу — mjdy А d. 
p 
+ (e"cosyj)d+r А dy + Ü 


一 m [| 4х A dy = m [uay 
n 


+m "л (z) = а? 
_Ё АМО Й ВЕ, GENEL- ЖЕ 


ОА 就 组 成 了 -条 有 向 闭 道路 了 ,从 而 是 应 用 Green 


定理 . 
1.16.13 求 第 二 型 曲线 积分 


1= {© ту 3 (геру = yeosy)dr + {rcy 


+ vsiny)dy], 
其 中 С 为 任意 包间 原点 О 的 逆 时 针 方向 的 简单 CC” 
闭 曲 线 . 
SEI 设 C, 为 C 内 部 的 以 原点 OD 为 中 心 ,为 半 
径 的 圆 ,其 方向 为 道 时 针 方 阿 . 
因为 
d Er 


T 


[(rsiny ~ усозу)ах + (хсоѕу + 


увіпу)ау н = 0, 


所 以 ,出 Green Z 公开 得 到 
I = 一 Тау 2 + y 


+ (тову + ysiny}dy}! 


eT 
+ 中 2 
sty 


С 


[4 


( rsiny -- ycosy)d> 


[xrsiny — ycosyydz 


+ (тсозу + ysiny)djy] 


= esing 2m ewet 

==. | 二 1[ecosgsintssing) 
0 € 
一 ESineconf esnp)] (一 esing) + [e cosdcos( esing} 
+ esindsin( esing) | ( ecos8) | d0 
和 
一 j е osl езіп) а. 
А е — Ü! 得 到 
ar 
1 = |, | df |= 2л, 


аг = € az 
z z z 
_ Ёё (созу + ssinyj)( + = бу) а, + idy) 
=° + у? 
= — [(zecesy + ysiny) 


a? у? 

+ i(.rsiny ~ yeosy) (dz + idy) 
et 

Ë т? + у? 

一 (rsiny ~ ycosy)da] 


[frecsy + ysiny)d> 
+i —[(rsiny 一 ycosy)da 
x+ y ` И 

+ Creamy + ysiny}dy], 
所 以 


r$ 一 (siny - ycosy)d+ 
x? + y 


N (тезу + ysinyjdy] 


= |" sid dg = LI, (xi) = 2x. 
注 ”因为 原点 O Ау a ДГ ИА De БЕ 
一 个 以 口 为 中 心 , 为 半径 的 小 开国 ,才能 应 用 Green 
公式 ,从 而 将 C 上 的 积分 化 为 小 开国 圆周 上 的 积分 ， 
而 该 积分 利用 极 角 8 作 和 参数 很 容易 被 直接 算出 . 
选择 好 定向 曲线 .定向 曲面 的 参数 或 应 用 Green 
公式 .Stokes 公 式 和 Gauss 公 式 是 计算 第 二 型 曲线 . 曲 
而 积分 的 两 种 重要 的 方法 . 
1.16.14 计算 第 二 型 曲线 积分 
[о — z2)dz + (22 — z?)dy + (z? уа 
其 中 СД 1? + y? + z = l(xz,y,z 220) #5, 
球面 的 外 侧 在 C 方向 的 左边 ， 
解法 1 设 C1,C2,G; 是 曲线 C 分 别 在 平 而 y=0， 
z = 0, 以 及 zx = 0 上 的 定向 曲线 部 分 .和 由 对称 性 


фо — z2)dz + la? = z2)dy + (x? — z2)dz 
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_ ai „Т? L 2 _ 
= affi 22jdz + fz» dz + fzo] 
3 i 
=3 | -| 2 вова + | sg(- sing)dg | 


— 


+ (=? — z2)dy + (x? — уг)д= 


f- ~ z2dz + ridz +l- уйл — ridy 
e Є: 


+ |- z2dy — yd 
3 
ti 
= | Г 06828 + cos + sin20(— sing) ]4@ 

š 

+ f [sin28( — sinf) — cog - ceed dë 
5 

+ fi [sin28(— зіл) — co#8cos0]d0 


=- 3: (o? + sin20)d8 
—2. 
3.1 

解法 3 WS H CURASI 1 封 限 
部 分 ,其 定向 指向 球面 的 外 侧 . 由 Stokes 定理 得 


d ( 2 — z2)dz + (z2 — z2)dy + (2 — y°)dz 


С 


dy A dz dz Л dr dr А ау 
- | 2 2 2 
“H| Fz 25 = 
ШЕТТЕ 


= Joz ~ 2z)dy А dz — (2z + 2z)dz А dz 


=-3.2， = 4. 


- (22 + 2у)дх А dy 
= -2[|(‹› + z)z + (z + z)y + (т + y)z=]ds 


--4 [оу + ук + ат)ас =- 12 || хубе 
$ 5 
2, [2 
= 一 nfi ае]: sin@cospsin8singsin0d90 


x x 
= 一 12]; Sngeosgdo | ° sin? 0d8 
віпіф š 2 _ 
=-14 2 | 3.1 
1.16.15 ” 求 第 二 型 曲线 积分 
фо — z)dz + (z — r)dy+ (x — y)dz, 

e 
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-4. 


其 中 С 2235818] 


z + у? = 1, 


т+# то = 1. 
A х MEHEA, С ЖИД. 
解法 1 设 万 为 平面 zx+ z = 1 ERRE CHR 


的 2 维 区 域 , 它 的 定向 由 单位 法 向 量 场 x = с}. 


5) 确定 ,从 而 C ERA О 的 定向 所 诱导 ， 

н Е‹0.0,1) 2 += 1 Е, Elz, у.х) Є 
С 到 (0,0,1) 的 距离 

- ууу 

= x es? + sir” + (— сов) = V 1+ ове 
的 最 小 值 为 1, 最 大 值 为 2 BORE C 的 长 半 轴 为 V2， 


短 半 轴 为 1. 
根据 Stokes 定理 得 到 


中 (> - zdr + (z — +)dy + (z — y)dz 
E 


= ф(-1- Ddy A dz = (1 + Dde A dz 


D 


- {1+ dr À dy 
=- 2Èdy A dz + dz A dz + dz À dy 


解法 2 CC 可 用 参数 方程 (z,y,z) = (cosg,sing,1 
- cof) 来 表示 , 且 6 从 2r 一 0 正好 是 的 定向 ,所 以 
фу = &)Чх + (z — rdy+ (z — y)dz 
с 
= Í, Геп — Í + 050)(- sin0) + (1 — oef 
— cos0)eos0 + (cos — sind )ѕіпё Jd 
=- Ia sin2g + sing — singcosg + сов 
一 20os28 + совбып@ — sin20)d8 
= Po- sinf — cos0)48 = 4т. 
和 解法 3 EBB C 所 在 平面 上 选取 规范 正 交 基 
lerse} = 1M0.1,0).(- 50.5 1,g 为 C 上 动 点 


7 
(ryz) У e, BJ ER B536 A , Й 


(zyz) = rig) 
= (0,0,1) + cosg el + 42sing ез 
= (0,0,1) + 0, owg, 0) + (— sing ,0,sing) 
= (- sing,cose,1 + sing). 


于 是 
Ó (y - z)dr + (zx - z)dy + (zx - y)dz 
М 
0 
= |, [lsp — sing — 1)(— совр) + (1 + sing 
+ sing )( — sine) + ( - sing — соѕр)совф ldg 
2 
= т F {— ооё ф + ѕіпфсовр + osẹ — sing 
— 25іп? g — зіпсоѕ — ож pdp 
2я 
= 中 (sin p + соф + sing ~ cosg)de = 4x. 
1.16.16 计算 曲线 积分 
j хЧу— уйт 
4 + у? ' 


其 中 C ЭЙЕ ОГЕШ (т ~- 1)2 + у? = К?,К 
=]. 


ж Ня 
гау — уйг 
af да? + y ) 
_ бы? +y -r 8с) + (402+ 2 — y: 2y) 
(42 + y Ý dr Л dy 


коң R < зна M St C 图 戌 的 定向 区 域 ,根据 
Green 定理 


P z Xdy ~ ydr 


а ee 


当 R > | 时 ,再 用 Creen 定理 得 
прев 


dr? + у? 
EPC 为 道 时 针 方 向 的 精 圆 4z2 + у? = е2, ВЕ C 
的 内 部 ,好 为 由 -与 己 围 咸 的 定向 区 域 ,于 是 有 


= [оа A dy = 0, 


E 


$ zdy- ydr _ ф zdy- уйх 
42 + у? | 42+ у? 
г С 
r= L sesh 
КЕ 


i 102202 
y = esing past зони 


7 г? 


zdy- ydx _ (9.8 < 1, 
T 4r2 + у? m, R >l. 
r; 
1.16.17 求 第 二 型 曲线 积分 


fey - яа + (z — x)dy + (z - y)dz, 


其 中 гв? + у + z2 = К? БУД у = rtge(0 
< g< 2) ЗН TAM х MERAK, P ЖИН 
针 方向 . 

解法 1 设 卫 为 有 向 平面 y= rtgp(0< р< >), 
使 得 工 的 定向 为 了 的 诱导 定向 , 即 由 该 平 面 的 法 向 量 


Jg(vgo, -1,0/4 1+ tp 决定 的 定向 .根据 Stokes 
定理 ,有 


fo- z)dz + (z — z)dy + (z — у)ах 


г 
= || - dæ A dy- dz A dæ - dy A dz -dx A 
x 
dy -dz А ах - dy А dz 
A dz A dr + dz A dy 


1 чь = 201-0) р? 
V l + е зесф 


= Irk? (osp - sing). 
解法 2 ”应 用 球面 坐标 , 曲线 P 可 由 参数 0 来 表 
БЕР 
(z.y,z) = (Rsin8cose, Rsinfsing, Кссвй). 
将 了 工分 成书 与 T. У, Г,:ф = ф.Гу фу = @ + 
rr, 于 是 ,第 二 型 曲线 积分 


fo- z)dr + (= — r)dy + (x — y)dz 


ГІ 


= Ref [ísinĝsing — ооѕӣ ) оовӣсов 
+ (сов 一 гіпдсово } oosdsing 
+ зіп cose - 8пф)( sing) 140 
0 
= rf (snp — оов) lsin + c 0018 


Ref (чар — сокр) 
= пЕ?(совф ~ snp). 
同 理 
[o — zdz + (zx — z)dy + (xr — у)Че 


jE 


= | ых + ф) — cos(x + ф)}ай 
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= xR`(cose — sing). 
因此 
lo — zde + (z - ж)ду + (< - у)д= 
T 
= (| + [Gy dr + (z - z)dy + (z y)ds 


r r 


1 2 


= 292 (оозр – sine). 
1.15.18 i f 38 R Eñ C! В, F(0) =--у,Ж 
fz) ,使 
[Пё + аве - f(z)dy 
与 路 径 无 关 , 只 与 起 点 А 和 终点 BB 有 关 , 并 求 当 A、B 
分 别 为 (0,0) (1,1) 时 此 线 积分 的 值 . 
E BERRA [e+ f(z)]ydz - f()dy Ы 
路 径 无 闫 ,只 与 起 点 A 和 终点 B 有 美 ,所 以 有 
0 = diie + f(z)ydr - f(zr)dy] 
= [- (е + f(z))— f (z)]dz А dy, 
即 
fl(z)+ Ка) =-— e 
{或 由 


得 出 ), 其 解 为 
ўв) = ee[| 一 grelardz +c] 


Ге) = #[f(z)+ fir] = ë“ 


ера) =- | edz + у(0) 


-- Te + + f(0), 


Ка) = 一 二 e+ 二 + fethe. 


ЩА = 10,0),B = (1,1) 时 ,有 
154 


ү le) d trd 
0 


(1.1) 
= | lar + + 
Ст.) 1 


(одо) 2 

| e 04 +[ ”十 1.4 
Tium 2 Јер 2° ` 
=0+-Є -£ 


2 27 
1.16.19 设 Fg МЕЧ УНЧУК, 00) = 


g(0) = 1, 且 第 二 型 曲线 积分 
Jaade + (flx) + zg(y))dy ~ g( y)dz 
FR XX RSEBAA HABAR ЖН, 以 及 


ШЕЕ ЕС, yr) = Olr), F) + zgly),g(y)) 
HARM u. 
Жж ”由 题 设 积分 


[саах + (fæ) + agl) dy + g(y)dz 
与 路 径 无 关 知 
2; {ixr} + zl y); _ Hyr) 
3x = y ' 
LOREN Xela) 
dz Е дт °` 
208020) _ аба) + zely) 
Ay д> ' 


erdy 


于 是 有 
f (=) = fir), 
х0 = 0, 
g (y) = gly) 


再 由 /(0) = gt0) = 1 8EH r Ë 
df _ dz _ 
f dr, = dy 
AÉ х) = e#,g(y) = er. 因 此 得 向量 场 
F = (уе z” e), 
其 势 函 数 
iry z) 


= + 
u MA ydr + (е + ze”)dy + йе: + C 


= [о - "dx „ре +0: ody + | edz 
+ C 


y z 
=0+ж | t= | +C 


= y= + æ + C, rh СНЕ. 
1.16.20 求 第 二 型 由 面 积分 
[zas А dz + yřdz А бх + z°dz А dy, 


= 


其 中 MAREC- a) +(у- 602+ (2-0) = R, 
方向 朝 外 . 


解法 | 由 Causs 定 理 ， 
[2а А dz + ydz А dr + z2áz А dy 


= 1 2(х + y+ gider А dy А dz 
y 

= 2 1] (++ y + z)drdydz 
tr-a- Hr- kR 


-2 [| 


*,2,..4-ь2 


u += rw Е 


+ с) ldaudvdw 
= 2íz + b + r) 1] dudvdw 


и. 12 + ав? 


= (a + b + с)хЁ°?, 
其 中 作 了 变换 : 
J = т-а, 
т — у h, 
lw = z — c. 
解法 2 作 上 述 变 换 ,得 
[ау А dz + ydz A dr + зат A dy 


ЕА 


Ц и+ v+ ш) + (а + 


м 


= [к + а?а Л du + (v + b¥dw A du 
м" 
+ (ар + сан A аъ 

- fio ta + (o + 02 2 
ы 


+ (w + с)? р ldo 


= LJ [Oa + 5 + теу + Alau? + Бо? 
м” 
+ сш?) + (аги + b22 + са) lde 


由 对 称 性 2 


+ сш? Yde 


м" 
= ‚(а ++ 9f uda 
U: 


= Ka +b c) ER 


= 3 (а + b+ с)лЁ?, 


| и?де = a = | utas 
м“ м“ м 


= 8 [ Rš2oo2 8R2sinBd8do 
зей. £ 
п 4 


3 x= 
4.205012 ж 
$R ' 3 | 2 
= ак“. 


1.16.21 计算 第 一 型 曲面 积分 
ПЕЕ А dz + уйт А dx + zdr А dy, 


ag S АНИ >+ у = 1, 三 个 坐标 平 画 及 上 半 
球面 x + y+ 22 = 2z(z ШЕ 1) 所 周 立 体 在 第 一 卦 限 
部 分 的 外 侧面 . 

解法 1 由 Gauss 定 理 得 到 


{ «йул de + yde A dz + zdz А dy 


JF 
к=з“! 


(1+ 1+ Hdrdydz 


| zdy A dz + ydz A dr + zdx A dy = 0, 
5 
Í тау А de + ydz A dz + збх A dy = 
此 外 ,在 Sair + уг = 1(z220,y2>0,0=< z= 1) 
上 有 

Гав л dz + уйт А dz + zdz А dy 

5м 


Jes, z) - (———— 


Н 


,0) dor 


,一 二 一 
Ут T “Ыл? + у? 


л 


II 
—nn 


мж? + y" ds 


їл 


= 

_ ,1,1 S 

ега 2л 1 1= 了- 
x 


АЈ 
其 中 ( с ку а + у? 


Еу у =1.S+ 即 为 上 半球 面 , 故 有 
| хау A dz + уйе A dr + zdr A dy 


Sb 


‚0) 是 Sg 的 单位 法 问 
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-J +y + z(z — 1) lds 


-Je - z)dz = [= 


SE 
j (I + cos8)sin8d0de 
са 
ор 


ti 


он 
| dy| {sinf + singeos8 40 
0 ў 


= C «онӣ 
rl _ 3 
= 505 +10 = 41 
FREI 
Ü zdy A de + ydz A dz + зах A dy 
s 
-0+0+0+ Ë+ r= Ta. 
1.16.22 计算 第 二 型 由 面积 分 


[ Sas A dz + gide A de + gid A d» 
其 中 И - а) +2(у 一 6)2 + 3(z- с) = 1 
ВМ, = м д? + у? + z 2 В a,b. M Ea + 
252 1 Эс? 56 1. 
解 їй 
(0 - а) +200 - bY + 30 – с) 
= а + 20 +3? © 1. 
685 (0,0,0) Є 5. 
如 果 (0,0,0) 在 S 外 , 则 由 Stokes $ Gaus) 公式 


Sas A de + 59 A de + Аас A dy 


s 
- 3 zy, асуу 2 (> 
Y 
А dz 
T „+ „..® 
_ Wa. и Зу > Зх заз 
И г? + г* 
可 
A dy А dz 


= (| [5 -Š + y t e?) lde A dy A de 


= (| odz A dy A de = ө 


如 办 (0,0,0) 在 S 内 , 作 小 球面 Srt 5 + +? 
= сарса, ЗЕН, 表示 指向 S, 外 侧 的 方向 .再 
156 


一 次 根据 Stokes( 或 Gauss) 公式 得 
0 = (Í - [) а Л dz + de A dr 


5 5. 
+ dr A dy. 
于 是 
79у Л dz 十 区 dz A dx + уйт А dy 
= | dy A de + вде A de +; dr A dy 


* = у ууш, ® 
. 二 + - + - ds 
(5 Е 3 Е 3 є) 


т 


1.16. 23 Br hiy 平面 中 的 C 简单 曲线 ， 
ik га: 轴 旋 转 一 周 得 到 旋转 曲面 5, 其 参数 表示 为 


riut) = (жби, о), убн), 200,9)) 
= (Си) соѕо, (u sinu, p(w)),a us b,ú 
> 0.0 0 < 2л. 
求 面积 元 do ,并 证 明 S 的 面积 为 


65) = 2я чы) Мр (и) + p ludu. 


证 法 1 r = (Ф Са Зоово, ф (Cu)sinv p (#))s 


б = (— pu)sinv, ó( u )ooso,0), 


= уке ы), 
F = r, ° r, = 0,G = r, 
= / PG - F'dudv 

= (шўм plu) + р o (u)dudo, 

а(5) = [ VEG — Frdudv 


DK 
гаса 


| plu) V фи) + ё(и)андт 


инд 
берш 


= (u). 


a 


=], CLOG (муж (шуби 


= 2z| Hu) V p (u) + g (u )dudo. 
证 法 2 de = Q(u)dedd2 
= (u) м (ш) + els )dudo. 


09) = [| (|, оде} 
= олса) V 9200 + WU) du 
1.16.24 Н F ХЕ 到 中 是 C2 类 的 ,证 明 在 


Ra 上 存在 C HEH u 和 Ci ШЫ B EE 
F = gradu + oth. 


证 HH Foisson 方程 Au = div F АЙ ЕП, ЕЕ ШК 
u БЕА. MA 


div( F — gradu) = div F — divgradu 
= div F = Au = Ü, 
所 以 F -gradu 为 RR 中 的 无 源 场 ,因而 它 有 向 量 势 B， 
即 
F — gradu = rot В, 


F= gradu + rot В. 
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第 2 篇 


82.1 和 拓 量 代数 概念 与 运算 


矢量 代数 自 成 独立 系统 , 它 不 仅 是 解析 几何 有 力 
的 解 题 工具 ,和 而且 在 工程 学 .物理 学 中 也 有 广泛 的 应 
用 .矢量 代数 除 舌 量 的 加 法 ,减法 和 阁 乘 矢量 运算 外 ， 
和 括 量 的 内 积 . 外 积 . 混 合 积 和 双重 外 积 的 运算 已 成 为 
最 基本 的 数学 知识 . 

已 给 直角 坐标 系 [O 〇 :i,j, 上 ] 中 三 个 矢量 a = 
aji -aj t ask, b = бү + bhaj t bsk,c съ сој 
+ єз&,8 = < а,Ь > 表示 a,b 之 间 的 角度 , 则 矢量 的 
内 积 . 外 积 ,混合 积 依 次 定义 为 

а-Б= 1а l'l bless, 
ах В = 1а 1-12 | віп, 

(а, ёс) = (a x b) - c, 
或 者 

(a,b,c) = а (b X c). 

这 里 1 tw 1= 1,0 ВЕ F a 又 垂直 于 六 ,并 且 а,Ь, 
vo 构成 右手 系 . 
内 积 .外 积 .混合 积 的 坐标 表示 式 分 别 为 


ax hb 
a, mas ау 21 а 4; 
- | b b| |ó, ó, ib ы), 
al ар аз 
(a,b,c) = Ib Ba фӨз|. 
ct 


£f, Єз 
本 节 要 求 能 熟练 应 用 上 述 公式 进行 计算 ,并 善于 
利用 一 些 已 证 得 的 结论 解决 问题 . 
2.1.1 Pra = i+j.b= j+k,c = k+ i, bsk 
па-ра х b,a x (bx c) (а Xx b) хе. 
解 KA i j k MB ADUN BL AR i = 
j'j=k+k= li j= ji k= {= 0. WE, 
a+ b=(li +J) (j+ К) 
=i-j+j-j+itk+j'k=l. 
ШК ,利用 坐标 表示 式 可 立 得 a :Bb = (1,1,0) + (0, 
1,1) = 1. 
同样 .利用 
ixiíi=jxj=k>k=0, 
ixj= k. x k= i,kxi=j, 
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解析 几何 与 矢量 代数 


ax b= (i+J)>x (j+ Kk) 
=ixJ+jXxXJ+ixk+jXxk 
= фејрж+і= (1, - 1,1). 
ах (Бхе) = (+ xO + k)x (k + i)| 
=f(i+JjJ)XIJXKk+kxk+jxi+kxil 
= (i+J)x(i- КЖД) 
=iXi*+*jxXi-iXk-JXK+IXj+J2)J 
=-k+j-i+k 
=- i +j. 
直接 利用 坐标 表示 式 计算 
ах В = (1,1,0) х (0,1,1) 


= 人) 
DO 


= (1, - 1,1). 
(ах Б) хе =(1,- 1,1) х (1,0,1) 
= (~ 1,0,1), 

注 “计算 矢量 的 内 积 . 针 积 可 直接 利用 坐标 表示 
式 的 公式 ,或 可 根据 底 矢 量 让 ,7 的 内 积 与 外 积 的 运 
算 规律 加 以 计算 . 

2.1.2 І: 
ахь? =1а 1-12 (а + Б). 
ШВ э їахЬ1?= (1а 1-1 bl від) 

a i? | b 1201 оов) 
a ibl? -ia 12 +1 bleo 8 
aib P- (1а 11 bi овд)? 
ai? ib]? -lat bY. 

+1 本 例 可 用 于 解 题 . 比如 ,已 知 | a |= 10, 

181= 2,а ' b = 坊 , 则 根据 本 例 可 各 
laxb1= (ахь 22 
[la 121012 (а + 5213 
= 4400 – 144 = 16. 
+2 ”本 例 车 用 上 坐标 宕 出 ,可 得 
(a by азё)? + (абу 一 азё: 
+ (азбу 一 аз)? 
= (a + аз tas Kb + br + 652) — (аб 
+ 2205 + азђз). 
这 就 是 拉 普 拉 斯 恒等式 . 
2.1.3 ” 试 证 :双重 外 积 公式 
(ax В) хе = (a * c)b — (Рф c)a. 


IF 


Н 


H 


证 法 | дахь 0.a; p. Eb = ва. 
И КШК у az b бл a В.с BAREIN 
EE FERK ИПИ ПУШ Z Of a: 
сода b! a x b. 
ЖАКШИ tia < b Arki. iH 
(a> bz ce Аба х b) >x a+ иа x by s b. 
А дех pjxa axba_ ax pb.b |. a 
Б.а х ё) ха, а,Ь -PR ittm. Н ЖАЛ 
ВП 4. Праг 
ax h) aq — Ба + АВ. 
HERRIA В) а ТЕД, 52 н Н J a P 
EIN са у 0, ЩІ 


Ова тау 1 ġia. bh. 
E AT (a - Б) lar a), KJE, Tik 
{п tbl o a Аба —a)b- ta: В)а]. 


[М J b PEAR RAR Fr ТАКЕ ЖЕНЕ ПИ, I 
ах Вуха р = (ax b.a,b) 


а. р.а b) 
- fax b). бах в) 1а в, 
而 
klaralbp- (a ba -b 
-下 (| 
于 是 


1 


axp = h а ^+ bo (a Б). 
[H 2.1.20 k — 1. nt. 


| (ах b)“ a — ta ' a)b — (a = ba 
问 样 可 得 
(ax b)“ b= (aq: bp (b - hlna. 


这 性 
az рухе — А(а+а)Ь (a: bja] 
+ 10а + bp (р Ва. 
Аата) = ulat b) b 
Аа b) рр В) а 
- era оа х Б) -alb 


le-b vlas b): Аса 
(a-ce)b (В e)a. 
ШЕ? (ax b)> c 
| па da из G| ар u | 
бу {д ns P T7 h 
x tjat Cs] 
Ча ау! ба aa | 
= | ба | f 
by D| ЕЛЕ 
e ii КЕ uaj 
С бс, 
b È | #2 В 
(ло йз "аз ul 
í 一 ГІ 
bx Da y D| 


= (abea арас — djb + аху. 
айуу 一 азбу = азбас | азбас. 
иърасо азбас T азбу + арбасу). 
ло bø, 
(a-c)b (b: сда 


- (ajej + aga + азса) (а. 2.65) 


{бас H Boro T b3cal)la aa. aa) 


— (азфуе + абра — арба absrass 
арбор T азса — чабр — азага, 
арзу + abata QO чуйүсү азбас). 

№, (ахд) хет (a-c)b (Беда. 


注 1 ”双重 外 积 公式 的 记忆 六 法 ;双重 外 积 是 中 间 
的 矢量 乘 以 余下 的 其 个 矢量 的 内 积 , 减 去 括号 小 余 
下 的 男 一 估量 a ЕЧ b Жс 的 内 积 . 


注 2 ах(фхс)- (рхе) ха 
= [úa b)e —(q ` c)b] 
= {ar г! (а+Ь)с, 


即 
ах (хес) 一 【一 《有 
此 公式 世 第 合 注 | 中 的 记忆 万 法 ,从 本 题 与 注 2 可 网 ， 
一 般 情 形 上 .to x b) x c> ax (b x e). ВК, 
ЖЭЛ ахь) хее a X (b x c) ЖУ. 
2.1.4 КШ: ВЕНН ед: 
(ax b) беха) 
— (а ев 0) – (a - d)(b + c). 
证 明 (ахф)-(еєх d) = (a,b,c x d) 
= (b,c x d,a) 
bx (cx dy] a 
(b. dyce- (b. c)di- a 
(b-d)(a e) (b-ce)(a : d). 

Ë l| 拉 格 朗 口 伺 等 式 不 仅 在 徽 分 几何 等 刀 何 学 
科 中 要 用 到 , 而且 在 矢 基 代数 由 也 器 一 个 重要 的 公 
=. 

注 2 地 接 格 关 日 恒等式 中 , 取 e = a,d = b, BDIS 
2.1.2. 

2.1.5 Rižaxb pxe cxa RKM, Ea x b. 
bx e.c x a ibik. 

证 明 ЩЭ(ах,Ьхсеха)=[|(ахЬ х 
(bx єс) (ex a), 利 用 双重 外 积 公式 .有 

(ax b) х (b x c) 
—'as(bxce) b [b+ (Рх e)]a 
-a+(bx e) b — ta,b rip. 


因此 


бахр, Вхе,е ха) 
= (a.b,c)b] (ce x a) 
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— (a,b.c)[b (сха)! 
=(a,b,c)Xc,a,b) = (a,b,e). 
ta a RER. 
ШЕ (а xy, bxe,cexa) = 0, # (а, b.e) 
= 0, (а,Ь,с) = 0. 因 此 a,b,e 共 面 , 恢 外 积 的 定 
Ў axb, bxc exa MEAT, b e RIRE 
TEFA, ax b,b < c,c x a Ж. 
21.6 已 知 三 个 单位 向 量 qa,5,e 满足 条 件 g + b 
+e- 0. К a. b+ b. e+e- a 218, ЕВ a x 


Вр bx e= ex a. 


解 ， 因 为 
la+b+ el 
= (а +р+е) (a+ + c) 
—а+а+Ь+В+сес+=с+2а+Ь+2р+ € 
+2б+п 
所 以 
а-б+Ьр,с+с+вп 
=Jlla+b+c12- (la 2 +I bi2+I e 12)] 
ЕЗ 


因为 a + b + c 一 9, 两 边 与 5 作 外 积 ,得 
qaxb+bxb+cxb= 0, 
即 
axb= xe. 
RE, ERUS e 作 外 积 ,就 有 cxa = bx c, TE 
axb= hx ce = ¿cx a. 
217 WET KE a, b. chi ax(bx e) = 
(a x b) х е, арх ХЕ? 
解 ”因为 
ах (bx ce) = (а 


(a x b) x c = (a 


-c)b- (ас be, 
-c)b- (b - e)a, 
所 以 
ах (bx e) = (a x b) X c 
成 并 ,必须 
(ag -c)b — ia- bje = (a * e)b — (b ca, 
Ep 
(a -ble = (b-e)a. 
如 果 a с, е = да, Бох КЕ. 
ШЖ а) єє, a - b = 0,b- ¿€ = 0). Ь 
Lab’ ср, БЕ b Z a хе. 
综 上 所 述 , 当 a x (bx e) = (а х Б) хе, 
# ас RR й b Z a x с. 
2.1.8 Pv = да+ + с, На, В.с, 
M ғ.с, Б.с RHA, ро. 
解 ” 因 为 y= да+ + ve , Ы 
48 
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bx с} Чї, 


v- (bx e) = да - (b x c), 
解 出 
_ (у, В.с) 
4 = (а,Ь,с) 
МЕ, Уу сха, а xx 和 分 别 作 内 积 , 仿 次 可 以 解 出 
(vc) _ (v,a,b) 
А `(a,b,e)'” (а, Б.с) 
因此 
tvb cy, 07.6, Calp {> va ,b) 


VU r b.) (а,в,с) t (a.b c): 
E 1 "a,b,c 不 共 面 时 ， 


(v.b.ca + (v,c,a)b+ (p.a,b)e 


= (a,b,c)v. 
2 яа, Б, с FREE B И 3 bF О = T K K 
Eijk, I 
(i,J.k) = 1, 
(v,b,c) = р (j X k) = rei. 


同样 
(yead) = реј, (уа, Б) = v: k. 
因此 
у = ptr ])] + (v ` k)k. 
219 ЩЕ: 
(a,b,c)(x,y,z) 
ха Хоф re 
уса yb усе 
та zh zr 
证 法 | EA = (ха) (ру В) Е с) 
— (утс) + b)] 
1 (x. bilye e)(z 
+(х+,бс)[(у+а}{к 
利用 题 2.1.4, 我 们 有 
右边 = (х+а)[(уха)+{ЬЁхео)]+(х+, blty 
x<z)-(exa)]+(x-)[(yx z)- (a 
х В)] 
= (ry Xr В, с) + (x (ух тус, 
а) + (xr ey z,g,b) 
= х. [(уха, в, с)а+ (уха, с,а)Б+(у 
хд,а,В)е]. 
根据 题 2.1.8， 
Ай = х. [(yx z)(a,b,c)] 
= (a,b.c)[x - (y X xz)] 
=(a,b,c)(xw.,y,z) = ЛЛ. 
证 法 2 ”利用 行列 式 的 乘法 . 设 x = (rrr aa), 
y = (yr. y2 ys) z = (zú z2,( z3) Л 
AH = (a,b,c)(x,y,z) 
сү а) аз 


- |b b, bale 


“aa 一 (yz т е)) 
.b)y- (y-b)(z + a)]. 


Ti у Та 


Pr y2 Уз 


сб €2 G Х| 2 “3 


3 a + 
Мад ax Уан, | 
ПА ñ г 1 
à 1 1 | 
= 、， Бох ` by, ` бт, 
' 1 5-1 ' 
| | 1 
Мыш, Усу, беш, 
1 1 I | 
x-a уса тсс 
— {хр yb zeb 
хес yec єс) 
ха хов xee! 
= уга yib уте) 
т-а z-b5b ze 


2.1.10 IRI- дану iym = myat mob 
十 mal, A = ma t nob + nye WHE: 
{| Ís НЕ 


mi Ma гну 


((,m.n) 一 (a,b,c). 


i Ml "у, 

证 明 lx m 

— (la t b + Be) X (mia 1 mb + mac) 

= (ау х (mig) + (Iya) x (ob) 

L (la) x (mag) + (ob) x (mia) 

+ (Б) x (ob) + В) X (ас) 
+ (ye) x (ma) + (ye) x (mb) 
келс) Xx (тус) 


ho | 
(рх c) 


Mo Mas 


(ex a). 


ma H] 
(а, н, е) — (bh,c.a) = (е.а, Б), ВЕЛ 


(imen) = хт) ` n 


Ii G lh h] 
= : (a x b) + '(b x e) 
КЕЛИНЕ | PN: M3) 
| 二 i | 
| Cex a) (mat nb t nae) 
iy nh 
Ü Aoh! b bh 
= n + n 
my mo mas Ma 
t di 
| х (a,b,c) 
i nL] 
a b b 


бү н) у 


2.111 RRE a.b, 不 共 面 ,求解 向 量 方程 组 
Id s Y п, 
< b: x = В, 
les x = y. 


ж На, р, с PHH, Hia, be) 0, 3836 

2.1.5 HI 

(ах b,b> e,cx a) = (a,b, ef = D. 
Аах b.,b x c,c xa ЈЕ. JU х,а X bh,b x c, 
c x a 肌 作 共 问 始点 ,将 向 人 已 x Шах b.b X c.c x a 
作 因 楼 进行 平行 六 面体 的 分 解 , 故 可 设 

X= a bx e + Xa l rya X b. Т: 
Жу а 作 内 积 , 得 


асзх=оху(а,В,с). 
Ф. — e x __ 8&8 _ Тр 
求 出 -F17 {a,b,c} = Ta p.c) 如 采 相应 地 将 由 两 
边 分 别 与 3 和 e 作 内 积 , 依 次 可 和 神 


ыз Йй pa 
2 (a,b,c)? (а.р,с) 

于 是 

x= гаруе хе) + еа) + уба х Б). 


注 аа ЕВИЧ ME, Ha rsa 
绝 不 能 求 出 x 一 Г 

2.1.12 已 给 g = (-3,.6.2).b = {7, ~ 14,21). 
试 求 人 的 太 小 .方向 余弦 ,以 及 下 在 和 上 的 投影 , 即 求 
Рг’. 

Ж а= (0-3) + 62 + 22 = 7.18 a 的 方向 


MMH aB, y M оа = Fco = É oy = 
2 EERI а = 115.4 ,8 = ЗГ, 73.4%. а 7 


向 余弦 为 2,9,2. 


“=a ,表示 矢量 а 与 b 之 问 的 角度 , 则 
Prolab = | b ! costa, В) 
Ра ВБ ola, b) 


lal 
-2b (а рса: 
Т Та (тет) В = ab. 
这 里 ao = Te E а Ar 1 Ba s ji 00 
аз = (оова, ор, оту) = (2,0,2), 
因此 
Proj h 
= аць (0,2). G. -14,21) 


— {-4,6,2) +1, — 2,3) =- 9. 

2.1.13 Мил), Мн), М, Сп, ) ERE 
APE a AER ЕРЕ Ж ЕО Hitis Fns 
ҤЕ ЖК Ж mismo, m, ШЕ ДД n St 
цы» СОР E K tE Ж у 


ОС _ түк t Harfa Т? + Maty 


тү} omo + v + m, 
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试 证 :质量 中 心 C S O AMADA. 

证 明 ir O ОАТ ЕД) Р. 
点 ORR- CRE, I n АО" НУВ С К 
йй ол, ERE 
жыгу 3 Mara + '' + Mafa 

p| + ma БС + Ma 
REIH C = C Шау. 
FEN., 
rn = OM, Об OM = Оф ч гу, 
同样 地 有 
по OO а rti = 12 m). 
FE 


ОС 


OC = 


А түгү. + тугу + e + т 


| + `". + TH 
pu (OO +r tent pn (O O 1 r) 
` myd ee + отл 


一 түгү tee + mR, 
= OÖ + j 1—5 
Pli + + тт, 


- ОО+ОС= OC. 
Wk C - C. 
R ФУЕН ЕЙ, У m, >= ОН], 
"л 
本 题 结 论 依 然 成 立 ， 
2.1.14 HEEP a Tas М.м, М, ЕД н 
+ 个 实数 和 ,aya av A МОЕ 


Уа ММ, 2 = ё. (D 
' 1 
试 求 点 M 的 轨迹 ， 
E EERE O Е, 
| MM, 12 = ММ - ММ, 
- (ОМ. ОМ). (ОМ; - ОМ) 


= ОМ. OM. - 2 OM. .OM + ОМ, OM. 
ADER 
(ОМ. ОМ) ( Уа, ]- 2 OM (ао) 
СОЙ, ОМ, = k. И 
Та ЯНА ТОЕ НЬ. 
情形 ] Sa = 0 
u Ш — 


HAOI 


-e — 


ӨМ.» = +[ 37 (OM, - OM.) — 21, 
Ер 


SAHHA k NA 
M-k, 
即 
Pro, ON = k. 
在 所 在 有 向 线段 上 ,到 Di TEL Т E Li 


27.1 
代数 长 栓 为 有 &* , 则 过 点 Mo BER TILA MBE 
平面 就 是 点 M 的 轨迹 . Ч. S v 一 0, 那么 当 


Уа (ON, ОМ) Z ОМ. REEM JU S УЕ; ЭҢ 


Y la (OMN, . ОМ,) = 0 时 ,所 求 轨迹 充满 整个 空间 
(参阅 图 2.1). 


情形 2: Da, #0 
rt 
la, ӨЙ, 
作 -=-= 此 式 等 价 二 
2а, 
1-4 
Уа СМ, = 0 


1 1 
出 题 2.1.13 知 :点 如 与 原点 人 〇 的 选取 无 基 . 如 果 一 开 
始 所 选择 的 点 O MEC s=, WA 


(CM - СМС Уа) + У\а (СМ, + СМ) = Ë. 
z=] r=1 
Hp 


k- >a (СМ, СМ) 


СМ. СМ = =] 
`a, 
a-l 
SBA k, WA 
TM- CM =. 


шрот, М 点 几何 轨迹 是 以 点 C ARG, УР 为 
半径 的 球面 ; 当 上 = 时 , M 点 几何 轨迹 仅 是 一 点 C'; 
当下 过 0 时 ,无 实 的 几何 轨迹 . 
2.1.15 WHE: (арс)! а! вет, J} 
说 明 等 号 何 时 才能 成 立 . 
HA Ba b 之 间 的 角 为 8.86 Є 10, х]. E 
'axbl=lallb sn, 
[fa Б) 1 = 1а 11е |i овд, 


ДУ! 


lax bl a + bl, 
(а byls ai bl. 
FEE, 
а. б.е) —I (ax bh: c 
= QG x ре | 


Шо а вате 
当 @.5 姑 中 有 一 为 站 时 -等 号 显然 成 立 ， 
Bab, АУН, АПТ 


а А Батето ТТВ те, 
BP rH 
ах bl- alil 
Ща 5 ХШ. бахр) е1 Тех в el 
Ш 9 сг axb ce |а Уус | b. 


БАТ, SE Ер 

-为 0 .或 者 ea.5,e САННЕ. 

2.1.16 已 给 两 点 Pirey) Palez у). 位 置 
KERA risF;. 试 证 :六 线段 PiP YARRA 
方程 是 {r rl (r — r:) = 0. 

证 明 тц А Y ELH u E R 


uy sas: 


THRE a,b. PHEA 


2 WAPP,- OP, - OË, = ry- к, 


RT ERAH e RER 


ritr): ‚(тү t Fo} 


* r iria r 0. 
pI 
(r rpo- tr r.) = 0. 
EL 设 只 ro) 是 所 求 球 志 上 和 任意 一 点 ,其 位 壮 
KEA повен P P т, Б ,于 是 


PP P.P = u. 
ERM V H Ж 
ir-re (r — r) = D. 
注 2 用 坐标 写 出 : 
бтр RS PNT м ZI], 


б-гу— rp ур, nh. 
ENE FK [H Е МЫ 
(ел YY y) 
+z- z z.) — 0. 


$2.2 矢量 代数 的 几何 应 用 


ЖШ УРЕ НЗ - 定 的 几何 解释 与 
几何 意 名 , 款 此 ,作为 天 量 代 数 的 几何 应 证 可 以 求解 
Ж Лар. 

大 家 知道 ,1 a x в Ж {ДЕ а, bi RER 
EA) 为 出 的 平行 四 边 形 的 而 积 , 并 日 g+b,a 一 鼎 分 
别 基 这 半 行 四 边 形 的 两 条 对 前 缉 拓 蝴 . 

I(a,b,c) | 等 于 以 a ,5,e{ 取 共同 始点 ) 为 校 的 
半 行 六 面体 的 体积 . 

根据 内 积 .外 积 . 混 合 积 的 几何 意 头 可 以 知道 :a 
1 ЧАК Ме b = 0;0 yb "TH 各 当 a x b = 0; 
a,b, HAHHA H a,b,c) = 0. 

ТЕ AARC h. #ipBË = a СА = b, AB - c BE 
Aat b+te = 9. ВО ЖИПТЕР ДАП ЕДЕ = T£ t 
ZA И „п ЖИПТЕ МЫШ оГ л ТЕШ 2 Al. 

2.2.14 @—<1—®ШОА,ОВ.ОСАНШ 

Ох OC + ОСхОоА+ОАхОВ=0, Ф 
RE: O) OA. OD, OC 共 面 ; 

(2) А.В,С =. 

证 明 (D Ж ЮЛ S ОА EAR, СОА, ОВ. 
Об) = 0 ВАЛЕ ХОА, ON. ОС ЖЩ 
(2) AB x БС — (AÓ + OB) x (BO + ОС} 
= AÜ x BÖ + AÖ x OC + OB x BÖ 


+ ОЁ x ОС 
= QÀ x OÜ + OC x ОА + OB x ОС = 0. 
即 АЙ хб = 0. А,В,С 918. 


222 ЩЩ 2.2, = A ABC. A.B,.C 三 点 的 位 
置 拓 量 依次 为 mi ry ra Ж D. E.F ЯРЫ BC OCA. 
АВ ЖИЙ ДА, SIF: OS = + ) ,其 中 G 为 
A АВС 的 重心 . 

证 明 ”如 图 上 所 示 , 利 用 矢量 的 如 法 ,得 


(ritrstr 
1+ r> t rj 


ОА í ОВ = 2 OF. т 
ОЁ - Оба GF, 5) 
Об = Об + СС. D 
НС. 26E + GC -49 MED 


+ DWA 


Олз OB об зоб. 
即 
UG = T (OA + ОВ + ОС) 


ш (к + rz + Ру), 


СЁ = T (CA + CB). = st 
АР + BE + CF — 
0 ,两 边 乘 以 - ZTA 
СА ' GB + G = 0. 
2.2.3 É SE AAB 
的 面积 ,p 是 A ABC 周 长 
之 半 , 试 证 
(1) EREM; 
(2) 二 角形 面积 的 海伦 公式 : 
S = р(р-а)(р 
AP ahb, 代表 二 这 之 长; 
(ЗУ) ШЖ AU, - 1,2),B(5, 
一 1), 试 求 SABC 的 面积 . 
解 【1) 如 图 2.2 所 示 ， 
25дан =! CA x CB | =1 BE x БА | 


=I AB x AC |, 


b)(p — c), 


= 6,2), C13, 


pi 
apsint = acsinB = hesin. 
[ШЖК ab , 即 得 
упа _ sinB _ sinC 
a b Cc 
FREAR. 
(2) НАЕМА КИЛЕ 
1 
(а - b} = g! 
lal- a,lb'-— b. 
РАЛЕ, ЁЙ 2.2.1 可 知 
1 


2 
а + р? 一 ¿2)2, 


5° = 4 [ох bi? 
= (a. (a b)) 
= -ltag La? t pè- e] 
一 Ta (2ab + a° + b? — c2)(2ab — а? — b2 + с?) 
= Ка + 02 -el e[c- (а — b°] 
- Teat b+ сав е) (са -b)(c— a 
+ b) 
= рр а) р — b)(p — c). 
(3) ВА = (4, —5,0), RÈ = (- 4,9, -3), BÀ x 


ВС - (15,12,16), ' BA x DC I= v 151 + 122 + 16 
= 25,8% SAAR = 12.5. 
2.2.4 ”如 图 2.3, E ААВС 中 ,点 DAE AYE 


BC 和 CA k, H BD = $ BC, CE > + CA, ADMIRE 


жр Е.Е: FD 一 + AD, FE = + BE. 
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ФЕ ЯВ ЕВС = а, СА = b, MBD = s CË = 
È FD # AD, FË 


# BË kulis 
TD = +AD, 


2 
= b - a, 图 2.3 


lI 
а 
+ 
ш |= 
` Š 


即 
+ ЕВ =- (а + b). Ф 

AF = AD - FD = AD - rAD < (1-х) AD, 
РВ = FË + ЕВ = (y - D BERAR OR 


(1 z)AD +(y 1)BË = (a+b). 
ШАВ, BË 表达 式 代 人 上 式 ,化 简 整 理 得 
25а + (z+ Ty De = 0. 


Е 


(= ку 
因为 a,5 不 共 线 ， а 
到 =0. 求 出 < 一 了 = 
$ hE, 

22.5 W22, Вт = ЖЕНШ {Р Jr ti 
ао ЕРЕН. MRE: 


+. = FD = LAD, FE 


АР? + ВЕ? + СЕ? = 二 (az + b? + c2). 


证 明 AXAD = (АВ + АС) = T (b o), 
BË = (БС + BA) = +(a — o), 
TE = ACA +B) = L- a) 

所 以 


АГ? + ВЕ? + СЕ? 


= АР.АР+ВЕ.ВЕ+СЁ. CF 
(р = є) + (а– е) {а – е) 
(р- а)] 


[аа кр. ръст с] 


= 二 [Go 
+(b-a)- 


= 


—(asb+b'e+ ea) 


lz, az, .2 l... . . 
"ta кёб с) + ria at+thb'bhbte'c 


—(a+b+c)- (a+ b+ce)] 


(a? + b” + e`) + Lig? + b2 + c?) 


+. |. | 


(a? t b? + с). 
226 试 开 : 四 面体 中 连接 对 校 中 点 的 三 条 直线 
ЖОР -点 ,互相 半分. 
证 明 ”如 图 2.4 FH 
лх,б ЖЕН! ЭУ 
M.N.P Q R S. 因为 
MS = 二 Aí A; = RN, Ar 
所 以 MSNR 是 平行 四 边 
Ж.И ЖАРАШ МУ, RS 


м 


图 2 4 
与 相等 分 , 同 理 可 得 MN ,PQ 互相 等 分 ,因此 ,二 条 


和 连 线 MN, RS, PR 这 于 一 点 ,月 五 相 平 分 . 

2.2.7 试 让 :四 而 体 中 连接 各 项 点 和 对 面 三 角形 
重心 欧 四 条 直线 变 于 一 点 ,号 此 点 分 每 一 线段 之 比 为 
3:1. 

证 明 an2. 5 ИЧ TM А.А. 
ATA, ETID E REIRA лү. гә, ra, ra 假设 
АЛАА: 的 重心 为 A AAA: 的 重心 为 A ， 
ААА, 的 重心 次 A; ZA A A.A. WELA А5. 
ИШО 2.2. 2, 44 WEBM SEL (rit rtr). 

现在 ,考点 直线 段 A.A. .在 共 上 取 一 点 M, fs: 
得 АМ=3МА, , 即 点 МАЛА 成 3:1 
之 比 . 于 是 


ror 3E tr Ро + rs) r. 


ЖМА Те = Eert r t rs + ra) ERR 
赖 于 由 面体 四 个 顶点 的 位 А 


置 . Н, ТЕ АЗ АА 7 


HAA 上 也 可 找到 位 置 
KB NPO + ra + rs + 


ra) 的 点 y HIPU КН 55 A Р Аз 
于 一 点 ,用 此 点 分 每 -线段 #25 
之 比 为 3:1. 

22.8 А: Ш ТИТЕ Р Ве НАН Ф 


А.Ж ЧЕШМЕ, ЖА 77 
和 相等 . 
证 明 БЕЛА: | АЗА, A Ag L AA, КИЕ 
A,A; | A.A... 事实 上 ， 
一 — — + 
AA; ` АА 
Е (A.A. 一 AA) ` CAA, AA.) 
—— - x- + = 
= A.A; r Aza = AA. ` Аза 
- AA. AYA + AA АЛ 


= AAY C АА, + ААТА, 
u A.A, M As A; 
= AA; (ААТ + АБА) + A,A, + АА» 
x > > 4 
ш АзАз Ы A; A. 一 AA, ` AsA. 
x 一 各 x 
= AzA { Aa = AzA) 
= AA: ' ЛА; = 0. 
于 是 4 А; 1 АА. 
ALAL + As A2 
-一 一 一 ай я 一 一 一 一 和 
= AlAs + АА» + АА: АА: 
+2 AA; ` АзА» 


= (АА; t AA} (A Aa АА). 


而 
— — 
A,A. + А-А, 
= (AYAY НАЗА) + АЗА; 
= AAs + САА + AAI) 
— — 
= АА, + A:A.. 
因此 
ALAI + АА 
= (A.A. AAs) - (A A. _ AA.) 
—- — — — -- —— 
— ААда ` АА -2 АА, ` As, Аз 
— -> — 
+ A.A; * A; A; 
= A Aí + AAS, 
РЕЯ] ut: 
AAI +t АА = A Aš + A.A2. 
最 后 ， 


AJA} + АА = A (A+ A,A 
= A,A + АЛІ. 
229 已 知 四 面体 顶点 A1(2,3,1),Azl4,1， 
– 2),43(6,3,7), Aal- 5, – 4.8). ИЖАТ A. EF 
ИРА 
解 AA = (0-7, -7,7) = 701,1, - 1). AAA 
= (:9, 5,10), АА = (- Íl, - 7,0). 


(АТА AzA, Ay) 


1 1 -] 
--7| -9 -5 10|= 308. 
,1l -7 1 
四 而 体 的 性 积 = + (А Ag AA A34) 1 
_ 154 
= 


== — 


ПЕТА = + | A,A; x АА; | 


- T IQ, -2 -3) x (4.0.6) | 


= (2,-2,- 3) х (2,0,3) | 
21(- 3, 6,2) |= 14. 
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因为 四 面体 的 体积 = È x hx 底面 积 , 故 


154 _ 1 ар 11 
3 3 xA xl, = 9 ` 


2.2.10 Wi a,b e АДЕ я, bka с b 
三 |。 = bx кытыы 
解 ” 因 为 a - р.п МНН a c — b.'c.a хс 
bxe ZZ. Wa. ce h: ce.ax e= hx с, WE 

I(a— 5) е – 0, 
lla- В) хе = 0. 
(а-в) | e. Xia- by e ус О.а 
b = О.а — b. 
综 上 讨论 ,两 者 是 等 价 的 . 

注 a = 六 与 ee=p:c 不 是 等 价 的 .这 是 因为 
a`c=b'e,fi(a - Б): e = 0 ВЕЙ На - b) 
с.ж a-b- 0. Ша = Б. БЕ, а — b 5 
а жє = bx еф АИЯ. ААВ, ое — b 
-c 不 能 推出 a — b TH, K B it АҢ Epi 28 
俗 地 说 .qa 'c -= 了 :ce, 不 能 约 去 矢量 c ,而 排出 g = p. 

2211 设 六 ,B,C 其 不 共 线 三 点 ,它们 决定 一 个 
FA r Ш M 在 平面 x 上 的 充 要 羔 件 是 :存储 唯一 
的 一 组 实数 rc,y,z ,使 得 


Ir — za 1 ybi тє, 
1 


Ia. e= бс 


d 


Ir 1 yl £ =1. 

而 总 ME SABC РЕВЕ E ОЧ reyr 
ТНУ ЗА, Ца, рс. г А, В,С, MAY 
位 置 矢量 . 

证 明 ”必要 性 ,如 果 点 MEPE ААМ, 
人 ,这 共 商 .根据 矢 旱 加 法 的 定义, 存在 唯一 的 一 


组 实数 4 ,wm, 使 得 

АМ = ААЙ | z AG. D 
因此 

г- а – АВ aji {с-а), 
pi 


r= ([-А- uja t Àb 1 w. 
Sr- i-i- нут àT н Ва, F а, у, 
z ЕА. Wir PR 2 r APERAR: 
r= rat yb tæ, T y + zx — 1 
r = та + ур +z, 1 y tz =]. 
倘若 > з х, РЕВЕ ”> ЖАХИН. L > 
y y =“ za е р (и 0) И] 
Аа+ир+ьс-—@0,А + + w = 0. 


从 而 с-а 


. А, 


Ep Ау (- #)=1. 
y Н t 


ZAR TA E -性 得 证 
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Hok. R МТ: А АНС 内 时 ,延长 CM HARI 
ZF р, а AD = ARO = 1). 
H F C D.M 三 点 基线 , 设 CW = CDM 
MD = (1 — COOLE 1). 


—=  — = — =  ——_N 


AC = AM í МС — AM - L CD, 


| 
i 
| 


AD =АМ+ МӘ = AM (1 000. 
由 此 得 
АМ —(1 AAC+ РАР = HAN + - k) AC, 


EALS ДАНЕ Е ЈА ДК  —Е ЫШ 

À — Bl, = l-k. 
Mala ra = bft+]—£ = 1-4801—- 1) 1,03 A. 
Т.Т ч кууу s< l. 


充分 性 .AM = r а= чаі уб роста 
= ча+ унос (Z+ v+ gja 
= у(в- а) + =(с-а) 
_ y AB + АЁ. 
Fil 
АМ = УАВ + z AC. T 


HARES METET Б.Ж -MEO г. 
y, z = | ENR ЯВАА 410 у, = < A 
出 ,点 M Ж Z BAC 内 ,并 日 同样 由 CM — x CÁ ч 
ус, AOS r.y= Хян MÆ Z ACH 内 .所 
[Дю M HE SADC ZIN. 

2.2.12 11 ML Pilanypz Palaz ys, zx), 
P.Ury.y i z 0) МА, сат BS u ШКОК 
为 ri ri ry WRH Ру, РУ 工 点 所 决定 的 半 面 r 
的 方程 . 

EO 介绍 六 种 所 推 寻 的 平面 卢 程 ， 

1. 所 求 平面 x 的 法 向 量 可 取 作 nn = P.P; x 
PP ENRETE A P(e,y,:) 的 位 置 失 
Ву н, Еа ШЕ Ер 
ri) = Ü. 


h - (r 


по (т-ту) - 0 
是 平面 的 法 方程 . 
2. НЕЯ P. P. PI P 都 在 平面 x E, йй 
P.P. P P P P Ж.Р E RAE 
(P.P, P P P P) — 0. 


用 举 慰 写 出 .有 
ro Y M Z т 
ту Жү TY з— Z| | 5 Ü. 
Жуз Лү MTM ©} “Zi 


这 就 是 由 不 其 线 三 点 所 决定 的 平面 x 的 举 标 表示 式 . 
з. 展开 上 述 三 阶 行列 式 ,可 以 写成 上 汶 形 式 : 


А, By + C+ + D — Q. 
因为 P Pp. P, TRA MER A ABC RENN. 
PRELATE A Pi то) MR yB: 


LTR CA H.C HENI Ar Bv 1 (1 
D = ОК iN. 
PELOTER Aryo t 使 得 

Aa, + Byt Cae D 0. 
Hp 

D —— А = Ву р. 
гж 

Aka w Biy м?) aÍ Сеа) = 0. 
Шр 


п {ғ гу) = Ü. 
А Б a — (í; 
(aya s J. ПУ 为 法 侣 量 的 一 个 平面 

4 WH PPP OCO THR, 
P P. RRIARI ПЯТ, BETETE +4,4;, 使 
得 对 于 侍 意 取 定 六 ,我 们 有 


- — -- + — 
PD Ва 5 P P, 
43 P P = Ff — r. 
б 1 H PiP + +, PiP. 


称 此 为 平 向 r ARAE. ME G ABR, HAR. 
tit я Р ЛАФ. 
W бм o W, Д RE- P (е) Hi 
定 两 个 кан vi. А аА P. 'j vi. vy F 
和 的 补血 的 矢量 方程 为 
ғ Fi Тр ! foya. 
5. ШЖ OK hk ЛЕН ЕРА. АЯН 
r = (Tt (жу m)l (аут, 


=a (y, у), 


Is Ca (зз 
бт T oaj t Íz: - z() + nat ra хр). 
АЙА ТТ z В ДЕ. 

6. ШР SR C t руа. 0.0).Р,(0. 
b.0).P (0.0. ). a = О, ОЕ 2 Вр 
PO. ABI РЕ l+ 5 Т, ВТЕ И 
ПР Б МАЛЫШ а, Б.с E iB E Шу h, 
z fA Aye 

ЯП ЕЕ Liite Г А р о ТЕ 
s ОЕР = 0. 出 于 原点 (0.0.0) 的 坐标 满足 平 
EA ЕА. ТЕ КЕ ЈЕ Ae 1 Byt Cz+ D QO P 
ЧОЙ D 0. 

过 > ЎР л Ен -AB CO 中 有 

- Thi ЕШ А — O.E a — СО, С ДНР 
д 


В.С) AHE, C ЕНДА 


故 P P. x 


ni (D. B,C) O (1.0.0) — 0. 
He kiH a ¿Bln г. TE FE АНЕ. 
Ж. тА — D О.А w РЇ gh 
хна Мрт + HH. 
SWRA D = 0. SF {Г {гк УРУ 
HB. kz FT „у Bi, gk НЕҢ А Ос 轴 . 平 商 方程 为 : 
-Buf yma Р 
B Gg A — B- 1—0, К.Б АЕ zv ET 


2.2.13 已 给 不 同 两 点 Pr z l Patra, 
уз, хо) ПТС А EAI A rra ОКН Pi. P 
W ОТ ESR 上 的 方程. 

解 ЛАЛА ДО РЕ y Е. 

l. H P, Р W ra ТА BJ HZ L ATARKEN 
{с (уу аруз = 2). B Pisy) N Ak 
LL 上 任意 A, MERREN r WP b 2 1 FE, 
PP- ч.н! Ж ©. O ВАМ ДР EARL 
ETLE. 

因为 PIPEP = г- гу. 

r-n =d, г ғр + г. 

AMERRE L 的 矢量 方程 ， 

2. 将 直线 的 笑 量 方程 用 坐标 给 出 ,就 有 


> — жр {кл р). 


yl Ü 3 


ау ур (уз ур), 

|, = + {шэ 一 21). 

ше Е 1. WSR E. 

特别 ,车 取 基 中 一 点 为 原点 
ПЛ 


[z = mi, 


АР =0, 旭 直线 


x x C ум, 
É 一 tat. 
3. ЕТРЫ Р.Р. РАН, ЕТ 
APP Д РР. ТА АНЕ Bl. 
TO i] — Ур 7 


жо >| y 


这 误 足 两 点 式 方 哥 . 
4. 在 上 一 段 讨论 中 ，- 季 地. 设 直线 上 的 方向 失 
Шу i (т.п, py Шы, Р, 的 直线 方程 为 


T X] 


М za 1р 


` CU v| 2 


Р 


ЖЕЗГЕ ERA RE 
Ф ТУРРАН СА ДИ, Вр 2 РЕ u 
独立 的 从 有 两 个 ,我 们 不 妨 取 


tY] 


н! i н Е р 
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于 是 直线 L PJP EE 


Z r _ X. 
гп п? 


它 作为 两 个 平面 的 交 线 ， 
进一步 ,在 "+ 一 一半 由 ,因为 的 系数 为 
0, 辟 这 个 平面 与 x 轴 相 平行 . 间 理 ,平面 一 J 


+ Ву t Ciz + = 几 , 入 里 对 于 疾 定 的 衣 , 它 代表 一 
个 与 r 相 于 行 的 平面 ;对 于 变动 的 二 , 它 代表 一 族 平 
面 , 族 内 每 一 平面 都 与 平面 zi 半 行 . 称 为 由 平面 xi 
所 生成 的 平行 平面 束 . 

(2) 平 而 7 与 平面 ло А,В) x, 与 4 相交 成 一 
ЖА, THRI L, АА L, 的 所 有 平面 
均 可 写成 

Az + Biy + C Iz + D. 
+ #(Ал® + Bay + Cz + Da) = 0. 
REX РАЕН k a l BES L ЕТА; 


与 + AFH Е, ИПИЕ Щ = 


SOYI реву 在 ay PE EARE F ti, ñ] Pe 


п 


fz" | A- 
| m от 
z = Ü 


AER L fE ту 平面 上 的 投影 直线 . РОЊЕ, 2—2 = 


z r K BE L 在 ys 平面 上 的 投影 平 而 . 


5. 根据 第 4 段 中 的 讨论 ,-- 般 地 ,一 条 直线 工 可 
以 作为 两 个 不 平行 平面 z, 和 z, ER. G л, : 
Az + By + CG + D. = 0,: = 1,2, 
ШЕ = 
| Ar + Kyt + D. = 0, 
“TA yr — Byt Сук + D = б. 
W L 的 方向 矢量 
一 TXT 


(| C | |C. Al А; |) 

OAB G PIC Ay A; Bir 

523 平面 、 直线 之 间 的 
位 置 关 系 


已 给 两 个 平面 xi:Arr+ Biy+Ciz+Di = Ü #ll 
KtAr t+ Byt Cz + D, = 站, 它们 的 流向 量 分 别 为 
пу СА. В.С) Жаз = CA, В.С). МЕН 
直线 Lr 二 r+ 由 和 和 Ly: 二 ку + nbh, CIRA 
向 笑 量 分 别 为 二 = (mini pi 和 D = Carn, 
bay KH r fü r, Ў Р (хр, ун) 和 Filta, 
yoro 点 的 位 置 矢量 . 则 平面 ,直线 之 问 的 位 置 关系 
可 分 下 述 三 种 情形 加 以 讨论 . 

情形 1 平面 和 平面 之 间 的 位 置 关系 . 

(1) 平面 mn / к, BR m / no, IS = 
SL = SP m 平行 的 任 一 半 面 都 可 写成 Ai 
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于 变动 的 让, 它 代 表 一 族 平面 , 族 内 每 一 平面 都 过 直 
线 L REALA L, 为 轴 的 有 轴 平 面 束 . 

特别 , 平面 xl 垂直 平面 m HRY AA + 
BIB; + CIC; = 0. 

情形 2: 直 线 与 平面 之 间 的 关系 . 

(1) 直线 L, Z 平面 rt, АДЗ, 1 on, В 


Ат + Bini + Сур = 0. Ф 
(2) 直线 Li 上 Ех, ARM h Z п, Ep 
А _ В G 
тү m b 


(3) 1% L, 在 平面 z, 内 , 除 中 成立 外 ,还 需 点 
Р, 在 平面 Fj E. 
情形 3: 直线 与 直线 之 间 的 位 置 关 系 ， 
т 


(1) ВЕ 直线 L. "B Р 1,80 


n Рі 


лә фр 

(2) 直线 L 与 直线 L, 12. 

不 论 工 5 Ly ЖАНЕТ, лк L. 35 L; 
ЖЫШ. ТР Pih L, E CP P. L D) = 0, 用 各 
标志 示 是 

ао АА! 
| m, | pl = 0. 
| mo ну pa 

利用 上 述 所 列 各 种 情形 的 等 价 条 件 , 可 以 判定 平 
面 ,直线 之 间 的 位 置 关系 ,反之 ,也 可 神 据 平面 ,直线 
之 间 的 位 置 关系 , 求 出 相应 的 轨迹 方程 .同时 ,还 可 利 
用 上 述 各 种 等 价 关 系 解 决 一 些 相关 问题 . 

2.3.1 WAEA 的 值 ,使 得 平面 xir+i 一 2z- 
9=0 

(1) 经 过 点 (5, — 4,6); 

(2) 平行 于 平面 3x + y — 6z = 0; 

(3) 垂直 于 平面 2x + 4y + 3z = 0. 

Ж (1) 以 (5, 一 4,6) 代 人 平面 х 的 方程 , 得 
5-4А-2х6—9 = 0, Б À = 4, 故 所 求 平面 为 
х -4у- 25-9 = Ü. 


(2) 两 全 法 问 基 (4， 
17, В 


2) 和 3,1, 一 6) Ж-Е 


求 得 4 一 3. 

(3) 要 据 题 意 (,%，- 2) 与 (2,4,3) HAFEZ, 
即 

х2 к4ахА- 2х3 = 0,4% À — 1. 

2.3.2 ДЖЫР zi: da + dy 55-12 = 0 
Ж л:8 + 12у 13z 一 3 一 0 的 光线 在 zx 平面 上 
HEER 

解 经 过 x M m ERFREG IE 
4х +4х 5g- 12 13.A08r + 12y — 13z — 32) — 0, 
Вр 

(4 t Bakr t (4 + 12A)v í- 5- 13А) 
— 12 - 32А — 0. T 
利用 投影 的 性 质 ,要 求 上 述 平面 与 ту PAHA ЕЗ. 
W 


(4 i BA,4 + 124, -5 – 134) · (0,0,1) = 0. 


Ra- КАФ 
3х-2у+1=@0. 


[В Br K A 
137 - 2y + 1 = 0, 
iz = 0. 
# 从 


idr +4у- 5z 12 = ü 
[Rr 1 12у 132 — 32 = 0 
ÑA z 即 得 3r — 2y 41 = 0. 
23.3 ве 
pd a yd z 2 
` 2 - 1 4 
在 平面 
mie Јуте 6 = 0) 
БЕЛЕЙ. 
解 ”让 线 工 可 写成 
[т-1_у+1 
22 =. 
2-3 
2 4 
Іт + 2ув1 = 0, 
biian- 1 0. 
ДВ L 的 平面 可 写作 


:+2v+] 1At2r-z+1)=0. 


即 
{1 К2А}т + 23 Az+ ]1+A- U. 


ЗЕЛЕ 4 的 值 , 使 此 平面 与 平面 л 正 交 .由 


(1+ 24.2, -Al21 = Ü 
= 一 了 ,得 平 面 

9r -2y 
故 所 求 投影 为 

[9r -2y-5z+4= 0, 

|z+2y + z — 6 = 0. 

ЖІ ЖКН L E xy Fm ГДЕ. IN SEE 
中 上 用 对 称 方程 给 出 ,而 z +2y+ 1 = 045 H EÜ =, PT 
以 ,在 心平 面 上 的 投影 为 

Е 1 2у+1 = 0, 
|æ = Ü. 

+2 ПЛЕНА ЯН HE U M $ e НЕ #e 
ЖАНЕ а PS m y E. 

2.3.4 ”过 四 面体 A-BCD 三 个 面 的 重心 所 作 的 平 
面 必 与 第 四 个 平面 平行 . 试 证 之 ， 

证 法 ] E A(ay.2a a) В(Б, Б.р), Сер, 
сэ,с3), D(d i d: di) П ABC, ADAB, A CDA 的 
重心 依次 记 作 Gi, Ga, Ga, АЙ 


aytb ath t ea 
GÍ 3 1 


ЖЩ А 
5z4A4=0Ü. 


азі Db: + з, 

t 3 Ы 

а tb + d а + b2 f d> aat ba + аз 
3 ; 3 ` 3 

aj ter t dy aa tc td ay t cat da 
3 ' 3 ' 3 


Gí ), 


Gal 
于 是 


). 


G =- (аа ао аса) 

G _ (1 h b n da >). 
因为 

CD = (а = су, 一 cy a; cs), 


DD = (а, брза — by da — бї). 
АХ 

CO = 3 GG. BD = 3 GG. 
Am 


Сх BD = o C C, x G GA. 
CD X BD, AFE BCD HFE G GG 的 法 向 量 
其 半 行 的 ,得 证 . 
证 法 2 适当 选 样 坐标 系 ,使 全 上 BCD 所 在 平面 就 
是 .ry 平面.- 故 可 设 B61 ,63,0) Clenet 0а, 
2,0), M Ala ,аз,аз). 这 里 Gp G G В A T 


证 法 1. 显然 ,Ci Gr G 的 第 3 ARRET ВАК, 


Gr, Gs, Gs 都 位 于 平面 * — 他 上 .显然 ,此 半 面 平行 
xy DI. 
2.35 ЖШТ л: к — се+бс.л›:у = 
az + сулук = br + ау 通过 -条 直线 的 条 件 . 
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解 xii + +ey+ bz = (;длзим yd az 0. 
WDR Т z ДЕ F хуло PR PH E R AJ ЗЕ 
mR. EFE i, Et 

= i Heyt jz -— À(ar уаш) — 0 


一 hr tay AREA Rep po ТАГАТА ТЕ A 


acl o coà bàa (А 
5 a -1 7 
Ep 
AL 一 | ра с А 
й а ' 5 
cA Otal 
ба -l 
FASA НЕШЕ 398 ; 
HIE l:a = Ü. 
ж р 0, MAHOAA a, ШЕШ 
条 性 а 4 р + г? + 2abc - 1 = Ü. D 


WE 5 -0 那么 出 四 可 得 条 件 sz+ 2 = Lih 
然 满 足 四 >Ç. 

情形 32:4 — 0. 

Й, ar OLOR) тед og 一 
СЁ о Д) 8. ADNA 
求 的 条 性. 

2.36 ИЕН 
. 20 - y Уй z - Fp Umap > 0) 


атара О 可 写作 且 仅 可 写作 
ЕКЕ 


这 里 л, AERA At ptej 
+ р -y O. 


Ë 二 :49 У 3 
ЕЕ + 
А Р H 
证 明 Ч La 
to o. 31 1р 
т b ` 


点 通过 让 线 1. 的 平面 nf 写成 ; 
л-р У Jo tn 22 
l п. Jef т р 


(бй А 写成 1 < 2), 
ВІ 


(Gar) 
E А= era, = B MMR A + ИЗ 
= 0. XÍA а, 8 АЕН О, 
д2 і u" + 2 > 0), 
上 友之. 若 已 给 
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a(t [22]. (= a) -= Ü. 
m |) N P 


因为 = бит»), й 
- (r + „(= to); ‘(| 
т 


“(> Е = )* (7 ш =: ги | = 0. 
ниж Ая, EA РШЕ L 为 轴 的 有 轴 平 面 
Ж. 
2.3.7 ”假设 三 个 平面 两 两 相交 , 试 讶 :通过 每 - - 
交 线 而 一直 于 第 三 个 平面 的 所 作 二 个 平面 是 共 轴 面 . 
证 明 ”假设 已 给 的 三 个 平面 为 
т: EArt Вл + Cz+D = 0 (1,2,3). 
{дя ЕТЕТИН, Е п, = (А.А, 
СӘ, = L23085 ЕТ. 
КИЗ лу. по KERT EDY ха, M 
лара fi + А3/з = Ü 
即 
(Ау 3 АЛ) t (Bi + As Bs) y 
+ (C, + АС}: + (D. + Аз) = 0. 
依 题 设 , 平 而 x3 与 平面 x EAE Ë, MW 
Аз\А, 1 Aada) t Bal BI + АзВ„) 
+ ССС + A C) = 0 
求 得 
АЈАЗ B. Ba OCs 
+ 7А А, + BBa ОС; 
问 样 ,过 т, пэ BJ 3828 Н.Ж ЕҤ z, 的 平面 
ms 可 写成 


fs— fo + АД = 0. 
过 луд; 85 НЕ TEK T? 的 平面 ть ШЕ: 


成 
fe 5 fat Aaf = Ü. 
仿 上 讨论 可 得 
ALAa+ В, + C0, 
= AA, + BB, tC 
р A+ ВВ + СУС; 


АА + B B> + СС 
WAL Aa =- 1. AnA Aa 全 不 为 0. 
paiz s] 
fs = Aifa А142. 
TE z, 属于 由 x=, 和 re 的 交 线 所 构成 的 有 轴 平 
Ш. 


2.3.8 HER BAD 取 何 值 时 ,才能 使 直线 


Ir 2yr: 9—60, (4) 过 点 Palo 1.0. 和 ,日 平行 上 平面 


Н 


7133 + By+: D-0 31 Av r - lD 0, 
у PJ. THE 
解 RLAR- (1. 2.1) x (3, p, (+1 -3 z 
10-02 B., B46). {EHE ЗЕТ, 3 1 2 
直线 (0.0.1) RREZ. h 相 父 的 百 线 方程 . 
€ 2 了 .28010.0.1)7 — D, E СУНАТ НАЕЛ. AKAR 
# H —- 6 因此 的 方 回 从 量 为 了 = (1,1,1)х{2.3,4) - (1, 2.1). 
1 一 99 PE R L ТРКУ У 
за бх атр = 0. D т 2_ y 3 ell 
要 使 直线 位 于 xy 平面 内 ,必须 > — Ú EFE L l ' 2 1 
AAMIR ORE 3 D. 82. - 27+ D. ORRIRA TH 5=2-5—+ щщ 
TED- 27 КН - -6,0 — 27. PB j ТШЕ Е. 
注 1 ЛНА EE, 3Зл + Hy+ = D |-1-(-4) —3-(-5) 2-3 
- DM а —2y+ s 9 — 0 b z OREZ E а л р 1-0 
ШАШ ЕЕЕ ЧИЕ 3 -2 l | 
aro by l z+) al 2y+z 0) + б. 利 | 
比较 ;的 系数 ,得 a 35 А p 1. 2 04) 1 (5) 1-3 
Ha- 3. 总 -上 的 值 .比较 y 的 系数 与 常数 项 ,六 得 т п р 1-0. 
B- 6.0 == 27. 2 3 -5| 
Шо ҖЕ ОТДАН, p| F 6 8 E р — АЕ EN ír lR, is 
JÉ: Н Jr Pe m + 3р 0), 
Aa í у+ Су: + D — 0, '7m 38 – 5р = 0. 
Aaa EBay 1 С + 1), = Ü ТЖ 
ЖИДЕ НРА ЖА. А ВВЕ ARIT а 平面 мїтїр-3121 1 
HÆ LHE. af КОК ҮК N 
Ат Вуж сж D) 132212. т >. 
~ alAar + Bay- (Oz t Ba) t By. (3) 假设 所 求 直线 为 
比较 次 边 系数 得 аса yob ee 
A = а45, By- als A, mp 
бабу = aD, HAT L Оз ах, 15 
由 此 得 条 件 ， “ 
O E DeB "он Р\-0 
A; G TE” В, 801. 0 œ 1 
2.3.9 ” 试 求 下 列 直线 的 方程 : Rp 
. А ан = bm — б. T 
CD 过 点 P3. DASAR -4-4 И 
аа 由 条 件 ЧН = 六 = о ШЖ. 
т 2 3 4 MAEZ. mm tan ipp =Ù. 2 
MAP 4 5,3), 寺 与 直线 二 + -由 名 ,加 推出 
3 ‚о, о, 
y+3 <+ 2 aa? ytl z 1 | то їн ip T upi- bh йи + аин. 
2 7-1 Мн 3 РИН МЕЗ 
ҖЕ Жн х Во at 
— ар бр Ёп + um’ 
(3) 过 点 Pala 5.2) 5 Oz 轴 相交 ， А (4) ЖРТ FER. (100,4) ЕЩ 37 
м соз. 4v 1 2—10 = ОТНЕТ) 
N p 1. 3r- dy + z -1 = 0. T 
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Янава l = y = 地 相交 , 即 与 


直线 
жо + 1] _ у= 3 
др 
Jet l _ 2 
з 2 
+925. ВРЕДАТ К {у ЕШР Ж 2348 83) 88 АН ГЕ Ж 
的 某 -平面 内 H: 
хт+1-3%Мз—-3)+А[2(х+1)—-3е] =й. © 


以 (一 1,0,4) 代 人 人 , 求 得 A = 3 КА ОВ 

lür — 12 – 9= + 46 = 0. D 
FRHRAEFM D 上 , 又 在 平 而 加 上, 故 其 方 各 
为 


135 = 4у+ т -] = 0, 
1102 12у - 95 + 46 = 0. 
2.3.10 Wik: MAHR: 
|21- у + 3=+3 = 0, 
fz +10у -21 = 0. 
i2r- y — 0, 
Тт + z 6 = Ñ. 
tas , 找 出 这 点 坐标 , 利 包 含 这 两 条 直线 的 平 


КЖ 


解 EZL 的 方向 矢量 为 三 =3- 10.1,.7), 过 
点 Mf21,0，. 15); 直线 L. 的 方向 矢 其 为 D = 
(—1,—2,7), 过 点 Mzt0,0,6). 因 为 
2] 0 -21 
-10 1 7 |=0, 

-į -2 7 

FL 5 LRE. hN ht L, 3 L, ШЖ. Н 
一 个 公共 点 .由 

2r- a4 36 + 3 = 0, 

32 + 10íy- 21 = 0, 

2r у= 0 

可 求 得 : =1,y=2,z= 1. M(12,- 1) 在 平面 7.r 
+z 6=0 E FTA LA L 相交 于 点 (1,2, — 1), 
并 且 , 所 求 平 而 为 


-1 y-2 z+1 
= 10 1 7 = 0, 
_ 1 - 2 7 
BR 
ко + ъв —6 = 0. 
2.3.11 ЖЕНЕ 


Lix = ro + сова, у = ye + tcosp, 
z = Za + СОЗУ 
中 参数 ; 的 几何 意义 .这 里 
Й тар Лб] 3552 
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cosa cos, созу 为 直线 工 


# iU Para, ур: zo), 并 设 直线 上 上 的 动 点 为 
P(z,y,z).WIP,P = (r — rgy уюш zo). FE 


Р.Р 12 = (т ха}? t (y y) | (z z 
= ( ғсоза }° + ( ¿cos8)° + (теу) 
= t, 
即 Рур = 11. 


由 此 可 见 , 参 数 方 程 中 参数 ; 的 绝对 值 ' 1 | 等 于 
直线 L ESAP r, y, z) 与 定点 Pol Ta, ya, zo) 之 间 
HEA. Р.Р Б {соге ,cosg,ecsy) 方向 相同 , 则 t > 
0; 著 让 与 (cosa ,cosP,cosY) 方向 相反 , 则 + < 0. 

Ж “对 于 任 给 的 直线 参数 方程 z = rat вы. у = 
yp T А.т = gpt 下 .我 们 总 可 根据 参数 方 穆 表 达 式 
不 是 唯一 的 这 一 断言 ,可 把 此 直线 写成 2.3.11 中 的 
Жаха: 


ыт 


m 


х = ygt і, 
V mà + n + р? 


t, 


у= 加 十 J 
z = gt P z. 
2.3.12 WRA P 01,0,2) 关于 
(1) PE r:r = ?的 对 称 点 已 (4z ,y ,x y (Ё 
2.6); 
(2) Н Lir = y = r BRAF (z ,y ,2 ) 
(8 2.7). 


2.6 

ж (1) 过 点 Pofl,0,2) 作 平 面 r ERL, EZ 

平面 z 于 点 An. 直线 工 的 方向 矢量 就 是 平面 x 的 法 
RE, - 1.0), 故 直线 上: 


2.7 


==! АТ 
l, 
у 万 А 
= = 2 
ШЕКА е y Ri EA Л.В 


万 
м: 4 ‚2). 因为 线段 Pa 的 中 点 为 Mo， 故 由 中 


点 公式 得 


_ + = 3 
2 2: 2 2 2 С^ 
Жа аР) 
Fp, = -5 Ep 8203.0 题 中 的 


讨论 ,六 ВИНГ ай =2x(- 2) = 40, 
RAL 的 方程 , 立 得 P'(0,1,2). 

(D 过 点 已 (1.0.2) FER АША", 
АВ. РИМ" т" 的 法 矢量 就 是 直线 工 的 


方向 兴 量 上 一 《1,1,1). 故 平面 
mi ilx (r D +1x0(y-0 +1x (z - 2) = 0, 


Ri 

т°їт+уүу+ү-3— 0. 
Ц а= у= «ЖАЖА, М' (1,1,1) 
PoP ЧАМ“, 


-因为 线段 


[二 H = 1,2 二 之 1. 
HERH e” ly — 2,2" = 0, аа, P (1,2,0). 
я ЖОР, 利用 PP 的 中 点 


(тъ LE 2+ 2+ = - )} 在 直线 工 上 ， ЦЕР | 
LD арин ы 


(1+ x” y 2+» 
4 2 2 р F 
nxiti 0) x1+(Z” 2) х1 = 0. 
解 得 x 一 1,y = 2,:° = 0.8 P (1,2,0). 
2.3.13 求 与 三 条 直线 
Га — 0, х = 1, 
ly=0, lz=0, 
жЕ ЕЕ ЙД ЛЕ. 
解 ”根据 题 意 , 动 上 直线 与 已 给 三 条 直线 相当 , 故 动 


直线 分 别 位 了 由 Б 的 有 铀 平面 束 和 以 


y = 1 = 0, 
z+ Í| =Ü 


ls уннн КЫ t. NAAR 


0 
КТШ y + b у=<0К.,УТЕ Ел — 1 + b;z 三 0 的 平 
|у-1=0 
面 上 ， 设 动 直 线 与 直线 оТ 
(rol, ~ O, MWE 
| ro + А = Ü, 
| ro - Í| — Ë; = $. 


消去 rn, 得 kitka) 


1=0 以 本 一 -过 一 


l 代 人 该 方程 ,化 简 整 理 得 


ду+ re 0 


即 闫 所 求 . 


2.3.144 ЖЫ 


z = |, [у= l, 
4 条 直线 相交 的 直线 方程 . 


т = 0 _ 
W мна 的 平面 为 


+= = Ü 
м} z+ kr = Ü. 


考虑 此 平面 与 男 外 三 条 直线 的 交点 : 
与 


= 1. 


lz =- | 
的 交点 为 P (0.1, 一 1). 


与 
у+ z+ k є 0, 
| =-1, 
z = 1 


的 交点 为 Py{( 一 1,71 一 1,1). 


S. 


Lj 
ут 20, 
r=], 
l-i 
的 交点 为 Pif1, 1,0-0). 
而 ,从 Pi Р.Р. 三 点 可 得 两 条 直线 ; 
z _у-1_к+1 
-1 zż-2 2 o? 
r y-l_z+l 
| -2 2- t’ 
按 题 意 要 使 这 两 条 直线 重合 , M-d = = = 


Ра: = 4, 因 此 ,所 求 直线 为 
+ y=1 zi] 
-1 2 2 
此 时 ,二 个 交点 为 Pi(0,1, 一 1),Pa( 一 1,3,1),Patl, 
= 1. = 37, 它们 都 在 所 求 的 直线 上 . 


2.3.15 АЖИ] 
p | +y += —2r+2y= 14, T 
[22 - 2у += = 1 D 
的 圆心 和 半径 


E 全 代表 一 个 球面 王 , 其 方程 可 写作 (zx … 
(y i 122 + z? = 16. 故 球 心 BC, шук 
ОК EI z. EREA n WARA 
C ВЛАУ Пл 上 ,过 球 心 B ЕГ r AEE L UN 


х1 у +1 z = 
57 = 5 ‚сүз. ©) 
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Ll = I+ 2:,y — -us = {Аб fs 


шә 
2 =i- 


ВМ - ПЕ 
ДВС ТА у 
уа 2 = 15. 

注 IR MEETER ГАНЬ B Жл 
п а т DD 1) +ix0-1': 


= 1 算出 EM Z K. 


2.3.16 WRKY 好 平面 平行 , 旦 与 呵 条 异 而 直线 
а Оа ; ~ sp 
| ча у _ (арз 0) ЖЕҢ sf Er 
y — 0 Ü l b 
线 所 生成 的 轨迹 ， 


# ван. аннан o EAEN 

= 上 .网 它 与 直线 | 7 ， 相交 , 放 必 属于 以 此 衣 
ашайт э + ту очына 
直线 为 一 


лл + ду — 0. 


Л ү-н 


а = Ü 


п! Ж. Br рл ш 2 = 
z 三 从 有 交点 .它们 
的 解 ，- evy= E = РЇ E zar + пу — О, ¿za 


е BH! 1 直线 1 И 


R. ma r ny Dr a — 0. hy- 


by — z = 


бй ОША z, =- A ÑA ETR 
тл > 
a- Zo, 
У 
Ер 
ХЕ = абу. 
ВТ. 


2.35.17 ERTIY h s + — 0, BARAR 


, |£ ra а, 
Dull 0. 
pa o +a 一 a", 
ly — 0 
HAIA РСА ШЕЛ 


Ш ЕЛЖ LK F AS Г 2: T A 
Makri yu Ü) 和 Mila | 0$.х), ЛЖ МОМ; 


( ro У Уй x 


0 Ф 
0З, ТЕС е 一 


了 1 р = Уп | 
A WAE MaM 与 平面 ， = 
174 


Хр. T ур. Z|) ЫСО, 1,1) EZ WA 


ур “I: 
x 

> 5 3 o. 
PERS a ч} 
| + — 
[134 zt = ц", М 

НОЖА ФЯ 
rŠ — ri. T 


ЯАНА: 
情形 1:w = zi,ro = гу. 
in 218 
хо хуур Аъ. 


BERA T, И rin 


т®+(у+ е) — a°. 
情形 2:y = rtg = 一 rl. 
由 全 得 
79% Y ` va z 
Уп = yt z, 221, _ 一 
出 此 求 得 
у= (эз z) 
Hi б) ЖЕМЕ ДУ #Ё 


(y+ е) [2 + (y zY] = ау ву. 

注 本 是 共 设 4 个 参数 з Мрз 71 + V] ;但 有 5 个 方 
E-D PATHE ETEO D.D. MRS tAE 
中 消去 4 个 参数 ,可 建立 轨迹 方程 ， 

$2.4 平面 直线 之 间 的 
距离 和 角度 


已 给 点 Poleo yu, zo) 两 条 直线 
Бык = ру уу. от ro + tilo; 
两 个 平面 
mAr + By + (х + D = 0, 
m; Air t у Сухі D. = 0. 


POR х л 的 法 天 量 依 次 为 下 = (A.B.C) A n, = 


(AGB Ci rr 分 别 是 Proplsi А, Ж! 
P.( ry, узот) КАЙДУ n A at , 列 出 计算 公式 如 下 : 
l. 点 Po 到 平面 m 的 距离 是 
| Азу + Вур + Czy+ D | 


V AY I RB: С? 

2. 点 Ps 到 直线 r. Е 
РБ хі „> 
р Рх. 

1! 
I 
这 里 = рр 


. 如果 直线 工 | 平行 平面 7, 则 工 1 与 之 疝 的 距 


离 就 是 L 上 任意 一 -点 到 平面 = ИЧИН (ШЖ | 段 中 
HHE). 
4. ШЕТТЕ л, З ЙҮ, RS $ 2.3 31.z, 
可 写成 
Ат + By + Се + k = 0. 
则 两 个 平行 平面 之 间 的 距离 是 
I- ВІ 
м А2 + Ва С 
5. В H Lh Вя В, M L 5j L. 2 [ЈЕ 


ЮЕ 
| PP, -th x bi — 
、 lx Db 
б. 设 8 是 两 个 平面 x 与 xi 之 间 的 角度 , 则 
аё = | n: n. | | 
lalia | 


Ro= 0 = > 
ТШО ВЕЖА, 5 L. 之 间 的 角度 , 则 


А1 
0 = рр’ 
Rog 0 <. 
. _ laeh | 
Wç U IR lI L 1° 


НО es 5-(092.8). 


92.8 
雹 活 运 用 以 上 各 会 式 ,可 以 解决 相关 的 一 些 同 


Д. 
241 自 点 Pofl,2, 一 1) 到 平面 x:3r 一 Sy+4z 
_ 5 = 0 PER, БНЗ К „НЕ + 
解 ”平面 x 的 法 方程 为 
3ro_ Sy +4z — 5 _ 


v 32+ (—- 5) + 4 


Вр 
åz- Sy + de 5 
572 


© Ü. 
Pr lek 2 Ke 


L35X1+(-5)x2+4x(-1)- 51 _ 8 
5/2 512. 
уе ВОГ ТА Б TEA П РЕАК B (3, - 5, 
а), ЗЕ АЖЫ 
жыЛ _ y-2 _ =: li А 


3 -5 
写成 参数 方程 : 
r= 1+33, 
е = 2 - 5t, 
х=- +41, 


以 此 代入 3r- 5y+4z -5 =0, 求 得 + = 2 553 


方程 中 ,参数 : BÄ НИЧ, Аа, А 


242 了 
жя (154-55). 
ж же [12,25 )} Н Pa(1.2, - 1) 之 间 的 
距离 是 


až- -a = 852, 
ЕР ЕР K. 

2.4.2 出 原点 引 与 定 直 线 

La 2 Уе Е-Е 
` m n Р 

ҖЕНЕ 1 , 试 求 L 的 方程 ,并 求 原 点 到 定 
直线 上 的 距离 . 

EO Е, n UB i B zk bak L 中 的 方向 
Ў т.н. p Ж, ВП т? + ң2+ р = 1. 

过 原点 O 与 直线 工 垂直 的 平面 x 为 


mr + пу + ра = 0). 


жү 


由 

mr + пу + рт = Ü 
5 

т=п _у-ф ж-е 
_ Ë 


求 出 直线 上 与 平面 x 的 交点 
Pola — m( ma + nb + рс), В — n( ma + nb + рс). 

c- р(та t nb + cp)). 

因此 ,直线 L 的 方程 为 


х 
а — mima + nb + рс) 


了 

р n(ma + nb + pc) 
z 

€ — p(ma + nb + рк) 


原点 O 到 定 直线 上 的 距离 就 是 | ОР, |. 
ОР = [a — mima + nb + pe) Ë 

+ [b п(та + nb + pe) ]° 

+ [c -= pima + nh + р) 
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= a? + b? + c2 + (та + nb + ср)? — 2 am (та 
+ nb + pr) – 2bn( ma + nb + фс) 
~ 2cp( ma + nb + pc) 

= a? + b° + c2 (та + nb + рс)? 

= (1- тѓ)а?+ (1 я) + (1 — p2)e2 


- 2mnab -- 2 пре — Lmpac 
= (m+ p jatt (m? + p2)b2 + {m+ п)? 
- Zmnab ~ 2npbe — 2mpac 
= (bp - cn)? + (cm — ар) + (am — bm). 
- 原点 到 直线 上 的 距离 为 
[(др 一 2 + (cm — ар)? + (ап - bm )?]Ў. 


注 Suma N sI ЙЫН ДУН БА 
HR LAA Mla, b,c) AOM = (a,6,c). 又 因为 
m° + n° + p° LAA O 〇 到 直线 上 的 距离 就 是 

1 ОМ, x (mn, p) | 
= | (bp — єп,ст — ар,ап = бт) | 
= [(#p сп)? + (em~ ар}? 
+ (ап ьт). 
243 КТЕ ЈАВЕ. 
(1) 点 Mo(6,6, – 1), В 


2 一 
(2) 点 M (3, – 1,2), В 
l27- у+ z -4=0, 
Cy z+ 1=0. 


Ж (1) 直线 的 方向 矢量 为 (1;,2, 一 1). 此 方向 


上 的 单位 矢量 为 廊 (1,2， -1).MYG A, - 3) € L. 


ММ = (-4,-5,-2). Nk, М, SHER L 60 
距离 为 
| MoMa х 2-1 | 


=Z: (-4,-5,-2)x(.2,- D | 
= £ 109, -6,-3)1 
= 163, -2,- 01 
= ха = У. 


(2) 上 先 将 直线 上 | 写成 对 称 方程 . 工 ; 的 方向 矢量 
为 
(2, —1,1) x (1,1, — 1) 
= (0,3,3) = 3(0,1,1). 
令 z = 0, М 
127r - у- 4 = 0 
ГЕ y+1=0 
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求 担 x = 1,у = 一 2, 因 此 ,直线 工 | 过 点 MT, - 2， 
0). 从 而 直线 Li 的 对 称 方程 为 
®г1_у+2_ z 
0 1 1: 
MiMi = (-2, 一 1, 一 2), 因 此 ,点 M, SE L M 
EAH 


-L е2, -1, = 2) х (0,1,1) 1 


42 
_ 1 =- 12, 
2.4.4 Аааа, 


AAF ТЩ ЕЗ ЖЕ Йй: iF НТА У RFS ANA 
HEBT Pi h eTA Я BF É9 TW al ER. 

根据 2.2.12, 平 面 法 方程 为 mo' tr- ea) = 0, 
里 по 是 单位 法 矢量 . 设 其 方向 余弦 为 cosa ‚соз, 
cosy. iE A = mo ro, MH p = Proja, ` ro, | pl 等 于 原 
点 O 到 平面 x 的 距离 ,平面 的 法 方程 鸭 

лоса + усо + zcosy -p=0. 

将 no 的 始点 放 在 平 
面 上 ,ws 的 方向 所 指 的 = 
一 侧 称 为 平面 的 正 侧 , 而 
把 另 一 但 作为 平面 的 负 
M. 显然, 给 定 мо, 平面 
АЕ И Я ХЕ Г. 记 
8° = (na ra. 7 Й 
ж.да 口 在 平面 的 
ИЙ, р> NECA 
PA MEA OFEREN, i р < ОСЕ 2.9). 

如 果 平 面 x 的 一 般 方 程 为 

Ах + By+ Ce + D = 0, 
则 其 法 方程 为 

Ах + Ву + Cz + D _ 0 

ЕМА? + В + С? i 
这 里 e 取 + 1 或 -1. 为 保证 麻 点 O AFERA, 5 
D zoon AR: 5 D F. 

Ш Р" (х",у" zt) LR BES r" , 则 平 
面 到 已 "的 有 向 距离 3 定义 为 :8 = Proin Pa P” ,这 
里 点 Po 的 位 置 矢量 为 ro. 

ó = PoP + пу = (ғ" = ға) ro 

= mnp 
= x cosa + у cos8 + z oosy — p. 

єр" иһ ТЕЕ В, > 0; 当 P” 点 位 于 

平面 负 侧 时 ,5 < 0; 当 了 ”点 在 平面 上 时 ,5 = 0. 
2.4.5 在 两 个 相交 平面 


r+ y+z-2=ÜDÜ 


2.9 


和 


х+2у—-5—1-—0 
ВЕ E. jKH 88 Т EM z +2y+ z - 1 = ОА 
z + 2y + z — 3 = Ü EBR ESU PA JAB BR. 
解 ”两 个 平行 平面 的 法 方程 可 写成 


Зу}. l _ o 
6 


r+2yliz-3 o. 


6 
设 所 求 点 为 Myl zo, yo xz0), 则 依 题 意 有 
| ra t 2ya + za > 1 | _ | zo + 2yo + zo 3 1 D 
J6 6 

КЛ, А M 必 在 这 两 个 平行 平面 之 间 , 因 此 ， 
点 Mo 位 于 一 个 平面 的 正 侧 ,而 位 于 另 一 个 平面 的 负 
全 .为 此 ,在 式 D НАНЕ НАЯ ЕНТ, НЕ, 
故 有 


жү + 2му+ zo 1 _ xo + 2yo + =o" 3 


6 vb 
ха t 2ур + zo—2=0, 
ч ro + yú + zo — 2 = 0, 


хо + 250 — z — 1 = 0. 


R m= +, = б,в = 点 , 故 所 求 点 为 
M30, 4. 

Ë г+2у+а-1= 00у + 2у + -3 = 08 
于 同一 个 平行 平面 东 , 与 这 两 个 平行 平面 等 距离 的 轨 
迹 也 是 属于 此 平行 平面 东 的 一 个 平面 .其 方程 为 r + 
2y+2+ ES O r+2y+e 2 = 0. 


246 АЖИ 
4r- 5у+ 35-3 = 0, 
dr- 5у+х +9 = 0 
到 平面 r:4z ， 5y = ОЙ. 
E ”直线 了 的 方向 矢量 为 (4 一 5,3) x (4, — 5, 
1) = (10,8,0) = 245,4,0) .前 平面 工 的 法 矢量 为 (4， 
- 5,0). (5,4,0) - (4, -5,0) = 站 ,所 以 直线 工 与 


平面 互相 平行 - 今 在 直线 上 上 取 点 M(- 1Р,0,6), 
则 点 M 到 平面 x HER 


4х (= 8) -5х01 15 15 
VE 
这 就 是 直线 L. 与 平面 x 之 间 的 距离 . 
2.4.7 设 平 面 与 20x + 4y “ 5x +7 = 0 834. 
ERR ‘PENEN, WREDE. 
解 ” 设 所 求 平面 为 
207 -4y ~- 5z t À = 0, 
РНЕ Ж 


20z 一 4у —5z + À 0 
21 - 


任 取 一 点 Mi(0,0, 训 在 平面 20z - 4y -Se + 7 = 
0 上 , 两 个 平行 平面 之 间 的 距离 就 是 点 M 到 平面 
207 一 4 ЗЕ+А _ 0 的 距离 . 故 有 


即 14 一 71= 126. 求 出 41 = 133,4; = - 119. ТК 
平面 的 方程 为 
202 — 4y— 52 + 133 = 0 
与 
20r — 4у – З= — 119 = 0. 
248 试 找 出 下 列 各 对 直线 之 简 的 量 短 距 离 . 
(1) 23 - 了 -4 2+1 
1 + 


і -1 

sto y+5_ zl 

2 4 -1 ` 
z—4 у+2 z-3 
(2) 2 I _ 1 ' 
х+?_у+2_-—1 


3 1 
E (1) 两 条 直线 的 方向 矢量 依次 为 h = (1,1, 
一 1 和 和 上 = (2,4, - 1). ЖЕ ПУЗ БЕШ 
lH xL =0(1.1,- 1)x (2.4, — 1) 


= (3, — 1,2). 
hx (3,-1,2) 
[Хх H ' 


两 条 直线 分 别 过 点 Р\(3,4. - 1),Р,(- 6, - 5, 
]), 则 Pi 应 = (- 9, - 9,2). 故 最 短 距 离 为 


е аду. 3:12) 1-р 
1—9, 9,2) TTA | 7 14. 


(2) 两 条 直线 的 方向 矢量 依次 为 1 = (2,1,—-1) 
# L = (3,2,1). ЖЖ ЖЕБЕШ ЖЕЛ 1 x L. = 
{2,1, 一 1)x(3,2,1) = (3,-5,1). (1) 中 之 解 ， 
天 条 直线 分 别 过 点 М4, 一 2,3), M2( 一 7, - 2,1), 
M.M, = (- 11,0, — 2). ЖЮН 


| M.M; . (3. — 5,1) | 
| (3, - 5,121 
_ {Сс 11,0, - 2) » {3. - 5,1) 
V 35 
= 435. 
24.9 ” 试 求 两 直线 
L 723 YT4_ <+l 
1 1 -1 
和 
c + Ó +5 2-1 
му 7475 1 
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Ж.Н] Е Вр Ж. task E I ЕШ M.M 的 
Фф. 

解 ”直线 工 | 过 点 P (3.4, -1), 方 向 矢量 为 是 = 
(1,1, - 1); ER L 过 点 Pa(-6, 一 5,1) ,方向 矢量 为 
15 = (2,4, - 1) MAF L 的 方向 矢量 ! = 1 x L 
= (1.1, 一 1) x (2,4, — 1) = (3, — 1,2). H ЕШШ 
最 短 距离 为 v 14. 

过 点 P BS ,1 同时 平行 的 平面 


z-3 y-4 z+l 
лу: i ! -1 | = 0. 
3 = 1 2 
Вр 
х - у ~ 42 + 13 = 0. 
过 点 P, НУ b, 同时 平行 的 平面 
T+ y+5 x-1 
ту 2 4 -1 | = 0. 
3 _ 1 2 
йй 


т-у-2т+3=0, 
Hk, ДЖЕ ЁК L 的 方程 为 
т — 5у – 42 + 13 = 0, 
т-у-2@+3 = 0. 
直线 L 的 参数 方程 为 
r=3+t+iy=41+1,2=-1-1. 
RAD RIH: 三 一 2. 于 是 ,直线 L, 和 和 平面 2 йу А 
Mi(1,2,1). 同样 , 直线 L 和 平面 л 的 交点 
М,(- 2,3, — 1), 显然 , ММ; |= VURE L A 
Lz 之 间 的 最 短工 离 . 
注 ”因为 М(х,у) € Li Mer yrz 
€ L, Wk 


ө Ө 


Е = 5+1, 
үз 4+0, 


күр=- 1-0, 


жо =— 6+ 2{\|, 
sy = 5At dt, 


хә = 1—4. 
М.М, = (Му-4-9,&ц-1-9,—-у+1+2). 
НММ, 1 (1,1, - 1) RIMM; L (2,4, - 1) 8 
71-3: 20 = 0, 
t-t- = 0. 
解 出 1 = 2,: = 一 2. 所 以 
М{(1,2,1),М›(—2,3, -1), MI M. = (— 3.1, 


- 2). | MiM; |= / 14. 
公 垂 线 方程 为 
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_у-2_—]1 
=-3 7 1 -2° 
2.4.10 已 知 四 面体 的 四 个 面 的 方程 为 
У+ ж = 0, 


z+ + = 0, 


z-i 


к+у= 0, 


@ @ @ O 


z+ sy+ x= a. 
坛 求 :(1) 三 对 相对 楼 的 最 短 距离 ; 
(2) =Ж ҖИ ЕЙ: 
(3) 三 条 公 垂 线 的 交点 的 坐标 . 
y+ z = 0, 


解 由 题 设 知 ， 直 线 与 
z+ r =Ü 


ху O 构成 -组 相对 楼 . 它们 的 对 称 方程 
T+y+tz=a 
分 别 为 
x _ YY _ = 
1 1 `-l1' 
与 


-a а Д0 ` 
Д ЕНИН Е, АНН ГВЕН 6 КТЫ ЕУ 
г, = (1,1, 一 1) x 《一 a,a,0) = @41,1,2}. 
DERK 


1 _ 2а ҹҸ 
di =l (0,0,a) (1,1,2) x == = а. 
ЮЕ КОЛДУ 
z- | УГ Xt = — ži 


Ш(1,1,2),(1,1, 一 1) zi — 0, у 7 0, дү – 0) 三 个 
хани, И (1,1,2), а,а,0). (у 0, у 0, 
zl 一 а) 三 个 矢量 也 其 面 ,因此 


чү M ZI 
1 1 ~-1|=0, 

| { 1 2 
77 ур жа 
-a а 0 = 0, 
I 1 2 

即 

трт = 0, 


Жү ур = zi - 4. 
令 у, = 0,31 у 0, =; = а. 
Ш (0,0,а) 点 , 故 公 垂 线 方程 为 


реф ° 
类 似 地 

y+z=0, z+ z = 0, 

г+у= 0 ztytz=a 


ний нюх акш. 08 дааа 


最 后 AEE 
y+t х= 0), L z+ r = 0, 
Ttytz=ą т+ y = 0. 
девок, ASE 
T ч у = 
2 "ртт: @ 
= # Z £ Ю 000 Ж f — да 
(—a.—a, —a). 


注 НХР rE ЫП ЗЕ 
在 由 D, Q BW E ПЕН АН F Та sk ВО p mi Е, 又 在 由 
(Q) GD ЯТА ААГ ИНЕГЕ БУРЕ, 因此 ,可 设 会 
垂 线 的 方程 是 


r+z+A(y+x)=0OQ, 


r+ytu(z+y+x-a))=hl. 
它 的 方向 矢量 是 

(=-1- А-н, +А+ А.-А +р- Ан). 
EMEA, Е, ~ 1), АЖ И(— 1,1,0). AES 
-І+А - 2р + 24. = 0, 
2+24 + р + Аа = Ü. 
消去 a. i А =+ AAMT и = - 20и = 


当 = 1р 28,48 a = 0,7 А = 
- la = - ведае 
z = y = 0, 
ж +у- z +а =Ü. 
BERAIR HARRENA 
'y-z=0, 
\у+т=т+а=0 


2-х = 0, 
ал -у+а = 0. 

2.4.11 一 平面 经 过 10，- 1,0) 4100,0, - 1) 两 
点 ,是 与 平面 y+ = 7 之 间 的 角度 为 -3 , 试 求 此 平面 
的 方程 . 

Ж КОРАЈ А+ + Ву+ С + = 0. H А? 
+ B2 + С? = 1. 因 为 平面 过 人, – 1,0) 100,0, — 1) 
В, - B+D=0Hi-C+D=0B Вв = р, С 
= р, 


由 题 设 
a Z = AD, D -0,1,1 21р 
№ № ' 


因此 ， | D1= 2 ,所 设 条 件 为 42 + В? + C = ] , 即 


А? +20? = 1,А =+ 


故 所 求 平面 为 

Y6z 一 y-zz-l=0 
5 

Убх+у+»+1]=0. 

2.4.12 已 给 两 个 相交 平面 xl:2z 一 +3z 一 = 

OÜ fll z;:3z + 2v — z —- 3 = 0. а; 

(1) ЖШ ху 与 xz AAEE D? 

(2) ARAN АНАН а" 

(3) 点 (2, 1.3) 及 原点 在 ril,zz 所 成 的 同一 个 
二 面 角 内 ,或 者 在 相 邻 的 二 面 角 内 ,或 者 分 别 在 对 校 
的 二 面 角 内 ? 

Ж (1) 平面 x, 和 平面 z, 的 法 泉 量 依次 为 
(2, - 1,3) 和 {3,2, - 1). FH xi 与 平面 rz 之 间 的 
AHA 0 , WI 

cosg = L (2, ba Sa Li - = 1. 
q 当然 ， 这 也 是 两 个 法 矢量 之 间 的 角 


W g = атсссв уд 


度 . 
(2) 平面 лу 和 平面 rz 的 法 方程 分 别 为 


原点 都 在 这 两 个 平面 的 负 侧 ,由 (1) 知 ,两 个 法 矢量 
之 间 的 和 角度 为 锐角 , 故 售 原点 的 二 面前 是 钝 第 . 
(3) 如 (2) 选择 两 个 平面 的 法 方程 ,以 点 (2, – 1, 
3) 的 坐标 代 人 两 个 平面 的 法 方程 ,依次 得 
2х2-1х{(-1)+3х3-5>0, 
3х2+2х(-1)-3х3-3< 0. 
因此 ,点 (2, – 1,3) 位 于 平面 的 正 侧 ,而 位 于 平面 
m: 的 负 便 .所 以 (2, — 1,3) 与 原点 位 在 相 邻 的 二 面 角 
内 . 

Е #02, 一 1,3) 同位 于 两 个 平面 的 负 侧 , 则 (2， 
一 1,3) 与 原点 在 同一 个 二 面 角 内 ; 若 ( 人 2, ~ 1,3) 同位 
于 两 个 平面 的 正人 出 , 则 (2, — 1,3) 与 原点 分 别 在 对 楼 
的 二 面 角 内 . 

2.4.13 ” 试 求 平分 两 个 相交 平面 二 面 角 的 平面 方 
程 .这 两 个 相交 平面 为 

лих 3у + 2z = 5 = 0 


+j 
maier- 2y — z + 3 = 0. 
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解 r 的 法 方程 为 
хтЗу+ 22-5 _ 
v 14 


如 此 选取 的 法 方程 , 悍 证 原点 都 在 两 个 半 面 的 俩 柚 . 
含 原点 的 二 而 角 的 平分 面 方程 为 
т-3у+2=-5 37r 一 2 一 二 十 3 
v14 -l4 ` 
这 是 因为 平分 面 上 的 点 都 在 两 个 平面 的 负 侧 或 都 在 
两 个 平面 的 正 侧 - 此 时 ,平分 面 方程 为 
Ат-зу+ет—2 = 0. 
К АА) Im 80532 8 5 
z Зу 25-5 _ . (Seat) 
w 14 -x 14 


即 
2х + у-Зе +8 = 0. 
Ë ЛЕЛЕКИ (4, –5,1)5(2,1, –3) 
正 交 ,因此 ,两 个 平分 面 互相 正 交 . 
2.4.14 试 证 :zx - у —*+2у» = 人 0 表示 一 对 
相交 平面 ,并 求 它们 之 间 的 角度 . 
证 阴 z- x — z2 + 2yz = 0 可 分 解 成 
(z + y— z)(z — y+ z) = 0, 
Вр 
r+y-z=0 与 же y+z = 0. 
因为 是 个 法 矢量 (1.t, - 1) 与 (1, ~ 1,1) 不 平行 , 故 
它们 代表 一 对 相交 平面 . 设 它们 之 闻 的 角度 为 8, 则 
Iddi, 1) (1, -1,l) 1 
/з 63 3' 


вй = 


故 = асов 本， 

2.4.15 ” 坛 求 通过 点 A00.0.4).B(2,2,0) WA 
的 直线 .并 求 此 直线 与 平面 -+y- = =0 的 交点 及 它 
们 之 间 的 角 . 

EO 由 直线 的 商 点 式 方 程 ,得 直线 


它 的 方向 矢量 为 {1,1, - 2) ,参数 方程 为 
让 二 fy 二 区 二 站 -2t. 
代入 平面 方程 x+ y- z = 0, 得 村 一 4=0,t = 1. 
此 表明 交点 的 参数 取 值 1, 因此 ,交点 为 (1,1,2). 
RAR АВ 与 已 给 平面 之 间 的 角 为 gq, 则 


sng = E _ g) 


С, 2): (1 - Di 2 
Bi 3 12. 


2.4.16 iR P 35 — HRA—A, B PEO 及 
20у Ж шй РМ Ë PN ,又 OP 与 MON 平面 所 成 
的 角 为 8, 而 OP 与 三 个 坐标 平面 所 成 的 角 焦 次 为 =， 
By, AIE: 

сы = сые + estf + сес? у. 

证 明 2.10 所 示 , ОР = (x,y,z), OM = 
(2,0, х), ОЌ = (х, у,0) FH МОМ 的 法 矢量 = 
OM х OÑ = (х.0, zr) X(T, 90) = (- yz, zr, zy). 


则 
зт = (5 ә) = (е) 
_ (== кезү! 


ini- | 


2 
ofa „= 
(аттабаган) 
х2 угз? 
(m+ yl 2) уба + аа ry) 
从 图 中 可 见 ， 
LON -OP 
«жа ON OP | 
_ +? + x 
Маву + її + уй + к? 


r + у“ 


7 мі = + y + 22. 
1 1 а + у + 22 
сс С па 1 – сое z? I 
同 理 
х? + у + к? 2 х? + tz? 
cs28 一 у? „Сес Y _ т? + 
因此 
csta + cs + сс y 
= (+ 2+ 290+ 5+0) 
= at + y? + z2)(z2 2 + ук ^+ rtr? 
В 2.10 
2.4.17 БОКА, НУР 4y = 


3х,у = Ос = 0 成 相等 角度 的 直线 方程 ,并 求 此 角 
Ж Ф. 


EO 巨 给 二 个 平面 的 单位 法 矢量 依次 为 n = 


(3, 一 00. = С0.1,0), яз = (0,0,1). H #Ё 
的 方向 矢量 为 1 = (m, p) HAm tpl, 


由 题 设 知 


sing = esl F o- Ф) =l I: | 
[іе в |=' l'n l. 


WK | =т= m |= | n, l = Т. FE 


зт 48 [= 1а l=| р}. 

由 二 13 —4n |= | n RH m = 3n, я Зн 
= 一 .再 出 nn =+ p, IA = (3,1,1) 或 者 {3,1， 
- DRK- 1.3,3) 或 埋 (- 1 3,- 3). 故 所 求 的 4 条 
直线 为 


2.4.18 ” 试 求 经 过 两 平面 4 + 5y + z= 疏 与 xz 一 
z 十 4 = 0 0246, Н Бр r- 4у – 8x+12 = 02Z 
间 的 角 为 于 的 站 面 方程 

解 ”利用 有 轴 平 面 束 ,可 没 所 求 平面 为 


т-е+4+А(т+5у+ z) — Ü, 


即 
(1+ А) т +5Ay + (A — 1) + 4 = 0, 
它 的 法 矢量 为 (1 + ASA. Т). AWER +AA, À 
- D50, -4, — В) 之 癌 的 角度 为 二, 故 
L +А,5А,А 1), 4,8) 1 
МАЎ (БА t-I É +(—4y + (80 


= cos: 
化 简 整 理 丰 得 
It-31 _ 1 
Ээ? +2 2 
两 边 平方 再 化 简 ,得 


942 一 ~ 124, 
Жш л, = 0,4; = - 号 . 故 所 求 平面 为 
+— +á = 0) 
Е) 


> + 20у + 72 — 12 = $. 

注 ERRER, BRE REIH r- z + 4 + 
ÀA(z+5y+z)= 0,5 - z +4 = 人 0 是 一 个 解 , 故 
相应 的 4 АЧС А О АТ КОР ШГЕК т + y + z+ 
нг х +4) = 0.MJ ar- +4 = 08—18, 
相应 的 РА 的 值 就 为 оо. 


&25 柱 面 方程 (参数 法 
应 用 之 一 ) 


ir E- REBR, р 一 个 定 方向 .过 生 上 
每 一 点 作 平 行 于 了 的 直线 ,其 所 产生 的 曲面 称 为 柱 
面 . 工 叫做 柱 面 的 准 线 , 每 一 位 置 的 动 直 线 叫做 柱 面 
的 母线 , 称 二 是 柱 面 的 方向 ， 
БЕ = (т,п,р), 
Е(т,у,е) = 0, 
: бх, ув) = 0, 
则 以 卫 为 淮 线 ,以 [为 母线 方向 的 柱 面 方程 为 
F(r t mt.y + тн, + pt) = 0, 
G(r t mt,y t nt,z + pt) = 0. 
这 里 + 是 参数 ,消去 参数 : 就 是 柱 面 方程 . 
事实 上 , 设 P(z.y,z) 是 柱 面 上 任意 一 点 ,过 点 
РЗ, 与 准 线 卫 交 十 点 Qtr yz РО y 
LTE 二 = 2 нав 
Ж. 的 值 依赖 于 点 P(zr ,yz 在 柱 面 上 的 位 置 . 
Вж Qir y z) 8 Г.И 


[ЕС ,ye) = 0, Ф 
{G(r у лт) = 0, 5) 
fE =? „= ь 中 ,独立 方程 只 有 两 个 . 
如 果 取 
т-у _ y = y 
m Coa ' @ 
Усу =-= @ 


н P 
那么 ,在 山 ,人 ,二 ,由 这 四 个 方程 中 ,将 r ,y ,zx 看 
成 参数 ,从 这 四 个 方程 中 消去 三 个 参数 ,所 得 到 关于 
fixz 的 方程 就 是 所 求 的 柱 面 方程 . 这 就 是 参数 消 


去 法 的 解 题 思想 . 
25.1 оК КЕНЕШ ЛЕ 
z 
x = 一 
ова? Куу" 
z = 2, 
母线 平行 Or H; 
z 2 _ 
(2) Ж гү 7# = 0, 
у = 3, 
ESRF ÍT Oy 轴 . 


解 ”{1) 因为 母线 平行 О» 轴 , 所 以 柱 面 方程 中 不 
HREH z, EW (х,у) = 0. 今 在 准 线 卫 方程 中 消 
去 变量 z BHI z = 2 代 人 第 一 -个 方程 即 得 所 求 柱 面 
方程 为 
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(2) 仿 (1) 的 解法 ， 柱 面 方程 就 是 _ 


z = 0. 
ба. y) = Ü 
= Ü 


注 (r. = ОНЕ T. 为 准 线 ， 


母线 平行 Oz 轴 的 柱 面 方程 ， 
REEE Р(х, ур, 20) 为 柱 面 上 任意 一 点 , 因 
为 母线 平行 О: 办 , 故 过 点 P 的 母线 在 柱 而 上 ,其 方 


В |) 它 与 准 线 厂 交 于 点 M(xn,0,0). 因 


为 ME Г, бту, ун) = 0, 因 此 , 柱 面 方程 为 Mo, 
у) = 0. 
2.5.2 


已 知 准 线 


[r — y + z = Ü, 
母线 平行 于 直线 Lir = y = z; 试 求 柱 面 方程 . 
ЖІ 设 Pr,yz) 为 所 求 柱 面 上 任意 一 点 ,过 
点 忆 的 母线 交 生 于 点 M(zo,yoyzo), 则 由 FM // L 9 
2 — ra _ X o _ Z Z 
1 1 1 
BD ty = r-t yTy t,zo = z = t, 
H M( ra, уо» Zo) Є Г.Я 
(х=) (5-0) – (5-2) —1 = 0, 
(2-2) - (уе) + (z — #) = Ü, 
消去 参数 : ,得 2y – 25-1 = 0, 它 代表 一 个 平面 ,由 
此 可 多 ,平面 是 最 简单 的 柱 面 . 
解法 2 ”因为 准 线 十 是 一 条 直线 , 依 柱 面 的 几何 意 
义 , 所 求 柱 面 是 一 个 平面 , 设 此 平面 为 Az + Ву + Cz 
+ D = 0, 它 平行 拓 量 (1.1,1), 故 4+ 昌 +C= 0. 
HAE r EREMIE) EE = 看 成 


参数 ,从 准 线 了 的 方程 中 解 出 z = 1 与 y= z+ T, 


A Ах + By + Cz + D = 0,6 


ТА + В+) + C + D = 0. 


因为 对 任意 的 * 成 立 , 所 以 有 
{2 28rD na 


=t, 


2 2 
B +C = 0. 
HE A+B+C=0 38 A: B: C 


Cni) 故 所 求 方程 为 - = - 并 = 0. 


:D=0:1: 


2.5.3 ” 试 求 与 直线 z = у= = 的 距离 等 于 从 的 
点 的 轨迹 . 
Ж Wax = у= xz 这 原点 , 且 方 向 矢量 为 (1,1， 


1). 易 见 ,(] ,1， D 方向 上 的 单位 矢量 为 方 


设 Р(т,у,к) 为 轨迹 上 任意 -- 点 , 则 OB = (x, 
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(1,1,1). 


у) ВНР РИИ = у = «БЕРУУ h 
生计 各 人 区 
5P x пыр) 1 

УЗ? 


ry (1,1,1) |= 1. 
故 所 求 轨迹 方程 为 
(zx - у) + (у= а) + (z — z) = 1. 
或 写成 
227 + 2y2 + 232 – 22у — 2yz — 2xz — 1 = 0. 
注 ” 求 与 两 球面 z+ у +q 22 = 1 和 (x - 1) + 
(у= 02+ (2-1) = 1 均 外 切 约 圆柱 面 方程 ， 相当 于 
轴线 方程 为 x = y =.x, 贺 柱 密 半径 为 人 的 圆柱 面 方 
程 的 求解 问题 . 可 参阅 本 题解 之 . 
2.5.4 柱 面 瑟 的 母线 方向 为 (2,5,8) ,并 且 互 与 
球面 zx? + y! + z2 = 1 相 外 切 , 试 求 三 的 方程 . 
解 ” 根 据 几 何 意义 ,所 求 的 柱 向 是 贺 术 面 .圆柱 


面 的 轴线 为 地 = Z = 圭 , 阅 柱 面 的 半径 为 1. 故 > 


的 方程 是 
і (т, у, z) x (2,5,8) | = 1 
v93 | 


Вр 
(By – 52)2 + (22—82) + (52 —2y)2 = 93. 
2.5.5 WE: LERH Cmn, p) 为 切线 方向 , 球 


Ei x? у + с? = R 的 切线 必 产 生 欧 柱 面 . 
ШН ЧЛ УНУ 
+ — їй 一 2 "Уо _ z — ДО 


m т ” 
其 中 (x6, уо жо) УА 依 切 点 的 考 质 ,直线 £ = Tü 
+ miy = уу T п, = zn + 并 与 球面 z+ y+ x? 
= R* 有 重合 的 交点 ,利用 rå + yit 25 = R2,48 
(m? + nt p+ тут + уун + жур}: = 0. 
因为 有 二 重 根 , 故 
хот + урн + z p = 0. D 
因此 , 切 点 的 轨迹 为 
г.а = В, А 
хт + yn 十 тр = 0, 
这 代表 一 个 圆周 , 3 B ЖЕТ ТЕ E АЗЕ ЕУ THRI H 
(min p) TEA T AER, GAF Timen p) 
的 柱 面 就 是 切 钱 的 轨迹 , 它 是 一 个 圆柱 面 . 

ЖІ Bilirsiz AHA, M A Crp, ур. 9) 
处 的 切 平面 为 zox + yay + zoz = R2. 因为 切线 平行 
(т.п. р). Rim, np) УЭЕ (хо, ур, 
zo) ЖАН. 于 是 хот + уап + op = 0, 这 就 是 方程 
D. 

注 2 根据 本 是 的 讨论 ,以 


КЪ + у“ + 12 = 1, 


|а + 5y +в — Ü 


为 淮 线 . 晶 线 方 向 为 (2,5.8) 的 柱 面 方程 就 是 (8y - 


5z) (2z Br Sr 2у)2 = 93. (#0 2.5.10) 
2.5.6 ЖЖ: M2 — 1. O 3MU BR 
Ir- 32 + 1, 
< у= 21-2, 
lz =łř+32 
为 轴 的 圆柱 页 的 方程 . 


和 解 ” 风 柱 的 轴 过 感 必 .一 2,2), 匡 以 (3,2,1) 为 方 
HRE. A Р(х,у.) УЙЕ S, КА 
P РНЕ АЗ Р М, да S| hk ОАЕ ЖЫН 
Ж НТ ДНИ] AZAK, Н 

'(т-1,у+2,#е-2)х(3,2,1) 
v 3 22 + 12 
_ _12-1,-1+2,1-2)Х(3,2,1)_ 


一 тт 


з 1 


+ 


ЕЙ 
{(у-2«+-б,-у+ 13 5,2 - Зу 8) 1 
=1(3, 4, -1)1, 
[yo 22 t+ OF x t3z 5) 
! (2: — 3у — 8) = 26. 
dE ЛЕ НИТТЕ Щ ЛТ 
Sx + 10у? + 1352 [2лу-—- дут — бет — 22у 
+ 60у ~ 54z r 99 = 0 
2.5.7 WRA 
lz + y z = Ü, 
аг -2s + r- 3у- 232-2 = 0 


ЙЕЗЕ ЫҢ Lir = 一 2y 一 之 平行 的 柱 面 方 
程 . 

HO нг: 一 方 > . 故 其 方向 问 拓 量 为 {1， 
_ 1 2 MIKUN ааа, = 1.2). Plas, 
z) ЮРКА EIER- Aa P RRR Г 
ТАМО у. za), АМР Z (}, -1,2,4 

+ 0 Уу 2 Z ` “Z 

Ї | 2 756 D 

AAME r Ar 

I b. (7) 

láv 24 + zo 3ю-3-2 = 0. D 
由 全 得 

10 ч умр = мБ, Ер Е ži. @) 
以 二 代入 加 ,得 +1 – 2—57 нр, ERA Ф, 
得 

= Toph С 15 E, 


ty = rty. 
将 它 代 人 ФЕ ЖИЕККЕ ЛЕ 
жа у е дб + бху 2ye4 222 + 4у + 2 
+2 = 0, 


Ë УФ, ВТ угтан Hinte 
数 лр, yo. хо 就 能 求 得 柱 面 方程 . прерии 
实 可 行 , 在 全 НОТА г, АВ 
四 个 参数 ,以 求 得 柱 面 方程 . 这 种 做 法 是 常用 的 . 


25.8 ЮЙ 
г! О РУЖ + Cr- 2) = 25. 
WI G as 
RER. .本 线 平行 于 直线 |” о 的 性 而 方程. 
解 母线 的 方向 为 
-1 0 0 |! - 1! __, 
(| 0 1, | МЕК |) 1,1,0). 


ЮЕ Р(х,у, х) 为 柱 面 上 任意 а, А РЕЧЕ tJ 


ER ГРАМ (хо, зо. зо) МР (1.1.0). Р 
хоху _ y 360 _ z 2) 
1 1 0 ' 
Вр 
| yF ус у» Ф 
z - zn = 0. D 
! Cro + (ye + 32 + (s 232 = 25, G 
ту Рур ар +2 0. @ 
从 ©,®,1› 9 
ї=-у+еЕ-2 
ху = > . 
zu = z 
РАК A D, A 
(2512-2 _ I) + (一 ++ 22 
+ (z - 2)? = 25, 
化 简 整 球 可 得 
(r -yt 322 Bie o y) - Ñ< — 26 = 0. 
ARERR BE Л Ж. 
ЖІ 本题 中 ,成 中 ,加 ,是 ,也 四 个 方程 中 ,消去 


三 个 参数 ти, ув, zn; 而 求 得 柱 面 方程 ， 
注 2 从 研 的 表达 式 可 知 ,了 是 球面 与 平面 的 变 
线 , 丁 代表 一 个 圆周 ,为 此 所 求 的 柱 面 是 凤 柱 面 . 
25.9 WRA 
хт+у+ее= 0, 


| rity + zà 


PREE, 以 直线 十 = 


l-0 
F = 2 为 母线 的 柱 面 方程 
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解 ” 设 Ptr,y,zx) 为 杜 面 上 任意 点 , 仿 2.5.7， 
我 们 有 
£ ` f И Ур _ Z zn 
1 2 3 
Ё + ур + zo = 0, 
20+ ур + 20-1 = O. 
由 中 得 


хув rty y tnr- u È 


= Ё, 


евә 


x 


ORAO. r= E EU ERAO, 


{ т+у+е_ TY 
| пот 6 = 6 ' 
žy- r-z 
y = 22—02, @ 
| _ Z >+ Уу 
Ер 一 2 
H 为 
т + yü + zü 
= (za yot zo (26+ yit ző- Toyo- ozo 
— жула) + Sroyn zo. ' 
根据 名 ,有 
гў + Уб + zà = 3zoy0zu, 
ВЖ, 变 成 


3+rayo zo = ], 


B ОАЖ, 8 


(Sr —у-—(2у—т-—-=(=-т-у) 12=0. 
这 就 是 所 求 的 柱 面 方程 . 

i ”从 这 几 例 可 见 .利用 参数 消去 法 和 解 题 足 一 个 
好 的 解 题 方法 . 

2.5.10 试 证 :一 次 曲 而 


(су = Dz)? + laz- az)?” + (br ау) = 1 
代表 一 个 圆柱 面 , 并 求 出 它 的 轴线 方程 和 圆柱 而 半 
径 . 

证 明 ”根据 2.5.3 和 2.5.4 的 启发 ,已 给 曲面 方程 
的 左边 相似 于 两 个 矢 基 外 积 的 模 的 表达 式 .因为 
(rs (а,б,‹) 
= (cy ` b5z,az — cr, br — ay), 


故 
су — ёх)? + (ах — сх)? + [hz ау) = 1 


可 改写 成 


L(z,y,z) x (a,b,c) | _ 1 
V a2 + 52 +? Маё + 0+ c 
此 式 代表 动 点 P yr) 到 定 直线 宇 = > -Eg 
MWB —L == 的 点 的 轨迹 方程, 所 以 原 上 
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面 代 表 一 个 圆柱 而 圆柱 面 的 半径 为 
1 + _ у _ z 
== MRA = = ` 


2.5.11 试 求 平行 于 定 直线 у = mrz = nz, B 
与 证 圆 r + у + z? = a?,z = 0383603 E ЁРГЕ 
成 的 曲面 方程 . 


解 ” 定 直线 的 方向 矢量 为 (me, - 1.0) x fn,0， 
= 1) = (I. m ,nn), 这 就 是 母线 的 方向 . 柱 面 的 准 线 为 


rt až, 
` lx = б. 
仿 2.5.2 与 2.5.3, 有 
+£ — Th у Уй Z zg 


= = = É, 


1 m n 
其 中 (zy,z) 为 林 面 上 任意 一 点 ,而 (xo, ур. жр) € 
Г. 
将 ro = rrym yo mt,zə = z — ш 1% А, 
Ж P 的 方程 ,得 
[(r — 12 + (y — mt)? = a°, 
z — mt = Ü. 
以 4 = 2 代入 上 而 第 一 个 方程 ,得 
人 
即 
(mz -2Y + (ny —- mz)? - nat = 0. 

2.5.12 试 求 以 三 条 直线 1:z = у= z;L2:Yy = 
тъ, = z+2;Ls:iy = r +2,z = z+ 1 为 母线 的 
圆柱 面 方程 . 

解法 1 柱 面 的 母线 方向 为 {1,1,1), 过 原点 口 作 
平面 x 与 (1,1,1) НЕН. EH a 51,15,65 Z% 
ех Т (0.0.0), (– 1,0,1), (– 1,1,0). 过 
此 三 点 作 一 单位 球面 ,其 方程 为 

зн у + 22 + 025 = 0. 
这 样 , 柱 而 的 准 线 方程 可 写 为 
z? + y? + z2 + 2z = 0, 
[2 + y + z = Ü. 
护 2.5.8 和 2.5.9 的 讨论 ,有 


t 7 Eü 


yy 


2 
жу + yot zo = 0, 


Ф 
Ө 
лаъ yà + zü +220 = 0. ® 
由 由, 中 ,加 可 得 

[a ya) (z 222 +2(z- 0) = 0, 


Ë. 1 
[i= t+ y+ z). 


消去 参数 1 ,化 简 整 理 求 得 柱 面 方 程 为 


r+ у“ + а? (ry+ yz + zz) + 2z — y — z 


= 0. D 
解法 2 因为 伍 线 的 方向 是 (1,1,1), 所 以 圆柱 面 


的 轴线 与 .ry 平面 相交 , 设 闪 点 为 О Са, 5,0). FET 
令 轴 线 方 程 为 
ж-а у-0 Z 


将 Lahap, Ж 二 ква КҮТ ,有 
LH _ Y = 21, 
ыт Ф 


їс Pif- 1,0,1), P3- 1.1.0), МО = (2,2,0), 
Руб = (a + 1,6, — 1), BÖ = (a + 1,b — 1.0). 
КЕР, н Оба, Б.О) ARRE Li, La H 
Ls ЮРЕ 25 RARER, ТЕШЕ 
‘a.b, 0) > (1,1,1) 1 
{з 
(ажыр, Dx (LD 
J3 


((a + 1,5 = 1,0) x (L.1,1) 1 
J3 ' 


即 
10р, —a,a - b)! 
-I (541. – (а +2), арж) 
=| pI- (ua lw- b+2)1. 
НА ААД р = ,在 由 前 等 式 确定 = 1. 
故 轴线 为 


x+] y z 


l 1 1 


点 QE 1.0.0) РЕ КД 
(б. = ауа — 5) | 
B : 

Фа =- 1,b = OBERE. 


ҮЗ 
仿 2.5.3 中 的 解法 ,有 有 
| {xt l,yz)} x (1,1,1) {2 


{з /Зз' 
Bp 
{м 502 4 {х—-=+1])#+(к y +1)2 = 2. 
化 简 整 理 得 П.П 
лж yl а (y ym + zr) + 2. - y z = 0, 


2.5.13 КТУ ДЕ = F tn Fü ЕКЕЖ 
ЖШ: 
бту л? + 22 = 25,5 + 4у? -z = Ü; 
D+ 1=02- 2 - z +1 = 0. 
й (1) РЕЗА РКА У ЛИ m 55 2 5k, 
KORI T ДИ, E ту 平 商 上 的 投影 柱 面 ,就 是 以 


СЩ ЖЯ ЕЁ, БУЕ Б Or ОРГАНЕ ТТ, ВА 4. 
5.1 知 ,只 要 消去 变量 = 即 可 .因此 ,在 zy 平面 上 的 投 
影 柱 面 是 
2х? + Sy = 25. 

Zim, HETE у 和 消去 变量 xz, 依次 可 得 已 
给 曲线 在 .xz 平面 和 ye 平面 上 的 投影 林 面 .它们 的 方 
程 分 别 是 3z + 5z2 = 100 53у — 22 + 25 — 0. 

(2) ELi Mik FE fo E И 32 [8] 15 АМ IH {И Р ТЕ АЧ Z 
钱 , 仿 (1) 的 讨论 ,在 o ЖЕ ЕЕ ШЖ y — 1 
= О y ТЩ ЕКИН Жу -1 = 0; z Ý 
A EARE z-e = 0. 

# E(D 中 ,已 给 曲线 在 ту 平面 上 的 投影 曲线 

为 


[22 + 5у° = 25, 
z = 0. 
ERER EH HSA АЗЕ BI 892625. 
2.5.14 设 与 直线 
|z = 0, 
н 
[у = z 
平行 的 光线 照射 在 球面 x? + ун с = de E RRN 
球面 在 ту 平面 上 影子 的 边界 . 
8 直线 的 方向 天 量 为 (0,1,1) , 故 平 行 光线 与 
(0,1,1) 平行 ,与 球面 相 切 的 光线 梅 成 - -个 柱 面 . 
过 球 心 (0,0.2) 且 与 (0,1,1) 方向 垂直 的 平面 方 
TE 


y+z—?=0. 
构 作 曲线 
T+ 
: y+z- 2 =Ü. 
将 以 了 为 准 线 , 母 线 方向 为 10,1,17 的 柱 面 记 作 >, 
柱 面 与 平面 = 0 的 交 线 即 为 所 求 . 
设 P(r,y.z) 为 3 上 任意 一 点 ,过 点 已 的 母线 变 
ERr TAM o у, ву}, НМР 与 (0,1,1) 平 行 ， 
得 


oo a a T 

Вр тр х,у = y — E Za = z — f. 2) 
НУ M € Г, 

| уу + z — 2 = 0, B 

rü + yñ + zë — 450 = 0. @) 


AQ AG = 22-7 RAOR 


у= + 2 
о хуур T 2 + 


将 它们 代入 © ЕЕ ЖШТ ИННЕТ > 的 方程 
185 


2r2 + y? + 2 —-2ут + Ду áz — 4 = 0. 
因此 ,所 求 影 子 的 边界 是 
[Zrt y + zt- 1yr + Ду — 4z — 4 = 0, 
| = O 


即 
252 + у + 4y- 4=0, 
ж = Ü. 
2.5.15 Ж 
T= fle), 
rd; = hír}, 
z= glr) 
AHER SEPETI = m,n p) 平行 的 柱 而 方程 . 
@ 设 PIravz) 为 柱 面 上 任意 一 点 ,过 点 忆 的 
PRHE Tr ETA Mfzoywzo), 它 们 相应 的 参 
数值 就 不 妨 记 作 上. БМР // 1.8 


У 50 之 一 #0 


T Д 


т H Ë P 
这 里 参数 o 依赖 于 Р(х,у, a) П : 
点 的 位 置 .于 是 

rtmoy = yot pz = zot po. 
面 х= 3), уо = Alt), хо = gi) E 

х— f(t] + mpy = ВО) + noz = g(t) + ро 
D 


也 依赖 于 PP 


这 就 是 柱 面 的 参数 方程 ,其 中 p 是 两 个 参数 . 
ЖІ ЖП г = (zyyzy 表 示 柱 面 上 任意 一 点 也 
HEERKE, S atr) = (С) Aa) бе) WA 
т= а }+ро+*1. 
这 就 是 柱 面 的 矢量 方程 . 
+2 WEH Г.х = acost,y = аяп. х = Б 
里 sz > 0,6 > 0.%} ЪЪ Or РАТ, ПЕНАТА 


(z = acost + Ü X р, 


d y = asins +Ü хов, 
z = bt +] р. 
8р 


82.11 


МУГОН г ИЯ аг + у? — az, БАКА 
+. НО ЯТ Dir = асо, у = asint,g — ht 
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HARR. 
进一步 ,如 果 母 线 的 方向 是 (1,1,.1), 那 么 计算 就 
нра ют. 

注 3 ”如 图 2.11 所 示 , 淮 线 Г ЕНЛИ ЕЕ 
为 [让 = (rry ,g(t).h(z)). 设 忆 为 柱 面 上 任意 一 
点 , 则 (让 = OÓ + ОБ. БОР // 1, ОР = д 
= (mo,np, po). КИ Н r = (A, АС), (2) + 
рбт,п, p) ВЕ D. 


526 4} (j 3k 
应 用 之 二 ) 


设 卫 是 一 条 空间 曲线 ,定点 Pr Erra 
作 与 点 Po 的 连 线 ,其 所 产生 的 俩 面 称 为 锥 面 , 卫 叫 做 
锥 面 的 玲 线 ,每 一 位 置 的 动 直线 叫 做 锥 面 的 母线 . 称 
Ро 为 锥 面 的 顶点 ， 
假设 Pot жу. yo,z0) 的 位 置 矢量 为 ro ,空间 曲线 
Fiz,y, z) = 0, 
: С{т.у.х) = 0. 
ШЫ Po 为 项 点 ,以 三 为 准 线 的 锥 面 方程 是 
| Flaa + ж лоо + Hy — э) + te — za)) = 0, 
| Gly + г ду) + Üy — у), + (ж 0) = б. 
这 里 : 是 参数 ,消去 参数 т 就 是 所 求 的 锥 面 方程 . 
事实 上 , 设 Plx,y,z)(P Z Po) 是 所 求 锥 面 上 
任意 一 点 ,母线 PoP 与 准 线 开交 于 点 外 (zy ,z=). 
则 有 


к z у-у. 2 59, D 
+ — хр y 50 z — Ep 
这 里 上 是 参数 ,i 的 值 依赖 于 点 Ptx,y,z) 在 锥 面 上 
的 位 置 . 
H Ф 
=° = ra t (z — охо)? 


y = yot (у - 30), 
z = za + (z gpt. 
因为 Qtr ,yy z) € Г, 
Flr y, = ) = 0, @) 
Сх y ж) = 0. D 
ж 0,0,9 这 四 个 独立 方程 中 ,将 x ,y z 看 
成 参数 ,从 这 四 个 方程 消去 三 个 参数 r ,yx 所 得 
到 | 的 关于 xz,»,z 的 方程 就 是 所 求 的 锥 面 方程 .这 一 方 
法 已 在 了 $2.5 中 作 了 介绍 ,这 就 是 参数 法 解 题 的 思 


261 试 求 王 列 难 面 的 方程 
| Жт.у) = 0, 
D жагар (k = Ü), 
顶点 为 原点 ; 


(h ED, 
H Po DFH с 


(2) 淮 线 Г: | _ 
Ia Pt w 不 是 原名 
= Ë |. 

Ё (DR P(:,y,z) ЗЕ ETIS -点 ,PP 天 
O. PE РЖ ОР БИЙ КЕ ГОЗЕР AQ y az ). 
BS P .,Q.0O = JEFE ht 


W y) <= 0, 
= Ё 


-半生 D 
BN Q € Г, 

Fr ,yy ) = 0. D 

z — Ë. D 


ПЕНА А: V. D,D, p Шр Лу Ж нн “ОН Ж 
三 个 参数 .x,y,z ЈИ =k, А Н e 


= у È MERA O EEDE 
EES). 
(25 С PENE ШЕЛЕР. P,Q 3688, 
有 
r -t _ у Z М — z — Жү 
X жу у У х zo 
EH Qr у 005) Є Г.Ж О(ж,у, Р). МЕШ 
方程 解 出 
|x = тож (Ë m), 
F Z= 一 Z 
LY 5 Jut 00 — 20) 
i 


以 此 代 六,y )= 0. 得 锥 面 方程 


Ë “o) : 
А ул ч з ч z 
Ё — z 一 
ую 1 — у) J = 0. 


+ = Po T O, B ag = у= р = 0 村 ,问题 {2) 


的 和解 就 是 问题 站 ) 的 解 了 . 
2.6.2 ЖД 
Ka aa R°: — 0, 
Iz k (h Z 0) 


为 玲 线 ,以 原点 为 顶点 的 锥 面 方程 . 
Ж 利用 2.6.1 的 结 
此 处 рох,у) = x“ + у? — 

及 .因此 ,所 求 锥 面 为 
(ЖЕ 4 (АУ уг -R 
z х 
= 0, 


u э 


3. В T: 
| Е . T 


根据 准 线 丁 的 表达 式 , 可 知 准 线 荆 是 x -在 平面 上 一 
个 贺 ,为 此 , 称 呈 是 圆锥 面 的 方程 ,从 图 2.12 可 忆 , 贺 
ЖЕШ F TL БЕВ ty Oz 轴 之 间 的 角度 恒 为 常 角 
«(0< в < Z) HA ща = ТК. 上 是 区 锥 面 的 方程 
可 写成 тї + у?— аца = 0. 这 里 称 a 是 圆锥 面 的 半 
项 角 . 根 据 上 面 讨论 ,网 锥 面 可 看 成 过 原点 的 动 直线 
L 与 Oz ЯЯ Н а i SJ PH Pr SE BU i. 

2.6.3 ЖТЖ. 

2 = 28, 
(1) P! Г: MIO уо 

为 淮 线 .以 原点 为 顶点 . 


[rty + z2 + 2r — 4 = 0, 
2) ИГ: 
(2) W lr+y+z=] 


HESR , РАЙ ка A ШЙ к. 

Ж (1) 设 Ptz,y,z) ЖЩ Е, БВ} 
OP HRT ETAM y z). HA P. M ,O = 
点 共 线 ,所 以 


т-П 7 у-0 7 = -0 = 
Н! 
+ = ir, = fy z = iz 
H M € Г,9П 
Jet- y = 2, 
lr ty 1t2z — 3 = 0. 
от iray — у, = 12 КА ЕБТ ,18 


trè- у) = 2z, 
I(r + y +2rx) = 3. 


消去 参数 +, 得 锥 面 方程 


32? — Зу? — 452 — 2yz — Žar = 0). 
(2) 仿 (1) 中 讨论 ,有 
+ = tr. y = уук. = tz. Ф 
H М(х,у) € Г.Я 
|z + z 220-4 0, 2) 
r +y += =]. 3) 


在 由, 忆 , 吧 所 会 的 五 个 式 子 中 ,消去 四 个 蛮 量 
+ y ут 1t ПАЗ ЯЛЕ НКА О, 

102022 у + z2) 1 2 — 4 = 0, 

¿(r + y+ xz) = 1. 

以 第 一 个 方程 : = ——1—— КАв—1 Й 
оша ПЕЛЕ 

Sr + 3⁄2 + 34° + dry + Bye + [Orr = 0, 

Ë Ee = х,у — у.с = ty tF. AAEH 
187 


ТЕ, 
` ' ж + y + 
= = — _ z = ЕЕ УЕ = x+ y+ =<. 
г у z r ty +z 
由 此 得 
. £ . - № 
* г+у+т'У T + y + к? 
сауа х 


LERA ©, По ТОВ у 
51? + 3y? + 322 + 10лу + Byz + Oze = D. 
从 本 题 可 知 , 用 参数 消去 法 求解 题目 时 ,所 设 的 
齿 数 的 数 日 可 以 中 不 一 样 的 ,主要 的 关键 所 在 ; 是 月 
п + | 个 上 方程 消去 n TER, LORISA r, yz) 所 


满足 的 方程 . 
2.6.4 RTPA E: 
2 2. 
1) нага 12 ^4, RE Р,(3,2,0). 
РА г-у+ Е = 0, 
заго 原点 
Р,(3,2,1). 


Ж (DEP. х) AEAEE- S, р 
PoP 与 准 线 古 交 于 点 Mtr у е), Mh Р.Р, М 


Ек, 1 
х3 y 2 =- 
r—3 у22 g 1 ° 
Bp 


r = 5+ (т - ty = 2+(y- 2, 
z = 1ке 1). 


|13 + (z - 3:22 + [2+ (у 2)#] = 4, 
3+ (2-3). = 1. 
消去 参数 上, 求 得 锥 面 方程 
x +d- Bry+ lOr + 8y 23 = D. 
(2) 设 РО, у.х) 为 锥 而 上 任意 一 点 ,母线 PoP 
THER РА M(x y ,z ),MI 
x y 一 了 _ = — | 
х 3 у 2 z—1 


= £. 


Ё] 
r = 3+ (х -ty = 2+ (у- 2), 
z 1+ (5-1). 
RA 
ју +< = 0, 
122+ 2у?2 - +? 4=0 
得 


бута - 2)+2 0, 
3+ (х - 3): +2[2 + (y — 24] 
- [11+ - 1] -4-—- 0. 


ч _ 2 
出 第 一 个 方程 解 出 : = —— 


二 个 方程 ,化 简 整 理 可 得 色 面 方程 
х? +9у* + 3z2- Tay llyr +A +4д —4у 
+4z 一 4 一 (0 
2.6.5 АЖЕ p (1,2,3) 为 顶点 ,对 称 轴 与 平面 
2z+2y— z = oE FEART 的 圆 惟 面 方程 . 
EO 对称 轴 过 点 Pot1,2,3), 并 日 方向 矢量 = 
(2,2. 一 D ATERIA EN 


,代入 第 


2 2 -1 上 
设 P(z,y,z) 为 圆锥 面 上 任意 一 点 ,过 点 卫 与 对 
称 轴 垂 直 的 平面 
m:2x + 2y- z— (2х+ 2у— z) = 0. 
顶点 Po 到 平面 r HER 
|2xX21+2x2-3x1- (2r+2y- z)! 


і 三 = - 
2 + 22 + (- 1) 
= Ñ+ х122+2у- z— 3| 
另外 ， 
I PiP i= 
根据 几何 意义 
d = ов © 
| BP | 3° 
Bü 
а? = 1 IPP 12. 
HA 


4(22+ 2y- r- 3)2 
= 9[(z=- 102 + (у- 2) + (z— 3)2]. 


因为 P(z,y,z) 代表 圆锥 面 上 任意 一 点 , 故 圆锥 面 方 
程 为 


4(2х+ 2y- z- 3) 


= 9[(z- 1) + (y— 2) + (z— 32]. 

Ж ”在 推导 锥 面 方程 时 , 未必 都 要 应 用 参数 法 解 
是 ,可 以 根据 给 出 的 几何 性 质 导出 办 面 方程. ЖШ > 
解 用 到 了 点 到 平面 的 距离 以 及 两 点 间 的 距离 公式 , 比 
较 简 单 ,如 果 采 用 点 已 到 旋转 轴 的 距离 公式 解 题 , 那 
就 会 麻烦 一 些 ， 

266 试 求 以 原点 为 顶点 ,日 包含 二 条 坐标 轴 的 
圆锥 面 的 方程 ， 


解 ЕЕЕ ТЕНЕ, ЯСЕ РАНЕ ТИПНЕ 
Г. 


Бо, ВОК EMEA 40. 2 E, 
IÑ 5 今 先 研究 Ху, 显然 ,3 经 过 000,0.0), 
M U1.,0.0),M.(Ü,1,0). M.(D,0,1) 四 点 . 过 М. 
М.М = КЕШЕ r+ y! = 1, ШЛ 
HO H Mo M M DAMEA REE tty + z 
-i = 0. AETR X, 的 准 线 为 

|т+у+—1=0, 
ушм 0. 
AA E, 的 项 点 为 原点 , 仿 2.6.3 的 解法 ,圆锥 面 的 廊 
程 为 


Еу е —-1=0, 
l(z2 + yl + «Эҥ - 1 = 0. 
消去 : 得 圆 惟 区 的 方程 为 
ту + yz + тт = 0. 
类 似 地 ,其 余 三 个 圆锥 面 2,3, 的 淮 线 依次 
Шс 


-—т+у+е—] = 0, 


Г»: 
? хв 2 + z2— 1 = 0; 
еа у+х-1 = 0, 
Гу a 2 2 
y+ — 1 = (: 
F=+y -=z-|- 0, 
Гир,» 2 
z" + у + а*— 1 = 0. 


相应 地 可 求 得 圆锥 面 的 方程 为 
iay ут + xz = Ü; 
аиту + yz — zr = 0; 
Ea: лу + yz + zr = Q. 
267 试 自 原点 作 球 而 (x 一 4) a (у b) + (z 
-cY = R° 的 切线 , 求 切线 所 产生 的 锥 而 的 方 入， 
Ж iR Рух то. уо. zu) 为 切 点 , 则 切 线 OP, 的 方程 
为 


._ rO Ур zy 
4 УТ р ` 
REAL 作为 参数 ,上 式 即 
а 一 T, yD = ЕТ = gf. D 


HARRER R IROA Ala, б.с), Й 
AP, = (ro а,м- байлу ch 
ОР, = (хо, ур, жо). 
ВЕТО AP, L ОЛ, 

хабер Ql + урур b) + обр с) — 0. S 
H Ро 在 球面 上 ,得 

Carora t mwe tlac H RG 
现 症 ,过 从 0,2,9 ЖТ Же НН ‚Н Б 4 个 参数 
жуз уз zo, 以 得 到 关于 +, y = HETE. 


Hi 2-9,0 
ато + Бур + czo + R2 — (а? + 52 + с) = 0. 
НОЖА, 
а + 62е. R? 
ағ + фу + cz 
以 此 代入 D.A 


a+ btt- R 


t = 


as ах + bytes ` ' 
а? + b“ + e* — R? 
wa аг + by + rz Уз 
a? + b? + c? — R2 
<ü 一 


аж + by + cz : 
以 这 组 то, уо. ту 的 表达 式 代 入 @, u S EK ЖШН] 
方程 为 
Ca? +o tet К) 0а + уг + 22) 
- (ат + by + сш)? = 0. D 

t ORAA, А. 

2.6.8 成 求 以 直线 = y= “为 轴线 , 且 过 直线 
L:2r 一 Зу = 一 52 НЯН НЈУ. 

解 ”轴线 的 方向 矢量 十 = (1,1,1) ,轴线 与 上 交 


于 原点 (0,0.0) ,直线 工 :1 = 2 = p HER LA 
FAKE hL = (15,10, 6) iL H heme A 
9, 则 


һе! 
«вй = ПИН 
|15х1+10х1-6х1| 
Е 19 хуз 
_ 1 _ 3 
53° 
sng = 16. 


Р(х, у, к) НИРКИ 8 E IEE Др P SJ 
轴线 x = y = x 的 距离 
q оза) хари 


ҮЗ 
_ 1 3 2 274 
= zo- z+ (z — zr) ttr- у)°]7. 
ВА EN B) ЛИЕ Ш.Н 
ёр; = sin, 
即 = ып?@-| OP 12. 
故 有 
à 
2 2 2 2 
= T (x + y + = ). 
化 简 整 理 得 圆锥 面 方程 


уі ух + zr = б. 
Жж ”参阅 2.6.5 与 其 注 . 
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2.6.9 试 证 ;平面 z -37+= = ОУ -5y 
+ е” =0 相 交 于 了 酚 条 母线 ,并 求 出 这 两 条 母线 之 间 的 
f. 

证 明 ”考虑 


г), 270. (p 
22-547 + z2 = 0. 
JA QO ЩЧ z = 3y — л, {К A © 得 到 


z? 54? + (3y _ х) = Ü. 


© 


而 
хх 5.2 + (3y - zY 
= 252 + 4у2 bey 
= Harf +2у5—3гу) 
= Hr- yr 2y). 
曲线 荆 可 以 作为 平面 .cr — 3y + z = 0 Ај r 
-5y + 27 = (ЙОЗЕ. BE ПИЕ. EE r tb. n| 
以 作为 平面 -3y + z = 0 I (ук у) (х — 25) 
= 0 的 交 线 . 即 
|z — y + z = 0, 
lir- yr - 2y) = 0. @ 
而 Q) VK oÉ I: — у= 015 z = 2y = 0. ИЖ, 
ШЖ ГБЖ — 3 + z = 0 БЕ r- у= 0 
З hho z - 3y + = = 0 5З z - 25у = 0 88 
АЕ. MAMEA T ш z — 3y + z = 0 ЕН х —- 
5у° + z? = ОН FS Et. 其 方程 为 
T 3y+ z = 0, jz- 3y + z = 0, 
r у= 0, [x 2y = 0. 
ЖАЖА РК В 


lH = (1, -3,l) x (1, — Р,0) = (1,42) 
与 
h = ti, -3,1)x (1, -32,0)} = (2,1,1). 
故 这 两 条 母线 之 间 的 角 为 
| 五 ' 5 5 
се Т оры WR 6 
因此 
9 — aroos 2. 
2.6.10 ИЕ: Ја 
х? + 25у? + z? — Ау — бах — 2r + 8у — 25 + 9 
– 0 @ 
代表 以 4(1，- 2,0) 为 质点 的 一 个 锥 面 . 
WA BEME: 
z? 62у? + t- 4yz — 6zr — 2r 4 By 一 2z + 9 
— 0. 


若 Pobro уп. 55) € Х, ВП 
лб + 2⁄8 + zà 一 站 yngn ' 


— 250 ! 9 = 0. 


безг) 一 2ло + & ур 


SE 
H 1 


证 明 直 线 AP AHE S 上 .现在 ， 
Гу =] клу 1), 
анэ 2510092, D 
z = fo- 
HORA D ЕЕ Ж ШАШ Ар 上 点 的 坐 
标 z,y,x 满 是 呈 , 此 表明 直线 АР, ТЕШ X F h 
Po 选择 的 任意 性 ,证实 DRA AO, - 2,0) ЭШ 
点 的 一 个 锥 面 . 
注 ” 题 中 给 出 的 项 点 及 (1, -2,0) ,我 们 通过 坐标 
平移 之 后 ,使 顶点 为 新 坐 株 系 的 原点 ， 


作 平 移 
>= x +l, 
t = y 2, 


以 此 平移 公式 代入 ©) ЛЕШ ЕЕ ЕЛЕ 

z 2 +2y 2 + к 4yx 0 D 
这 是 ,r ,yz 的 二 次 齐 次 式 . 加 果 点 (x ,y ,zx ) 98 
ERA, Wr ky Бс) 也 满足 此 方程 . p se Bj : 
只 要 点 (2 ,y zz 在 轩 代 开 的 曲面 上 , 则 由 原点 与 
点 {x,y r 所 决定 的 直线 土 的 点 (&r' ,ky ,zx ) 也 
在 此 曲面 土 ,因此 , 侠 代表 一 个 锥 面 . 

2.6.11 BER + + N =1 52E 
ЕРА, B, CEIA, Ш А,В,С 三 点 的 图 为 准 线 ， 
以 原点 为 顶点 作 铁 面 , 试 求 锥 面 的 方程 . 

解 ”首先 ,应 找 出 淮 线 的 方程 . 准 线 为 图 , 它 在 平 
ш. + > + P: = 1 上 ,此 图 可 作为 此 平面 与 一 个 球 
面 的 交 线 ,选择 球面 , 它 由 О,А,В,С 四 点 所 决 
定 .因为 Ata,0,0), B800,5,00 ,C0,0,r) ,所 以 球面 
蕊 的 球 心 ,在 AD 线段 ,BO 线段 .CO 线 眉 这 三 个 线段 


的 三 个 二 直 平分 面 上 ,也 就 是 球 心 在 平面 > = > > 
b -£ а Ü с 
= ,2 = 2 土 .因此 , 球 心 为 (三 7? a Е; Е sI 


БАН / а® + Бї 2 ази, 因 
此 , 淮 线 方程 为 
[т + У Ф = = 1, 


а b 
озуно ае = 0+0) 


{52.6.3 的 解法 , 令 хо = їт.у = гу, зр = tz. H 
(хо "YO. Zo) ЕЕ Ж | ,得 


Æ X, yL 
ha р) Tb 


(саг + у? + 22) — ¿(az + by + cz) = 0. 


消去 参数 ! 得 锥 面 方程 


(а + b")ary + (2 + c hayz + (c° + a2)bze 
= D. 

26.12 JA A(0,0,1) AEH z” + = z° E 
诸 和 母线 的 垂 线 , 试 求 由 垂 线 所 产生 的 锥 面 方程 . 

解法 ] WA rtta — z? = 0 УЙНА, Ej >2 + 
у= = + ша = 首相 比较 ( 参 疯 2.6.2), 半 项 角 о = 
45° , 即 顶 角 为 90 .根据 题 设 中 做 法 ‚ТЕТЕП КОТИ A 
亦 是 90°. 因 为 顶点 为 (0,0,1), 上 所 求 锥 而 方程 为 

їз уй (= 132, 

解法 2 0500,01) ИЕ I z" + a = rt К 
ВОЗА REN Polo, yo, ла), ШЖ ЕШ C + у = 
х? 上 母线 OP, ЭЛЕГЕ Cn, уп, х0). Im ТЕ 
线 АР, 的 方向 矢 基 为 ro, ya, za — 1}. ТЕШЕ, ТК 
面 上 母线 AP 的 方程 为 


rü y-0 z- 1 
—— = = ——. | 
Tn Уо ус 1 D 
H ENBDLHIOP, | АР, (хо, уа, 20) * (ла, Ув» 27 一 
1) = 0, Ёр 


2 2 2 
й+о му + zü zo = Ü, 


因为 хф + уб = xü, АЁ zu Æ 0, ШОК z0 = +. 
于 是 


+ = T. © 
A 0418 zo = TEESIEN 一 rE 
以 此 代入 © RERS HAN 


+ 三 二 (二 -二 

Вр 22+ у = (z - 10, 

2.6.13 CHAES Dir = (2), у= А), 
z = (т). КЕР ГОНЕ У P (ra, ya, zo) 8 Th 
点 的 锥 面 方程. 

& 设 PIzr,y'z) 为 所 求 惟 而 上 任意 一 点 , EER 
PP 与 准 线 厂 次 于 点 Mx yy ,2 ). 因 为 P PM 
三 点 共 线 ,所 以 


озу _ y y _ < “p _ 
f — fü y TSn = zn 
即 
[т = za + (2 — rop, 
xy = s t (у - yp, 
z — zo + (= — zo)p. 


[r = roll- pl + ro, 
у= ml - р) + ур, О 
{л = rolle ø) r z'o. 
因为 (x уу, )Є Г, Ki P ВТУ MRSN 5 


Шт = ehy = h), = (т). M| Q A 
Ë = xotl -p)+ n: f), 


у= yl- ptp hlr), ©) 
[z = zall- p) + o gtt). 
这 就 是 所 求 锥 面 的 参数 表达 式 


此 外 ,r= Croll- p) tpar E) уо р) 
+р h(ü,z (1-6) + р ш(1)) 
НАЕК ЈА. 

Ж “注意 到 题 2.6.2, 准 线 卫 的 参数 方程 为 z = 
Коњ, у = Rsint,z = 类, 并且 zro= x = zo = 0. +T 
HFE. Q) 3ERR r= p Коо, у = p+ Rsint,z = ро. 
由 = = p.k Rip = 主 , 代 入 前 面 两 式 ,得 

Rz 


T= p E, 


_ Rz. 
y = k sini. 
由 此 得 
tys Ка, 
即 
2 
Ptr- Кра = 0). 
这 就 是 2.6.2 Һу. 
$27 旋转 面 方程 


已 给 直线 工 Шаг, ШЕГУВА L 旋转 所 产 
生 的 曲面 称 为 旋转 面 , 称 工 为 旋转 轴 , 称 Г 为 旋转 面 
的 一 条 母线 . 

过 旋转 轴 的 每 个 平面 与 旋转 面 的 交 线 称 为 旋转 
面 的 经 线 . 显然 ,每 条 经 线 都 可 作为 旋转 面 的 母线 . 母 
线 上 任 一 点 旋转 一 周 所 产生 的 圆 称 为 纬 圆 , 纬 圆 所 在 
平面 必 与 旋转 轴 王 直 . 

ИГ: Sez) = 0 

ly = Ü 
的 旋转 面 方程 是 
(+ Мт + уз) = 0, 
WR КЕННЕ НҢ ЕЕ, пу 
能 只 取 负 号 ,也 可 能 正 负 叶 都 
取 . 它 们 符 导 的 选择 取决 于 母 
ET REAP ИНТЕ. 

这 一 结论 的 证 明 是 不 难 
的 .事实 上 , 没 P(z,y,z) 为 
旋转 而 上 任意 一 点 ,过 点 P 
Ет 与 旋转 轴 { 即 Ox 96) 


为 母线 ,以 Or 轴 为 旋转 轴 
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HEA, 并 设 平面 л 与 母线 卫 ,Oz ЧИККЕ T 
Mirr, z) Mo(0,0,2).( 图 2.13) 
据 旋 转 面 的 性 质 , 有 1 MoM = MiP 1,6 
Гао Zz2 1 уг. 
因为 M € Г, fryz) = 0, 8 
fE х® + уі, а) = 0. 
在 上 述 论证 中 , 给 出 了 求 旋转 面 方 程 的 一 般 方 
法 .其 基本 思想 是 通过 旋转 面 任意 一 点 作 与 旋转 轴 正 
变 的 平面 , 度 此 平面 依次 与 母线 和 旋转 轴 分 别 交 于 点 
M 和 An, 根据 条 件 | MIP 1 = | MAM НЬ, 
后 ,消去 参数 (前 面 论证 中 ,把 e 作为 参数 ) ,建立 旋 
转 面 方程 . 
本 节 主 要 讨论 两 个 问题 ,一 是 给 出 丹 线 与 旋转 
轴 , 建 立 旋转 面 的 方程 ;二 是 给 出 了 方程 ,判断 它 是否 
代表 旋转 面 . 
2.7.1 ЛУМЕН E M. 
1. EHEH. 
Мг: "o р>) 
为 母线 ,以 Oz 轴 为 旋转 轴 的 旋转 面 方程 是 
/ д? + у – R = 0, 22+ у = RF, 
+ AAR >0,5Ҥ ГОЛУН Н х > 0, 故 利用 刚 
才 结 论 时 根 号 前 取 正 号 .如 果 取 
Iz + R = 0, 
у =й 
作为 母线 ,那么 旋转 面 方程 是 -w r2 +у + R = 0, 
根 导 前 取 负 号 了 . 
2. EHEH. 


x- кїрє = Ü, 


шг} + 


ЖЕНЕ (0 < а < ERA. O< 轴 为 旋转 轴 的 旋转 面 方 
程 是 


£ £ + у — тшо = 0, 
Вр 
I + y- z tga = 0. 
这 就 是 题 2.6.2. 这 里 根 号 前 取 正 . 负 号 . 
3. 球面 . 
V Е? – 


Ыг: =. (R > 0) 
ly — А, 
为 母线 ,以 Oz 轴 为 旋转 轴 的 旋转 面 方程 是 


а2+у = Ri t, 


Вр 
Ti+ у} 22 = R2. 
它 是 以 原点 为 球 心 , 以 R 为 半径 的 球面 . 
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如 果 以 Or 轴 为 旋转 轴 作 旋转 , 则 旋转 面 的 方程 
是 


+= R: - (му + к°)?, 
即 
х= м Е? - (уг + z2). 
它 代表 半 个 球面 . 
4. 图 环 面 . 
дг [000 > > 0) 
为 母线 ,以 Oz ЛЕТ И ЛЕЕ m r ЖЕЕ 
(аа уБ) + 2-а? = 0. 
化 简 整 理 得 
(т + y + «^+ 52 — 222 = 462052 + у?). 
MEIE 4 个 特 萄 的 旋转 而 中 可 见 ; 两 条 平行 直 
线 , 一 条 绕 另 一 条 旋转 可 得 图 村 面 ;两 条 相交 直线 ,一 
Жл — ЯЕ ОГАЕ МЕШ. 
27.2 BER Liars у= z. oR КЭ ЕШ 
的 方程 ; 
(1) A L 为 母线 ,以 Oz 轴 为 旋转 轴 ; 
(2) 以 Oz 轴 为 母线 ,以 工 为 旋转 轴 . 


解 (D RPO ye) 是 旋转 面 上 任意 一 点 ,过 点 
РЕР т 与 旋转 轴 Oz WEA, WEE х 的 方程 是 = 
= z. 设 平面 x 与 母线 .Ox АЕРА М. Мо, M 
Miz,z,2),Mo(0,0,z)， 根 据 旋 转 面 的 性 质 ， 
МР: =I MMi. v z2 + у? = у 2, ПШ 
HEE rtty 22? = O. 

种 实 上 ,因为 直线 工 的 方向 矢量 为 (1,1,1), 所 以 
直线 工 与 旋转 轴 Oz ZAKAR., A 
1(0.0,1) - 11.11 _ 1 

1х3 33. 

tga = {2,8 2.6.2 ИШЕТИН а = arctg 2, 立 得 旋 
转 面 方程 是 о + y - 252 = 0). 

(2) Ж Р(х,у, е) ERRE HEBA Р 
作 平 面 Sifi L AEA, MF x Е > + 
yt = zt y+ 之. 设 平面 x 与 母线 .Oz 轴 分 别 交 于 
点 M Mo. M 


М(0,0,2+ y+ z), 


сово = 


Z+ yt Z Xr+ yt z r+ y+ z 
м{ р ‚ > z = z 2). 
根据 旋转 面 的 性 质 ,| МР |= MiM 1,80 
(= zt =z) + (=t zy 


2 


+ [52+ — (z+ y+ x2) | 


+ (2- te) 
TER НЫН 
хуб y z+ z x= Ü, 
ТЕНЕ AA г, у, = 是 旋转 而 上 任意 
一 点 的 坐标 ,要 建立 的 施 转 面 的 方程 是 关于 ryt 
的 方程 ,所 以 旋转 面 的 方程 是 
y+ y+ er =Й, Ф 
ZA 2.6.6. 

Ж Ririk BRAHEN , ЛПр АЕ Т Т B. 28 
СЛОМЕ ЛЕЗА Я. ТЕЛШ ЕН, s ШШ ra PF, Ос WH 
与 直线 上 ЖО, k ОР |= 1 OM 1. 用 玲 标 
表 出 有 

V rS R = | Z+ y+ Z| 
ERRARE 加 ,显然 .用 此 法 解 题 显得 简单 ， 

2.7.3 已 给 两 条 直线 上 :x = y=z 和 Li:+-a 
=y b=z cc, 这 里 a,5,c 不 全 相等 . 试 求 直线 工 
绕 直 线 L 旋转 所 得 的 旋转 而 的 方程 . 

解法 ] 直线 工 | 过 点 Ala, b,c), E L HRE 
2t0.0.07. 并 且 直 线 革 与 直 铸 志平 行 ,它们 的 方向 
А: ЕА г = (1,1,1), 因 此 ,旋转 而 县 一 个 圆柱 耐 . 
ШЖ Р(х,у.) 是 旋转 而 上 任意 一 点 ,于 么 ,点 了 到 
旋转 轴 的 距离 每 于 点 A FUL 的 是 离 ,由 点 到 直线 的 


ОА хт ТОЁ ха 
IFI I| , 
ВП 
Гб, В, сух (1,1,1) 1 
一 | {ryg} (1,1,1) 1. 
由 此 得 
《一 
= (уз) н(е fr x. 
整理 得 


аъ y + z2— лу — yz — ET 
= a? k р? Het- ab — br — ra, T 
解法 2 Plr, yo) 为 旋转 面 上 任意 一 点 , 则 过 
点 了 与 旋转 轴 上 垂直 的 平面 x 为 


Ty 二 y+ z. 


平面 x 与 旋转 轴 上 的 交点 为 


M Zt yt z rt ука rt yt z 
Uh 3 ° 3 бол ' 


方程 
хт =а+!Фуу= bti < r +t 
А r+ y+ z = r+ y+ z, 可 得 


rt ytz- (a + b + c) 


3 
以 此 代 人 Li 的 参数 方程 .得 


++ у+ z- (a + b+ c) 
3 + 


M(a+ 


Z+ y+ z— (a + b + c) 
b + 3 3 


z+ yt z (a+ b+ e)) 


с + 
— - z+ ut z ` r+ yt z - 
МР = (p THH mtrs г 
z+ yta) 
3 


MMi = (26 Š с 25 £ а že 2 5) 
根据 | Mo 1? = мМ ,化 简 整理 可 得 合式 . 
2.7.4 OR B ë 

Li 1 = 2251 
ЕЯ 

г 4 у-2 _ z+] 

Li y = -3 3 

旋转 而 成 的 旋转 面 的 方程 . 


解 ” 因 为 Li 与 上 相交 于 点 (1,2, — 1), 故 旋转 面 
为 锥 面 . 设 L. 与 二 之 间 的 角度 为 =, 则 
|02,1,2)* (2, – 3,31 


Соза = 7 
м2 + 2622.22. (- 32 +37 
__17_ 
3 ¿22 
/ 149 
Ш sine = 1—22. 
ып 3З 


Ж P(z,y,z) 为 旋转 面 上 任意 一 点 , 则 点 卫 到 直 
2 L 的 距离 等 于 sine RASP 到 点 (1,2, - 1) 的 距 
离 .而 P 到 直线 工 ЇР 
\(х-),у-—2,«+1)х(2,—3,3) 


v 22 
故 有 
(Зу + 3а - 302+ (= За + 2 +5) 
+(-3zr – 2у + 7)2] 
= [(z 0) + (9-2) + (z 32) х Tg: 
化 简 整 理 得 


1322 ~ 32у? — 322? + 1б2ут + 108ry — 10822 一 
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250т + 182у - 280: — 147 = 0. 
2.2.5 如 图 2.14 所 示 , АВСОЕЕСО 为 单位 正方 
体 , 试 求 :12 339626 OB 旋转 而 成 的 旋转 上 烙 的 方程 . 
解 A O.D, 
0),B(1,1,1), 所 以 直 
缆 OB;r 一 yz. 由 
2.7.291: ОЕ, OG, 
OD = Ж OD 旋转 
FH 49 WE ЕТТ Н Jy ВА А 
xy + yz + wz = Ü. 
EEFE 
J = r 十 二， 
> = у +1, 
z = z +1, 
则 ВА, BC, BF = 3 38835 ОВ 旋转 所 得 的 旋转 面 的 方 
程 为 


ry +yz + zx = 0. 
即 
(=-10у- 1) + (у - е - 1) 
+ (== D(z - 1) = 0. 
整理 得 
dy + yz + ze — 2(r + y + z) +3 = 0. 


ЕНЕН АЕ: | 0788 Ов ЖЕТИДЕ 


转 而 方程 . 设 Р(х,у, х) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 则 хх 
+ ytes rt y+ 之 是 过 点 PP 与 08 垂 直 的 一 个 平面 . 
EH r SAE 奖 于 点 M{1,0,7+ y+ = 1). 因 为 旋转 


办 过 原点 后 , 仿 旋 转 面 的 性 质 , 有 
ГОМ 12 = | OP 12. 
ЕЙ 


хів ува = р (r+ y+ а 12. 
化 简 整理 得 

rytyz+tzr- (r+ yt 2s)+1=0, 
即 楼 АЕ # OB 旋转 而 成 的 旋转 面 方程 是 

лу + sz + zr — (Z + y + z) + 1 = 0. TD 


余下 的 五 条 楼 为 


= Ü, >*= 0, ; = 1, 
АР: {> cD: l? EF: 1” 

|z = 1. [z = 1. z = Ü. 
_ |> = 1, ‚ |*= =O, 
GF: CG: 

z = Ü. y = 1. 


这 五 条 楼 上 点 的 坐标 都 满足 (D. 首先 ,断定 这 五 条 楼 
都 位 于 由 Q) 所 代表 的 旋转 而 上 .其 次 ,依照 方程 与 图 
形 的 对 称 性 可 知 ,这 五 条 校 绕 OB 旋转 所 成 的 旋转 面 
的 方程 也 是 D. 
注 1 方程 由 所 代表 的 曲面 是 由 直线 所 组 成 的 ， 
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MEHA ILAE, FG, CD 任 取 两 条 都 不 共 面 ;AD， 
EF ,CG 和 任 取 两 条 也 都 不 共 面 ;前 三 条 楼 与 后 一 条 楼 
各 取 一 条 都 必 共 面 ;AE,FG,CD 不 可 能 同时 平行 于 
同一 个 平面 ;4D,EF , CG 也 不 可 能 同时 平行 于 一 个 
平面 (参阅 S 2.11). 
#2 HA АЕ 与 QB 是 两 条 异 面 直线 ,所 以 它们 
一 条 绕 另 一 条 旋转 而 成 的 旋转 面 是 单 时 环 曲 面 (参阅 
52.0). 
276 Шк 
y = Zar (а > 0), 
z = Ü) 
线 下 列 直线 旋转 面 成 的 旋转 而 方程 : 
(1) 抛物 线 的 对 称 轴 . 
(2) 抛物 线 在 项 点 的 切线 . 
解 【1) 抛物 线 的 对 称 轴 是 Or 轴 , 抛 物 线 是 平面 
z =0 与 抛物 柱 而 у = 2az 的 交 线 . 它 在 < = 0 坐标 
平面 内 ,所 以 旋转 面 的 方程 为 y + а = ar. 
(2) WHR y = 2ах 在 顶点 处 的 切线 为 Oy 轴 ， 
故 所 得 旋转 面 的 方程 为 


1 
у? = alr’ + х2), 


ВГ 
datr? уй + 4а?а? = 0. 

Ë ”从 本 题 的 两 个 旋转 面 方 程 y +z = 2а 与 
4а? х? — уй + Да? 2? = OPRA: y 与 x? 前面 的 系数 
相间 ,都 是 二, 而且 是 相 加 ;zx 与 >? 前 而 的 系数 也 相 
同 ,都 是 4, 而 且 也 是 相 加 .根据 这 个 规律 ,希望 能 从 
给 出 的 方程 ,判断 它们 是 否 代表 旋转 面 .如 果 能 判断 
出 所 代表 的 曲面 是 旋转 面 ,可 找 出 母线 与 旋转 轴 , 对 
构 作 图 形 与 理解 疼 形 是 大 为 有 益 的 . 

27.7 ВЖЕ 

у- 2+ = 0, 
' |z = 0 
绕 Oy 轴 旋 转 而 成 的 曲面 3 与 平面 zx = 1 892228 ГЕ 
三 个 坐标 平面 上 的 垂直 投影 ， 
E ”首先 ,旋转 面 3 的 方程 为 
yt 2 V x? + z? = 0, 
即 
у? = 422 + 2°). 
于 是 
1 好 一 40z2 + 22), 


Ча = 1. 
了 在 zy 平 面 上 的 投影 柱 面 是 只 = 402+ 1), 故 
Г ХЕ ху 平面 上 的 垂直 投影 为 
4х°- y + 4 = 0, 
z = Ü. 


Г Ev ЕШ БААША: 一 
ШЕНЕ EL A 


І.В Гус É 


= |, А 
і 0 “13 12 2). 
Е, 


ERARE у а 2 КИЕ ЕЮ}. 
Гёз 平面 上 的 投影 柱 面 是 = = 1, Ге T: 


面 上 的 垂直 找 影 六 
z = 1, 
у = 0. 

27.8 RH X i: 22 + y 27 = 3 ЖШ 
Jm 55:22 + у — 2z — 0 [055% p eo Iz = Ó F 
的 投影 村 而 和 垂直 投影 的 方程 . 

解 

ажуа = 3, T 
а + уг - 2z = Ü. @ 
H ak k 0,58 22625-3 = 0,18 z = 1,25 = 
- 3. 因为 ВЯ = 之 0, 故 应 将 z, =- 3 舍 去 .以 


z = {RAT AERAR ETE = 0 上 的 投影 
Ж Уго q 2-2 = 0. P {с = ОТБА 
REAK 
|? ty -2 = 0, 
xz 一 0, 

Ë ЕГЕХ, 与 精 圆 抛物 而 x; 的 交 
ER. MHA, r EJAY E: = 1 与 ,平面 xz 一 1 与 

E 的 交 线 .进一步 , 厂 也 是 与 z = 1.555, 的 交 线 ， 
国 为 了 作为 两 个 曲面 的 变 线 ,它们 相应 的 曲面 的 方 
程 组 是 同 解 的 . 仁 是 ,下 不 能 作为 三 与 三 | 的 变 线 ,这 是 
HAE Б>, HERRAR, B rh EARTE = 
= - 1 的 半 面 上 . 

27.9 WRH XI: 3C 2 + 2) = (z — 3)° ЕШ 
Hl X;:r yie (z – 12 = | 的 交 线 在 zy FAR уг 
Fa F BU ЕЕН. 

Ж ШШ 2.15 
所 示 . 根 据 2.7.7 之 
Ж. Е — “Е 
Hi. 旋转 轴 为 Ow 
BB. RER S 

= 0 

i зу = ж - Д, 
EJ £ г s O< ВАЗЕ 
A At0.0,3) Е [Е 
ЖХ, 的 硕 点 . 

FE, 是 -个 球 
Ш, (0,0,1), 
半径 为 ERL Ваа Г ВУ 


B 2.15 


\Зу- +3 = | 
| 2 ; ' 


因此 ,球面 Z, 上 的 大 圆 

|у“+(е—1)° -1 

|= 0 
与 直线 卫 相 切 . 于 是 , 是 E, SIF B] = = 0 Pr И r 
的 内 切 球 . 


x, BẸ 

Ilat + у?) = 22 — бе + 9, T 
>; 即 

т^ + y + z) 2а = 0. D 


3 x D- D4 = 9. 合 去 z = = э REAR 


m E F1z-1 <ї1,Ш 0<1+<2. ЖЖ, = 2. 
因此 ,2; 与 Z, 的 交 线 为 


z+ y +z- =l, 
md 3 


ЖО су. 


消去 可 得 交 线 " 在 平面 * = 0 上 的 投影 柱 面 为 也 
+ 2 = АГУ zy 平面 上 的 垂直 投影 为 加 


N + у? = = r: 
z = Ü. 
SI 在 平面 + = 0 上 的 投影 柱 面 为 = O, 


HT 在 平面 上 垂直 投影 是 = = Э 平面 上 的 -条 


{т = 0, 
< з (1 <3). 
(== 5 

2.7.10 试 求 曲线 
И (Fiv) > 0) 
Г у = Ü, 


z = р(х) 
ЭЕ Or 轴 施 转 而 成 的 旋转 面 方 
解法 1 设 Plx,y,z) 为 旋转 面 上 任意 一 点 , 则 从 
图 2.13 可 见 , 旋 转 面 的 方程 为 
[х = /f[u)cosu, 
И = f(ujsing, D 
{+ 一 giu). 
旋转 面 的 矢量 方程 为 
r = (Flvs, f vsin, glu). 
解法 2 H z = gtw) 的 反 函 数 g 84 v= 
gHr), IRA z = fv) # 
х= flg !(z)). 
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所 以 母线 醋 可 写作 
[хт = Fg z), 
[y =Ü. 
Ж 52.7 中 的 论述 ,以 
P. Iz = fg (z), 


y = 0 
为 母线 , 绕 O< 轴 旋 转 的 旋转 面 方程 为 
V 2 уг = f(g`l(>)). 


此 方程 的 参数 表示 式 就 是 D. 
2.7.11 MRa 508082; +5 + 三 = 1 的 切 平 
ШЖ ‚АК де ГЕОЛ. 


解 设 Pol жа, yo; 20) AREENA ; 则 点 P, 
处 的 切 平面 为 


жал yoy 505 
жах л гу” _ 
attua =l, Ф 
并 且 
2 2 
26 уу 29 _ 
а? р? с? l. © 
原点 守 切 平面 的 垂 线 是 
х у z 
= = — = f 
хо 加 а ® 
а? b? с? 
由 他 得 
2 д? „2 
以 地 代入 四 ,本 得 
бах? + Ву + га? = 2, 


x + у? + z? = t. 
消去 参数 1 ЗРК EN 
ах? + Бу + сда? = (Zl, ув к}. O 

Ж ЕЕ Ей Е, ХА Q) Е. 
ВТ Ф.О HH х, у.х ЖЕНОЙ ЕВА. 
ËF (9) ЗЕЛЕ ИНУ Fnesnel 弹性 曲面 . 

2.7.12 МЕҢ z = алу(о > 0) 659 HF EI 
FER, ОКЕ ЈР. 

Я iR Pobro уо, 20) 为 曲面 z = ary 上 的 点 , 则 
点 了 处 的 切 平 面 为 


ауух + uarny — x zo = Ü, Ф 
ЖН. 

z0 = TO Yo- B 

г = 

— 二 一 == 21 D 

аур amp 


是 原点 到 切 平 面 的 垂 线 . 利用 参数 法 解 题 思想 , 从 
四, 多, 国 这 4 个 方程 中 ,消去 3 个 参数 т, ур, zo 就 可 
得 到 轨迹 方程 . 

ADH ta~ 一 过 Уй =-Z A Q Ri8 z077 


ar’ 
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25, чу, ya, 20 的 表达 式 代 人 路 ,有 


a 和 Ejrta(- 2}у-«- (F )- D. 
北 简 整理 得 轨迹 方程 
arle? + y+ 22) + zy = 0. 
27.13 已 给 二 阶 曲 面 


ах? + Бу? + са? l, Ф 
以 及 平面 的 法 方程 
Iz + my + nz — p = 0. @ 


试 求 :(1) 曲面 Ф 与 平面 @ ИЖИ. 
(2) 曲面 D 三 个 互相 正 变 的 切 平面 的 交点 的 生 
Ж. 
解 (1) 取 点 Pol жу, ур: ж) 在 曲面 地 К.Ш, Р, 
处 的 切 平面 方程 为 
алал + byoy + сүл = 1. З) 
由 题 设 知 平面 加 与 地 相 重 合 , 故 有 


алу yo _ czo 1 


H m n p: 


于 是 aza = + ` by = T ezo = > 
以 此 代入 路 ,有 
_ Ë утуп? 
p = a Бет D 
这 就 是 相 切 的 条 件 ， 
(2) 设 三 个 互相 正 交 平面 的 潜 方 程 分 别 为 
| Lr + m;y + ng = фр, б) 
i 二 1,2,3. 这 里 
іі, + тап, + nin, = Hy 
_ t £ = 7 
0, =}. ° 
моњ, ALA 
3 3 3 
之 人 = У\ „2 = У" = 1, 
= 4-1 a= 
{үтү + toma + ma = 0, D 


mir 十 mang + mang = Ü, 


ndj + naia + ETE = 0. 


но, 
3 3 
> (= + ту т nz)? = Ур. 
:=1 r-l 
[ср] 
3 3 2 3 1 3 2 
Ув = E) + У) + 0709) 
1=1 t=1 -| =1 
X<: 1 1 
“a jc 
ЖА Ф я 


DU + my + nz)? = x? ty tae. 
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因此 ,所 求 轨 迹 方程 为 
д? + 524 z = L | „* 


称 它 为 Monge 球面 . 
2 .2 ,2 
TART RERS + > + > = 1 的 Monge ER 
面 方程 为 2а апав, 


直角 举 标 变 挟 法 


空间 直角 泽 标 变换 由 平移 和 旋转 所 组 成 . Н fh se 
标 变 换 别 于 全 究 一 般 二 次 曲面 的 性 质 .方程 的 简化 以 
及 对 -- 般 二 次 曲面 的 分 类 .在 利用 坐标 法 讨论 问题 适 
当选 择 坐 标 系 简 化 方程 时 ,直角 华 标 变换 是 -- 种 强 有 
力 的 计算 工 呈 .此 外 ,直角 坐标 变换 在 物理 .工程 技术 
等 领域 中 也 有 广泛 的 应 用 . 

己 给 两 个 直角 坐标 系 o = [Oi j,k] о = 
[LO 全 建立 坐标 变换 的 平移 公式 和 旋转 
公式 . 

1. 平移 公式 . 

Erci j = ј.к = ,0 关于 ga EEN a, 
#50), 任意 ~- 点 了 关于 g о А (с, у, х) 
和 (x y ,xz ), 则 有 平移 公式 ， 


J — г tu, 


$2.8 


|? = у +h, 
z z +c. 
2 旋转 公式 . 


ZO = O Р.Р, Ж Гову НК 
Сп. Ср. Ciz: Са, Со, Соз Сз Сао Caa. M 
i = Ciit Сој + Cak, 
p = Cui t Caj t Cak, D 
kK = Cui + Cj t Cak. 
HAIE =I 1=1К' != 1,Ң i. 互相 
EZ. HA 
Ca Ga + Сабр + Gals = д, 


(l, i=}, 


Ti 


T |0, í j. 


为 便于 记忆 ,写成 表格 形式 


EDRO ARTERA о Па Z [Hi] ЛЕ О ВАНО 
换 公式 . 
Ж с 和 a 都 基 右 手 系 ,根据 2.1.10, 由 
(= 


ИВ 

(U.P. K) 
Си Со Cn 
Ca Cz Сз 
Ca Ca Сэ 


(i. k) 


Cu Сә Сіз 
Ca Сә Са| = 1. 
Cy Съ Єз! 
БЕЯ —л P Ро с 的 坐标 分 别 为 (zy， 
=z} 和 tx у, ), 
E = Cuz + Cay + Caz’, 


ју = Cur + Cuy + Сух, Фф 
\ = Сзх + Cay + Cyr, 
或 者 
х = Сү + Сузу + Сух, 
s y = Cas + Суу + Съз, Ф 
2 = Сит + Сууу + Саг. 
写成 表格 形式 为 
£ y z 
T 
z | Ci] Cu | Cs 
(5) 


z Ca | Ca | Сз» 


REDD, OA т {Пе 之 闻 的 点 的 学 标 变 
换 公式 (RATE 中 式 , 竖 看 可 得 O 式 ). 

Ж-О ж ОО 关于 = 的 坐标 为 ( rn, 加， 
хо), W p Е 


2 лау ye | 5 


У Су Сэ С.ҳ 


T ' Сз Cy Сз 


2.8.1 Ч НЕ Е ТЫ 但 原点 不 
回 . 设 有 一 点 关于 这 两 个 坐标 系 的 坐标 分 别 为 (1,1， 
1) 和 (7,3，- 5). 试 求 :这 两 坐标 系 原点 之 问 的 线段 
的 中 点 的 坐标 . 

197 


Шоо ВИШЊА o о ,平移 公式 为 
И =y +a, 
УТУ +8, 
а= > + c. 
若 题 设 中 的 点 关于 = 的 学 标 为 (1 ,1,1) ,关于 о 的 党 
标 为 (7,3，- 5), 则 由 平移 公式 得 1 = 7 了 +a,l = 3+ 
bl 一 -5+c, 求 得 a =-6,Ь = 一 2,c = 6. ШШЩ, 
TRA O 5 O 的 中 点 在 ao PRERA 


(8 82926) арз, - 1,3); 耐 关于 的 


坐标 为 (3,1，- 3). 

282 给 出 两 个 有 公共 原点 的 直 第 右手 誉 标 系 上 o 
Жс. Dr 轴 正 向 过 第 一 封 限 ,而且 与 Or 轴 和 Oy 
轴 都 组 成 60° 的 角 . Oy Рау Еа Е.А 5 Оу 
轴 组 成 锐角 , 试 求 坐 标 变换 公式 . 


解 HERR cos60' = 方 ,可 设 


Е L... Í, 
i = yti+-yl+ask, 


j =ан+ау}, 
К = anit аз] + ank. 


因为 二 在 第 一 卦 限 , 所 以 a > 0, 因 此 


12121.40 
913 一 4 475: 
由 六 | 了 ,及 17 18 
E l _ 
J 2 ax + 2 222 = Ü, 


d 
[3 + a, = 1. 


E бо? > (0, Ñ LHE Яз) 一 2 an = 2 


WA o Жо 都 是 直角 右手 治标 系 , 故 


k= £ x j 
_ {1 42 2. 42. 
-二 к}х | 21.123) 
и-и. 
[КИК „Ж ВЕЈЛ Де 
š J k 
2 | 2 > 
вр 
рз | Š 
: 1 1 | {2 
k —> | 2] Уу 
坐标 变换 公式 为 
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| 1.42, 1 
r= у 2 2% * 
1..1 1 ， 
r E r 
| 6 Bo 


28.3 斌 求 从 直角 坐标 系 5 到 a 的 变换 公式 .已 
知 点 O° 关于 ve 的 坐标 是 (1，- 2,5), B ir = 
arceos( 一 


а L Gr 2 pe Z rL 
arccos у, iaf = hik < 5.3.4 = 


argos 一 — 2 2) је > 5 


Е 从 前 天 是 的 求解 中 知 ， 天 键 在 于 算出 底 汞 量 
的 变换 会 式 .由 题 设 , 可 记 麻 矢量 的 变换 公式 为 


L j k 
Г ‚| 
i | 4 一 2 Сз 
р _ + Cn Сз 
k Су Сэ Сз 


这 里 С > 0,Cy < 0. 
ВУР ,所 以 (二 3 (- £y + С = 


由 {лз > 0,9 Сіз = =. 
РАЧНА 
0+ Ch + Ch 1. 


以 第 一 个 方程 Czs = Co + 方 , 代 人 第 二 个 方程 ,得 


ht £ Cp = $ = 0. 因 为 С» < О, Н С» = 
2 - 1 

- 2 ийт Ca =- +. 
k= i xj 


_ 2. 1. 2 

= 3 3 3 

故 底 矢量 的 变换 公式 为 
1. 2, 2 
r: 3 了 + 3k, 
.. 2. 2, 1 
í = gigio а 
, 2. 1. 2 
ИРИМ 


EERE 


_ J -_ 2 2. 
r =g 34У tars 
_2._2 ) 
И з” 3 z 


284 ” 设 两 个 直角 于 标 系 的 原点 不 同 , 担 对 应 的 
底 矢 量 的 终点 相 重 合 , 试 求 举 标 变换 公式 . 

解 。” 如 图 2.16 所 示 ,Atl1.0,0), В(0,1,0),С(0, 
0,1). Ë OQ (ар.азаз). ТОАТ =| OB |I- 
I OC I = 1.8 


Е 2.16 


(а - 1 ъа ъа = 1, 


1 


саръ (а I) ta? = 1, 
{ш +a + (аз - 152 = 1. 


ВІ 


4 

S 
[N a? - Ža; = 0, 

1 

3 

— 


"a 2 —- 245 = ©, 


[5a ~ 2as = Ü, 
HEHE а = аз = аз АЖО, А О = O XW 


Ñ f ARI as = az = ay = Т.Ш от, 
2 
3). 
йук 1 2 2. — 2 
ер = —.-— 一 - —+ -二 
REJİ = т. 5-4). = (- =, 
lj 2.2 2 _ 21 Ц 
3 k 3 ела _ ( 3 ` 3 * 3 ) , 故 嵌 矢量 变换 
RAN 
i j k 
i 1 | 2] 2 
3 3 3 
~ 
`. 1 _ 2 
2 j 31 3 3 
.| 2 2 1 
k 3 3| 3 


БЕСС ГҮ: 
2 
3 


ri 


2.8.5 试 证 :三 条 直线 Lr = + = Salay 
= 21 - asg = y = Т ARE. EAE 
жин НЕЯ РАА Олус | Ог. 
Oy , Ое 轴 , 试 求 坐 标 变换 公式 ， 

Ж ЮМ Li. L. L I =®Н ЖТ (0,0,0), 
为 此 谷 标 变换 公式 为 旋转 . 三 条 直线 的 方向 矢量 分 别 
为 五 = (1,4,2), = (2, - 11), = (2,1, ~ 3). 
HA +1, = 0,506 = 0. = 0, 故 三 条 直线 
АНТЕ 56. ЖЭПЕ ЖЕШНДЕ 


, L. 4, 2 
= рар. ер, 
' у i Zi 
) 2. 1 1 
P= + 
1 ` 6° 
, 2 1. 3 
k = + — k. 
| vv W 
坐标 变换 公式 是 
l 2 2 
х= х + Ey += x, 
vo” Уб “l 
сак, 
2O A 7 ула ' 


2.8.6 斌 证 :两 点 上 距离 公式 是 平移 和 旋转 下 的 不 


证 明 设 Рухту h Ptaa rn). FEA 


f = x + о» 
N = y +50, 
p =ош + zn. 
HPR РР (хоу nz za) P. — 
Ру (хэ ~ тру yoza- 50). Р. 与 Py 两 点 之 间 的 
HE 
а(Рү PZ = 


wl - tal-is? -zo +liy = №] (ә - wp)” +4 тр (а + 


= V (кро) + (yr уо) + (z) —- z2)° 

= dí Pi, Ps). 

由 此 证 明了 两 点 距离 公式 是 平 称 的 不 变 式 . 为 证 明 它 
199 


ДД ЛЛ А, A .个 引 理 . 
引 理 ЖЕНЯ 
DT + Cay + Cuz, 
4у = Cor + Cay + Com, 
lz = Ca E Cys + Caz. 
HEEK 
tyi Raty ir? 
HEE RITE Ru ТЕБЕ AAEE. 
证 明 ”因为 
2 
= (Си + Ср + Сц) (Сд + Co 
+ бузу + (Суг Сз? + Сз? 
+ 2(Cu Cau + СС + СС) у 
+200 + Со Сз + Сз Сза)уж" 
+ HACE + С Сз + Суз Сз. 
要 使 т? + у? 十 = г? + у? + z“? 成 立 ,其 充 要 条 
件 为 本 节 一 开始 所 鬼 述 的 加 式 成 立 , 此 表明 线性 变 
аА РФ. 

ЭТЕ ЕГП ЕТЕ АРА P, 一 РУР» — Py. 根据 引 
理 1 ОР, 1=10Pr l, | ОР; =) ОР; , B GP, 
A ОР = OP, A ОБ? А I PiP; i= РГР? І. 
MTW T RAEE ИЛЕДЕН АЕК. 

2.8.7 试用 投影 方法 直接 证 明 空 间 中 直 关 坐标 
系 的 旋转 公式 ， 
` ШЕН 如 图 2.17 所 
Am, A KANM {Ех Оу 
平面 上 的 投影 ,AD 与 
Or Е 根据 三 垂 线 
定理 ,MD 与 Or Sh Ж 
É , Aü OD = zU DA 
= yJ AM = K Bh ° 
х = Proj, OM 
= Proj; (OD + DÀ 
+ АМ) 
= рю (ri ty) + К”) 


м. 


图 2.17 


= л Proa + у Proj + z Prok 
= ri жу + (í K). 
同 理 , 有 
y= xÜ ity G jJ r= (j k), 
z= ket yt ek Kk). 
AE, ЛЕ ДК Уу 
атш) ур) нЕ (ФК), 
|? = rt yi) жаК), 
rf) ty р) н(е). 
HAG- DGE СЕРЕ AF 的 方向 余 
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纺 . 回 理 , 全 了 和 J) (k. Г) Б: K). 
(J'K'. ) REJ KE Ро 的 方向 余弦 . 
因此 , 举 标 变换 合式 就 是 本 节 中 开始 所 拖 述 的 G) 式 . 
2.8.8 ”利用 直角 坐标 系 旋转 ,将 下 列 方 程 化 成 标 
МЕТЕ. 
(1) ryt yz + zz = Ü; 
(2) zy+ yz + zz — Ur- y + z) + 3 = 0; 
(3) ху+ yz + zz — (z +y + z) +1 = 0. 
解 ЖЫЁ2.7.2Я12.7.5 31,01) 和 (2) 代表 图 
锥 面 ,而 СЗ) EA RAE. 因为 {2),(31 中 都 出 现 因 


ок Lya Н ayt yeter = (+ ужа) 
- T+ 2 + 22) .又 根据 2.8.6 中 的 引 理 的 启迪 ， 
ШШШ z+ y+ = 0 的 单位 法 欠 晤 广 (1,1.1) 


作为 新 的 Or 轴 的 正 向 .至 于 新 的 Oy ЖЕЛЕ ЕЕ” 
的 选取 ,其 方法 就 比较 多 了 ,只 要 保证 1 了 |= 15 
十 宇 . 当 然 , 这 最 简单 的 取 法 是 其 中 有 一 个 分 量 为 0 


ЖЖ] = 500, - D. К = x f = 


C 1,2, - 1). 因此 , 底 失 量 的 溉 换 公 式 为 


ae l. 1 1 
=i + j А, 
“=з Jl уз 
1. 1 
= 一 - — к, 
TTR {2 
1. 2, 1 
k —i+£j- k. 
{46 {6 46 
而 坐标 变换 公式 为 
r= rity- tg 
B 2 46 
， 2 
一 十 证 
Уд” [6 


(1) 以 坐标 变换 代入 ,化 简 整 理 得 
1 o 1 


z У 7° = 0. 
显然 . 它 代表 一 个 圆锥 面 ,旋转 轴 是 > @ CSA 
х = 站 相 垂直 , 即 旋转 轴 与 平面 x+y+ z = (ЯН 
н. 
(2) 由 举 标 变换 公式 知 x + y+ z = /3x 5 
坐标 变换 公式 代 人 (2) 中 方程 ,化 简 后 得 


2-2 - Ta -2Y3x + 3 = 0, 
Hj 
(oy L,2 = 0. 


ETHE 
Lr - r +í, 
和 > у 
їл, ЛЕМА 
r-d, 21.02.0 


ERR FUE. 
(3) 类 似 于 (2) 的 做 法 ,有 


4 

它 代 表单 叶 双 曲面 . 

2.8.9 设 二 阶 柱 面 过 点 (1,0, 一 1) 和 (2,0,2), 对 

КЕЗ > = у= z, 两 个 对 称 面 为 x +2y+ z=0 
和 * = x. 试 求 柱 面 的 方程 


# 两 个 对 称 面 的 单位 法 矢量 为 让 (1,2,1) 和 


тор, 1), 对 称 轴 的 方向 矢量 为 (] ，- 11) . 故 可 


J3 

PURER AERAR 
l. ul, 1 

kë BiT pitat 
Jol, la 
Jat 72 ° 

s d; 2. . 1 

|Ж mit О Tek: 

ЖЕР, МАТЕ. 

ИЙ ЖЕЛЕ у 


, 2 , 
y А” ШЫ ` 
z = r 一 Ly + 1, 
Y3 J2 J6 
经 旋转 后 ,对 称 轴 为 Or $h. MAIRETA z = 0 
Шу – 0. ова 公式 ,点 (1.0, -~ 1) ERO, 


2,0) (2,0,2 -=,0, = 
20) MA EAC A 0E). 


REHE, АТ у = 0 对 称 , 故 不 能 含有 
的 一 次 项 ;和 因为 关于 е = 对称, 故 不 能 会 有 = 
的 一 次 项 .再 因为 蔷 线 平行 Or 轴 , 故 不 含 x' 的 项 . 
因此 ,在 新 坐标 条 中 , 杜 面 方程 可 写成 ”By? C” 


r D — 0.01(0,/2,0) 902,0 =) 代入 上 式 得 


д’ 
в D = D, 
p _ 
TC + D = 0. 
解 得 в--©,с=--+р. 
HETRE AEN 
каат, 


即 
Alx- z)“ + (z + 2y + +)? = 16. 
£ ”参阅 2.8.8. 
2.8.10 试 证 :方程 
二 
代表 一 个 旋转 面 ,这 里 a 为 常数 . 
证 明 “利用 2.8.8 或 2.8.9 中 的 坐标 变换 会 式 代 


入 已 给 方程 ， TS (у? + к?) = 42 RERS 
得 表达 式 中 合 有 у” + < 但 不 出 现 其 他 的 ， 站 


z 项 , 故 立 知 此 方程 代表 一 个 旋转 面 : 母 线 是 
上 › 
ху = а, 
х ~ 0, 
ЛЕРОН O> $h: 
ју = 0, 
|= = 0, 
В x = y= z. 
注 ”上 不 方程 可 写作 


(х+у+)[- 


3 


Дү. _\2 
2 (7 + y+ z) 
+ 22)] = a`. 


ЖНЖ z+ y+ х = А 08,45 


代表 一 个 圆 ,其 图 心 在 直线 = y= 上 ,因此 , 原 方 
PARR r = y = z 旋转 南 成 的 旋转 面 . 
2.8.11 а, 5,с, т, н РА РЕВ, EE 
£ = жг + ny + р 
кер: ҮП 
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= + Уу 一 = =] 
а фс 
的 交 线 是 桶 回 „АЯ ЁК И ЕК. 
В ENE > = x ,y= y ,x 二 zz + 户 .平面 与 
单 计 双 曲 面 的 方程 相应 变 成 
mr Fay = к = Ü 
与 
z? | y (= + py =1 
а? р? (2 ` 


HET mr + ну 一 -0 的 法 矢量 (mm — 1) 4k 
为 新 的 = ЯВА], 901,0, о) 为 新 的 六 轴 方向 , 则 
新 的 AA, Oa) х (онуп, — 1) = (— mmn, 
m? l l,a). 因此 ,可 作 坐 标 室 换 


` mM 


- x 
Мот? жп? +1 


А 
f = 


V m° + 1 


> 
үт“ мзд? + и? m anal 
m° + 1 


y - УТТЕ 2 1 * 
J mt+l-vm + n +1 Ф 
+ тед, 


Y m” 1 n° Ú] 


n 
5 х 
mtn + 1 


к = 


“mi + 1 
fr » 1 ” 

"Ушу? Via +. 

经 此 旋转 变换 后 ,平面 тх + пу -z = 08 z = 

0. Ву, ВТ esa 5) 


[= = 0, 

"2 2 , 2 F 
MERT ОКА Es TADRE z = 人 0 平面 上 
—Ж KHR AA z = ОКА О T t 
SER yE 
Pi 一 + | 11 
ба“ Ан" + 1б mt] Мт? +17 

(= т + 1 ey 
Pv matie mtn? +1 
4 1 í. п в 
-al a r 
2 
а> p) = 0, 
z = 0. 
这 里 x 的 系数 为 
me 2 
A= i= m ТЕЕ п? + 5) 
Lo (n+lP 


02 (m + lm + n2 + 1) 


202 


t 2 п? 
7 (ау 1){ m? 十 me 4 7): 
у 的 系数 为 
2 
с = L | 1 1 „та 


а т? + 1 ce тъ 


Try 的 系数 为 


B= 上. — _____ 
а? (m° + Dy mit tt 
1 — _— nm o 
2 (ті + тг m +u +1 
ҮТТЕ 
2 2 2 2 3 
-nz cC сат-т, 
АС-В = [m2 + n2 + (т tiy 
因此 , 当 c ат? – b n? > 0 BJ ERARE; Чс 
= ат? - bn? < D BF, З AR 4 2 — alm? 


- bint = 0 时 , 交 线 为 抛物 线 . 
2.8.12 试 求 通 过 点 Po(] ,1,0), 且 通过 加 
тї + у + 22 - 2z — 2z = 0, 
z — + = 0 Ф 
ВОДЕНЕ АА ИЛЕ hu h ge. 

В ” 仿 上 题 , 将 zz-z=0 的 法 矢量 (1.0, — 1) fF 
为 新 的 Oz 轴 的 正 向 ,接着 选择 较 简 单 的 方向 (1,1， 
1) 作为 新 的 Ох’ 轴 的 正 向 , 则 新 的 Oy 轴 的 正 向 为 
(1,0, = 1) х (1,1,1) = (1, 一 2,1). 作 旋转 变换 


х, = Zlaty z), 


| = L(x -2y + #),, 


4 у 后 
z = 方 (+ 一) 
后 ,中 化 成 
‚_ 2 2 r 2y с? = 2 
265 1? + Cy /6` + ` 
z =Q. 
{ЕЕ 
БЕБЕ 
iy У тл 
К 
得 加 АЈ b 
аута? = 2, 加 
|= ~ 0. 


ЕН ЫЗА л, Ро(1.1,0) 的 坐标 为 (0， 


_ 3 15 
46 V2 
ВНУ z 2 + y* = az”+ b, 


出 加 得 六- 2, (0, КА 上 式 确定 a = 


- | О 
万 ‚ВЕЛЕ ДЕДИ A 


ВІ 


СЕЕ 2-20 + 二 (re z — 23 


l(a try 12 = 2, 
ОЧ = 0. 
因为 + -= = ОЕ (1,0, 一 1), 球 心 为 
0 .0,1). 所 以 旋转 轴 为 


1 1 Уу z d 


1 O р. 

ш |® 
т+е-2=({) 
A— H ш. 四 刚才 坐标 变换 来 考虑 , КЕННЕ 

Ох 轴 . 故 旋转 轴 的 方程 为 
у =D, 
|” = 0, 

l. fu +tz-2=0, 


е 2v +z - 2 = 0, 


|x = 0. 
кф —2 = {), 


52.9 Жжж 


TALARE ЕЕ 
条 的 几何 形状 、 几 何 性 质 以 及 它们 之 间 互 相 联 系 的 一 
营 科 .空间 直角 坐标 系 的 建立 可 将 几何 上 的 几何 图 
形 与 代数 上 立 形 所 表示 的 方程 予以 对 应 ,就 可 运用 代 
数 方 法 去 解决 几何 问题 ,坐标 法 解 题 就 是 根据 已 给 的 
么 件 与 几何 性 质 .选取 适当 的 举 标 系 ,以 建立 一 系列 
代数 方程 ,从 而 将 几何 问题 转化 成 代数 问题 . 通过 代 
数 方程 的 求解 ,以 获得 几何 问题 的 圆满 解决 ， 

坐标 系 的 选择 方法 是 多 种 多 样 的 ,有 直角 坐标 

ЗЕ DIERE .球面 坐标 系 和 术 面 坐标 
系 等 等 . 本 节 一 般 选 用 直角 坐标 系 . 

2.9.1 CHASI- AMS -平面 的 中 离 相 
T RR н ШЕЛ 

解 ”如 图 2.18 所 示 . 选 择 定 平面 为 xD0v 平面, 定 
AO, aiu > 全 .假说 动 点 为 P(r,y,z), iH 
题 设 知 


— m 


x? + у + (z - а)? = <°. 


Bh 


r + у? = 20у. 
ЖАК R Ese FS ИНЕ. 

2.9.2 айз Ед P, 和 P, ИНЕ УЖ 
A п „сай нз Й. 

Ж 如 图 2. 雪 所 示 , 建 
ZERERA, E Р|(0,0, 


‚ С 
52 P00. 六) 其 中 
e =l РР, 1А 


Р(т.у,х). MARTRA F Р, 
= + у + (z -57 图 2.19 
IW + узе + = а. 
即 
КЕТЕТ: 
ретте 
两 边 平方 得 
2ж + a? = 2aA/ 十 y+ (e+ S>. 
再 两 边 平方 ,化 简 整理 得 
кун (1- 5) = азс од) 


根据 题 中 假设 条 件 ,有 au 之 <. 当 w = с 时 ,轨迹 退化 
为 线段 P P. i a > c 时 ‚Ший ЛЕДЕН ЕРЕ. 

2.93 已 知 动 点 到 两 
条 腹面 直线 的 距离 相等 , 试 
求 动 点 的 轨迹 . 

Ж 如 图 2.20 所 示 , 建 
УВК TE Oz 轴 通 x 
HARRERAK L ML 
HAEE: 原点 ORRE 
AA; 的 中 点 ,这 里 л, (0, 
0,- с), A.(00.0,c) Ж ДЕ 
В POE Ох 轴 与 两 条 人 定 直线 保持 相等 的 角 
EHH Oy 为 直角 右手 坐标 系 . 


2 20 
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ЖЛ y =- mz (m > 0) F. XN La 与 工 
Аа у Ок АК L, {Ет =- 平面 上 ,从 而 


у =— Tur, 


村 = 


ТА: 


类 似 地 ,根据 对 称 性 ,可 设 
|у = mz, 


L: ! 


|z = е. 
直线 L, 75 Е h = (1, — m ,0); В 1; 的 方 
B] E L, = (— ], -— m,0Ü). | 1, I= l L |= 
V 1+ m°. 
假设 Р(2,у. 2) AA. МІНА Wi 
ГАР хд. АЁхЬІ 
| 五 1 Е 1051 ` 


因为 
A Ë - (r,y,z +c), 
ЛР х = (mü(z 3 chatce,- mz — у): 
АЁ = (x,y,z — e), 
A.P x1 = (mr с), - (2-с), - 
因此 ,由 AE RR 


тб вс) + (z + c) + (mz + у)? 


mu + y). 


= miz с) (z — c + (— mz + у)?, 
化 简 得 
2 Y 
жу -- Пе @ 
作 旋 转 
í | , ; 
r = r+ y), 
Ë п‘ y) 
d 
x l Р Р 
= -——(- _ ), 
|> 5 т-у 
Ls 一 е. 
DER 
2 
z2- y? = 200" + l). 


т 
由 此 可 见 , 动 点 轨迹 是 双 曲 抛物 面 . 

294 已 给 空间 中 4,B,C,P WA, AB, AC, 
АЮНА, НАВ - AC 一 AD. WÉS АВ ЕТИШ 
一 点 卫 , 柑 应 地 
在 直线 CD 上 
取 点 Q. 使 得 
ӘР с эщ 
ВР DO 
P ЕЕ B AHB < 
Еи, що 
JAAR PQ 的 轨迹 方程 . 

解 ” 如 图 2.21 所 示 , 建 立 直角 坐标 系 :4(0.0,0)， 
B(1.0.0),C(0.1.0) ,D(0,0,1). УА P ТЕО 轴 
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Ё 2.21 


Еа, Q ЖОЕ ЩЩ КЇЛ ЛӘ, Ak aji Р(А,0, 
0), (0, p, v), M] 


АР А 
ВР А-1 
CQ - _ OQ 
QD ра 
- АР A 
Е P 1-А' 
即 
CQ à 
QD Т-А 
应 用 点 Q ЯВ CD 为 定 比 -< 的 分 比 公式 有 
À 
1+T-Ax0 
= i 1-4, 
1+T 
р l-4 
O0+—x1 
у = а А. 
l+ 


因此 QO. е, х), ВП С(0,1— А,А). П Р(А,0,0), i 
直线 РО 的 方程 为 


J = А+4А, 

y А-1), 
ro- А. 

由 此 得 


ytz 1 
т+®=А =. 
' z À 


HAR, THES 4 ,得 
(х + z)Xy + z) 一 z, 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 . 

29.5 P,P 分 别 是 给 定 两 条 异 面 直线 APB 和 
AB 上 的 动 点 ,而 动 点 Q Qr, BP EEEX, X 
QP, QP ' 分 别 与 48B,AB' 正 交 , 试 求 动 点 ОНУН. 

解 ”如 图 2,22 所 
示 , 建 立 直 角 坐 标 系 : 
{Б AB 5 A B ЗЕ 
#Ё АА” 为 Os 轴 , 线 段 
AA ФАО ЛЯ А. 
过 原点 口 作 OC / 5 
AB,OC / АВ, £ 
OC, OC 的 两 条 平分 
角 线 为 Dr Оу, 
ÆW 2.9.4, 可 设 


y=- тш, 


图 2.22 


АВ; 


z = с, 

‚ |y =+ тх 

AB: ' 
z =— c, 


AB HAARE = (1, - m ,0); A B ЛЕЖЕ 


D = (1.m,0). S РЖЕВ АВ 上 ,可 没 Plan 
- mr c). D EBA B 上 ,可 设 Pirom r, 
- с). 假设 (га, yo zo) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 划 PÓ 
С.Р = (ro riy 
-maizo + с) ЖУРО | Lok 


zo жр miyat mr) 05 


XAF | 1..0 


= (тр T1 Yp T тх, zu 


хот rit milyo mz) — Ü. 
由 此 解 出 
у = ТӨШ 2250 To + mya T 
! кт 1+ я? 7 


此 外 ,PH LIG, fi 
(ra — ж) reg at + Cyg Жог) man) 
t (za — e) zo + с) = D. 


AEP r Жу 的 表达 式 代 人 上 面 方程 ,化 简 整理 乒 
可 得 

(220 _ у} ән? —1)+(I1+ m Mz - с?) = 0. 
(л, зо za) 代表 轨迹 上 任意 一 点 ,所 以 , 动 点 Q 
的 轨迹 方程 大 

Cn wm 10) + (1 + ml. 

29.6 RP, P 分 别 是 给 定 两 条 异 而 直线 4B 和 
AB LAUT PP КИЛЕ 22 (£ 0). МОК 
PP 之 轨迹 ， 

E 人 建 冰 直角 坐标 系 如 2.9.5, 则 直线 


x 1 mar = 0, 


АВ: 


> 一 一 


КЁ PP ШАВ 为 轴 的 有 轴 平 面 束 ,又 属于 以 
AB 为 轴 的 有 轴 平 而 束 , 故 可 设 让 线 
Jyt тг (2-с) = 0, Ф 


у= mr + 602+ c) = O... 加 


直线 РР JAB 的 交点 为 P{ E, moch ER 


PP’ 


PP SAB 的 交点 为 P( 和 Ch es - o). 
出 题 设 i РР = 2, I 
Р» ze 15 
е але н (Ë) + t.) с 
ША 
= 4(5°- c). D 
ЖЯ - 方 商 ,由 也, 地 得 


y + mr 站 一 mr 
一 Ё 二 一 > 


в = 2- £ = zte ` 
ЖА, EA GO 期 得 所 求 轨迹 的 方程 . 
297 ИКУ Тах МЕН! ДВР 2 


为 正常 数 上 的 点 的 轨迹 ,并 说 明 其 形状 ， 
z 解 BEEPER 
j 与 平面 的 位 置 美 系 ,可 分 三 
种 情形 如 以 讨论 . 
情形 1: 直线 工 在 平面 
rA ATAA IAA 
2.23 m: 已 给 平面 为 


E] > 23 хОу EI, BE L НО, 
则 
jy=0, 
L: |x = 0. 
假设 P(r.y.z) 为 轨迹 上 任意 -点 , 依 题 设 有 
г | 
一 -一 = фр, 1 
Үү: Ф 


ШЕ = 1 时 ,轨迹 为 y — 0. 

МА < ТЕ, DERO 7) 2 = 所 yy 代表 一 
ХАНУЗ Щ. 

Щ #>1 ЕЧ 9 


£ 


情形 2: A 了 与 平面 
江平 行 ,建立 直角 坐标 系 如 


а 图 2.24 PR R ШЕ 1. Oz 
= н, FE m, A хОу Ш.Х 
© 里 x 这 直线 上 日 与 平面 x 
相 平 行 . 
2.24 ШЕ m:z = Alh == 
0). 直线 
|x = 0, 
L: |. = 0, 
Р(х, у,2) 为 轨迹 上 任意- -点 , 依 题 意 有 
zh 
ѓу + „2 ` 
化 简 整 理 得 
Ву + (R° 1)=2 + 2юйе — А2 = 0. (95 


k = 【时 ,3? -一 2h(z 2) EREMIE 


Hu. 
Щщ £ = 1 Pl, TEA 
212 

作 平 移 

Jf 二 А 

у= у 

z = = й 

z p 1? 

2,2 
у? + (kl 1)z2 = asi @ 


Y > 1[,@ ЕНЕ А. 
ЩА СТА, ORAM. 
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情形 3: 直 线 工 与 平面 r 相 交 . 建 立 直角 坐标 系 如 
图 2.25 所 示 ; 以 直线 工 与 
平面 x 的 交点 口 作为 原点 ， 
以 定 直线 工 为 OQz $B, MU 


设 平面 z 的 法 方程 为 
Ак + Ву+ Се = ü, 


2.25 


А2+ B2 + 62 = 1. 
如 果 Рг, у. 2) Ж EEE- - pa ЖЕШИН 
| Ar + Ву + Ce 1 


Уу 


=è, 


Ep 
(Ат + By + С)? = (022 + y2). 
它 代表 以 原点 为 顶点 的 二 次 锥 面 . 

29.8 设 工 ;与 六 是 两 条 异 面 直线 , 公 垂 线 是 了 ， 
会 重 钱 之 长 为 <. 试 求 : 直 线 L #5 上 | 旋转 而 成 
ВУЛЕ Н лге. 

解 ”如 图 2.26 所 示 , 选 
Дх Li 为 ОЙ, 2638688 L 
ЖО Bh, sË xz É НЛ J: sh 


BAHEA L Ж} 
上 ;所 以 直线 L. 在 平面 z 
= a A. ХЕ Ох, 
БЕРДЕН LAL, 所 决定 的 平 
EÈ От 轴 ., 内 此 ,可 设 此 平 商 的 方程 为 z = bylh > 
0). FE 


ЙЧ 2.26 


х= а 
Ls: ` 
‚ж = by. 


# Р(х,у.) 为 所 求 旋转 面 上 任意 一 点 , 则 过 点 
Р 与 旋转 轴 工 ; 相 垂 宵 的 平面 为 * = z. 它 与 Oz 轴 交 


于 点 м,(0,0,:), ЖЕ L, 交 于 点 М(а, pz) RI 
旋转 面 的 性 质 | MoM 1* = | МУР 12,18 


2 
х? + у = a + 


РЖ ДЕК ТШ ТЛ Е Е 


z 2 z 


15 + >, 5 z = 1. 

а a аё 
Еа h M. 

92.10 ЖЖЖ 


曲面 ;x = f(xr,y) 和 平 曾 相交 的 图 形 称 为 截 
口 曲线 , 截 门 曲线 所 在 的 平面 称 为 截 口 平面 .根据 截 
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口 曲线 的 形状 及 其 变化 的 幅度 与 范围 来 研究 曲面 > 
的 大 概 形状 以 及 曲面 几何 图 形 性 质 的 方法 称 为 截 痕 
Z, EARMA EA ,选取 三 个 坐标 平面 或 平行 于 
一 些 坐标 平面 的 平面 作为 截 口 平 面 . 如 果 截 面 曲线 结 
合 它 在 三 个 坐标 平面 上 的 投影 曲线 的 几何 形状 和 几 
何 性 质 进行 研究 , 则 可 得 到 有 关 曲 面 更 多 的 几何 

如 果 截 口 册 线 为 贺 , 则 称 这 样 的 截 口 曲线 为 柄 截 
线 . 阅 截 线 除 术 身 具备 了 一 些 好 的 几何 性 质 外 , 它 是 
判别 施 转 面 的 一 种 行 之 有 效 的 方法 . 


2.10.1 CHAZ ryt yz + zz = 0, Z; i z2 + 
32 + z? = Q? ШРШ т.т + y + z = a. DUE: 
xy + yz + zc = 0, D 
(1) 
让 本 部 十 和 二 人 D 
желк аас е8 
lity 22 = а, 二 


(2) yz + zz + zy = 0 
解 (1) 根据 2.8.8,zy + yz + zr = 三 站 代表 一 个 
贺 詹 面 , 它 的 旋转 轴 的 方向 矢量 为 (1,1,1), 并 与 平面 
к + у+ к =MR, HA, ЕРЕН ВОРА r+ 
ytz = а. HR, Ф.О kona ЕК {КЕ Fil. 
DATARE Q) 式 乘 以 2, 得 
х? + у + 2? = a, 
Ak RI ARER Ж 
ty tg = a2, 
tIttytg=qą. 


因为 球面 za + yt х2 = 人 的 球 心 为 人 9,0.07. 球 心 
到 平面 z + y + z = ава 03280 = 


让, 故 贺 截 线 的 半径 等 于 


ҮЗ 
/ аз _ Хб 
а? 一 АУ = 32: 
(2) h @ +2 x 0,48 
(r+ y+ зх) = aš, 
即 有 


к+у+е:=+а, 
根据 (1) 的 讨论 ， 


ttytz=ą, 


хуту + тто= Ü 


的 截 口 曲 线 是 国 截 线 ,而 且 圆 的 半径 为 
НИНЕ, 5) — ЖЕП у 


х+у+тк=—п, 


ТӨ, 根据 图 


ху + yz + жк = 0. 


еуен 6. 
注 “根据 2.8.8 的 从 标 变换 公式 ,在 新 坐标 系 中 
Ол а: Ay? +? = 小国 的 方程 为 


З 一 а. ЭЖИ ШП) ЕЁ ДЕ. 


ш © dyr z? = ОНИЕ 


— 2 
af 2а ра. 
210.2 已 给 椭 球 向 


2 2 ` 
а x = 

ES - s + -1(а рв e). 
a ё га 


БОЁ Оу 876 ЗЕ z 5; > D32289 УА. 
解法 1 AFE леу. Аи niet Bz = 0. 
Fm 与 平面 = 0 269 
{тї о? 
гуш КС 
ly- 0. 
RFA r T WJ Se М roU, zo), Ш 


和 解 得 
| 4- ныч? 
j ср? + a` 
| _2 ae 
EF TE a 


按 题 设 , 平 血 LX AREN, HAF OM 之 
EA b. Fierit ri = b, ERB 


2 абр? с? 
B = са? — в) 
В, B K Ет 


піс ма = ба ta м с = 0. 
解法 2 НЕЕ ЖЕ, ИИК FJ [B]: ТЕЛА 
ш, ВАСО, 2.0) 点 ,半径 为 六. 故 圆 截 线 二 任意 一 点 
Pir, v, r) 的 坐标 满足 
PAPP а 
т? + у? + т? = b7. 
因为 所 求 平 南 过 Oy #h, 为 此 在 于 述 方程 组 中 可 消去 
Ф y, AmA 
m: Val Баева V b- с? = 0. АЕ 
jk Же B| Е F TE ПУЫШ. 
Ë МНЕНИЕ, ЖЛЕ PT TE НЧ П YE 
ЖИЕ ЧЕ л, УЗ л ЕТ EBE ЕЩ 
ЯЕ НИ H HAR 4 2 B] , H А НЕ НЕ ë H E рар 15 


a УНШ Ж ЛСВ ЕШ ЕД O a - 22,0, 
+a b) 一己) 为 法 向 共 的 切 平 面 到 原点 的 中 高 为 
此 ,分 几 步 加 以 考虑 . 

第 上 步 .有 求 与 个 平 行 的 机 球面 的 切 平面 .假设 切 
АМ Мб жо» yo, zo). MA М, 外 的 切 平面 为 


按 要 求 此 平面 与 平 而 x 平行 . 故 有 


解 得 


ba 
T 
кә 


h | 
> 
| s. 
а 
= 
| 
= 


= 
Г] 
| 


Ë 
ba 
| 

сє 
ты 


PEREA J — HF ñi TE 


ñ f RE e: А | 加 
vee 


第 2 步 .原点 到 名 所 表示 的 切 平 向 之 问 的 距离 为 


Ë 
= 
Ш 
я 
JS: 
ч 

+ 
= 


еВ 


第 3 步 , 假 设 与 平面 r 平行 的 截 口 平 面 为 
cva prtavb -rt+d=0. D 
Ве ЩАС AAR, Ш| RS ЗА ТАТ АЕ #4 23 


-一 全- 一 TE @ ht а 必须 满足 


Вла = 
| | iK 
ГРЕЕ 5 ' 
即 
| d |= ac V a° — с? A 


综 上 所 述 , 圆 截 线 的 截 口 平面 是 
суа - аЗ а ма? cir! а = 0, 
Я а А Ф. 
2.10.3 БАК 322 + 5.2 + 322 + Rre- 
4 = О, БОКИ ТТЕ BS Е. 
Ж 考虑 3zr2 +352 + 2xz 三 项 ,自然 会 想到 在 
zOz 平 向 内 作 45 的 旋转 变 搞 , 因 此 ,可 作 旋 转 
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т = Б — т} 
у=у 
r = Lir +z} 
L 2 
原 方 程 化 为 
4:26 Sy +252 = 4, 
Вр 
=È - 
一 一 - =1 
(y ` + Сх 
5 
Жа = 42,0 = l = Za > b > c > 0, 且 分 别 对 


АРА = ,~ ,> .根据 2.10.2, 圆 截 线 所 在 平面 为 
ey at pz tabo сіу = 0. 
Ни МЕ # КЕТТЕ КНУ 
ev at- pz tavbi- cy qas 0 Ф 
ЖШ | d | = ac Vao < с? 


„2 _ 4 _ 443 
= 2х 4 2 5 = 5 
， 2 яр 
Ша = 42,5 = ье = т КАФ, 


2: кузу +у54 = 0. 
Вр 
(202 - х + у) +134 = 0. 

2.10.4 БЯ т ВН, К z тс = 0 УА 
ШРИ r? + уг — 22 = 1] 相交 ,试问 : 何 时 截 口 曲线 
为 杭 圆 , 何 时 截 口 曲线 为 又 有 曲线? 

解 ” 作 直角 坐标 系 的 旋转 变换 ,使 得 平面 x — mz 
= 0 为 坐标 平面 ,为 此 ,可 作 旋 转 


了 À 7H _ 1 


J lrt ` l+ mh ` 
у= у, 

|. _ 1 т 2 
\ V 1 + ән? Vl+ m ` 
Ет, АПР JM BB 8] 5 ЗР А Вул Jy 823 


z = 0, 

HENE н W: ЕГ m 值 ,都 有 截 口 曲 线 . 并 
Eï: m |> 1 时 , 交 线 为 椭圆 ; 当 : 2 |< J 时 , 交 线 
为 双 曲 线 . 
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i о щщ|»1=1, ИШ Ж 


е z = 0, 
т®+ у“ — z? = 1. 
它 代表 两 条 直线 : 
= ` z = Ü, ®-—- == 0, 
| 和 
[у = 1, y=-l. 


2.10.5 试 证 锥 而 =: = xy 与 平面 x+y = 2a 的 
ВЕСЕ НА, H oR ita Ml е. 


证 法 1 PH.: 
= 11. 
+ = д у) 
у= (ку) 
z = = 
х? = xy m 22-57 2 = 0, 中 
zty=2a Ж х = 42а D 
以 四 代 人 中, 得 
2 
因此 , 截 口 曲线 为 
"2 
ате ð 
> = (32а. 


显然 О 代表 一 个 椭圆 , 半 轴 之 长 为 a 和 /24a. 
证 法 2 


z2 = xy, šq 
т + y = 2а. D 
и ОЧКА T. 


(= -aY + z2 = a2, 


它 代 表 图 柱 面 ,母线 方向 (0,1,0) ,而 zx+ y = 2a 的 法 

向 量 为 (1,1,0) .假设 柱 面 的 母线 方向 与 平面 法 向 量 

之 间 的 角度 为 8, 则 

0,1,0) + (1,1,0) 1 _ 
lxv2 

此 表明 平面 zx + у = Za 与 圆柱 面料 截 . 从 所 周知 ,这 


ПШ ЭЛЕ, EKER = 2а. 
2.10.6 SGK ;的 值 ,使 平 而 x = А, АНЕ 


5+ x = 1! (5 > а) ОЕ AH. 

Bo = = hr 为 过 Oy 轴 的 平面 .要 使 它 与 椭圆 柱 面 
的 交 线 为 合 , 必 须 有 贺 截 线 的 半径 为 5, 而 问心 为 (0， 
0,0). BI ЕШ ИН И; + > = 1 上 ,又 在 以 
(0,0,0) AIRG, p ОРНЕК т? + у^ + 22 = В? 
E. ВВА КЕРӘ, ТАЕ Е. 


созд = 


L ая 
ats 4 


аа ува? = 52, А 
|“, у 1 
Y > _ > 
|. ' b° I 2 
D-r x, f 
(人) 2 = 0, 
ù 
Rp 
3 п? л 
十 一 z — 
И а? — b? 0 
EA b > а , ЕЛЕ РЕ ТЕСШ 
r+ Т £ =: = 0 
мб — а? 
上 , 故 А 的 值 为 4 = 1 一 一 和 一 . 
whe а? 
2.10.7 Ый [ЭЗШ 
д? ужа? = R2, @ 
|.ссова | усов + созу — p — 0. D 


RE p < R ,cosy з= 0. REDE Oy 面 上 的 投影 ， 
并 证 明 此 投影 曲线 是 一 个 实 椭圆 
解 ноя 
b — хсоза 一 усов}? 
созу ` 


РИК, А. D, A 
(х2 + у )оов y ! (p — хожа ~ усов)? 
-= Rus у. 
化 简 整理 ,得 
{cosa + cos" y)? + 2,гусова сов? 
{ (co r сов у) уг — 2р cosa — 2 pycosd 
t р? R eo у =ü., D 
己 给 实 圆 在 „Оу HERRERA Ez 一 0 与 
D BZ. 
ЕКШШ ВУ Е ЖЗ, Ана ЕЯ x = 0 平面 
上 的 授 影 曲线 C ERRE. 5 ШИЕ ШШ ЖЕ ЈЕ sk: 
椭 因 的 方法 . 
z 与 y" 的 系数 之 和 为 
5 = фое + COS Y + сой + cos y 
= 1+ сов? у, 
АУ АЕ сова + сов 8 + сову — 1. 


2 л 
соха Косу 


сова сок 
A AA 一 


сой 3 оњу 
— ск yles a + о + co y) 
-= соу > 0. 


сове гов 


А 一 


2 
cos а + соя у созе cost 一 posa 


_ peos 
р? - К?сов у 


со o у 
一 роозр 
-= (р^ – R? Jost < 0. 


соза соз? 


| - рсоѕа 


[ИЖ Аз 20.58. 43<0, 根 据 一 次 曲线 度 基 分 类 的 着 
IRA , 知 投影 曲 线 为 实情 辑 . 
2.10.8 Ё ах + by + о? = 1 (abr 2: 0) BJ 88 
口 曲线 ,使 点 Polar уо, 20) AARNO ЕҢ? ЕНГ. 
Ш ”过 局 作 直线 
T = to 十 Mt, 
° T yot nt, 
„® = zot pt, 
DRA ах? + by + cz2 = 1,48 
(ат? + bn? + ср? }!®+24(атун + ууз + eza bP) 


+ ала” + буу + ez — 1 = 0. D 

由 题 设 Po ДЕТН ta, E ERR L ВЕКАТ C M 
Dop: ВОЛНЕ S SEIS АД 

arami + Бууп T crop = Ü, ы) 
这 里 fm ,nn, 思 ) 是 直线 了 的 方向 矢量 , 依 题 意 所 有 直 
线 必 在 下 而 半 面 上 : 
urola — лу) tyoty — yo) + скоба — za) = 0. 

Ae, ПЖ 


|az2 í Буг t с = 1, 


| аш г 一 г) 4 Булу _ уз) + єх = 一 =n) = Ü. 
2.10.9 试 讨论 一 次 曲面 >: 


Fílz vz) к= Арх + Дуу t Aar? F 22 41 


+ ayy T Зац + аы = Ü Ф 
的 圆 截 线 的 方程 ， 
解 ”假设 圆 截 线 所 在 的 玲 门 平面 为 
riAr+ By + Cz + D = 0. B 
ЖУА x 的 方程 . 


设 园 截 线 的 圆心 为 Put жа» уо. zo) ,过 点 Po HŽ 
在 平面 x 上 的 直线 为 


| r= ть + А}, 

L: у = ya + Yz, © 
p = yo t fi. 

REX, Y O 为 单位 方向 矢量 . HA LEE т Й, 

所 以 (X,Y,Z) 与 14,B,C) 重 直 ,于 是 


AX + BY + CZ = 0, Т) 
L DRA D, 
аж bt +с* = 0, T 


这 里 at = AAX2+ A + A Z2, b = 2LXlALto 
ац) + Ү(Азур + а) + 2(Азть + a)l = 
Firgos ур, za). 

内 为 截 口 平面 л 15 NAAA ИЖЕ, РАТА, 
Pozo, уо, za) 是 加 截 线 的 对 称 中 心 .由 书 达 定理 知 ， 
СУБ" = 0. 因 此 ,根据 2.3,11 的 14, 的 几何 意 


жш? =E; = ЮРЕЕ ЕЗ = 常数 .因为 <* 是 
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常数 ,所 以 a ”也 是 常数 , 即 
AX? КА,Ү*+ 4,22 = Ж. (@ 
还 有 X° + үк = 1,АХ + HY + CZ = 0. 
ЖЕТЇЇ дў, 
(AX): X+ (Az Y): Y + (AZ) Z- RA, 
ха Y- Y+Z-Z=l, 
AX + HY + (ZZ = 0. 
因为 上 式 对 与 {A,B8,C) 相符 直 的 任意 的 单位 矢量 
(X,Y,Z) 成 立 ,因此 有 


АХ АУ А2 
Х Y Z|=DÜ Ф 
A H C 


ТЕЕ Ау, Аз, Аз НЕМАТЕ. 

情形 1:4: = À> = Аз. 

因为 4 = A; = 3; 所 以 号 代表 球面 ,球面 与 平 
面相 截 都 得 到 网 截 线 , 故 不 予 讨 论 . 

情形 2:А = Аз As. 

(1) # А.В 不 全 为 0, 则 分 别 取 
1 


X, Ë с —. * ` 
(X YZ) J B.A0) 
与 
1 
X,Y,Z) = -一 (-AC,- BC, A? + BP). 
атт E? 
RAQA 
АСВ? + д?) 
А? + В? 
ААС + ВС) + Аз(А? + В2)2 
I А? + В? ' 
BERE (А, - А3) (42+ В?) = 0.1Х 5 A AM 


BETHA. aki АЕ. 
(2) # А = B = 0. ШЖ #Җ BJ ER #E3F ТЩ Н BB E 
z= р. ER ШИА, = À> > 0, ЖЕ ПЕ 
ЕТЕ, ЕЕЕ, > ЖЕНЕКЕ; AB А 
= А, = 0, 则 没有 圆 截 线 . 
情形 3:16 4: As 下 不 相等 ,可 设 A > As > Аз. 
首先 ,如 果 АВС >= 0, J Et 
1 


X,Y,Z) = ———=(- B,A, 
YO тр А0) 

时 ,由 全 得 ABC = 0,38. NIE. A. В,С 中 至 少 
有 一 个 为 0. 


# À = 0,08 049 
- B(Aí- ANZ + CAL А5)ХҮ = 0. 
面 由 中 得 
HY + CZ = 0. 
тх спу 
В А-А =— СА — А5). 
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E] A > Ао > Аз, В.С ЖА. BARE RARR 

H EREC = 0, Е Ж.Ж ГИТЕН<0 
的 情形 .类 似 关 于 A = 0 情形 的 讨论 ,有 

(Аа — Àp A? = (Ар ÀA;)C2, @ 


ИЕ, ЩЕТИ ГТ H n] ñ E: 
МА алу À> Аз = р. @ 
ARRAY 
Дух + Азу + iae? + 22142 
| + ayy + 28342 + аы = Ü, 1 
SAL Arz Ey As Аз = р. 
№) Ф F 3 nf 48 
(À 1 Аз)ж = p? + (А5 — Аз) 22 
+2р yh- Aaz. áb 
市 中 PE- УГЕ Р Н Ф 代 人 ,有 
Аа? + Азу? + Аза? 
= Àx(z°+ y° 22) + (A, А) л + (Аз — Аз)" 
= Aal? + 32 + 22) + р? + Dp. ZÀ lz. 
HE, ARRAES 
Alr + + 22) + 20. + lany + 2аых 
+2р/ 345 — Аз tayt = 0, 42 
МА Ану Ar- Аз = b. 
例如 ,在 2.10.2 中 ， 


因为 = > b > с, ВИ А 一 л» 一 А 一 


由 (@) 得 圆 截 线 的 截 口 平面 为 
] 1 1 

十- 二 ztY 坟 ~- 占 r=p 
令 - 4 = abcp. 上 述 方 程 整 理 后 ,得 

c Val - bir ta hi crt+d=0. 
又 例如 2.10.6 中 ,= 二 ,2 = Las = 0. h @ 8 

a 5 

截 口 平面 的 方程 为 


1 1 1 
Voha о. 


ER p = 0, 上 面 方程 即 为 = = — =. 8 


a 
此 , 题 中 的 4 =+ J 
还 有 ,在 圆 截 线 方程 他 中 ,车 a. = 0, 则 没有 图 
Ж; Ж А) 关 0, 量 然 , 恕 表示 球面 与 平面 的 交 线 ,六 
ЕЕ. 
Ë ЖУЛТ. Së АЯ ШИШ. X DI ZZ In 


Hü. ЯЕ. ЕЕ, aj tš Eih ЖЕГИ ЛТ 
JE. 

2.10.10 ЖЕ: ЕНА x” - у = 2z EE- 
AEREI T mo НЛ F B Я А58. 

TERA 17 Моб ер, ya хо) ЖЕНАТ <: — (° 


— 22 EMA Му 处 的 切 平 而 为 ror yay =z- 
ze E Si ENARA 

[Чок уу T Z + отп, D 

e? - = 2z, 2) 
ИФА 0,49 

z" T Eror уду zo). D 
因为 .ii - уй -2гу — 0. ТШ OTEA 

(ro q) бу м)? = 0. @) 
HK z 0059 名, 表示 切面 与 曲 询 的 交 线 为 


| (r yy) = 0), 


[шы May = z+ <o. 


ЕП 

к ty лот уо 0. 

аат му = š+ zys 

| + XU гуф уу = 0, 

| чы с муу Z+ др. 
它 代表 两 条 不 同 的 直线 .此 表明 点 M. 处 的 切 平 面 与 
双 曲 抛物 身 交 于 两 条 直线 . 


直 级 面 


在 $2,5 和 #2.6 中 的 柱 画 和 和 难 面 都 是 由 直线 所 
生成 的 ,可 称 它们 为 直 绞 面 . 所 请 直 纹 面 就 是 依赖 于 
-个 参数 亦 动 的 一 族 直 线 所 产 咎 的 曲面 . 直 纹 而 上 每 
一 条 直线 称 为 此 让 纹 面 的 直 和 母线, 简称 母线 .常见 的 
ВЭР КТЕП НЕТЕТ ЯК, ИЯ АА ВН ар АВОИ ТАТ 
等 曲面 . 
首先 ,对 起 纹 面 定 文中 的 参数 的 含义 应 有 明确 的 
了 了解, 太 家 知道 ,对 于 曲线 参数 方程 x = a)y 
вО) АСР), Ч е ДЕВ ЛЕВЕ ВН E 
变化 ,其 参数 ， 对 应 的 是 曲线 小 的 点 .对 于 平行 平面 
Ж 


$2.11 


Аг H y + Сух + k — Ü, 
МФ д 变化 时 ,相应 的 是 平面 在 平行 平面 束 中 变 
Е.А k MRE тер. РАНЕ г 
Арт + Ву + Cia + ГА 
РАА + Biast Coz + D>) = 0, 
当 参 数 上 变化 时 ,相应 的 是 平面 在 有 轴 平 面 束 中 变 
化 ,二 优 数 坟 对 应 的 是 过 轴 的 平面 .对 于 疡 纹 面 , 当 参 
数 变化 时 ,由 应 的 是 直 芯 线 在 烛 南 土 灾 化 ,页 参数 所 


对 应 的 是 曲面 上 的 母线 . 4 & # A К BJ a B.P , H 
应 的 母线 就 产生 了 育 纹 面 . 例如 ,2.5.15 中 给 出 了 柱 
面 的 参数 方程 

J: = рр) + mep, 

у= 0+ пр, 

vz T ALE) +t ptp, 
HP + — Р), у= glt) е = 有 (1) 为 柱 面 的 准 线 ， 
(т.п, p) 为 梓 面 苹 线 的 方向 . 对 十 固 定 的 : = so, 可 
得 到 柱 面 由 一 条 母线 

r = Ро) + mpy = g(ta) + no, 

= = hlp} + p'e 
从 而 柱 面 是 直 纹 画 . 它 可 看 作 由 单 参数 直线 族 


з) -2 yog4) = Alt) 
m n Р 


所 生成 . 
ШТ ЕЕН ARA ERA), БЕ ul JHH 
线 即 母线 所 具有 的 性 质 进 行 解 题 . 


1. ЖАНЕ m 
2 2 
5+5=1. 


a 
ERI ЖЕЕ} у 


L. :5 | 
E 
E= Tl 2) 
2. 一 次 锥 面 
22 pz t = 0 
07—895 
(т, 2. Y 
a + c j” 
L: 
Е _ z _ y 
a C b ` 
其 方向 矢量 为 
(alt —1), -2br c (2 + 1)). 
3. 单 叶 双 曲面 
2 2 „2 
зра 
HE z КЕ: 
Z+ - (r+ 2), 
f“ z oif у 
a ce о d (1 x) 
其 方向 饼 晤 为 


аав) 
另 一 艇 是 р ЕЕЕ; 
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гик 
(кесе 2). 


4. 双 曲 抛物 面 


a у _ 
a р 22 
一 族 是 ; 族 和 母线 
并 全 一 
| a + б z: 
Е _ — = 
“ h ¿ 
ЖУГА ЖА (а, — 5,2), 09 — 8 о ERER 
бт _ у _ 
Ja b 20, 
Jz y _ z 
РАК 


其 方向 矢量 为 (a ,b,20). 
单 叶 又 曲 男 和 双 曲 抛物 面 上 的 母线 具有 很 好 的 
ЛАФ: 

(1) 同族 的 两 条 母线 必定 异 面 . 

(2) 异族 的 两 条 母线 必定 共 面 .但 是 对 于 单 叶 下 
曲面 的 异族 母线 共 面 时 , 既 可 平行 也 可 相交 ;然而 对 
于 双 曲 抛物 面 的 异族 母线 共 面 时 , 却 只 能 相交 . 

(3) 噶 于 单 叶 双 曲面 ,同族 的 三 条 母线 不 可 能 平 
行 于 同一 个 平面 ;对 于 双 曲 抛物 面 ,同族 的 由 有 母线 
平行 于 一 个 固定 的 平面 . 

例如 ,2.7.5 中 楼 AE 线 OB 流转 所 产生 的 曲 而 是 
单 叶 双 曲面 .在 注 1 中 指明 的 AE. FG ,CD 表示 属于 
ЖЕЖ AD ,FF ,CG BRT- RRR, EN 
印证 了 刚才 提 及 的 单 叶 冯 曲 面 直 母 线 所 具备 的 三 条 
ЕЖ. 

2.11.1 иШ 


z: 
= 4 = 1, 
Г, К: У 


{== c, 
'т уу _ 
Г; ДЕМ. 7 l. 
lg 一 一 с 
#РГ АС — а) аг, 上 离心 角 为 (1 + 
а) AAM ASHER. ЗИРЕ B Pk 2R А 


ХНН EEROLA EE 
证 明 ЖАГ 和 r, 的 参数 方程 分 别 为 
[z = acælt- a), 


站 = bsinl? a), 


z — б. 


2\2 


+ = асы + a), 


Ps: у = bsin(t +a), 


š f 
帮 单 参数 上 的 直线 族 方程 为 
х асы z а) 
alcostt — a) — osli + e)] 
у= бап = z) 
blsinft — a) — sin(# + a) ] 


Bp I 
г acos(?; — z) _ y- psint: а) 
азпё + Sina  — bot + sina 
= - | 
改写 成 
Е = acos( - а) + (z — с)ыпа - sint, 
|y = bsin(t - a) - 2 (z = csing * cost, 
Z = z, 
ЖОЕЛ ЛЕЛЕ, MAE +. 因为 
. 12 2 
(Z) + (2) 
=1+(2= cem +2 0 (2 — a )sinz 
— зіп? — «соё! ]sina 
` _ 2 _ 
= 1+ (= £) sine + Zaina (8 E) 
z 
= соза + sire. 
所 以 此 族 直 线 生 成 的 曲面 方程 是 
ш? z? 
а?сое a + besa ceta 
置 a = acosa,b = роња, с = cage. 上述 方程 为 
2 2 2 
22 + rz: 一 25 = 1. 
它 代 表单 叶 双 曲面 - 


类 似 可 证 : 若 将 Гу ЕТУ (г + a) BJ EA f T 
于 离心 角 为 人 a) 的 点 用 直线 相连 接 , 则 此 直线 族 
也 生成 相同 的 单 叶 冯 曲 面 . 

如 上 两 种 直线 族 的 取 法 恰好 构 戚 了 单 叶 双 曲面 
ERRAK HARR. 

2.11.2 Ba, b HER HAAA 

л? = 24?=, 
у= 0 
上 的 点 Pt2am ,0,2m*) 和 抛物 线 
y = Ibr, 
[т = Ü 
上 的 点 Q(0,25m ， 


- 2m2) ERER PQ. 当 参 数 m 


变化 时 , 试 求 动 直线 РО 所 产生 的 曲面 . 
解 因为 Р(2ат,0,2т2), QO, 28m, — 22), 
HAS PQ 的 方程 为 


2 
roam у _ z 2m’ 
a 一 点 2 m 


Rp 
— ёт + abm = ау, 


2ту+ blg 202) = D. 


HERR AARG m- 名 二 和 ,将 此 代入 第 一 个 
DENERA MANEA 


Pr a у? = арх, 


, 当 m = _ 0 时， 规定 PQ 直线 的 方程 是 
十 7 = D,z = 8. 
类 似 地 , 藻 将 抛物 线 
Га? = 24? в, 
у 0 
ERGP Zam Á 0,202) SW 


此 


上 的 点 和 '(0,2bm, 2m`BKERR H SR PQ, ща 
т 变化 时 , 动 直线 FO РЕ k Bu ñi m+ E 


2 2 
Г 
5 = 28, 
а? РЕ 


上 述 丙 族 直 线 :直线 族 PQ 和 直线 族 PQ WER 
曲 抛物 面 上 的 两 族 直 母线 . 
2.11.3 斌 证 :过 双 曲 抛物 面 


2 2 


55 52 = 22 D 
тапана. 


м 


证 阴 ТЕЕ аз, Prt зур) = > ,假设 过 点 Po 
的 母线 为 
+ = + кї, 
Y= WG + r, D 
r = 7p t ЁЁ. 
ZIRA D, ЖН 
CEEE 
a: K 220, 
可 得 
т : i Tam _ yon 
з T+ 7 T 一 ` 
(m p? 3 + 2| а? w p} 0 


因为 对 任意 £ RE, HA 


тот yun _ È 
z в? = 


[H G) aik m = atn = bt AE m = a,n bi. 
Ë m — шуп = 可 时 ,将 它 代 入 由 可 得 


ot at 
a b TE 


Щ m — at,n =- bt B| 0918 
eh a) 
SLIDE, RAPIRA RRN Ро ха 
ЖІ BRES + #4 E ; =] 上 没有 直 母 线 .这 


可 念 本 题 的 解法 ， ани + я; E = О, m = n 


Соя жатан оя 
上 都 没 有 家 丹 线 . 

注 2 半 似 可 证 单 时 双击 面 z: + 她 . 2; = 1 bts 
Аяжан. 


2.11.4 АЯУ az + ду eg = 0 (абс 50) 5 
HEH ту + yz + z+ = 0 ВОЛ E 2 H ЖЕЗ. 


线 . 试 证 : 工 + 二 + 工 = 0. 
证 明 ”已 给 锥 茵 方程 可 变形 为 


f +y у 


ЖЕНЯ А, METIN B ЕНДЕУ 
L. т + у= Аж. 


àz 一 一 
L, 的 方向 矢量 为 (4， A-1), 1-4). AJ L 在 已 知 
Ета ТЕДА АКА 1).1- А) Уба, b, E. Hh 
这 两 个 矢量 肉 积 为 零 ,得 到 
bA + (а = b - c)A +c =Q. 
宙 韦 达 定 理 知 其 两 根 11.1; 满足 


м = PLE s.a, = =. Ф 
Гду. Гау TEX Ж ЖЕКА. АКА, 一 1),1 А) 
Biz Aal- 1).1—- А.) 被 此 正 交 .内 此 
АТА + АА A = 1)(A m1) + (oA А5) 
= (0, 


to 


с 


即 
АА; + АА ДАА; — (А + А) + 1] 
+ Aja- (Ар + As) +1 = 0. 
以 名 代入 即 得 欲 让 之 式 . 
2.11.5 АЙШЕ: 
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(r, —z)2 i (y+ z а) = a'la > 0) 
代表 一 个 柱 面 . 
证 明 ЖЕЛ ЭМ 
Cr gix- z) = (y+ zXX2a — y =). 
+ 


f(y 十 z), 


r-T 
[< — z = 10а — y - z), 

ЖЕҢ, = 0 时 ,对 应 于 直线 

一 22 一 二 05 
当 二 一 0 时 ,对 应 于 直线 

. — z = 0, y + z = 0. 

ЭЛЕЕ Eu C ERE НЕ. 直线 族 G 的 方向 矢量 

为 


і 1 
(1, =, 1-40) х. 1) 


_ 1 1 21 
= t+) 


= (г Туар). 
WETA АРЗ FEE АТА (1,1,1). MTRS 
称 代 表 一 个 柱 面 . 
Ж HEER, Er + ziyot) = 4 代表 一 个 
柱 而 .其 上 的 单 参数 直线 族 为 


a sasa 
[yte Ж. 

и 
2.11.6 ЖАЙА 


Уус + 2er + 3zy + 6 = Ü 
上 找 出 经 过 点 (- 1,0,3) BPB hak Br E. 


解法 1 ЕУ ЛЕП] ЕУ; 
(3y+2z)(z +1) =- (у—2)(«-3). Ф 
JH: IH Eq N Pk ЕЕЕ Rj ГЕУ 
y 2 = 1(3у +25), 
|z -3-- H= D 
和 
у-2=р0{1+у), 
| 9 


将 (-1,.0,.3) КАФ, = TC LODRA 


9.8. OAE ЖЩ ЕР НО Е 
2 — 3 
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解法 2 设 经 过 点 (- 1,0,3) 的 直线 方程 为 


zr] y _ z 3, 


т "n P 
其 参数 方程 为 
|! =-1+ mt, 
у = ni, 
ly = 2+ pi. 


以 此 代入 已 给 的 曲面 方程 ,有 
(3mn +2тр + пр) + (бт — 2р): = 0. 
ННН £ Т, АТД 
|3mn + 2mp+ np = 0, 
бт – 2р = Ü, 
RẸ 
| 3 = р, 
[тт + n) = Ü. 
解 此 方程 组 ,得 两 组 解 
p=0:1:05 m: 
АР ВОР А Ве EA 


х +] y 2-3 
l 一 3 


nip=1:-1:3. 


Hi 


利 


2.11.7 DARRETXE рв: 

(1) 经 过 (2,3,4) 点 的 直 母 线 的 方程 . 

(2) 平行 于 平面 br + 4y + 3 — 17 = 0 BJ B BF 
线 方程 . 

(3) 此 曲面 上 筷 相 正 交 的 直 和 母线 的 交点 之 轨迹 
方程 . 


解 (1) 不 方程 为 
(i-iii 0-3): 2). 
两 族 直 母线 为 
上 4 = (1 3). D 
1 
[2 Z = 101+ 2) 
和 
上 = (1+0). © 


以 人 .347 代 人 加 和 他 ,分 别 求 得 = 17 = 0. 因 
此 ,经 过 (2,3,4) 点 的 两 条 直 母 线 的 方程 为 

|6x - 4y — 3z - 12 = 0, 

|62 -4у+ 3z — 12 — 0 


127 _ x = 0, 
[у= 3. 
(2) 1 ЖАБЕ DAARHEEN 


1 1 l 1 l 
(pu, дово). 
г ЖЕН 00) 的 方向 矢 最 为 
1 1 1 1 i 
(Ces ове 0). 
而 半 面 6x + ду + 3z 17 = 0 的 法 矢量 为 (6,4,3). 
由 题 设 知 


(5e 1), d dus 19). (6,43) -0,9 


4 


` l l 1 1 1 . 
(- [2\07 о” 一 二 Т) }-+ 6,43) 


L =Q. Ф 


于 即 二 4 -十 )- 1- 二 (+ 工 ) =0. 求 得 

е 1 1 ‚1 l. 

Т. 0 - (р z) }ж+убо+ 77) +0,Ж 
得 р = 1. 


以 4 = 一 1 和 = 1 分别 代入 中 ,外 пка 
方程 为 
162 = 4у – 35 + 12 = 0, 
еъ + 4у + 325 12 = 0 


|х 4y- 35 - 12 = Ü, 
(бг + 4у + Зе - 12 = 0. 
(3) 详 见 下 题 之 解 
2 


7 .2 
2.11.8 试 求 单 叶 双 曲面 2 + 3: 一 = 1 FT 


相 正 交 直 母线 的 交点 的 轨迹 . 
# : 旅 母线 的 方向 矢量 为 


一 +) 


be 1 ac ab 1 
р ВЕЕРА ОГТАЈ КЙ Уу 
А 1 і 2 1 1 
Va (E 0), a'ah ї 19). 
НАТЕ ТОЯ, ОЗС НОИ ВРА Р г 
HH o 族 , 设 Р(х, ух) ОЕА ЕВР ЕР ss , MA 


мр = ,地 
l ñ l., _] 1 1 
ыз Р е о? T зм + rpt 2) 
_4_ _ 
T ge? =0, 
即 


(aèt lpr) +t P aE) 


- 44? — 0. 


x y2 ` xÍ 
zf, са) 
因为 如 = а : 4 = а s: 
2202 `f _ > 
1 b7 1 bF 
„> 
ГЕ. z? r? zê 
£ al oc t _ а? ež 
t _ Ум ê Уз 
(1 >” (l+ +) 


将 这 些 表 达 式 代入 1,o 所 满足 的 方程 ,有 
(at DCA ED 6 le аду + 35) 
а с" b 
2 
978211 和 一 
262 (1 - 73) = 0. 
因为 号 8501 - 1 所 以 上 式 为 
с a b 
А 2 „©“ 12 
eoi) 
z 2 
te a + 35) = 20201 25) = 0, 
bš b° 


2 2 
Ilat +r?) 25 + 2( b? + с?) 2 


= 2(a? + b°). 
r? 2 
zt + у (2+ ; | = ult bt, 
` аг b° 
即 
лку + а? = aš + b° -— c. 
О Do 
кї у + з? = а +62 с, 
= x = _ 
5 + > 一 2 一 1. 
a б“ - 


特别 , 当 a = БГ, E 35 HH 82; йе ЗЕ B ni СН E , ОЙ 
Ў 


r+ уб + z? = 24? – с” 
2,2 
az 
]= + - 3 = д? 
с 
FII 
z 2 Ч 
_ y _ _ 
+ _ = |] 
2 p с ` 
3 2 
а= с 
z= =£ . 
а? + с? 
其 轨迹 为 两 个 圆周 ， 


Н ”对 于 题 2.11.7, 因 为 a = 2,6 = 3,c = 4,PF 
以 互相 正 交 家 母线 的 交点 之 轨迹 为 


* + 
z+ y +z = - 3, 


KEHEKEHE. 
2.11.9 УНТИ L H TH F 8 ЕН ИС 
点 的 轨迹 ， 
角 ahim 
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2 2 
Z _ 3 р. л). 
а? BP 2х 
的 两 族 母 线 为 
= 2! 
а Ё 
1 №: О 
= > _ = 
а b t 
z y 
a b 20 
p ik: 6 
21 У = 
+ 一 . 
a b р 


і ЕВРА Е v," = (а, – b,2t). 
е ЖЕР ЭТИШ № у, = (а,5,2р). 
КИЕЗ КРВ, уи + v. = 0. 

即 


а – +4 = 0. @ 


由 Ф, ляй 


с в) (Ф). 
以 此 代入 加 ,得 


Вр 
а? — b: + 2z = Ü. 
Wk aE вана 
J: — 52 + 2z = 0, 
2 у (2) 
а-а = 25. 
Н ТАКИЯ у 27 = 2x 上 两 条 正 交 直 
母线 的 突 点 轴 迹 时 ,利用 中, 并 对 照 已 给 的 双 册 抛物 
面 的 方程 ,可 得 所 求 轨迹 方程 为 


£ =Ü, 
у= 2? = 0. 
即 为 两 条 直线 
+ = 0, “|z = 0, 
|y + z = Ü s y— z = 0. 


2.11.10 Е. ХТ 
上 经 过 一 点 Mol To уо, г) HAR ЕР ЕРЕ ЈН] BJ J 
E 8 满足 
1 2 АК] 
ше = ab[ 1 + =, зг\? . [za = Š 52 ) 
证 明 由 2.11.8 知 ,两 族 直 母 线 的 方向 矢量 分 别 


为 ta, – Б,2:) 和 (a,5,2p). 央 此 ,角度 8 满足: 


ila, — b,21) х (a,b,2p) | 
(а. – 6,22) · (a ,b,2e) 


_ [40р + t) + ые -t+ аа? 
det + а? – b? 


tgd = 
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(ко, уо, 20) 点 在 两 条 直 和 母线 上 ,所 以 


_ 工 f za ж) = (22-22. 
r= ‘PT Ila a) 


RA tg8 的 表达 式 , 即 得 欲 证 之 式 ， 


2 
2.41.11 试 证 :让 - 32 - ү = 2: 可 用 参数 方程 
х= a>’ тоз, 
y = b + rang, 
2 
z = 55-00820 
表示 之 ,并 证 明 经 过 点 (r,9) 的 两 条 直 母 线 为 
ло а * rcosÜ _ y — 5 - ran? 
a Е + р 
2 
z — 50000 
= к\совЁ F sinf) 

IERA $ z = a` reosÜ,y = b. rsin0. H z = 
1{(& x) 立 得 = = 2600.2 = 9 
2\42 p 1 = 5 -A > = а ` rcosP, 
y = he rsinB,= = 与 cas28 为 曲面 的 参数 方程 . 


由 2.11.9 知 ,两 族 直 母线 的 方向 矢量 分 别 为 
(a, 一 Б,21),(а,6,2р). 
因为 直 母 线 经 过 点 (r ,0 ,再 由 2.11.8, 知 
2t = ricosf + sin8), 
2р = ғ(оозд — sin0). 
因此 ,两 族 址 母线 的 方向 矢量 为 


(а, – b,.,r(eos0 + ып)) 


和 
(а,Б,ғ(созӣ — ып@)). 
故 两 条 直 母 线 方程 为 
2 а + rcosÜ _ y — b" rant 
a Е + Ё 
„2 
- 7 00826 


= „(оов F зіпб)` 


2.11.12 ЗШЕ: РУХ 


.2 2 
可 用 参数 方程 
J = псо»бзесф, 
у = bsindsecy, 
z = сівф 
表示 之 ,并 证 明 经 过 点 (x ,9) 的 两 条 直 母 线 为 
х — ассзӨзеср _ y- bsindsecy 
asin(0@+@) – bowl + p) 
| -Z> £: шр. 
证 明 ”在 给 出 的 参数 方程 中 ， A .9 为 参数 ， 它 满足 
2? £ Z 一 1 
22 b? = ? 


所 以 它 代 表单 时 到 曲面 的 参数 方程 . 


t KEHRA 
(z т _ 
ш! (1+5 ), 
т = 1 y 
ха К t (i b ). 
HEREA 
* 1 \ 2 1 l 
” (zC p Pacta ET 10). 
因为 过 点 (8,e) , 即 过 点 
{ а созёвесе , bsinfsecø, сїр}. 
所 以 
J z 
+- 
=£ с соб * sep + трр 
y Í + sind = зесф 
li 
b 
_ tos + зир 
сов + sing’ 
同样 有 
JI _ cos8 sing 
£ p asing 
Wiki гох = 4, 显然 
сой + sing — съд 一 sung 
cosg + sin © esp — sin? ` 
; 1 со»@ + sing 50 — sing 
£ eos Tan сояр — sind 
_ 2cosgsimg — 25пбсоњй 
сов — sin” 2 
a 2(sin2e — sin28) 
2008 р – 251708 — і + 1 
_ 2(sim2g_ 920) 
© žo + cus20 
2sin( ф - B)cos( e + 0) 
— elp + Q)cos( e — 8} 
‚ 2sin(g ~ 0) 
cost e 0) 
类 做 可 得 
„d 2 
t 00506-8) 
因此 
Е" 1. 25п(р- 8) 2 1 2 
"oT t x cos( e — 8) пас ab olp С 8) 
— 2 , 
一 а ep 0) asin(0 - p) -be 
сб - e), c). 
ME: Wg КШ КУГ N 
2 — a + соѕбзесф _ у- фытыр 
asini - g) = bcos(0 Ф) 
< Z £ "` Ep 
一 РА r 
ЯР pe KARR 


『 = то _-У\ 

Ја | e = pll СТИМ 

z к 1 X 

la . aot! къ) 
ARER 


Ye = (ale - 2), _ 20,с(р + +). 
同 对 + 族 坦 母线 中 所 讨论 的 一 样 ,可 每 


cong + sing 1 _ awg 一 sing 
е созар — sinf’ о owe + sing’ 


‚1-2. 
ç p cos( ge + 0)" 
L 2smn(@ + 8) 
a сое + D) ' 
Е 
„= 
ГОН: 1 0), — Бор + 6), с). 
从 而 р 族 的 直 母 线 方程 为 
< — а cofsecp _ y Using seco 
asn(e@+8) — — Acos( g + 0) 
ze'e 


р 
2.11.13 ЫЕ: kur gulia; t > - G= 1 
а ЕДА ТЕА ll 26 J ИЕН Ж. 
证 明 ”由 上 题 知 , 单 叶 双 曲 面 的 参数 方程 为 
х = ясозб - secp,y = bsing + зесф, 
z = гд. 
MO Polac- seco ,bsin8 + secee,c tgp) 处 的 切 平 
面 为 
osf- аср. + sinf- sep, шега р Ф 


又 由 上 题 知 ,p 族 直 母线 的 参数 方程 为 


А 


j7 = aĝ • scp + at абр + 8), 


y = Баі * seco — bt- aslo к), 
l р + ct. 
ИКА, D Ж.А 


cos + веср[сов@ * secg + sin( g + @){] 


х= с 


+ sinf - sece[sin@ - secp 一 cos p + eje 
- фе + t] 
вес p + весе сох б sin( e + @} 
— зп + cos( p + 0): — tgp- t * tg 
— 1 + (ѕесф * sing) 一 二， tgg ' 

= 1. 
这 表明 过 (0,gq) 点 的 p 族 直 和 母线 位 于 此 切 平 面 中 二 . 
同样 可 证 -过 (8,g) 点 的 上 族 直 母线 也 位 于 切 平 面 由 
上 .可 见 , 切 平面 会 有 两 条 相交 直线 .因为 平面 与 二 次 
曲面 相交 于 一 条 一 次 曲线 , 今 已 证 明 它 交 于 两 条 相交 
直线 , 故 切 平面 与 曲面 交 于 岗 条 直线 . 
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52.12 不 变量 


已 给 一 次 曲面 


У: Е(х,у,к) == алх + ару + azg + арту 


+ 2053 у + apar + дарг 
+ 2q24y tayr + ад 
= Ü Ф) 
容易 百出 :经 过 平移 变换 后 ,中 中 的 an + ax + 
аз 不 变 . 一 般 地 ,根据 82.8 ПЕПЕ, HEA mE 
® 


х Cir Сә Сз 
@ 
y Ca Ca Соз 
z Сз Ca Сзз 
后 ,二 化 成 


ЕО, у.х) =anr + ay y ° + Gss Z Š 
+a Z y + 285 yz 
+2ау®а + 20цх +2a у 
+ 2аде + ад = 0. 6 
WRG PARERA a, БАЖЫ ДЕН РЕ f, 5 OHE 
系数 a, 所 梅 成 的 相 阿 的 两 数 经 变换 D 后 是 相等 的 ， 
Вр 


Flan ыза) = fausta), 
П ЛЕ ВЕРА s kapi 0) ]— 
个 不 变量 . 当然 ,了 可 能 仅 是 旋转 或 者 平移 的 不 变量 . 
刚才 提 到 的 由 at a. aÚ) AARRE en + an+ 
an ВАЛЕ УЕ iC 


Š = ар + аз + аз 


S, = dl 12 
а) 427 
| #1 a i arn az] 
lai азу an azl’ 
йу ар 913 
А = іар ар а, 
йїз 023 азу 
dt 2]? 2143 ma 
©- 912 222 923 ay 
аз Әу an y 


[ам dua Чы Ay 
DIA) =- А + 509— SAHA. 
RE $,51,А 和 ФЕН f sp inap O 的 不 变 其 . 
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因为 特征 多 项 式 D(4) 的 三 个 根 41,43,43 都 是 
实数 根 ,从 下 述 方程 组 
(аа AX tap Y tasZ= 0, 
auX + lan- À)Y tang = 0, 
anX + ass Y + (Gs А) = Ü 
中 分 别 眼 4 等 于 41,42,43, 相 应 地 求 出 三 个 彼此 正 交 
BE ОЕ OG, Y ZD СХ, 12,25) M (Xs. ҮЗ, 
Z3) .依次 选取 它们 作为 新 的 坐标 系 中 Ох' M. Оу W 
和 С” 轴 的 正 向 , 则 Ф 中 的 二 次 项 化 简 为 AL + 
Азу? + Аз. 
利用 不 变量 藉 盈 于 直角 坐标 变换 不 仅 可 将 二 次 
RR OD 化 成 最 简 形式 ,而 且 是 一 次 曲面 几何 性 质 葛 
一 种 重要 的 解 题 方法 . 
2.12.1 ЖЕ 


ауур + ауруу t арзу + ата = Ü, 


aizto + anyi + agtt буд = Ü, 


aao + anyi + ойзз®р + ам = 0 

的 点 Mao(zroywyso) 称 为 二 次 曲面 的 中 心 .经 平移 
了 = > + Ж, 

+у= у + у. 

z = z + zo 

J CRAE У 


А А 2 . 
ае 2 + азу? + age” + Zar у 


+ 2а3ух + agr + @ = Ü. 
E “平移 不 改变 二 次 项 系数 ,因此 ,经 平移 后 二 次 
曲面 的 方程 为 
aur’ + amy + азда + 2арху 
+ 2азу + 2аууу к +2ах t 2a y 
+ 2азд= +аыц = 0. 
这 里 ац = анхо + ayo + аур + ац 
ам = ара + any + anto + аза, 
аз = ајзто + алууу + 43320 + ам, 
аа = Е( хо. ур х0). 
ЖЕ Муту, уо, зо) 所 满足 的 方程 , 知 
ан = аң = аы =0, 
аз = Fitos yos Zo), 
故 有 
а? + upy? + ayz? + 2арлу 
+ 2азуж +2ауулк z + Flxo, vy, zo) = 0. 


KAF, PER = 4- Firo уо). AA = @, 
所 以 @= А. ЕС хуз ур» жа), Ё Е( тоз yos zo) = © 

Ж “对 于 中 心 二 次 曲面 , 吕 先 求 出 中 心 ,经 泽 标 变 
换 平 移 到 中 心 后 ,可 以 消去 三 个 一 次 项 . 


2.122 dtf ат 
Fir? + 3уг + 52° Bey- бус 1 бл + 10у 
– 22-10 = 0, 
JES h E pp dah ДК. 
解法 1 因为 al = lies = han = 5,ар 一 4, 
可 好 二 一 站 一 有 人 一 二 一 lyda 一 
10, В 
| 1 -4 0 | 
å- -4 3 -4[=- 81. 
|o 4 5 
j 1 -4 0 
D- 4 3 -4 5 


3 —4 5 
=|-4 5 -1 
15 —1 —10 
l-4 -4 5 
+4х | D 5-1 
3 —-1 -10 
-4 3 Š 
+ӧох | G -4 -1 
5 -10 
4 3 -4 
-3x| 0 -4 5 
:3 5 -1 
= 243. 


因为 4 天 0, 所 以 有 了 唯一 的 中 心 , 它 的 坐标 满足 : 
| Ü, 
45+ 3у - 4215 = 0, 
l- 4у r 5z - = Ü. 
HERH т = 1,у— 1,2 = 工 故 中 心 为 (1.1,1)， 
由 2.12.1, 作 平移 x= z +l,y 一 y+1,x= 
， = += & _ 243 
z +1 REZIDAR А ЖОЛА = 二 8 
=- 3. 即 平移 到 中 心 {1,1,1) 后 , 原 方程 化 为 


T+ зу? н 522 Bry — Syz — 3 = D. 
现在 ,SS - 11315 = 9. 
| | т, 10 3 | 
9; = + + 
-4 3| |0 5 |-4 5 
=-9 
因此 ,特征 方程 为 
П(А) = АЎ+9Д4°—-9А—81—0. 
求 得 三 个 特征 根 Ду =- 3,А5 = 3,43 = 9. 
考 虞 方程 组 
{(1-4)Х-4Ү = 0, 
3 4X+(3-2)Y- 42 = 0, 
i - 4Y + (5- À)Z = 0. 


Hi- э АЕ 
[АХ AY = 0, 
<- 4X +6Y - 4Z = 0, 
-4Ү+КХ = Ú. 


JH X= У = 2А, Х:Ү:2=2:2:1. 
ара (2,1,2) 它 是 (2,2,1) 方向 上 的 


单位 和 其 . 
同样 ,以 4 = ЗДА 39 -2X-4Y - 0, - 4X 
- 40 =0,-4Y+2Z-0,X:Y:Z=- 2:1:2, 


TREPERE Yo) = [- 村 ,本 .本 小 

因为 三 个 特征 根 互 不 相同 , 故 
(Хз. Үз. Za) 

= (X, Yi,Z,) x (Х,,У».7;) 


= (3) 35.5) 


= г + у? + Sr = 1. 
+ 
它 民 表单 叶 双 曲 闸 .将 平移 与 旋转 变换 公式 合 写 在 一 


起 ,可 得 坐标 变换 公式 
„ 2 e 1 > 
Wu +l, 
2 


” 


3 2 
2 1 FE СА 
у= зт +сту 35 +1, 
| 1 

3 


z 一 + + 


б» |> 
БА 
+ 

| 

ta 

+ 


解法 2 ”根据 解法 ЧЕТА = КЖ AmE 
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— + 
ыо М 
i 
чт 
н 


2 1 

Е 3 3 

б, | 1 2 

Ус 3з | 3 3 

z L 2 2 

ü 3 3 3 

即 以 
| 2 ， 2. 1, 
т=зүт' Фу T yo 
2 : 1 , 2 

7з + 可 了 一半 =， 
| L . 2 ¿é 2. 
(25 T toy t yz 


代 和 大 原 方程 ,可 得 
-3r +3v +9x2 + lOr -2y -6r — 10 = 0. 
配方 得 


+ 5 . 1 r ^ 
Jir 一 3 )2 + 3( – з) +9(= – + -3 
= Ü, 
将 平移 公式 
| = a ++ 3 
| 
Д 
Y = у т 3 ” 
ў =" 1 
~ 3 
代 估 上述 方程 ,有 


— 322 + зу? +922 3 = 0. 

I, ЕТЕ В ВЕЕ 1 一 致 . 

解法 3 ”因为 曲面 有 唯一 的 中 心 ,而 中 心 的 几何 意 
ARRIR G. 今 三 条 新 的 坐标 轴 的 正 向 分 别 为 
EREE 
HARFA PERE LHR a Б: 
矢量 作为 法 矢量 的 平面 根据 平面 的 点 法 式 方 程 , 知 
三 个 对 称 平面 是 


2 1 5 

зт КУЛ УЕ 3 
2 d 2, L, 

з 3735 у= 

A 2 2 la 


L3⁄⁄ 3” 32 3 
将 这 三 个 对 称 平 面 作 为 新 坐标 系 中 的 三 个 坐标 平面 . 
可 立 得 解法 1 中 的 坐标 变换 公式 ，; 
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í 
(2z=+2y+ z- 5), 


r 
x= = 


1 
3 
+. dl » 
у = yC 2r+y+2z- 1), 
1 
3 


(z -—2y+2z-— 1), 
即 
к= Фк - Фу + 
у= За + Ty Za +i, 
== += ку + а +1. 


2.12.3 ”化 简 二 次 曲面 方程 
5:24? + 5y? + 1022 + 4zv + [232 + 6zz + т 


+yz + = 0, 
E 仿 2.12.2 的 解法 ,特征 方程 
2-А 2 3 
2 5-А 5 
3 6 10 - А 
展开 此 三 阶 行列 式 . 求 得 特征 根 A, = 15,4 = Аз = 
1. 
对 于 А = 15, 
[ae -mvs 3Z = 0, 


рд) = = 0. 


2X+(5-15)Y +6Z = 0, 
ЗХ+БҮ+ (10 – 15) = 0 
HRE X: Y: Z = 1:2:3. ЧЕ 
(XYZ) = (Aaa) 
对 于 A2 = Аз = 1, EE EIR JR BS у 
(2-1)X +2Y + 3Z = 0, 
lax -Dre -nn 
3X +6Y +(10- 1)Z = 0. 
三 个 方程 等 价 , 取 独 立 的 方程 X +2Y +32 = 0. hi 
个 方程 可 见 , 要 找 的 非 零 解 (X,Y,Z) 孝 是 与 (Xi ， 
Y i ,Zi) 正 交 的 .出 选择 的 任意 性 , 找 一 个 与 (XL, ， 
Z,) 正 交 的 非 零 解 
1 


(Xi, 2,22) = 0,1, -1). 

+ 
(Xas Үз,Лз) 
= (Xi. Yi Ži) x (Xa, Yz, Za) 
а) [2575 A) 

SIA vA АВВ" B 

_ (52 4 od ) 
лла RT 

作 旋 转变 换 


ú /% S3 "E 
„о a S 1 
ма | B 42 
ЖА, ofig 
15.r + у? + z 2 +/3y _ + = 0. 
配方 得 
15: ty + рае 1 
ETB ау O == 


它 代表 本 球面 ,因为 特征 根 是 二 重 根 A = Аз = 1, 
所 以 它 代 表 旋 转 面 .坐标 变换 公式 为 


Р 1 
\т = (л +2y + Эх), 
т таб y ) 
sy = де +y— 2) +B, 
= = l Kr + áy- z). 
42 


此 旋转 椭 蒜 面 的 旋转 轴 为 = 0,2 = 0.BH2U 
{2л +2y— 2+3=0, 
l- 5+r +4ду— z = 0. 


=й м» (2, L, 4} ge por 
此 旋转 轴 上 . 
2.12.4 试 确 定 有 的 值 ,使 方程 rz 一 2zy + kr = 
0 代表 旋转 锥 面 , 并 求 能 转轴 方程 . 
解 ”特征 方程 为 
l-a -1 9 
Da) = | -1 Oea 0 
| 0 o в-а 
即 
(&- АА-А = 1) — 0. 


二 :个 特征 根 为 1 = ka = П ду = 1-3 9 
此 经 旋转 后 可 将 曲面 方程 化 为 


АСА Е ОНТ, PEMER. ТАҢ, 550. RA 


pa HOG дк = L 5 时 ,曲面 代表 旋转 外面 
当 = СЗ 时 ,旋转 轴 为 Oz 四. 在 方 程 组 
((1—A)X - Y - 0, 


l X- AY = б, 

le -a)Z=0 
RE A — A= I 53 дк = LAYS kz = 0. 在 第 
一 个 方程 中 最 X ену 505 х: Y:Z= 


1: 1222: 0, 这 就 是 施 转 四 的 方向 . 此 外 ,旋转 轴 过 
坐标 原点 , 故 族 转 轴 的 方程 是 


х y z 


1 gas 0 
2 


ж = 1—5 нини pis ИШЕ АП 


BE. 
2.12.5 试 证 :2y2?+4rz+2r7 — 4y+6z+5 = Ü 

代表 旋转 锥 面 ,并 求 其 半 DA ЛШ ЕНГ. 
解法 1 特征 方程 为 

0-4 0 2 o! 
0 2-4 0 
2 0 


DA} = 


即 
—А9+24%°+4А-8&=0. 
求 出 三 个 特征 根 
Aí = Аз = 2,43 = -2, 
中 心 坐 标 满足 
2z + 1 = 0, 
42у -2 = 0, 
(zz +3=0. 
唯一 中 心 为 (- 2,1,3). ABAH a =-8,@= 
0, 故 平移 到 中 心 语 , 原 方程 的 一 次 项 与 常数 项 系数 都 
HF. 
XPP CUE A = A; = 2, 与 13 = 一 2. 它 们 都 是 
非 零 的 特征 根 ,所 以 经 旋转 后 ,曲面 的 方程 可 化 为 
2r +2y2 — 2 = 0, 
即 
х? i у? 一 =? 一 0. 
显然 , 它 代表 旋转 性 面 , 旦 半 项 角 为 二 . 
对 于 单 根 А, = - 2, 方程 组 


[0—(--2]Х +27 =0, 
| [2-(-2)]У = 0), 
2X +2- ÐZ =0 
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的 非 零 解 为 了 =0,X =— Z. WUR X,Y, Z2 =, 
0, - 1 这 就 是 旋转 轴 的 方向 . 故 旋转 轴 的 方程 为 


1 
2 _у-1_**7 
1 O | 1 
解法 2 从 已 给 曲面 的 方程 可 知 ,只 需 作 xz ТШ 
上 的 至 角度 的 旋转 为 此 , 作 旋转 变换 : 
1 


lra Lr r), 


= = 人 十 =). 


代 人 曲面 方程 .得 
2r t 2y? 222 + 4722 + 272 — 4y +5 


= 0, 
配方 得 
Xr ау + 20у -1)#—(«'-%2у = 0 
作 平移 
r =a (2,y = = +, 
得 


” 


r + y2 — 2? = 0. 


它 代表 旋转 锥 面 , 半 顶 角 为 了 ,旋转 轴 为 


Т =й, 
|y = 0. 

Вр 
x +2 = 0), 
y -1= 0. 

利用 旋转 公式 ,得 旋转 埋 方 程 为 
к+еЕ-2=0, 
у-1= 0. 


2.12.6 Б НА алу + Бух + сак = б, 
ШЕ: abe > ORT, ШИЕ ОН; 4 абс < 0 
时 ,曲面 是 单 叶 双 曲面 . 

证 明 ”正如 本 节 开 始 所 述 的 那样 ,根据 三 个 实 的 
特征 根 ,总 可 以 找到 三 个 彼此 互相 正 交 的 单位 矢量 
CX) WX, YZ) ET 
分 别 作 为 新 的 坐标 系 中 的 Or 86. Oy WA Or 轴 的 
正 向 ,而 把 一 次 曲面 的 二 次 项 agr? + any + азу? 
f 2a + lanys + 2aysxy 化 为 NT + Азу + 
2 
W S,S i, A 都 是 直角 坐标 变换 的 不 变量 ,所 以 

S= 5 = À t Àb + А3, 

S = S 


Аз 
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à D| tày 0 à 0! 
= + + 
0 ¿| lo à| |0 э» 
一 А{А5 + Asg + Адз, 
А = À = А1\А›Аз. 
现在 ， 
а e 
| 2 2 
-da bj 31 ,. 
А = 5 0 了 = 4 dbc. 
< È 
2 2 Ü 
5 = 0, 
а £ b 
_ |0 2 0 s 0 2 
Бү = + + , 
a E КД 
2 0 т Ó 5 0 
=- tte) 
а с 
0 + 0 
а b 
e- 2 0 2 |z. l. 
< b 
2 з 0 0 
0 0 © -i 


N А 0, таний,  =- 1. 
X abc > 时 ,根据 

Š= др+А + Аз = 0, 

Si = АрА› + АзАз + АА 


=- (406260) < 0, 


А = ААА = ок > 0, 
得 出 工 个 特征 根 为 一 正二 负 . 故 在 方程 
Arr ^+ Ару + A z 2 — 1 = Ü 
中 的 А.А, Аз 取 一 正二 负 , 当然 它 代 表 观 叶 双 曲面. 
ас 六 0 时 , 仿 上 讨论 ,由 S=0,S<04< 
和 0 得 山 三 个 特征 棍 为 .~ 负 二 正 ,故此 曲面 为 单 叶 双 曲 
H. 

2.12.7 试 证 :azz2 + by? + c2z2 — 2abry 一 
2pcyz — 2астх = Lei 天 0 代表 单 叶 双 曲面 , 且 两 个 
实 半 轴 长 度 的 平方 和 等 于 它 的 点 半 轴 的 长 诬 的 平方 . 

证 明 


lat —ab -a 
A= —ab b 一 ix 
-ar -bk Č 


S = аъ? + 2 > 0. 
@=(—-1)хд=-А >0, 


B. À < ОЧЕН N — 8 £ аў Ж — F— 
їй [АА S о, Ш Е T e in. 为 此 ,二 个 特 
征 根 是 一 正 MRF =-1. 

А д < DAs > 0,Аз > 0. НИ 

Ar? + А›у + Аз 一 1 — 0. 

Вр 
二 十 x = _] 
à À А 


两 个 实 半 轴 的 长 度 平方 和 为 1 + 区 тое 


度 平 方 为 - т 50,8 
АТАУ + АзАз + Азд = 0. 
ШЕШ Aliada 455 
L 1 l 


дА 
KRAMAT Е ЛЕ К-ү Г E BE РАА АУ 
长 度 的 平方 . 

2.12.8 已 知 二 阶 起 面 的 三 个 对 称 平面 为 .+ + y 
+z= 02x у- z =Ü ЖМу- z+1 = D, L R E. E 
的 -个 点 ©О(0,0,0),А(1,1, — 1), В(0.0,1), K 
它 的 方程 ， 

1 


解 НЫТ АЫ (0, 方 , 方 ). 
БЕП ЫТ RA IJ РЕЛЕ, 此 交点 就 是 曲面 的 
б. 一 个 对 称 平面 的 音信 法 矢 划 依次 为 点 (1.1,1)， 


Fa 


La, е1, 1) 91100,1, - D. T EE 
gE , ) 和 万 ! ,1，-- 1). 这 一 个 矢量 恰好 构 
成 右手 系 . 故 可 作 坐 标 变换 
( Др 
| Jy 6 
do doe, ОНТ 
| 7 /6” t 5: 了 
1 . 1 l 1 
д" 46 502° 
Вр 


Е = A + y+ z), 


|, 1 
| r 24 yx z), 
‚_ 1 
2 = ССА +1). 
经 此 直角 坐标 变换 后 ,曲面 的 方程 为 
Ах? + Bv 2 СЕ? = 1. 
JEB|,O(0.0.0).A(1.1., = 147,800,0,1) = 


l 2 3 
坐标 依次 为 (00， >, (55N 


1 1 -- ` ki Ше #7 
—— 一 А = 二 : 2 2 
(5. 0) kuk 2 Rahat A Ar? + Ву? + 


D =|— әјә 


解 得 A = 12,B =- 18,С = 2. Mh 5 
122° ~ 18у? + 252 = 1. 
№ х,у, х НЧЕ) 
dir lyi- Xlr- у- х} + (y — z + 1)° 
_ 1. 


2.129 АЖЕ РИН 
д? 2 
Гү aT P =l, 
z = 0 
HI 
r? 2? -i 
Гу: а? с? ‚ 


у= 0 
的 二 次 曲面 的 方程 ,并 求 其 中 心 的 和 轨迹. 
EO 设 经 过 两 椭圆 的 一 次 曲面 次 
аца? - азу + азу” + 2apry + 2a ye 
+ Bajars + apx + 282441 + 2чыт + да = 0. 
Sz = О, ЩЕ 


апл? + азу" + 2арху+ ar +2аду + амы 


ЗЕТА — ТЭА 
£ + 22 1=0, 


b? 
必须 有 a |, 一 Ф.а = O, aa = 0,18 


—-_ ча 
а 7T 2 
a 


HE, у = 0, 有 


? 
aur? t ayz + 2ауулт + layz + aa = Ü. 


要 使 它 成 为 椭圆 柱 面 
. st 
必须 有 а 二 {аз = 0, 由 及 
ап _ 9з _ ад 
д 1 -1 
а с? 
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由 此 得 
аа 
ай — 7р4 = 75 
综 上 所 述 有 
| _ _ 84 ащ 
ац т > уй); 7 7.043 2° 


故 aa = О. КАЛЫН ОТК —K h Bi 39 
2 2 
Za +S #04 1= 0, 
RERA = 22. 
44 
依 中 心 的 定义 ,中心 满足 


Е 
= = 0, 
a 

Z: + àz = Ü, 
z 

Ау + > = 

У (2 


消去 参数 СЕЕ эл] 


z = Ü, 
2 gl 
5-5 = 0. 


C 


它 代表 两 条 相交 直线 


2.12.10 Ё 
E:a(z2 + Oy) + biy? + 252) + с( х? + 25у) = 1 


КЕНИ АУ Я PF. 
ж 
а с È 
А = |с ġa 
b a с 


= Š: Š, = Jabe — a° — b? — с, 
Б=а+6Б+с, 
Š, = ab + bc + ca а? — b2 — с? 
=- TIG + (са + (a = В) 
< 0. 
特征 方程 
D(A) = А -– 54 + 8А - SS, = 0, 
即 
(A — S)(A2 + S.) = 0. 
三 个 特征 根 为 àl = w SI ‚Аз = — V S I.A; = 5. 
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енер Б, ШИШ > аи 
Ата + Ау? + Ауа? = 1. 
IK A.A. As 的 取 法 ,要 使 ОКЕ ЙД А, = 
Аз 或 者 42 = 13( 对 于 141 = 42, 易 见 Si = 0, е = 
b= ec, alrt y+ zx) = 1. 太 简单 了 ). 
当 且 和 仅 当 一 S, = 52, 8] 
а? + b? + «2 — ab — be — са 
= (a+ b+). 
ХЕК ЖЕЛ ЯЕ 
аб т bc + ca = 0. 
下 面 进一步 讨论 旋转 曲面 的 形状 . 
情形 1:41 = Аз. 
ЖЕ, Ау = Аз = 5 = а+д+е. 
Аз =- S =- (а+ ё +6). 


ЊЕ У x? - y + z? = к= 
当 g + b+ ç > OPT, X ЙЕР; 
Ea + b+ 5 世人 时 ,了 为 施 转 双 叶 双 有 曲面 . 
ЯЖ 2.4; = Аз. 

仿 情形 1, 曲 面 X 5 


12-0 а а E 
аъ В+ с 
MW a + b+ c > ОВ, Е ЕРИНЕН Е; 
Ча+рт+е< ОВ, Z Ж ЕҢ ni UD. 
2.12.11 Еа a P (2.0, – 1), PÒ 
在 点 (0,0, ~ 1), 且 与 Qry 平 面 的 交 线 为 
x2+dry—1= 0, 
= = 0. 
试 求 它 的 方程 . 
解 ”车 平移 到 中 心 ,二 次 曲面 方程 中 不 出 更 一 次 
项 ,内 此 ,可 设 二 次 曲面 的 方程 为 
anz’ + any + agalz + 1) + 2atary 
+ 2а0зуу(= + 1) +2ауух(ж+ 1) + aa = 0. © 
令 z = 0,1ЖҖЩ 
Jar + ару? + 2a ry + 2a137 
+ Žany 十 аза t аза = Ü, @) 
l. = Ü. 
ТУО," 


an = ©,аз = 0,азз = 0, 


D 


ац 2412 аз 十 йаа 

t 4 ` -1 ` 
又 因 曲 商 过 点 (2,0D， 一 1), 故 有 Зац 十 úa = 0. 由 此 
得 


aa =- fad = 261, = Зац. 
故 所 求 曲 而 为 


х? + 42у + z+ 122 — 4 = 0. 


第 3 篇 线性 代数 


$3.1 应 用 初等 变换 计算 行列 趟 


ЖЕНТ ЕЙ ЗГЕ ЧЕ ЛЕ ЖЕ ЛЕ ЫН РЕП -类 重要 而 
基本 的 运算 ,是 论证 汗 阵 命题 利 解 决算 阵 问 题 的 一 种 
基本 方法 . 它 贯 崇 十 整个 线性 空 司 理论 与 元 阵 论 的 始 
终 , 几 乎 是 处 处 存在 的 ,这 一 节 士 要 介绍 如 何 庆 用 和 是 
阵 的 初等 变换 来 计算 行 州 式 . TEER É ER. 
线性 方程 组 . 解 沁 有 关于 阵 秩 的 问题 .向 量 组 的 秩 的 
确定 和 线性 无 关 性 的 判定 、 确 定 方 阵 的 Jordan 标准 
形 方 阵 在 相合 下 的 标准 形 以 及 二 次 型 的 化 简 中 的 应 


用 将 在 以 下 学 节 中 陆续 介绍 . 
3.1.1 Жп УЕА ИТК det4 ,其 中 
1 2 3 n 
-1 0 3 н 
А= |-1 -2 0 п 
“一 外 _ 2 一 3 PE 0: 


解 РЕА БТР ЛИ Е 2.3... . n fT. 
HE À 化 为 


0 2 6 зз 2af 
B= 0 0 3 -- “| 
н 


Ü Ü 0 ваа 
HHE A Жр ЕМ E). matr, К 
ITARTE, ТЫ detA = deB = al. 
注 1 HBR A HIIG EH, пе ОЕ: А 
左 乘 或 右 乘 TARLA. 例如 在 上 例 中 有 


1000r1 2 3% m 
| 1 Ü 0 -1 0 3% i 
1 0 1 al -i -2 0 "| 
ИЕЗИ | 
гоо t l-1 -2 -3 0) 
123 n 

0 2 6 - 2n 
= 003 2, | 


0 0 Ü = д) 
注 2 ЖАЗРАН А у ЕЕС F 
二 和 角 方 阵 ), 足 计算 方 阵 的 行列 式 的 基本 方法 . 


Жн Br h BE A BITI detA ,其 中 


Ei Al2 з l ар 


3.1.2 
T] Ta аз t d 


+1 TI Кз ` Сл 
解 ”依次 将 矩阵 АШ Ж» 行 减 去 第 = - 工行 ,第 9 
- TMS п -2 行 ,…, 第 2 行 碱 去 第 1 行 , 即 
1 оо ~ 0 
1 10 = 0 


Ü -1 : 
С э Ээ, Ээ, Ü 
0 0—1 1 
Хр йу aj `“ йу | 
Хр р an a? 
хот, ғә T3 Я 
Г] 22 жу ' Ку 
T] 412 813 1e 21; 
Ü ta 一 aa 一 aa Anfin 
= | Ü 0 T37 an *U бї HI 
i 
1 
| Ü 0 b АМ +, 6-1, 


НЕ ВЕКОВ ЯЕ РАЎ, ВРЕ z BUT A 
Ж В.Я derAB = detAdetB MEAG mEt 
ЖЕ ,其 行列 式 为 slri a) (аа, 
式 左 端 第 一 个 方 阵 为 于 三 角 方 阵 , 其 行列 式 为 1, 因 
此 上 式 两 端 取 行列 式 ， 即 得 det4 = rle - 
ар) (=, = tazin). 

注 FAHER A ЯЕ AERE 
MER A 进行 初等 变换 是 有 益 的 . 

3.1.3 K a ИЕА 的 行列 式 detA, HP 


il 2 3 nn-2 n-l n 
2 3 4 n 1 т n 
А = 3 4 5 п п н 


解 “依次 将 矩阵 A Bn 列 三 去 第 n -1 列 ,第 a 
-1 列 减 去 第 有一 2 族 ,… ,第 2 剂 减 去 第 | 列 , 即 
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1 2 3 п-2 н-1 n 
2 3 4 n-i л л 
3 4 n п n 
H H on се п # п) 
1 -1 0 -e 0) 
0 1 —1 : | 
x ЕА o| 
: э, =! 
` 0 ' » Ü l 
1 1 l 1 | 1 
2 11+ 1-10 
3 1 1 1 ù 


= 


as 


n:l 1 0 =- Ü Ü Ü 


п 0 . Ü ü Ü 

iL РЕС B. КЖ Bj 50 B +J ;j& šB 2J 
det4 = deB. HEE B Жл 行经 -1 次 相 邻 两 行 
的 对 痪 调 到 第 1 行 ,第 ，_ 1 行经 ”- 2 次 相信 琴行 的 
SARBA ат," ` итча нана R 

<a |] ] 1 = 1 
0 2 { . Ü 
:| 3 : +“ e 


п 


1 1з эе d 
ШЕРНЕ B 对 调 两 行 ,其 行列 式 值 变 导 ,而 矩阵 号 
经 过 (x DD + (n 一 2) +…+1= {次 相 邻 对 换 
得 到 F 式 右 端 下 三 角 方 阵 ,因此 得 到 detA 一 detB = 
C DU) aa, 其 中 | 2 JEn 个 元 素 取 2 个 元 素 的 组 合 


数 . 
3.1.4 RIIA detA ,其 中 


ait bh: ait ё a) + Ё, 
"тю ау + b a, + Ё, 
PË to apt b a, + b, 


EO MU A 的 第 1,2,…,n ERER nfi, 


即 
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Ü -1 | 
“1 -1 
О `` Ü 1 
atè arth, с ait, 
9 аз + В аз + b as + b, 
a tb, Q, + b; G, + b, | 
ара, 1T Ba ара 
Gy dr 92 dn Яз dy 
二 olaasasnnenaeniarenrnantetsiepennereetennne © 
An- 7 Sa dn-l — Gn 43-1 d, 
а, tl aa tb с ap t Ф, 


за ЖН B. z Z 3], B 的 前 两 行 
成 比例 ,其 行列 式 值 为 0; 当 nn = 2 时 ， 
aí 22 
аз + b| а> + b; 
= (ду ш a2)( b, ш biji 
X a= 1 时 ,detB = ait D1. 式 号 两 端 取 行列 式 得 到 
detA = detB 


нү 42 


detB = 


J a tois н = ] 时; 
= ЕСТ -= az) (ba = bi), 35 n = 2 上 时; 
0, 其 他 . 

3.1.5 计算 nn 阶 行列 式 detA4, 其 中 A = Cab) Ж 
n BiA BE. 

М BEDARRE M n ИВЕ, ERA n 
阶 全 1 方 阵 .注意 , 方 阵 A п Е ВЕ Ј, 881, 
2,… n ТОККОНУ а.а, са, 且 第 1,2,… n 


PUA ЗЕШАК оу, bra Б, 得 到 的 短 阵 , 即 有 
а 0 .01 .1 
А? e тота 
lo D нај 1 = 1 
(b 0 + 0 


Ü b, 0 


0 Ü + А, 
由 于 对 前方 阵 的 行列 式 等 于 它 的 对 角 元 的 乘积 ,而 所 
ВЕНЕ EAER ЯЕ ра, Ч ЕУ Ўв 
列 式 得 到 detA = ааз, бубу Б, дег, . H n 22 2 
时 ,由 于 方 阵 J, 中 任意 两 行 元 素 都 相同 ,因此 аео, 
= 0; 当 nn = 工时 ,显然 deu, = 1. 于 是 有 

ab. a= 1 时 ; 


de A = 0, 其 №. 


Ë ”在 3.1.5 中 我 们 通过 矩阵 的 某 行 (或 列 ) P% 
以 : 数 的 初等 变换 把 - :个 矩阵 分 解 为 儿 个 矩阵 的 乘 
各 ,然后 求 得 算 阵 的 行列 臣 . 一 般 地 说 ， -个 方 阵 À 
可 以 通过 算 阵 的 行 或 列 的 初等 谈 换 分 解 为 若 十 个 乐 
阵 的 乘积 , 便 串 以 利用 方 阵 的 行列 直 是 方 阵 的 可 乘 函 
数 这 一 性 质 , 求 得 方 阵 А 的 行列 成 .对 于 一 个 给 定 的 
方 阵 .如何 将 它 分 解 为 若干 个 上 广 村 的 乘积 , 则 要 视 给 
ЖЕШ ЛЛ ERIRE ila. 
316 OR n PITIA аад. 
ry l l = ] 


而 ауаз, a a 是 实数 . 

М Ж-ДА fr) = (анар) (е 
аз) [z +a Вн КАВ ap- apts 
— а, 1. а — „min | а, 0), B e 大 所 有 非 零 的 
a, 的 最 小 绝对 值 , 则 存在 实数 列 |s :i = 1.2. i ,使 
得 Le ldai = 1,2,.…， H oR H lime, = 0. 显然 
fle)>= 0, = 1.2, EE, a= a= = ap- 
-0 时 ,这 样 的 实数 列 |e := 1,2,…| 仍然 存在 . 当 
ауаз тама = 0, В атаа, 1 全 不 为 0 时 , 记 
Bisa) = А + „ЦН L E n 阶 单位 方 阵 , 即 

{к 1 l ` l 


vr E T da-l 
i=1.2, PARE Be) 8552.3... n ITIKIO 
Ш Ceta, (e +a) 1, (6 t ana ,并 
加 到 第 1 行 , 印 
! fs + ар)! 
lo l ... 0 


= (е, + а,-1) 1 


ш 
LÜ 0 l J 
u l 
e- Deta) l 0 0 
2-1 
= 1 Е, + а 0 
1 0 Ё. + yl 


ЖЕЛДЕ ШЕ 
n-d s 1 
derB(e) = (e, Уе жа) 9 Це +a). 


деа = аас A + 81.) 
n- 


nm l 
А 1 
= limié, 一 Y (e, +a) Эе +a) 
zon ‚71 


= 一 Уй ауао'тп, CATI TE 
FRIE, Ж араз oei 70, Bi ajastaa HA 
一 个 为 零 时 ,上 述 结论 协 然 成 立 . 
$ Ж #E3.1.6 РФ ПЕН T PU] 315. EE 
阵 论 中 一 种 常用 的 方法 . 其 根据 是 ; 记 В(є,} = À + 
ef， 一 《byte,)), 则 由 行列 式 的 定义 有 


declB(e,) 
= У) ә) (eJn let bu (s). © 
GEPA 
其 中 У) 表示 遍历 1,2,…,n НР ire da RA, 
ТЫ 


Tehdy) 是 排列 1,2,…,n 的 奇偶 性 符号 . 注 
意 ， 
, qa КОЁ,» 3/1 = АЕ; 
бє) 一 | fi 其 it, 
Ep А = (a). RAZ Б, (6) е, 的 实 系 数 多 项 
式 , 其 次 数 过 1. 因此 bir 0.) Боге bu Us.) Ee, 
的 实 系 数 多 项 式 .所 以 式 O Ame e, 的 实 系数 名 项 
式 , 从 而 是 & 的 连续 函数 .因此 对 式 加 有 端 取 极限 得 
到 
im У) OUl da) bu (е) Бо, Ce) bu (er) 


Giy a 

= Ç 901150) limby (er bar be) бє) 
i бюз 
2 

= У (ә d, bu (Ob (0) b, (0) 
ТЕЛ 2 н 

一 > дә l au aa Ua. = detA. 
Аза, 2 я 


SpE, Ble), Ble) Bilem) Ж n BiA E 
组 成 的 一 个 矩阵 序列 , 它 确定 了 一 个 实数 序列 
де В( є) ,detBfea) detB Cen). AA O 18 
lm B(e,) = detA. 


3.1.7 ЖЕ n +1 Я detA .其 中 
чу а йб) 77 dy 
аб Жү az a, 
А = |an ар z? аң 
ao ag az U Th 


解 Katipa А Rt a ERA 
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如 于 形式 ; 


{1 - ар `ä 一 "| 
Ü > di аһ 
n- |0 a r а.) 
10 ap uy O шж 
显然 deg = derA Ë n + 2 ЭЛ B 的 第 一 行 依 次 
加 到 第 2,3,…,n +2 行 , 即 有 
l Ü) 0 … 0 
l 1 Ü Ü 
1 ü 1 0 
l D 0 I 
l -a — 一 ap 
Ü tij ul аң 
x Ü а х1 а, 
Ü a а Tu 
ł 一 й 一 a, 一 а, 
1 ro— ау 0 0 
= |1 0 ту 01 0 D 
1 Ü Ü xx, — а,! 


上 式 右 端 记 作 C.n + 2 МОВЕ C 的 第 i p| 38 pi 38 
{x 一 3 二 2, 即 有 


1 一 др 一 41 ... 一 a, 
Ë хр ağ 0 0 
|! Ü а-а 0 
| +r 了 
1 Ü 0 En - a, 
1 Ü 
ü 7 一 аф)! 0 
0 0 (=, — в)! 
f ар _ ün 
üa йр Tn йд 
= |] 1 0 @ 
| 1 Ü i 


РАВНЕ Р.Ж n + 2 ШЕР Ж: PR 
以 -1 = 2,3, п, ДП ИВ 1 列 , 即 有 有 
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í 1 ир н 
tg dp Tau Hn 
і 1 0 
Е 0 l 
1 0 > 0 
-1 1 Ü 
xX. - 
|. 1 0 1 
1+ а; _ ай _ ын 
п 0. 7 @; жу Ho у “н 
= 0 i 0 D 
0 0 o 


1 
EAA RERI 工 .由 式 0.0 A б) 得 到 
detA = detB = дес 


= Пс, — а, )detD 


1=0 
= Ш, ~ a;)det T 
"4 di T 
= (1+ У) Цеа) 
= Пс, 一 а) + Уа - aox 一 
z h і= 0 
a (zt = QI (Xl a = 
ал). 


注 1 ”在 解 3.1.7 时 我 们 先 在 n +1 A Б 
加 一 行 一 列 , 得 到 一 个 s + 2 BE EE B, 48 detA = 
qetB ,然后 再 计算 я + 2 阶 行列 式 daB. 这 是 计算 行 
列 式 的 一 个 常用 的 升 防 方法 ， 

注 2 3.1.7 的 行列 式 可 以 作为 公式 应 用 . 例如 由 
3.1.7 可 以 求 得 下 列 z 阶 行列 式 ; 


1 2 3 = n-li a | 
1 3 3 п- 1 п 

1 2 5 — 1 

ИИИ " каз. " = (x — 1)1; 
1 2 3 ` 21 一 3 п 

1 2 3% в-1 2я-1 

011 1 

191 1 

t 10 1 = CD x); 
111 0 


21 1 1 
l 3 1 1 | 
|1 1 4 1! | 
i 1 ! “| 
1 1 
= n! 二 一 
aliita + + 
z tl т z г 
Lo r 上 了 Fi Н 
! r + 2 3 А 
е; х z zty 
= alt ae tE H E) 
n 
r a а a 
a t a a 
a ú К a 
a а п ж 


= {ritn- Daya - a)" 1, 
3.18 ЖА = lap) Жп MAR, J, дн ЙГ! 
方 阵 . 证 明 


detA 4 zi) = detA + x ЎА, 


„371 


其 中 A, Ела, 的 代数 余子 式 . 
证 ”考虑 1 + 1 阶 方 阵 


|| Ж x БЕ х | 

N ау хо Gatz ` аы | 
H = 10 dy Кг азр + г е7 йз F T|. 

0 dyi + x, 452 + бу | al 


ШЖ deB 一 del A +). a + 1 Br В 1 
41919 - 1 加 到 其 他 各 行 , 即 有 


(1 00 о 
| 

-110 0 
аот 


тоо = 1 


11 z z 工 
Q aytz agt © ар tE 


x |0 azta antr 


"жжке ркан я вк кии акак те таак каза 


ИТЕН 


-l da ар ` “a 
КЛ ОЛЕ С, В det A + aJ.) = де = 
дас. n + ТУ dat 接 第 1 行 作 Laplace Ж 
并 ,得 到 


cet(A + Ja) = даб = detA + 2у(—1)х 


; 1 


— l an G U рур Чур 7 Sia 
-1 ax am “° @),,—{ 025.1 T Zn 
x |- Та аз "С @з,-1 ау 7 а @ 


a 


= 1 iyl Чыр "` Hn ,1-1 “л.;+1 77 Фа 
BDE Е Во) n MITAA 1 列 作 
Laplace 展开 ,得 到 

-1 an ` al бур U in 

—1 ад азы-ї Arati U Gn 

- 1 ая Ql Әз, U @зл 

-1 9] аһ, 3-1 fatl `". Gas | 
= BOI 

-1 an атут iil 77 dip 

= 1 Чу-1,1 di -] (I-l. 41 е ln 


la tl j sd gt tl 
` 1 Ganl dy, -l An, j+] ` Qm 
把 式 ORAR @ 得 到 


де ГА + 27,) = detA + ah 
Ж “证 明 3.1.8 时 用 了 行列 式 的 升 阶 技巧 ,矩阵 


的 梓 等 变换 以 及 Laplace 展开 定理 . 后 者 是 行列 式 理 
论 中 的 一 个 重要 定理 ,在 计算 行列 工时 经 常 使 用 . 


3.1.9 计算 2n 阶 行列 式 det A ,其 中 
а b| 
42 b; 
A = a ba B 
如 1 dati 
Pn- @2я-1 
Ban dy 
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其 中 永 写 出 的 元 素 全 是 0， 

解 ”将 矩阵 4 的 第 22 行 调 到 第 2 行 ,第 2n 列 调 
到 第 2 询 , 即 有 
T g Ë] 


Dan йэ 


的 


PAP = Ë š , 


Ф181 


02-1 й? l 


其 中 也 是 如 下 形式 的 2zn MAR: 
оо. 0 OÜ 


00 ` 1 
ñ Г“ OB P HRR EE, P 是 一 个 2n 阶 正 变 方 
阵 , 即 PP 满足 PP = J, ,因此 detPdetP — 1. @ Р 
端 取 行列 式 得 到 


ai bi 
ЧА = daf ) 


Pan 92» 
| й? ba 1 
、 а b, 
X дег 
i Basi dpl 
| 023-1 
如 此 继续 即 可 得 到 


detA = (азар, — bb aada] — Боб) 
"lQ a+ — бууу). 

注 “对 矩阵 A 的 行进 行 一 系列 行 的 初等 变换 , |8 
АНЕ A 的 列 也 进行 相应 的 一 系列 列 的 初等 变 
换 , 称 为 对 年 陈 4 进行 同步 初等 变 搁 .由 于 一 个 可 浇 
方 阵 忆 可 以 表 为 若干 个 初等 方 阵 ( 妈 初 等 变换 所 砍 
定 的 方 阵 } ВОЗЕН, 因此 对 方 阵 A 进行 同步 初等 恋 
Ë, 相当 干 对 方 阵 4 ЖЩ —1 A E Р, БЕ 
ЖЫ. РАЛЕ, ВЕЕ А ТЕЕ РАР. 而 方 阵 
PAF 和 点 是 相合 的 ,所 以 对 方 阵 上 进行 局 步 初 等 变 
换 相当 于 对 方 阵 A 进行 相合 变换 . 同步 初等 变换 大 
常 重要 лтан. 


3.1.10 E 
1 ар an йл 
А = 1 азу az азл 
{1 d2 Gag Ёл 
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其 中 a = а + a; Lpi © п. ВЕЙ: дед = 
l. 

证 Hu yB: A 的 第 = 行 减 去 第 n - 3 行 , 第 + 一 1 
行 减 去 第 x -2 行 ,…, 第 2 行 喊 去 第 1 行 , 即 有 


í ] 0 ... ... 0 1 
-1 1 `: : i 
0 о-1 : 
: ө. 0 
о 0-11 
l ар йуз а» 
l an an 92" 
х |1 an йз Un 
1 zo аш TUO чы 
1 12 ETE e Ain 
1 az тар dy йу '" an` йу 
= |1 ар-ар аз-аз U 3n 02, 


Та, > 一 аһ .1.2 033 a a Фһ-}.а 


上 式 两 端 农 行列 式 得 到 
dy “an ta T djy U G34 T дра 
detA = dya T G йуу a2 U йз 7 бач 


Чыр С @3-1,2 033 7 8р 1.3 ьн ln 


HT а, т а,-1,; = di -t ‚2 = i J © n ;因此 
l an an 2-1) 
ai аз Яз, | 
detÀ 一 
1 Grn? быз а.н] 


ЕЖЕ n- 1 МТЛ а, = а, 
+а 1.35156 n,2 S J < n - 1. 
重复 上 面 的 证 明 , 即 可 得 到 detA = 1. 


3.1.11 计算 n +1 阶 行列 起 det4 ,其 中 
| a -i 0 с 0 
а шр: 
А = ic 0 1 Ü 
= -1 


| ао 0 Кя Ü x 
Ж Kanti EAE A BJ25 1 TRA + 加 到 第 2 


行 , 即 有 
тоот 0 
т 1 0 с 0 
0 0 1 > : 
: 0 
о 0 0 1 


ia ZE Ü o Ü 


хс Ü оу ЭЗ, б 
1 


ро . ` 1 
l ар 0 =" Ü z 
г ак - 1 0 0 
ах Та VU — 1 本 
一 й„ 2 0 "a з 2. g 
а 0 К 0 т 


ја КАЖ Л 5 В.Н ERA, de = deag. 
Ж ЛЕВЕ 247360 + 加 到 第 3 行 , 即 有 


1 D 0 : Ü 
ото Qi 
D <+ 1“ | 
0077: 
р 0 
роо Ü 1 
(оа -1 00 
Кат +a Ü 一 1 : 
й„ 2 Ü. I . š 
x : `0 
: -1 
| аф 0 O = 
а, _ ] 0 01 
Уади"! D -1 : | 


РА 0 0-0 z 


НТЧ] detA = detB = ПС, ЖФ C 


基 上 式 右 端 的 行列 式 . 如 此 继续 即 待 到 


ан -1 0 > 0 
У ад"! 0 

тоз 1 
| . ; 
detA —. ` 
e f 0 
| : 21] 
Da 和 

ЛЕТ 


将 上- 式 右 端的 行列 式 按 第 я + 1 行 作 Laplace JE JT , 18 
到 


detA = {= 1)" аз" + a, ух"! + + Qo) 
1 -1 0. 0 
ü .. Е _ ~ 


0 70 


л 
= apt” + а-у“! + ор. 
Ж 3.1 ТЕГИ А 5 38— Е 
来 求 得 , 即 
1 0 = Ü 


z | 
: A 
т"! Ü 
z ЖГ! хт 1 
ty -1 0 0 
> a "*! Ü 
J 了 = 可 一 | 
-一 > ар? +2 0 
= 四 -了 . ` 
: 0-1 
Узал! 0 КЕ ‚ой 
Йй 


3,1,12 (Vandermonde 行列 式 ) ”证 明 


1 1 ... 1 

41 dz 10, 

2 2 2 | 一 

a а$ a |= [|] (а-а). 
Ер n 

а! ай! ... а", | 


证 记 3.1.12 R я 阶 行 到 式 为 D(al,a2,…， 
a y M Р, (азада) Ф n- 11730 a BU 
到 第 n ÍT, Жн — 2 47381 — а, Ша] n- 147.2. 
ҖЖ11ТЖ Б — a, 加 到 第 2 行 , 则 有 


1 1 1 Ө | 
a] d? “з а, 
ui a3 чл а? 
ар! аз! а! ат} 
1 1 | 
0 da 一 @| d, 81 
= |0 азб аэ 一 a) ankan а1) 


D alfa, — a) сз ата, = а) 
由 此 得 到 


Р.(аџ,аз,"а,) = 
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| нус 1 ауса 1 g, — 01 i ag ` ay | 
| i | 
; Саз — араз {аз ajag e ба, = ада, ! ү e alty | 
Е 1 ` 
| (a, ajhai (аз aai сб (а, = ajay |. tazzi + алу | аз + азылы} 
ОИНИ ННН i` 
! Е 
| -: -2 1 1 al š 
| Caz- aey? (aa upay? + (a, ajay | а, л | 
| 


КИЙ н EIR PR НЕН Еа за, | 全 А 
= 1,2,6, – 1, 8р KT D, + айк 过 _ ЯА = _ 
1 КИР Раа а дтни 2R — EL 加 到 第 ; fr, 


推 方程 
有 i = 3,77, п) 
K Apk Z rT Tp) 
= I! (a, = lh agda, Ts dal. i а, a а I 
мо = 28 12,0, ldn) = äp- äp 1. 解 上 述 递 推 | ati ШЫП q iZ, 
方程 得 到 x з 
251 azp 
Dita ay ran) = П (а, 一 а,). 
Тлар т 
注 1 应 用 初等 变换 ,建立 关子 行列 式 攀 递 推 方 9 s 
如 村 一 1 en dnt, pn 
程 ,再 解 递 推 方程 求 得 行列 式 的 值 ,是 计算 行列 式 的 “кы дс” 
一 种 常见 的 方法 . 如 此 继续 得 到 
注 2 Vandermonde 行 列 式 是 一 个 著名 的 行列 式 . Абраз.) 
3.1.12 的 结论 可 以 作为 公式 应 用 . ap ау ар 
АШ ран книж ari at ауд, 
Ht 41, U F С |, Н › 
рат) polza) с? polza) Е Tati ат Kas; 
pikara) piba) U pilan) z] a-l a-l 
Fra 9-11 Чи-142 Ан Ga 一空 日 
Pn (х1) Prii) ` Paii En) = aoar zanmi I (O Г z). 
= ашау] П (лу 一 к). 上 面 最 后 一 步 用 了 3.1.12 的 结论 . 
Diad шм ` H . 
证 W phr) 一 apr + atl + + ал + 3.1.14 сч: { . 1 
ада, = a í = 1,2,'" n Л polr) = ag EA 8 8 кей 
сов0 1 cotz `" SU 
行列 式 ， AA: rEZ T y Eade ! 
п M - 55 (1) cos20) e, oe  cos28, 
ао И И соз(л — 118, созт — 1)@› :+ costn — 1)6, 
арғу + ац `. Bida 十 ag | 


(29) рр 
, , = 2 [Í (оов, – cos8,); 
азхі T aati T а dath T йд + азу зл 
sinf sm, ' зїп, 


зіп2 0 sin `` sin28, 


1 
! u l x | 
1 . 1 

` / @л- 1.8) 人 人 ! (2 
1 =й J=0 f 


sino, sinzia o зірлб, 


上 式 右 端 行列 式 的 第 143801 - 260 аја Ai О уем, 了 (e6,- 8). 


її уя 
= узул + I H 
198] 证 (1) 由 于 oosg + ising = еб, НЧ = v 一 下， 
АС) Ta r) = 


РЕ (сов + isng)” = e" = cosng + isinne, 因 此 
2совп@ = (ожа + ¿sinÜ)" + (себ 一 ising)” 


= > ( они isinĝ)* 
izn \Ё 
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+ 221 — 1 (2 Joos" tai isind)! 


-2 2 (р Jaw" Hlin). 


Tak 
ig £ = 21,0515 — M 


K] 
2: 《一 Ще ý н оов 0195г 


= Э оф н ,) cœ" @ (1 — 


dee A | 是 ЫК. ЕЗИНЕ oos0 的 > 次 
多 项 式 , 记 作 (eos0) 由 二 
P. (cos) = сози@ 


cond 


wtp). 


соб) 中 cos"0 的 系数 是 


Y e yo ofz) 


герь)" +T (1— 123] = 277. 
代 大 行列 式 3.1.14f1) ,年 应 用 3.1.13 的 结论 ,得 到 


] l | 
сов) cosb с, 
cos2 8 CO сов2@„ 
cosin - 1)9 сол — 1}@› cos( n 一 1)6, 
г робсозӣ i) — Dpa(cos0;) рабсозб„) | 
_| Ceot ілбољӣ) Pi (cos, ) | 
bs 1000501) Б-у (cos ) Pa 1 (cos, ) 
= K | | í (cos, — совд,) 
"1) I 
П ios,- акд). 


| 
(2) 2тышлё@ 
— fsa + isinnd)} — (cosa — isnad) 
= е" _ єс" 
= (cnsÜ + быпб}" — (со) — ising)" 
-X КЕ — (гъ) 8) авт А0 


k ú 


一 2i > I 【一 l)šsint@cos"? 69. 
ка, kË 
+ 奇数 
Ú £ = 27 +1, 
on 
аиб СИРРИ +1 {-1 х 
(1 — сой)! еса" zi- tg 


= упёр, - leos), 
其 中 gilos) = у) 


AL in 
сод)! 
的 系数 为 


У Í п _ уз | я )- У) ( п | 
РЕ ДИ 21 + 1 баг: Ë 0:7 T Й 2i 
— 2" — 2" ] 一 297 1 


因此 
sinë) sind; sinf, 
ып20у sin20, sin2 8, 
чіп sinn sinz, 
sind qo (cos) ) sing qa (eost, ) 
sind дуб eos sin8,qi Loos, } 


sinô g, -i( eos) sint, y б сое, } 


п _ А _ 
(ны! DO 
сов" 721-10 E 050 п — 1{КЖ Д, Н оов" tA 


= singising usine, 
qol созё, ) qa (cos9;) qo(cos0,) | 
gilet} qi (cos) gi (cost), ) 
91658) qa iC сов») КЕ ilos, } | 
= упб sinth sing, 20 TD 


x || [eosd, — ссай,) 


1716р: 


= 2(2) sinf sinds sindy 
因此 3.1.14!2) 成 立 . 


Б6р л 


3.1.15 计算 n 阶 行列 式 dt4 ,其 中 
т 
ра яса! 
42 л-1 
А = |a; 1 Ti 12 42 
Тт 2 "m-l 
x, 一 Yr Ya ар 
Ж ЖЯ, 
Tzi Ü 
А = <: 
0 0 кь 


| ] (ооз, — cosB,). 
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m ° 
жр 1 l i | 
1 т-2 
х +£ 1 l Т: 2 
1 . "-2 
a] 1 ғ, = 
则 
1 
mi 1 x беу? 
l 
a. 1 N m 2 
detA = түгет | 7271 +2 x 


"план бю саата жаван атанан 


„-—1 
记 其 石 FARA us a 


хаза, FE 2 ЯЕЦ — 


ra). 8 D. (ri, 


以 一 ?加 到 第 j 列 ,; = 3,4,…,n ,得 到 
П, (аууз) = 
Ü I 0 e 0 


ОЙ Tı ] z; = z `` 
Die ~ 1) 


аЙ ra 21) 


_ Хр | 1 
(а. = 1) (ху 1)" 50 


С, 


将 上 式 右 端 行列 式 按 第 2 列 作 Laplace 展 开 , 得 到 关于 


r,) 的 递 推 方程 


D.( ri za, 2.) 


D, Cri, t2. 


_ ба» r баз 24) кр) 
(21 - 1) 
x Park, тз,” ул). @ 
其 初始 条 件 为 
1 
了 一 | = 1 l 
Р(х.) = 
1 1 
= 1 
= a Anl 
Cr Dr, = 1) 
RETE ©) 得 到 
Ц 0-2) 
Была лу t Z.) = = — . 
[Т (xz; = 1) 
1 
于 是 
deta = II 过 ТИС - =). 


1. 16{Cauchy 行列 式 ) ”计算 n И detA, 
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Ë 


其 中 


1 一 _ no 
A = аз + bi а + b аз + b, 
1 1 i 
a, + Ё; Cn + br а„ + Ë, 
a 1 
# 1А = (а,), ЖЖ а, = гу! і, 


р п. ХОГ A ВО ТТЕ – алап 加 到 第 ; 行 ， 
i = = 2,3, ` уп, ЕҤ 
И 1 Ü Ü -- | 


一 а2191! 1 Ü 


КЕБИНЕН 


аа 00-1 


ап 412 Би @1л 
dsa аэра 
Ü an- 21012 азы - 21@1х 
_ ап 811 
21812 Gall 
0 а — ZM Te ... „ LHN 
п2 ац “л 411 
а а 
记 c = а, (22050, 2= i,j= n. РОТ 
11 
得 到 
Сар Ca TU can | 
Єз Єз 77 ЄЗ 
detA ац ” - 00 
Ca? Caa `". Čan | 
id detA = П, бар, аз, a, 36у, ba. b, ). H T 
апар 
__ І 
C, = ер 一 
" У а 
a 1 _— “tha —_ 
aith, ба, +61) (ау + b.) 


(а, — ал) (5 — b) эк 
T (ат + 60) (а, + b)(a+ Б)" О S= n, 
内 此 式 @ 右 端的 行列 式 的 第 i АНАН +T 
= u brasa wari 1 去 i=. 
вах ватра, ', b, ) В 
推 方程 
D lar” 


Сарда" ' 


sapih ba) 


- Tp b 4) 
ар + B12 (а, + bila + b.) 


x Dalag daib, ab) Ий 
其 初始 条 件 为 
D;(a,- r Eai Én Ls Dp) 


а + b, 


Са _ а 150, = h- 1) 


бан + бл ба, + a |+ д.а 十 而 下 
解 递 推 方程 名 得 到 
detA — Р, (ар. 
ш (а, -a thh, – 5, ) 

T (a, + b.) Е 


ERER 


R n БУИУУ 
а ё 1 
ca. hb | 
bl 
| са) 
ПАТЕ ДРЖЕ НЕЕ EA 0, H. b > 0. 
Е ID = detA. H n MHIR D. 按 第 1 行 作 
Laplace EF IDEF D, 的 递 排 方程 
D, = aD,- kD, n = hdp. 00 
其 初始 条 件 为 D = о. = а? – в. 0—02 B£ 
常 系 数 线 性 递 蕉 方程 ,比特 征 方程 为 
x ar + be = Q. 
它 的 两 个 根 记 作 о, B BPE a+ 8 = а, ов be RA 
式 00 1391 


РЯ басе, Б) 


3.1.17 


D, = (a + В), — 82,3. 

本 -是 
D,- apD = ВО, 1 aaa), B 
0, = 80, atl 80,5). áp 


记 L D, Da V = D, — „у, 0 10 
分 别 化 为 关上 U, MV, KRETE 

DR ë 
V, = ам, уун 3,4,5. Ф 
ДО АЕ U, = Da- ар, = 8, V, = D, - 
BD = а. ЖОЕ DHR | = g7 217, = т. НУ 09 
得 到 V. = а у, = а" JK, 


D, T ар, -\ = m, D 
D, 一 应 方 -1 = a”. ® 
Жа = ВЕ, 0, – Dn = a" REE E 
О, = ар, 1 а, п = 3,4,- 09 
На= = 5,6 а = 一 рр? = Фф. Ж 09 


得 到 
Г, = aTi Dh {а -—2}а". 
由 于 号 ,一 а-к = За“ ,因此 万 . = (x+ ])" = (n 


+1005)". 
Моз ВВ, AA 0 ЯП 090 159 
р -E 3 


- # А а \+ = + ав + F. 
ER, ERI e = 及 也 成 立 . 

注 ”3.1.17 涉 及 2 阶 常 系 数 线 性 递 推 方 程 的 求 
解 .一 般 # 阶 常 系 数 线性 递 推 方程 的 求解 理论 在 任何 
一 本 组 合 数学 的 教科 书 中 都 可 以 找到 ,例如 可 内 考 黄 
HE , 李 贡 和 牛 著 计数 》, 上 上 海 教育 出 版 社 1983 年 版 . 

3.1.18(Minkowski) А - lap жп BEH 
Е, Еф а, 2 0,4, COISE S п, = |, НВ 


РЕ 人 的 第 ; 行 上 所 有 元 素 之 和 R = Xa, > 0,1 = 


2, n MAE A 称 为 行 主 角 占 优 的 .证 明 :” Br 
п (НК А 的 行列 式 大 于 人 0. 

证 ЖУ ДҮЙ л 用 归纳 法 . 当 = 1 时 ,A 
= (an) EP an > 0. AH, detA = al > 0. 1## 
Hn -1 阶 行 主角 占 优 方 阵 成 立 . 下 面 证 明 结论 对 n 
阶 行 主角 占 优 方 阵 4 = (а, Еа > 0. 将 方 


ША 的 第 一 行 乘 以 数 -54 加 到 第 i 行 ,i = 2. n, 


1 0 0 
аз | aj j? Ajy 
il 821 222 92 
| : 0 | бөө 
ал B la, a Ct ам 
|- 411 0 а ' i л2 
ац 
ај 812 Чун 
auan 223015 
0 азу 一 йэ 
_ | ац аи 
| 9,1912 231219 
| 0 йу? т `". fyn З 
ат ац 
„ па .. 
100, = а, - 2090, 251,39 п, iE B = (5, ). Й 
11 
由 上 式 得 到 


bn ба с" ба 
бу бур бсо Dsn 


detA = andetB =a 


бз бы `" М 
因为 方 阵 А ЖАТИ, ар ъа > ar + 
ар ъс + ар = К, 20.2, 3 а> шд t a+ + 
cm = Е, > 0. ifl a|, < 0, AE 

(au talay азба, + aa) 


b, = — 一 > 0, 


911 


р= 2.3, n. 
M i= у Ba, < 0. 因此 全 > 0. 所 以 
Ba H 02у, 156}. 


11 


x 


>b, = La Уа 一 aa > уа) 
1=2 “|| 1=2 5-2 
= 二 (auR - аца — a (Ri — en) 
= (анк, 一 anRi ). 
由 于 方 阵 A ETEA GAR, R; > 0, Ri > 0, 


ап > 0,an < 0, NY, > 0,2= 2.3, n. I£ 


В, л 一 1 阶 方 阵 B = "Ыы 也 是 行 主角 占 优 的 .由 归 
纳 假设 ,detB > 0, АП detA = audetB > 0. 


93.2 初等 变换 与 线性 方程 组 


求解 线性 方程 组 的 Gaus 消 元 法 和 线性 方程 给 
的 求解 理论 的 建立 主要 依赖 于 振 阵 的 行 的 初等 变换 . 
由 于 忽 阵 方程 是 线性 方程 组 的 推广 , 求 可 道 方 阵 的 道 
方 阵 可 以 化 为 一 类 特殊 的 矩阵 方程 求解 ,而 求 方 阵 的 
相应 于 特征 值 的 特征 向 量 也 归结 为 解 线性 方程 组 , 因 
此 对 解 线 性 方程 组 、 和 矩阵 方程 . 求 逆 方 阵 以 及 方 阵 的 
特征 向 基 而 言 ,矩阵 的 行 的 初等 变换 是 一 种 基本 的 方 
Ж. 

3.2.1 求 齐 次 线性 方程 组 


iB {м d æa l4 + rs = 0, 


31 +t 2r; + Ta + Tra -Irs =0, 


x + 2z Í t 2ra trs = 0, 


5ху+ 4x + drat dr — zs = Ü 
的 通 解 . 
E 方程 组 趾 的 系数 矩阵 为 
1 11 1 
l3 2 1 1 -3 
A= o 122 5| 
5 4 3 3 -I 
将 矩阵 A 的 第 1 5380 З 2 47 TAE 
乘 以 — 5 加 到 第 4 行 , 得 到 
i 1 1 1 1 
0 -1 -2 -2 -6 
0 t 2 2 #6| 
0 -1 -2 -2 -6 
将 矩阵 避 的 第 2 行 分 别 屠 以 1 和 一 1 并 分 别 吉 到 第 3. 
4 行 ,得 到 
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1 1 1 1 | 
_ 10 -1 -2 -2 -6 
C= оо о о of 
0 0 0 0 0 
再 将 矩阵 C 的 第 2 行 加 到 第 1 行 .得 到 
1 0 -1 -i -5 
0 -1 -2 -2 -6 
D= 


0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
ЖЕЕ 1) 的 第 fA - 1 ,得 到 
1 0 —1 -1 5 
0 1 2 2 6 
оо о 0 oj 
оо о 0 0 
以 矩阵 及 为 系数 矩阵 的 齐 次 方程 组 为 
Srs = 0, А 
| xa + 2хз + 2х4 + 6zs = Q. @ 
ЖА, DEE CDH OHR. н 2) 4821, Е G) Ву 
通 解 为 


A= 


Жүз T5 E47 


х1 жу t z 十 ӧл 
KZ: — 2x3 - 224 — brs 
т = [| Ty| = T3 
24 24 
T5 5 J 
1 1 
-2 一 了 — 
= £a) 1{ +241 Q|+<zs| 0 
0 1 9 
to 0 1 
Ж =з, талху 是 独立 参数 ,而 
1 1 5 
_ 2 一 2 -ő 
а| = 1 | ,ea = Ü| ,m3 = 0 
0 1 0 
Ü Ü 1 
是 方程 组 D 的 基础 解 系 . 


注 “ 用 严 表 示 数 域 已 上 上 2 维 列 向 量 空 间 . 定 尽 到 
上 的 线性 变换 如 下 ;对 任意 工艺 Е, wz) = 
Аг, ЖЕ А 是 线性 方程 组 中 的 系数 征 阵 A RM 
个 零 行 得 到 的 , 即 
] 


A, = 


© u @ ш сє 
Ф + — r бє 
D u N = = 
= wW W = = 


则 线性 变换 УРИ ker. 为 
кек irE Fš: (e) = 0: 
= la E FA 0] 
= jz € FAr ~ Q|. 
BIP ГЕ УТ EA D BJ i e ПП ДЫЙ E ze КЕЛЕН. УН 
Ë kery 中 所 有 的 向 量 , 而 方程 组 Q) 的 基础 解 系 ol, 
as, ms B| BL ker 7—8 3. 
3.2.2 求 线性 方程 组 
(Dr +3т) — ra + ma = 1, 


Srt 12т›— 9z + Rra = 3, 


\ ал + brat 353 一 2204 = 3, © 
‚лү + baat лу -7лау= 3 
ВОЈА. 
解 Л ОГ ERX 
2 3 -1 1.1 
_ в 12 9 8:3| 
А.В = Pr 
4 6 3 2:3 
2 з 9 27.3) 


其 中 A 是 方程 组 G ШЖ ОРЕ НЕНА, 27 的 第 
行 分 别 履 以 - 4, - 2, ~ 1, 并 分 别 加 到 第 2,3,4 行 
得 到 

23 -1 li 1 

0 0 -5 41-1 

оо 5-41 al 

00 10 -8. 2 

将 矩阵 [ 归 ,y] 的 第 2 行 分 别 乘 册 1, - 2, 并 分 别 加 到 
第 3.4 行 ,得 到 


[B,y] = | 


23-111 
0 0 —5 4 一 ! 
ГС, } = | |. 
С Ë 0 ooi 0 
оо оо: 0 
ЖЕРЕ С, E) @0Ж ZAR- E 加 到 第 1 行 ,得 到 
1: б) 
23 05. 3) 
ID 人- |0 0 -5 41-1 
оо оо = 
оо оо: о 
АНТО, gi 的 第 RSA BTR- — ,得 到 
3 l ij 
| 2 ° 10 5 
Ap do o o 5 |. 
ооо оо 
ооо Qip 


ШТА, 2] 为 增 广 矩阵 的 线性 方程 织 为 


Г r + — + A. 一 3 
- 2 4 一 . 
! 2 10 5 т 
4 1 
[rs 544 一 r 
EE TEHO E (Q) = ош Oal 
r 1 1 
Ja 7722 1084 t 5 
1 
[T3 = таз + 5 
因此 方程 组 G) МЖЖ 
3 3 L 
т, | 5 22 104 
‚#2 22 | 
© 一 = 
+a x + 3 л | 
“а 
А 
3 l) 
кы 3 _ 
5 - 5 10 
o|o 1. 0 
= 1 + x; 0 Ta | 4 ` 
5 | 5 
lo 0 Е 1 
其 中 fa ta 是 独立 参 =A, 而 
1 Y 
3) -i 
| -了 l] 
= I = | 
о 一 Н а? 
4 
й 5 | 
0 1! 
是 方程 组 (Q) 相应 的 齐 次 线性 方程 组 Ar = 0 的 基础 
ЖЖ. 
3.23 ”确定 a 的 值 ,使 得 线性 方程 组 
{271- ху+ ms + zú = 1, 
TI 二 ara — 3 + Ara = 2, D 


[zi + 7r- 4х3: + Ила = a 
有 和 解 .在 有 和 解 时 求 方 程 组 б) 的 通 解 . 
解 ”方程 组 (S 的 增 广 矩阵 为 
[2 -1 1 1:1 
A=] 2 -1 4:2 
1 7 -4 ll'a 
ЯНА 是 方程 组 ORRE, S = (1,2,а)'.ЖШЁ 
[4A,8 的 第 2 行 分 别 莱 以 — 2, 一 1, 并 分 别 加 到 第 1 
行 和 第 3 行 , 则 矩阵 [4 ,81 化 为 
0 -5 3 7: -3] 
1 2-1 4: 21 
0 5 -3 Jaaa] 
Ж [Зу Ж 1 ITRE 337. MEET B. y] EA 


[В,у, = 
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'б,ё]= 1 2 -i 4: 2 

о o 0 0ia-s 

方程 组 他 5HE Ж[С,Е] 的 方程 组 同 解 . 后 者 
ЖЖ Л ЖИ ЕЖЕ С 的 秩 rank C 等 于 增 广 
EPIC. E] ВЕ rank[C,#]. 而 YankC = тапк С, ё] 
的 充 要 条 件 是 a = 5. 因 此 方程 组 О АЧ а = 5 
时 有 解 . 在 a БЕ, Ж [С] 的 第 1 Trak i 


- СС, 化 为 


[Pr |, | 
поо 0 
HELD, т] 的 第 1 TA — 2 加 到 第 24 


Ф гә taj 


— 


,得 到 


mi. 


[T,£] = 


© |= aja 


D 0 0 
以 [了 了 , СНЕГ НЕВУ 


1 6 
|z: + 213 + 5 24 = 


3 7 
Xa 523 + 5 274 = 


于 是 求 得 方程 组 б) 的 通 解 为 
4 1 6 


759 су 


7 
十 = тух 


5 
3 
5 5 


是 线性 方程 组 ©) 相应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 
Ж. 


3.2.4 证明; 线性 方程 组 
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X] 一 ту ui 
T — р = “Q 
nl “ Tr do-1 
r 75> a, 


有 解 的 充 要 条 件 是 ají 十 as t'e + g, = 0. EER 
求 其 通 解 . 
证 ”方程 组 G Н 2: Sk SE Н 


“1 -1 
1 -1 
А = Оз, 
1 -1 
-1 piana 
АФЖ Hi PJu 88 29 0. 而 方程 组 С) 的 增 广 矩阵 为 
l =l : ai 
1 -1 р a, 
[A,8) = 2 О 
1 —Iila,-i 
一 1: a, 


ЖЕРЕ A 的 第 1.2,… ,于 行 都 加 到 第 fz , НЕЕ 
А 1059 


[1 11 чэш. 7 
ер l|, 
0 ol 


B= 


H X 对 


ВЕРЕ В ЗЛА 一 1 列 , 第 x 一 2 列 加 到 
第 x 一 3 列 ,…, 第 2 列 加 到 第 а 列 ,得 到 


0 -1 Ü 
c= |: ` Г 

0 -1 O 

0 ... ... Ü 


ПО ОАР ЕЕ С ВФЕ тапЕС = z — І = галка Г 
ВТА, BBR 1.2... п 一 1 行 爹 加 到 第 x 行 , 则 [有 4， 
В) 


1 一 : 91 

B.y] = : 

[В.У] | ii a ® 
й … 0 Ü atta, 


由 于 方程 组 Н fE BJ ЗЕ ЕРЕ rank A = rank[ А, 
ВТ. rankA = гапк[ A, 8] 的 充 要 条 件 是 al + a; + 
=з 一 & = О, НЮ О АЈА PER a+ 


az= ва, = 0. 


Ear + ay +" +a, 二 0 时 ,由 心得 到 


rl -] al 
1 _ 1 |» 
В.У) = э 
| 1 一 Та 
lo 0 = 00 


ЖЕТВУ 2. 一 1 行 加 到 第 1 行 ,第 3,…,n 
-- 1 行 加 到 第 2 行 ,…, 第 nn -1] 行 加 到 第 一 2 行 , 则 
Ж БЕГИН, y] 化 为 
[C e] 

| 1 


LD) 。 КА p: Ü J 
МШБ [С,Е1 为 塔 广 矩 阵 的 线性 方程 组 为 


41 = Tn 
Туз Yr 


由 此 得 到 


= ap tag + T tn |, 


[ri = аркар + T ú, | + Za 
Ja = аз + + da-ti + нз 
m" = 43-1 + Уа 
因此 方程 组 DO 的 通 解 为 


Gí + qa + ou + du-i E Xp 


41 
üa + + 如 nr-1 + Ta 
К 
к = . = 
| Ян. 1 E En 
T, 
y 
a+ = і Яд | (1 
аз 十 + n-i | 1 
= + x, : l, 
йу | || 
\ 0 


其 小 +, 是 独立 参数 . 

3.2.5 #А = (а) п х (2 + 1) ri Pk ip ЕЕ, 
+ = (Tl, da En + | RAE. ER: 
次 线性 方程 组 Ar = 0 的 通 解 为 
r = (= 1" 


ар ар Hl] рв Яр. н+і 
420 an Qa 在 rt 42.3+1 

> kl 
Gyl dpl dy. 1 Hyt] Banail 


;=],2,- n +1, 
其 中 上 是 任意 常数 . 
Ш х» BRAE ми 1 时 ,4 = (ару, а), 
А rankA = LAH at a TESE. ШР Аг 
Ta 


一 _ _ J _ 2 _ 
= (ami + а.г = 0, 一 — ell 一 t. В 


得 cl = taaa =— lap. О л = 1 成立. 
现在 设 结论 对 n- 工 成 立 ,下面 证 明 结 论 对 ”成 
立 . 此 时 齐 次 线性 方程 组 为 Az = U, 其 中 系数 矩阵 及 
= (а,) ЖАЙРА. AMEE А 0 1 (анар. 
al 是 非 零 的 , 即 apoa rainn PEN 
零 ,为 方便 起 见 , 相 妨 设 an > 0 HEE A 的 第 1 行 


乘 以 - = 加 到 第 i 行 ,i < 2... , 则 矩阵 À 化 为 


ат ёр ар, а+і 
0 bp Бэ +1 
0 бз Banti 


Ж by = а Su 2in2 LSE 
Ë 11 

В = (IS iS п.2 3 п + 1. БРЖЕ НАЬ, 

是 行 潢 牧 的 ,由 归纳 假设 , 齐 次 线性 方程 组 By = 0, у 

= (ast) 的 通 解 为 


а 一 《一 1)%-1-% 


bx 777 бз, Pro? Daal 
ba by, hasz бз, +1 
| > 
! nn 
| bai By, Dait Ba, asl 
r= 1 ,2, ,7 @ 
Hi 
bn Бъ, бз Бэ зї] 
Буу Раг 53.2 D3.ya41 
б} Эр b, 1+2 бл +1 
йаңа “Ча, 
а» 一 а a3 T au 
231915 ау}, 
_ ав аң qa, 一 an 
Aaa аа 
аһ2 ш ап а ш аң 
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a Чррй 1,.+2 а AHi, n+l 
2.1t2 一 3,ntl 一 
р) ĉi, 
ЕТЕР: AILAI, n+l 
чз, ш аи n+ аң; 
Ы L 
н191.:+р dañ, ai] 
Qa. 12 一 а Qy, mi. 一 a 
qu дуу * йр; 010142 ар, atl 
_ (aa an аз; 279.17 Al, yil 
le Gal `" Ga: Hyt Gay atli 
+1 
ra = "(= чө, 
ап dia U бу, 81.42 U 1,1 
азр @ўз t @2, Ga an T A2, n+1 
Ы 
dnl Чар “* dm Gril sr fly. n+1 


(= ],2, n. 


将 上 式 代 人 齐 次 线性 方程 组 Az = 0 中 的 第 一 个 方程 
+ аата = 0, 得 到 


йл 十 ar; + 


n 


l \ 
хр 5- 了 


dll -1 


=—t 


0-1 ац 
ар ар 7 ар 21,62 СС рон 
072] Сз: 2, 2 + 2 n+l 
Яр Чир U Ga Фа 2 77 ntl 
di Чур аш ALitl Si, +2 aj, a+ 
dti 412 Чы latl 10117 Ят, ліі 
аур A Az; ў] (y +2 Az, a+ 
da] быз TU Ял itl nt 
= Ü. 
将 上 述 行列 式 按 第 1 行 作 Laplace 展开 ,得 到 
并 十 二 
210-017 
an Hl] 0+1 7 @l,a+i 
ад 2 rel “з,т+1 
x 0. 
aal üna- nrrl ар, дъ] 
ы 
DO О! а, 
71 


1 
Е 1) +0 Чу+1 


Яп, п] 


а Hl Aion dinti 
421 Azo- 82,.+1 d? atl 
x< 
алі Aypi] dadl {йк }1 
п 
= D6 la 
' 1 
ац d|, lnot? Ч1,н+1 
o |8#21 A 2, +2 位 2，m+] 
КА 
村 
|a 7 da +2 Gn, n+l 
Гар 413 1 n+1 
an an 2. n+1 
ЕЕ ац a 
del Чаяз Ян tL 
将 上 式 代 入 各 ,得 到 
1з й 13 ЕСТУ! 
_ dn 923 qq2.,n+l1 
zy = (= "lz " 
Hn | 
这 就 让 明 , 齐 次 线性 方程 组 Ах = 0 的 通 解 有 具有 有 题 示 
的 形式 . 


Ж ”由 于 齐 次 线性 方程 组 Ar = 的 系数 矩阵 A 
的 秩 为 = ,而 未 知 元 xz1,x2，… rtn 的 个 数 为 n+ 1， 
因此 方程 组 Ar = 0 的 解构 成 的 解 空 间 是 1 维 的 .再 
注意 到 式 叹 . 易 知 方程 组 Ax = 0 具有 一 个 非 零 解 .由 
此 即 可 证 明 3,2.5. 这 里 采用 好 纳 法 和 竹 阵 的 行 的 初 
等 变换 ,尽管 所 用 篇 幅 较 长 , 却 是 容易 想到 的 . 

326 W AR#3RIB 3 DJE PEEB н > n | m x p 
MEBE,X Emx p ЖАРЕ. A: EBE hi АХ = В 
有 解 的 充 要 条 件 是 rankA = тап А,В], ЖР [А 
В] # ЗЕ A 和 B НЕТА Е. 

Ш ав = [Appl 3E 8 E EBE Ё 
第 了 列 形成 的 mr 维 列 向 量 ,j = 1.2. . p. ли X = 
,9pj ,其 中 避 是 矩阵 X AB IERA n E 
„р. 考虑 矩阵 方程 
[В.В]. 


[ауар , 
未 知 列 向 其 ,7 = 1,2, 
А [а.а] = 
j = 1,2," P. 
现在 对 } НИЯЗ ШЕННЕ ЭУ Alaa] 
[8 . Bl 有 解 的 充 要 条 件 是 rankA = rank[ А 
BB]. 当 j = 1 时 结论 显 热 成 立 ， 因为 矩阵 方程 
И Аа, = {8 ,这 是 通常 的 线性 方程 组 . 设 结论 对 7 – 
1 成 六 .考虑 和 矩阵 浪 程 A[ai,…,a] = 8,816 
有 人 解 的 充 要 条 件 基 和 矩阵 方程 A[a1,…,a-1] = СА, 
,8-1] Ж Аа, = 8; 都 有 解 ,由 归纳 假设 ,使 这 两 个 
矩阵 方程 有 解 的 充 要 菜 忻 是 ,rankA = тапк А, й, 


=B al MlrankA = тапк А, 8 1.30488, 0.0... 
В, УНН ë: A 的 列 向 其 的 极 太 线 性 无 关 种 基 组 钱 
性 表 出 .办 此 тапка — enk А. у, B. ]. ВПТ 
a 也 成 立 - 

Ë 从 3.2.6 的 证 明 可 以 独 出 , 解 矩 阵 方程 AX 一 
В 可 以 归结 为 解 思 个 线性 方程 组 Ag, = B. = 1.2, 
р. РЕ РЕВЕ УРЕН ВНЕ. Н, 
ХЕТТА ЕЕ БЕЗ E E ЖОН ФЕ B. 


3.2.7 ЖИЛ AX = 万 的 所 有 解 ,其 中 
| 2 -3⁄ [1 -3 0) 
А=]з 2al. R- É 2 7|, 
2 -1 0 lÚ 7 8) 

m X E3 ЖАГУ. 


解 EHTE AX = BHS EPRE 


т 2 -3:1 -3% 
[A.B = 3 2 -4:10 2 中 
l -1 ош 78 


HELA, BR] 的 第 1 行 分 别 滋 以 ~- 3, — 2, 并 分 别 加 到 
2.3, ЩА, ВЈ 
1 2-31-30 
0 -4 57 H 7 
0 -5 6 8 [3 8 
ЫЕ ЕЁ Ж З ЯЕ А - 1 加 到 第 2 行 ,得 到 
A 2 -3 1 -3 0 
0 1 -1 1 -2 -1 
Ü -5 6 8 9 8 
ТАРЕ ARRI 2115Ж — 2,5, Р М] 
第 1,3 行 ,得 到 
l 1 
-2 -1|. 


(J 0 -1 3 
0 1 -1:-1 
00 1 3 3 3 
HF 一 先 阵 的 第 3 行 分 别 加 到 第 1.2 17,199] 
| 0 0:6 4 5) 


0 1 012 L2. 

й 0 1 3 3 3 
СРНГ Rb ËF ËJ E BE; EE- iB E£ Jy ЖЕ |F] 
ЖЕТЕЛЕ НЕЕ У 


6 4 5 
х = |2 1 2|. 
.3 3 3 
3.28 Ж ҤЕ ЛЖ XA = В, 
5 3 1! -8 30 
al ! 一 3 -2!,в- -5 9 中 
5 2 1} 1-2 15 O 


Ж ЖЕРЕ FE XA = НАЈ Saj ЕЕ ,得 到 
BEBE E A'X' = В. 显然 这 两 个 年 阵 方程 问 解 .后 者 


ннн А,В] = ГА | a ERLA B 
行 行 的 初等 变换 ,相当 于 对 忽 阵 | 全 进行 列 的 初等 
变换 .因此 方程 XA = BOETERS] o | ñ a 


жиш Em А | 进行 列 的 初等 变换 . 现在 将 
=й 


5 3 1 
t -3 -2 
-5 2 1 
А )= „н 
в 15 
-8 3 0 
-5 9 0 
-2 15 0 


ВУЗ ЯЕ – 5. – 3, 并 分 别 加 到 第 1,2 列 ,得 
到 


0 0 1 
| l 3 -2 
-10 -1 ] 
_ 8 3 0 
-5 9 0 
2 15 0 
БН 2 ПЗЕ — 10,1 ,并 分 别 加 到 第 1,3 绚 ， 
得 到 
0 0 l 
19 3 1 
Ü -1 Ü 
~ 35 3 3 
95 9 9 
— 152 15 15 
用 - ү; Жаред 1 321 481 
0 0 1 
1 3 ] 
0 - g 
2 3 3 
5 9 9 
8 15 15 


Е-Е 1 列 分 别 乘 以 一 3, — 工 ,并 分 别 加 到 第 
2,3 列 ,得 刊 
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以 上 一 年 阵 为 增 广 年 阵 的 矩阵 方程 与 原 方 程 XA = 
B 同 解 .因此 原 矩 阵 方 程 的 解 为 
l 2 3 
4 5 6 
7 8 9 
求 矩阵 方程 AXB = C 的 通 解 ,其 中 
2 -3 1 9 7 6 
A= |4 -5 2 1 1 2|， 
5 -7 3 [ 1 1 
2 0 -2 
С= AB 12 91. 
23 15 1⁄ 
Ш “xB = Y, 则 AY = C HA EEA 
2 -3 1: 2 0 -2 
4 -5 2:18 12 9. 
5 -7 3:23 15 И 
ЖЕ А,С)]Ж11тл ЖШ — 2, — 3, 并 分 别 加 到 
第 2,3 行 ,得 到 

| 2 -3 1. 2 0 站 

0 10:14 12 B). 

| 2 0117 15 и 
E-HARS, 一 2, 并 分 别 加 到 第 1, 
3 行 ,得 到 


x = 


3.2.9 


‘B= 


[A.C] = 


1: : 
0: 14 12 13|. 
-1 0 0'-11 -9 -9 
EERI 3 41381 ЕТЕР: RA 1,3 
行 , 得 到 


= kr 


-1 0 0:-JI -9 -9 
010: H B 13|. 
001 22 B 19 
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用 -1 彝 以 上 一 矩阵 的 第 1 行 ,得 到 
1001 9 9 
010.214 12 з 
0 0 1:22 18 19 

由 此 得 到 , 抢 阵 方程 AY = САЖИ -i 
1 9 9 
14 12 13 
22 18 19 
上 再 求 矩阵 方程 XB = 了 的 解 .其 增 广 矩阵 为 

9 7 6 


Y = 


14 12 13 
22 16 19 


жр |}, ав 1 ЖИЗНИ - 1, = 1, 并 分 别 加 到 第 
2,3 列 ,得 到 
© -2 -3 
1 Ü ] 
1 Ü 0 


il -2 -2 
14 -2 -1 
22 -4 -3 
EERS 2 列 乘 以 - 二 ,得 到 
9 1 -3 
1 0 1 
10 0 


11 1 -2 

14 1 一 1 

22 2 -3 

一 矩阵 的 第 1 列 减 去 第 3 列 ,得 到 
12 1-3 

| 60 1 

10 0 


13 1 -2 
15 1 -1 
25 2 -3 
再 将 上 一 矩阵 的 第 > 列 分 别 乘 以 - 12,3, 并 分 别 加 到 
第 1.3 列 ,得 到 


б 1 Ü 
0 0 1 
1 ü0 Ü 
1 1 1 
3 1 2 
1 2 3: 
对 调 其 中 第 上 列 到 第 3 列 , 得 到 
'1 0 
Ü 1 O. 
0 Ü 1 
1 1 1 
1 2 3 
2 3 1' 
ТЕ Б XB - Ү.А AXB = 已 有 具有 唯一 解 
i| 1 1 
Х= |l 2 | 
2 3 1 
3.2.10 ЖН ЖМ АХ = ВЕЕ, И 
2 -3 2 3 
А=', МЕ ü F М; 
E BARKE у 
2 -3:2 3 
[A.B] = у -6}4 ө]. 
其 中 第 1 {тж Б] - 2, 加 到 第 2 行 ,得 到 
f -3:2 3] 
0 oD 01 
HI rank A = rank[ A,B] = 1. 6 3.2.6, 73 ЕЕ 
Е.А 
[2 -3 |" хо. 2 3 
10 М Taj хэ] |, М © 
与 床 方 程 同 解 .由 32 得 到 
ИШ 一 З. = 2, 
"2712 392 = 3, 
解 之 得 
ү = ] 十 БЕРЕ 
хр = > + З 12: 
因此 原 方 程 的 通 解 为 
f 3 | 
yx = ТЕУ 3 togta: 
| TH T24 J 
f З | [3 т" Д 
lo 0 | 1 1)+9 zz 


其 中 Capa ta 是 任意 常数 . 
3.2.11 求 矩 阵 方程 XA =- вА, Н 


3 6 2 4 
А = P al в - |; И! 
# ЛЕВЕ HER 5 


3 6} 
4 R: 


f . 

9 18 

将 其 第 1 Ж ЗЕР -2, 加 到 第 2 列 ,得 到 
3 0 


. д 
由 此 可 知 ,rankA = mnk| ]= L, tE rE 
有 解 , 目 与 
xii oj= [s o] 外 
FE ATEO RE 


[3zi +420 - 2, 


[3221 + Ary = 9. 
即 
_ 2 
= 3 3 Tiz 
Til 一 3 一 3 Кар 
因此 原 方程 的 通 解 是 
2 _ 4 
ки М 3з 3732 тр 
x = “|= 
tar 52р; 3 EEE гуу 


- 


r2 ты 4 
Bpr uki, 


其 中 rrn 是 任意 常数 ， 


3.2.12 RTEA > АА УА: 
ба Ü : 0 | 
0 Ü as 0: 
(1 A= {ене 
: 0 0 д йз-1 
a Ü 0 … 0 


Кф aparen а, ДАЕ; 
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[0 1 = 1) о 9 o + 
10-1 | fr 
(2) A = : 1 
бөөн 2 0 0 D 
1 1 ... Q) 2 ! 
(Í + a) 1 ИП 1 A = D L... 0 0 
q 
1 1 + 1 
(3) A= ， ©) 上 
1 
l l Тва, 0 n Z 0 
(1 2 3 a-l n (2 n x 2л ЖЕ 
E 2 п-2 no-l 0 1 bo 00 Q 
(АЎ А = | нне 101. 1:019. 0 
|3 4 5 1 2 TA l= 1 1 O 1:001 0 
解 CD ATEH ,矩阵 方程 AX = I, RAR 1-1 0 0 00 l 


1 --- А 
АТК L hn 阶 单位 方 阵 .而 方程 AX = J， 的 第 2.3,…,nm 行 全 加 到 第 工行 , 并 将 第 TAA 
的 增 广 年 阵 为 [4 ,已 ]. 由 于 方 阵 生 可 道 ,因此 方 阵 4 1 
可 以 用 矩阵 的 行 的 初等 变换 变 为 单位 方 阵 . 所 以 ,如 n 
ЖЕРГ ЗЕР ГА, 1,7) 经 行 的 初等 变换 变 为 -1 ,B] 时 ， ] 1 il а 
ШИЕ БЕЛҮ АХ = 点 与 矩阵 方 阵 上 X = BAR, AN 


X = B = 4A-!. 这 表明 ,只 要 将 wx2x ЕТА, 1,] 进 ото г 0 
ТЕРЕНИТЕ у n x 2н ВЕЕТ, В |10 : 0 O | 
B 即 是 .A MEHE. ы, 
k ; 147. 
{© a 0 0 1000 I e lizo ЛТ? ni 
D 0 a Ü :0 1 + Ü Ü _ 
| а оа o 2-2. 1 
LÅ h j= a + a п-1 n -—-1 n-i 
0 Ü Ü ... ал100 0 К 1 0 pesee 
la 0 0 000901 0 ор. n 2 
_ 1 \ HL 一 оп—-1 n —1 
BERU i = 12. n НВ ТИНИН — 再 将 第 2,3,…,n 行 全 加 到 第 1 行 ,得 到 
行 ,得 到 | 0 E 1 ,1 
f : 1 : n-l n-1 # 1 
1 Ü Ü ... u Ü Ü 1r 0 а 0— | ... о: l п _ 2 И 1 
г i п-1 n-l n 1 
0 10 e Ü:— 0 -- Ü D нөн ннн ыы. 
aj : 
: | l 1 п — 2 
0 D l- 0:0 Pa оф ИЕ 0 0 = ВРЕ 
n 将 第 2,3,…,n TARA - 1 ,得 到 
: nn-2 _1_ o 1 
000 1:0 0 Z 0 0 0- Ti wa n-i 
i : d n — 2 l 
因此 0 1 0: н 1 Е п і n — 1 
: 1 1 n-? 
10 0 ! n = 1 n-i a-il 
于 是 
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n-i no-l n=1 | 10 ajat и|аз5 ай 
1 _ m” _2 КЕ _ 0 1 N" _ 1 975% -1 _ _ 
А! = rm- 1 н = 1 п 一 22015 020935 Alr 
| o A у _ a? - 
Ca- z] n 1 оо i- | 
(3) 将 n x 2n kB |: ада |5 лй: aq d, 2 
(liar 1 1 1 Ü | [а-а il 1 1 
аў 41803 aa, 
1 | + ea 1 0 i 
1 l- 255 1 
ПОНИНИН [унин ннн нысын А 1 -— — 
| A 三 一 2281 ul 2281 
1 1 =- liba 0 01) 5 
的 第 7 行 减 去 第 1 行 ,? = 2,3,…,n, 得 到 | 1 l- ao 
ta 1 Ii 10 б аа аа; а 
一 at аз 0 -1 1 0 (4) 将 n x 2n ЖЕЕ 
a ни | 1 2 3 nn-l я 100.. 0 01 
Loa D o all Ü е 1) n 12… и-2 я- 1:010 о 0 
A т ` ` = | `". 一 = : en 
将 第 ; жш. i = 2.3... n AA п п 1 n-3 n 20 0 1 0 0 
1+ 1611 0-0 | 3 45. l 2 :000. 1 O 
a qo pi- b 0 2 345 an 1 000- 0 1 
az | © | 的 第 1,2,…,n -1 行 全 加 到 第 行 ,得 到 
ПРЕ ee 1 оз nl „100 0 0 
a ау... | : _ 1 Ü эе 1 н 12... n-2 n- 1:0 10… 0 
аһ ' ilp йл : 


， ni ml n-3 n 2001-0 
HARU- 1. = 2.3... n AMAR 141 ,得 到 ОНЕ 


ms 0016-190-056 1] 3 452 1 2 00010 
„21 92 a, : 
| : j s s 80 + s 111: 1 1 
ара 22 +i 
a n o 其 中 := (TI AR i MAB -11i = 2， 
3," n -1,4 n FRU HE 
а . 1: 1 1 5 
0 1: _ Ü 
й, ' п аһ 
1 1 Fa l шы 1 2 тпт-2п-1 xi 1 Ü соод 
[#1] = — p — + + —, 1 以 一 , 1 
Ан: ау а. био n-1 —1 -E -1-1-1 120 D Ü 
i p gH 1..2 | -tal -1 -l-i 0-10 0 O 
| араз араз Has РОА НА 
- _ 1 -1- 
-Stio =E + 0 1 15а -1 9 ° кы 
2 ! 2 2 BJ _ lll 
a ! ! l 1 1 & + å ` Ж} 
j- goe 1: _ 1 Ü ... 1 | ] 
а, а 2, 把 第 = 行 加 到 第 ; 行 ,然后 将 党 i TR i 2,3, 


SGRI- Y 加 到 第 ; 行 ,， = 2.3， sn 得到。 一下 НАВ c], Jl: 
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1 2 п-1 n 
1 Ü 0 0 
0 1 0 0 
В ~ МОРРО + 
0 0 1 j 
1 1 1 1 
1 0 0 Q 0 
l-:1+ 1 | 1 1 1 
ТОШ ТИШ; Hs опу hs 
BJ 1-51+5 1 1 1 
C- ns nN W Ns AS ns 
L +1 1 1-sl+; 1 
ns ny ns ns ns ns 
| 1 l 1 1 1] 
š š s 5 sS s 


将 [HC] 的 第 5 行 碱 去 第 2,3,…,n 一 1 行 ,然后 将 第 


i TA- (í — D 加 到 第 上 行 ,; =: 2,3,0, 188] 
oo -0 1L 1 1 КА 1 1 1— +1 
пх му Hi пу пе пъ 
10-0 piz l+s .1 ... А. l 二 
от лу пу ns m Ri ; 
01.90 + I= lts 1 1 
ns о п» ns Ns ns 
üe- 0: fAA= 1 1 1- ғ 113 [1 
ШТ ns ns п пу нз 
oa 1:223 1 2 2 2-, 2 
пг ns пх ns ns п 


100 {1—4 1+› 上 1 1 
| Юз a Hs Hs Hs 
0 1 0 D: 1 1-;1+› 1 1 
a m оп пе нх 
001-0: Ñj L disle 
L s опу ns ns ms 
009-1 1+ + 1 Д 1-5 
ns м л m5 ns 
于 是 
A = 
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ns ns ns ns 
L 
ns 
1 l-s 1+ 
Ms ms ns 
ТОЕТ 
Ms ns ns ns 
3.2.13 a BERE 
afl- a) ~ ajaa ` — ара, 
À = 一 4541 ail 一 аз) e. 一 8583 
一 Aa] 一 2523 ` a, (1 = an) 


何 时 可 道 .在 方 阵 A ШАН ЖЛ А 的 道 方 阵 ， 
Ж ”将 nx2n EBE 


[Ah] = 

fal- а) — ajg '| aq |a, 10-0 
~ asa, а@а(1-ау) оза, 01-0 
一 аа — aaa ` all = a, 00.1 


的 第 2,3,…,n 行 全 加 到 第 1 行 ,得 到 
aill- s) aal- 5) + akl- ғ) :1 1--:1 
- азар azl- аз) — aya, 01:0 


-aai ааз "9,01 a O01 


其 中 * matar + ar. 当 1-s 关 0 时 ,用 
乘 以 上 一 矩阵 的 第 1 行 , 得 到 


.. l l .. 

ti az fn -slegs t-s 
一 azu a2(1 一 ax) ua. 一 mG, Ü 1 ü 
= адр T ddia "al a} Ü Ü 1 


.1 _1_ A. 
12182 7 акт. ]—х 1— 
: 42 az Ча» 
.. Н + Ше 
0 a 01 — 5 l 1-5 1- $ 
ГА ОИСИ | 
a a а 
0 Q . i ті m H ] + С 
бат, 1-s -s 


将 第 2.-…,; TARRA - 1 全 加 到 第 1 行 ,得 到 
.. ' в» a, i 1 
Ü ау 0 т^ іт Г; 
| ч а a 
1 - п — u . m 
(Ü Ота Fs үтү Uli 
Baja s 全 不 为 0 时 ， я ss ЛТ. = 1, 
2," , n ,得 到 
[ех + e I _ 
! Оа) 1-х I-a 
: ] 1 -3 + do 1 
| les 4361-3) 1 = 
ар: l -i š ,1=з+а„ 
оз ту [Гу аат) | 
REH aa. a, І ауаз 一 G, аЛ 
ОШ, A TE, HHA 
АЛ! = 
1+ i 1 I 
2) 
l 1 1+ —° | 
l- s ? | 
| 15 
| 1 1 ] 十 "a 
3.2.14 ЖЕР АКДИЛ АС! 
{1 1 l | 
tljA= ,1 Фф W oB о 91,0? = 1; 
p w wt] 
1 2 -1 0 0 о} 
\-1 2 -1 0 ol 
(2) А = 0 一 1 2 1 ПЕ 
| Ü 0 -1 2 -1 
ü 0 ] 2 


8: (D HF oè = LEA E о, На коз 
1= 0,162 一 一 《tw +1). ҮЕ 3 x 6 SEDE 
Ll 1:1 00 
[Ab] |I в 2\10 10 
l o wd 01 
8582.3 {Ту Е 1,2 行 ,得 到 
[ 1 I ; 1 0 
0 ш-1 2-1-1 1 ol. 
lo wlw - 1) o w Ü _ 1 |) 
TEH — a 加 到 第 3 行 ,得 到 


1 1 1 :1 0 O) 
Ü ш-1 2-11-11 | 


w 0 3ш ` o a 1 
第 2 行 除 以 w — 1,%#31ТБЕШ 3, 
1 1 dl; 1 0 0) 
: | 
01 -erh Z ñ 
боло о Š 
第 1 行 减 去 第 2 行 ,得 到 
o ej z -р 0 
0 1 -i 一 (| 
озо о + 
第 3 行 分 别 乘 以 ee” ,并 分 别 加 到 第 1.2 行 ,得 到 
oag уз 
0 10 $ а. ш 
пот gg 
: 3 Е 52 
因此 
l 1 1 
КР ш w 
ll o ә" 
(2) 5 x 10 3 F 
(2-1 0 0 0;10900 0) 
|YÇI 2 -1 0 0091009 
| 0-1 2-1 00100 
| 0 0-1 2 -1l:0 0010 
0 0 0-1 200001 
的 第 i 行 加 上 第 i + 1 行 的 2 售 ,: = 1,2,3,4, 得 到 
(0 3-2 0 012000 
-1 0 3 -2 010 1200 
0 -1 0 3 -2:00 120. 
0 0-1 0 300012 
0 0 0 -1 200001 
第 3,4,5 行 分 别 乘 以 3, 并 分 别 加 到 第 1,2,3 行 ,得 到 
0 0-2 9 -61236460 
I 0 Ọ -2 9:0 I! 2 3 6! 
0 -1 0 0 400121 3]. 
0 0-1 0 3000912 
| 0 0 Ü -1 200001 
第 4,5 ITARA — 2, 并 分 别 如 到 第 1,241,184] 
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0 0 0 9 -1:1 2 3 4 -4 з 4 2 2 L 
Ë 0 0 0 50123 4 6 6 6 6 6 
_ : 4 š 6 4 2 
So pongz a ESES 
и ar 13 6 9 6 3 
0 Ü 0 -1 2:0 обо 1 "е 6 6 6 5! 
95179811 9 Wwa 1 行 ,得 到 2 4 6 B 4 
0 0 0 0612345 6 6 6 6 6 
-1 0 0 0501234 f 2 3 4 5 
0-1 0 0 4100121 3 3]. 6 6 6 6 6 
0 0-1 0300012 ФІ 90 = 1,w 关 1, 所 以 w= ш,ш = ш?, 
© 0 0-1 200001 wf = 2 Е, 3.2 140) в, 
第 1 行 除 以 6, 得 到 1 
0 01112 3 4 5 4 FAAA" =3l = A'A, 
:9 6 6 6 6 其 中 А? 是 4 И. 一般 地 说 ,对 于 n 阶 方 阵 
-1 050 1 2 3 4 1 — 1 
Ü … 04: 0 0 1 2 3 2? 和 一 
0- 03i0 0 0 1 2 | ° œ И 
: = 2 4 2(т-1) 
0…-12 0 0 0 O 1 л=п e ы ° ' 
第 1 行 分 别 乘 以 ~ 5, - 4, - 3, -2, 并 分 别 加 到 第 2， , 
l шт! 20" 1) КА а") 


3,4,5 17.189) 
EP в” = 1,0561, ИҢ АА" = nh = АА. НЙ, 


1 
1 2 3 4 5 maa -= ТА", 
09 0 0E ç 6 6 $ в E2 321402) f 
- 注 2 在 3.2.14(2) rh, 
-1 0 0 OD 2 4.32 1 ' 
6 6 б 6 5 4 3 2 1 
0-1 0 00—— 0 - 3 -2 |. 4 5-1) 205-2) 245-3) 2 
6 o ç 5 А! = 1 3 205-2) 35-2) 35-3) 3|. 
0 0-1 00-6-6767 6 ж 2 2(5-3) 3(5-3) 4(5-3) 4 
2 4 6 8 4 1 2 3 4 5 
0 0 0 10-2-4684 
б 6 6 б 6 对 阶 方 阵 
2 -1 
fr ,得 到 . 2. 
{543 2 1 А = .. . 
10000. 6 6 6 % : 
: = 1 2 -l 
:4 8 6 4 2 
01000 E 6 6 $ -1 2 
:3 6 9 G 3 有 
0 O 1 DO оз е é 6 51. лса, 
ооозо2 4 6 8 4 Е 
б б 6 6 б 
:1 2 3 A 5 n aol no? е 2 1 
00001 5 6 6 6 6 п-12М(п-—-1)2(я-—2) 2.2 2.1 


由 此 得 到 n-22(n -2)3n -2 3-2 3.1 


2 2.2 32. (п 1) 26а 1) 1 
1 2.1 3-1 +з(я—1).1 n 


3.2.15 BA = (a,) Ж я ИЧЕ ЗЕ, Вр а, > 
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0,1= js n. ВЕБЕ A 的 每 个 行 上 所 上 有 元 素 之 
ЖО, К = agt ap tont aa Ll, i= 1,2, 
езп МЕНН: EEE L. -A TE, Н КОЕ, А): 
也 是 非 负 的 . 

证 ”对方 阵 的 阶 数 n 用 归纳 法 . 当 n = 1 时 ,A = 
[an] аууб, = a < 1, NE 1- ар > 0. ЯТ 
h-A=[1- an] 10, Ra N (T — А)! = 


:了 一] 足 书 负 的 .现在 设 结论 对 л 一 1 Prisa 
设 条 件 的 方 隆 成 立 .下面 证 明 结论 对 满足 题 设 条 件 的 
п ПАРЕА 也 成 立 . 

由 于 方 阵 A 是 非 负 的 ,因此 an S< R, < 1, 所 以 
] — a > L. Jr Ek: 


{l-au -ag 215 
— а ] 一 aa T Alp 

I, _ A 
T hal T ay? 1 аһ 


ИВ п RUTES MAB Т, г 1,2,6, 1, 
即 有 


41 
1 Ü 0 т 
nn 
0 1 0 2n 
l _ аһ 
Т-А) = 
Ü 0 Чи {уя 
1-а 
о 0 Ü 1 
í I _ _ 911. 
антра 
лг? 
— ax — 231021 
zi l- а 
a nl -ln 
n-1,1 | — йн 
— fp 
а 
nl 1-а ü 
яя 
“n n lty 
= 83 n. -1 = 1 一 а Ü 
шт, 
_ _ Чн,л-1@н-1,ҥ 0 
@к-1.а-1 l-a 
тт 
ойл l 1 一 ЕРЕ 


“л Оа 加 到 第 ; 列 , = 1,2,…,n 一 1, 妈 
有 


Чү» 
1 Ü Ta 
` (I - A) 
` Ял-1, r 
0 ! L ` Aym 
0 Ü 1 
1 Ы 0 0 


x 0 АЫ 1 0 


， üni aa Uya і 1 
[1 一 аы ] 一 аш 


1 一 bil 一 bi,n-l 0 1 
sr Ü 
一 ба-ла м. 1 = [rp 0 
0 ° 0 ] 一 tm 


EE b, = а + EAS ijn- LEB = 
(a). TIR b, 220,806 0-1 -1 EAE. E 
的 第 i 行 上 所 有 元 素 之 和 为 

Ба T ba + + b,a- 

一 (ад + а, +e- + 4,3-1) 


а 


| 1 一 а (ат | 上 “十 GQ, n-li 


= К, T д + r= (R, _ аы) 
一 а, 


= Кз 122-01 - Ra). 

由 于 an 220,1 - а > 0,1- R, > D, PFL! 

Š) + bi +- + bia- = R, < 1,7 = 1,2,---,н 
-_ 1. 
因此 B Phi E B S IE n — 1 ЧЕТА ТРЕ. AA 
iz, L-1- Ва, AHATE G- В) ЗЕ 
H. EER DAWAR n- 1 4T.n — ] 列 构成 的 
TAER La- B AKER OJH, r 1„- A É 
可 道 的 . 式 各 两 端 取 过 得 到 

l © 0 01 
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бА 1 ву! 0 | 
0 T an] 
因此 
] 0 Ü 
{ A) = Ü 1 0 x 
aal Sanl 1 
l = Aim 1 = а т 
1 0 = 
tr 
ü ну! 0 | . 
—1 
0 Га) lo 1 e 
1-а,„ 
ü - Ü 1 


上 式 右 端 二 个 二 阶 占 阵 都 是 非 负 的 ,其 乘积 也 是 非 负 
的 ,从 而 (六 ~ А)! 是 非 负 的 ， 


3.2.6 K n ИЕ 
0 1 t. Ü 
А 一 0 0 ... 1 
1 0 … 0 
的 特征 多 项 式 ,特征 值 和 特征 向 量 . 
解 ЛЕ A 的 特征 多 项 式 为 
À —1 0 ~ 0 
0 à -1 - 0 
detal, - A) = коз зо: 


0 Ü з À -i 

— | Ü ... |... À 
HE ЕДА", = 1,2,… n ААЛ #185 n 
行 , 得 到 


det( AT, — А) = : +з Ээ, 0 
0 онад -1 
А®-1 0 … 0 0 
= А”—1. 
因此 方 阵 A ЕШ 2 l,a ш”, е, ал E о" = 
lo = 1. 
上 面 求 方 阵 А 的 相应 于 特征 值 t ПРШ ГЕШ, 
即 求 齐 次 方程 组 
tafl,- A)r 
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w 一 1 
Tı 
= Ë =0 ® 
j " 
一 | wt 
的 解 . 该 方程 组 的 系数 矩阵 的 第 1 TRA a 加 到 第 2 
行 ,得 到 
a —1 
2 0 -1 | 


a КУ 
21 
-1 O "A 


PIPRA at WARI, o n — ТТАР a MI 
到 第 x 行 , 得 到 


— 1 
wt 一 上 
ын — 1 
0 ә. оозе 0 
即 齐 次 方程 组 O 化 为 同 解 方程 组 


аду — х7 = 0, 
otri- = 0, 


Kw 一 -rn = 0. 


=I =I 1 

Жу оёх wt 
r= = А = | 

А а" e, аб") 


即 方 阵 A ВНЛ РЧА аб 的 特征 子 空间 ( 即 所 有 
特征 向 量 与 霍 庙 量 构成 的 集合 } 是 1 HEB), НЕШ оь = 
(Lat, o Ey АЕ СВГ 内 是 特征 子 空间 的 一 组 
3.5 = 0,1,2,…,r 一 |， 


3.2.17 R n MEE 
CCeoyeaty a,-1) 
an аур as Cr-2 dl 
Hn] äg ü й,-3 G,-2 
пу 3 йа йй Ai 
аң аз йу j йу—| an 
的 特征 值 和 特征 向 基 . 


Ñ пЕМЕРН ЕЕС (арата, 1) 是 由 它 的 第 
] 行 所 决定 的 ,第 2 行 是 第 1 行 的 元 素 右 移 一 步 得 到 ， 


第 3 行 是 第 2 行 右 移 一 步 得 到 的 ,等 等 . 易 知 3.2.16 Е l | ze | | 


R n BJA 是 一 个 循环 广 阵 , 即 有 A = C(0,.1.0. |1 w a e ш 
0). ig H x l 2 wt ... ТЕТ 
Савар a1) Е : : : 

= agh, t аА + аА + + a a A'T, [ро ml еп р. аби, 
юл) = agt ар + aga? +e + ap ru l, ГЕ) 
Clapar ran 1) = РСА). | Fiw) 
这 表明 ,任意 -个 n MRO Clapa sapa) 7 | 
都 可 以 表 为 方 阵 A Ha- RETA. mMer E AR fe С!) 
1 次 多 项 式 f(A) 是 -个 阶 循环 方 隆 .因此 方 阵 1 1 1 з 1 
A 称 为 基本 循环 方 阵 ， l w ac e а! 
H 3.2.16. ЖИ y Ë A 的 特征 值 为 1,w， x af ИС ади 
а? Еа? = 1,071, А а = (1,0, КО : : 
еза DE 是 相应 于 特征 值 w 的 特征 向 量 , 妈 有 1 a адо ty 
Ав, = аа. A Аа = oa Üs b =< — 1,05 由 于 Vandermonde 行列 式 
Is n 1. 1 1 1 = 1 
因此 1 в а? о а”! 
Clapa sa, (ak 1 a? wt .. gpa D 
= ауа, + añay, + + a, A" la, 
= ара, + арабдар + U` + a, иш" to | j anl aD 2. w] 
= {ag t aja + s + apga Dt) = П (а w) 0, 
| = Кагы = 0н. ар 所 以 Ds < у н-1 
这 ж АҢ, /(1).f(e), Ca" 1) 是 人 1 1 1 l I 
ал) 的 特征 值 ,而 a, En MIAE С (аот, | „? ar! 
a, 的 相应 于 特征 秆 a AHERE. = 0,1, n 1 a f СИТ 
_ 1. А 
Ë MADAHA, | : 
| (1 al wD) шб 
ап а 2-1 ой ao а] 22-1 
ыл 2324 М da- 
йр Ы ai 
a, Ga- AG | бн) ар с ау ар 
бо ] f 1 [| 
， 1 w 2 а! 
= а) a в бузуп l Xil ® аб ттт 
СЕТ p atl 201)... g 
因此 О) 
ару а йв 1 _ fo) 
da-l М 
al Fla!) 
a o a, a и. БИРЕЛҮЕ Саз а a, D 相似 于 对 角 方 


3.2.18 È n 阶 实 方 阵 
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ОТА 


аар сш) а 


ШКЕАК ЖН МУ T REE RAE [786 , rR ауаз, 


с.а. DEA 0. 
E ЛЕА 的 特征 多 项 式 为 
де AT А) 
A- at - ааз 一 az, 
— азар А - а 一 axa, 
—a G А-а? 
FE n + | 阶 行列 式 
1 aí о аһ 
Я] А 0 0 
Р) = a 0 à % 0|. 
а Ü 0 — À 


第 РЕЗ = Q; —-1 加 到 第 z іт. ғ = 2,3,5, я + 1,18 
到 


1 а 23 a, 
Ü А-ат -aay = 410 
ФА) = |0 - азар А-а 一 аза, 
ИЕС 
Ü -adi - 92 А-а? 
= det(ÀI, — А). 


А (А) 的 第 了 +1 行 乘 以 - 5, = 
1,2, е, n ,然后 都 加 到 第 1 行 ,得 到 


Е Ма 0 0 0 
гі 
(А) | й] À Ü 
F Е @2 0 
Bn 0 0 A 


= АА - Уа). 
因此 方 陈 A МНЕ ЗЭ dalh A) АА 
= Уа). РЕ A 的 特征 值 为 0, Уа, фа 


征 值 0 的 重 数 是 xw 1, 

方 阵 A 的 相应 于 特征 值 0 的 特征 向 量 x 由 齐 次 
线性 方程 组 Ar = 0 所 确定 . 记 o = (apanta), 
MM A = aa! .因此 Ах = co = 0. УЛАЗЕ а ,得 到 
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‚| 
(апаўа к = (> а(алач + ах; + нах.) = 0. 
г] 


ШШ арту + agra + + а„г„ = О. aar зч» 
Жа 2 ВТЕ a, >= 0. PE 


+ = - 1, Н fi-l, баі 2. 
7 а; 1 а, 1-1 а, АД) а, п" 
因此 
0 
| х] 
1: 
TI 0 
. 0 
-1 0 ` 
1 + 0 
х 一 1 = a; 
a Уау, ті аз 
f рг 了 ` КУ 
а, 
н 0 
En 0 0 
0 0 
0 0 
+j- +1 
X+] 
+ + a,.1 + а, 
一 一 一 
a, 4 Til 
0 Ü 
0 Ü 
Ü 
0 
йн 
— "т 
++ а" 
Ü 
Ü 
La 
1 0 
0 : 
: 0 
0 1 
= T} _ al + 和" + Tl | 
d, а; 
0 0 
Ü 0 


0 Ü 
Ü Ü 
dl аһ 
+ ral а. |+ ETa I а 
1 0 
0 : 
: Ü 
0 1 


` 4 ， 
记 Е, 一 ‹0,--,0,},0,-,0)°,Й E Taed = 1з, 


i-l +1, п 是 齐 次 方程 组 Ax = 0 的 基础 解 系 ， 
即 方 阵 4 的 属于 特征 慎 0 的 特征 子 空间 是 nx 一 1 锥 
的 ， 


最 后 求 方 阵 A 的 相应 于 特征 值 >'o; 的 特征 向 


жаз = Уза}. 考虑 齐 次 线性 方程 组 


т uyd 
ЖЕЕ ВОН РЕНЕ 1 FRA 
2,3,---, п, ЕЕЕ 


一 ааз 


а. 


2 加 到 第 i 行 ,i 
i 


s — а — 182 т а Чу 
s{i — ai 一 аў) Sardy 
0 5-а 75-а? 
1 š ai 
0 ааз als- al- ai) 
s-a} s = a$ 
- A, му af А z 
第 i TRAUSTI, = 2,3,…,n ,得 到 
— pa? — _ — 
à G| чар djaz Qjp- 
3 
Ü s—al- at - ааз 一 asa, 
0 -azaz sabo alas C asas 
2 
0 T 4,03 T äta es- ај a 
£= П 2302 0А 
第 2 Е 4 加 到 第 ; 行 ,i = 3,4， sm， 
` 17 82 


аё 


2 i= 3,4,5, n 4al 


a= a s — 31 
然后 第 i ITEL a 
опу 


sd — 21822 T @үйя-ї -7 аа. 
0 У а] — 43 一 4282-1 еза, 
0 0 一 da-i аза, 
| Ü 0 = алда s Ñ al — aŠ — аг 
如 此 继续 即 可 得 到 
和 aq - aca, 
Ü з-аї- аў — азад — аза, 
0 0 ~“ — азар 030, 
t-I 
1 
Ü 0 一 Sal- ала 
一 上 


0 0 з 0 0 
以 上 一 矩阵 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 的 第 = — 1 
个 方程 为 we: = -iarcr, 由 此 得 到 ,2 = 28 
= t, BP х, = а, 1,5, = ad- P n - 2 
(аё + at)r,-2 — аза, 12-1 283 = Ü. 
Жк, у = а, rt z, = аш МА 82,5 = а, оғ. 
此 继续 . 证 xo = ayt, 二 人 ad .将 它们 
代入 第 一 个 方程 

(aft a$ t + аду = ajar n 


— арал, = Ü, 
即 得 x， = a1t. 因 此 相应 于 特征 值 > o 的 特征 向 量 
是 


其 中 上 是 任意 非 零 的 数 . 

Ж ”在 求 广 阵 及 的 遍 守 特征 值 0 的 特征 向 其 时 并 
未 使 用 和 矩阵 的 行 的 初等 变换 ,而 是 充分 利用 方 阵 A 
可 以 分 解 为 列 向 量 a УТТЕ а 之 积 这 一 特点 .这 就 
简化 了 计算 .因此 在 解 题 时 不 必 拘 泥 于 一 种 方法 . 择 
简 使 的 方法 向 用 之 ,是 十 分 重 棵 的 . 

3.2.19 设 3 阶 实 对 称 方 阵 的 特征 值 为 6,3,3， 
且 属 于 特征 值 3 的 两 个 线性 无 关 的 特征 问 量 是 оу = 
(= 1,0,1), = (1,-2.1). RARE A WE FEE 
ЇН о 的 特征 向 量 和 方 阵 А. 

Ж а= (zitz,x3)' 是 方 阵 及 的 属于 特征 值 
6 的 特征 向 量 . 依 题 意 有 

Аа, = Jej, 
К = Заз, q 


As; = баз. 
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FE Ami = Заза, aAa = бааз. 前 一 等 式 取 转 
E., jH Fk A ВХ А], (а%Де)' = 
3 国有 = атау = ehea. RE Baia; = 
бааз. MT oje; = 0. 8, abe; = 人 .由 此 得 到 
|` rí + .wr3 = 0, 
| rio hast дз = б. 
解 得 
tp 一 fa, 


ta = rj. 


即 力 程 组 19 的 通 解 为 


Ж о 一 (1.1... 


由 式 9 得 到 
3 Ü Ü 
Alajar] = [ai,aa a |0 3 0|. @ 
00б 


容易 验证 ,a 02:63 BAEZ, ДЗВЕ [а i, es. as] 
пух РКИ СРЕ р x 6 ER 


Elaia ea] : da] 


-1 11:1 00 
=| 0-2 11:0 1 0 
1 11001 
的 第 1 行 加 到 第 3 行 ,得 到 
-1 11,10 o) 
0 -2 1:0 1 O|. 
o 22110 1⁄ 
第 21939 LAMMAS 1,3 行 ,得 到 
3: 1 
-1 0 И > 0 
0 -2 1:0 1 0 
0 0 31 1 1 
第 3 行 分 别 乘 以 - A,- 4 ,并 分 别 加 到 第 1,2 行 ,得 
到 
[ 1 l 
= 1 0 0 > 0 -3 
1d 2 1 
0-2 0 - 3 3 3 
Lo oz тп 1 
第 1,2,3 行 分 别 乘 以 -1, - 二 ,二 ,得 到 
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I 1 .. 
100-5 O z] 
] 
111; 
010 6 ` 6 
ji 1 1 
бооз уз 
即 得 
1 1 
-3 05 
К 1 1 l 
[ai .а2,а3)] = s 3 rE 
Ófa 1l I; 
3 з 3) 
由 式 加 得 到 
А = 
1 1 
-3 05 
-1 1113 0 
D -2 1||0 3 去 - ++ 
i 1 0 0 
1 131 
3 3 3 
4 i] 
= |! 4 1l. 
1 1 4 


注 BHn BARA 的 x CREEA An sAn» 
求 方 阵 A, 称 为 特征 值 反问 题 , 它 是 矩阵 论 研究 的 一 
个 重要 课题 . 

3.220 设 C 人 是 所 有 2 阶 复 方 阵 构成 的 4 维 复 
В, НА = | I ,| C22. 定 义 C22 上 
AREER i F RHEE X E С??,® SA X) = AX. 
确定 线性 变换 ВЈ Ker 及 其 维 数 dim Ker. 

Ж ЖЕЎ, REER R Kes 为 

Kera = |X € CAX = 0!. 
即 Ker. РЕ AX = 0 的 解 空 间 , 即 其 所 有 解 的 
集合 .将 方程 AX = 0 ВЖЕ | 


А-а a 


的 第 1 1ТЕ 4 加 到 第 2 行 ,得 到 


Belg ol 


方程 AX = 05 BX = 0 同 解 .由 
l -1]| zu р 
BX Е Ë |" “j 0 


и 一 je 


得 到 


Ж\2 一 这 种、 


内 此 方程 АХ = 0 的 通 解 为 


[zu za [ra ол» 
x — i = 


Lra ra Ғәр 472 


_ [1 | 的 0 | 
Ll 1410 rd’ 
其 中 су. г» EE ИЖИ. 即 有 
| i 
Ker = IË 1 W; ? Jenze Ci， 
HEF C АИЗО HF Ker (IRR Sh р, 
zy, ТД dim Ker z = 2. 


S 3.3 Меж 
标准 形 

征 阵 在 各 种 等 价 关 系 下 的 标准 撒 理 论 足 矩阵 论 
和 线性 空间 理论 的 核心 肉 容 . 在 建立 矩阵 的 各 种 标准 
形 理 论 时 ,和 矩阵 的 初等 变换 是 重要 而 基本 的 工具 ,在 
ТЕ ВЕ 0 ВНЕЛЕ, РҮШ А ШЕ -种 党 用 的 
基本 方法 . ЖОНЕ] Е КЕ НЛ ЧЕ ЖЕКЕ ЕЛЕЕ 
Е РА Hermite ЕЮ, E Th zÑ РЕЧЕ КР 
Smitk 标准 形 ТЕЛИ КЕ Jordan В JE ШАБ 
РЕА РА. 


3.3.1 ЖТА A 的 秩 rsnkA. 
[2 -1 3 -2 4 
tD A= |4 -2 5 1 2), 
2 -11I 8 2) 


(1 3 5 71) 
41; 
5 1 -1 了 | 
(13) А—'а„],Җ Та — a 17. =s n H 5 
1= < = т.а, = р.а, z 1.2... n. 


解 О) By ЖҮЗ A 的 第 1 列 ,得 到 


(1 -1 3 -2 4) 
B= |z -2 5 i 7j. 
ll -1 1 R2) 


RE ВИЗ 1 AIL, - 3,2, -4, 并 分 别 加 到 
第 2,3.4,5 列 ,得 到 

го 0 O "] 

c=] 0 -1 5 -1 

10 -2 19 2] 

EECHER I AEL- 2. 一 1, 并 分 别 如 到 第 2， 

3 行 ,第 3 绚 分 别 乘 以 $, - 1, 并 加 到 第 4,5 列 , 得 部 


|! 0 ооо 
О = :0 -1 0 Üj. 
lo ) -2 Ó 0 


НН НЕ РТ 2 ЖЕР3 #J 3 5 2 Fr EL 2 加 到 
第 3 行 , 然 后 用 - 1Р5 2 3) , B ll 


ЖЕ E ВНЕ А 在 相抵 下 的 Hermite 标 准 形 ,其 秩 
гапкЕ = 2. 由 于 矩阵 的 秩 在 矩阵 的 初等 变换 下 是 不 
蛮 的 ,因此 rankA = rankE = 2. 

(2) ШЕ A 的 第 工 列 分 别 乘 以 - 3, -5,1, 并 分 
别 如 到 第 2,3,4 列 ,得 到 
1 0 0 p 
2 -7 -13 6 А 
5 -14 -26 р) 


Ж B 0035 2,3,4 列 分 别 乘 以 - h,- р ,得 到 
| 


B= 


t O O [í 
2 1 1 1. 

5 2 2 2) 

Б С INARA — 1, - 1, 并 分 别 加 到 第 3, 
4 列 , 得 到 


С = 


1000 

0= |2 100 

Ë 200 

ЖЕ DRS 11т ЖЖ - 2, -5, 并 分 别 加 到 第 2， 
3 行 , 再 肯 - 2 乘 于 第 2 行 ,并 加 到 第 3 行 ,得 到 

1 0 O | 


Е = {0 1 0 © 
тооп 
矩阵 E ВРАНА 在 相抵 下 的 Hermite 标准 形 , 易 知 
rank E = 2. FJ rankA = rankE = 2. 


(3) 相 据 题 设 条 件 可 以 确定 矩阵 A 为 


| 1 2 3 nol n 

2 2 3 n-li n 

А 3 3 3 п-1 » 
п-1 g 


+ н. п Мын т н 
Ж A 的 第 : 73810 1,5 117,2 = x 一 
ia - 2, 1,15 Ж 


11 2 3 = n- | axa 
| 0 D ` Ü 0 
110 Ü 9 
В = od 
il 1 i 0 0 
li i] 1 0 


和 矩阵 BER + ТЕ – 190286; 9); = 1,2,…， 
x ,得 到 
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f-1 -1 _1 -la 
1 0 0 о 0 
0 1 0. о 0 
C= 
`. 0 0 
0 0 1 0 


Ж C 的 第 x 列 乘 以 -分别 如 到 第 1.2,…,m 一 1 
列 ,然后 第 ， 列 乘 以 一 ,得 到 


0 6 1 

1 D 0 

D = ， eooo 

о 1 0 

再 将 年 阵 DA a PSR 上 列 , 得 到 
1 0 + 0 
SEEE 
Ü Ü з llnx n 


ЖЕК E Р А ER Е Hermite 标准 形 , Н 
rankE = n, EE rankå = rankE = w. 

Ж ”用 渡 阵 的 初等 变换 求 矩阵 的 秩 时 ,不 一 定 要 
JERE Hermite 标准 形 ,只 需 化 得 的 矩阵 能 够 容 
易 求 出 其 秩 即 可 .例如 在 !1) ЧЕЖЕ ЕЕ А 北 成 矩阵 C， 
ERE 的 秩 易 知 为 2. 于 是 即 得 mmnk4A = rankC = 2. 
又 如 在 (2) 中 矩阵 A ЕВЕ C, НЕ ИГ ЖП rank A 
= rankC = 2. 其 次 ,对 矩阵 A 进行 初等 变换 ,可 以 用 
和 矩阵 乘积 表示 .其 根据 是 , 设 > >x n EREA W Hermite 


наве = | % нЕт 


гапкА . 则 存在 可 道 m PAREPA Hn HAE, tE 
得 PAQ = Е. РАГУ ЕВГЕ! Ж D 8 1 ШТ 
БЕУ EI MIRR) RER А 一 个 初等 方 阵 相当 
ТУРЮ A 进行 一 次 行 ( 或 列 ) 的 初等 变换 , 因此 
PAQ = 五 表示 对 矩阵 4 经 过 有 限 次 行 的 初等 变换 和 
列 的 初等 变换 蛮 为 闯 . 记 
A L, 
B= ñ 0 | 

其 中 9 是 n x m PER. I 

Р OJA Iro 0 

о ое i r] 
РАО Р Е P 
-| a ol le ol 
这 说 明 , 如 果 对 矩阵 B 的 前 xm 行进 行 行 的 初等 变换 ， 
并 对 和 矩阵 日 的 前 # 列 进行 询 的 初等 迹 摸 ,使得 其 中 m 
x п Ж A 化 为 Hermite 标 准 形 , 而 其 中 m Wr k u 
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EE L. УР, п MERTE (rB Q WI P ЖДО В 
把 矩阵 4 у Hermite ЈА BJ ЕЕ. 
3.3.2 PRSE ER 4 , 求 可 逆 方 阵 ЖП 


入 ,使 得 РАО 为 Hermite 6. 
1 -2 011 -4 
2-4 320 2 
WASI O 1 1 11 2° 
-1 -1 -304 ?| 
(2) А = 
n+l 2 3 no-l n 
| 1 п+17 3 пе an 
1 2 п +3 п-1 n 
1 2 3 э 1 Е 
8 (эс 
l -2 D 11 -4: 1000 
2 -4 320 210100 
0 1 -111 -2i0010 
-1 -1 -30 4 2:00 01 
в= |1 0 ооо 0 , 
0 1 оосо Qi 
0 0 100 0: 
0 0 010 0i 
0 0 001 Q: 
0 0 000 1 


其 中 未 写 出 的 元 素 全 为 0. 上 矩阵 呈 的 第 1472503811 
一 2,1, 并 分 别 加 到 第 2,4 行 ,得 到 


1 -2 01 1-4 1000 
0 0 30 -2 nisa r 0 0 
_|[0 1-11 1-2 0010 
Ç=” о -3 -31 5-2 1001 
了 6 : 0 J 
ЖЕЕ С ЗТЯ 2,3, 并 分 别 加 到 第 1 行 和 
第 4 行 ,得 到 
10-23 3 -Bi 1 


0 
00 30 2 10:-2 1 
р!) 1-1 1 1-2: 00109 
[00-64 8-8 10 
ls : 
жЕ D 的 第 2 行 乘 以 2. 并 加 到 第 4 行 ,得 到 


10 23 3-8 1020 
00 30-2 10: -2 100: 
А O 1 —1 1 1 -2 001 0: 
7 |00 04 4 1132 3 1; 
Г, 0 ! 


RF ER arj,- 3, – 3,8, 并 分 别 加 到 
第 3,4.5,6 Fl, МЕ ЕА. -1 一 1,2, 然 
后 分 别 如 到 第 3,4,5,6 列 ,得 到 


100 0 00. 1020 

ооз о 2 0. 2100 

ото о 0 о! 001 O 

0 00 4 4 10-3023 1 
F= |1 Q 2 -3 -3 B 

0 1 1 -I -1 2 

001 о оо 

0006 1 оо 

000 о то 

ооо 0 0 1:' 


ВЕРБ Аа — 1, 一 3, 并 分 别 加 到 第 5， 


6 列 ,得 到 

(r = 

гоо 0 0 0 1020 

ооз 0 -2 101-2100 

ото 0 о 0 0010 

000 4 0 01-3231 
4. 

102 3 0 17: 

ота -1 0 5: 

оол 0 0 0 

ооо 1 -1 -3 

ino 0 1 0 

шоо о 0 1: 

яе G 098 з РИШ, - 00 ,并 分 别 加 到 第 5， 


6 51], 19:31 
Н = 


о > = н 


0 
Q 
0 
0 


=> — — © 


Ü 


Ü 
Ü 
Ü 


h > — = 


0 0:102 0 
0 0:-2 | 0 0: 
0 oio ото 
0 0:-3231 

4 31 

3 3 | 

2 _25: 

3 3 | 

2 10 : 

-3 | 
1 -3: 

1 0 : 

0 1: 


ж H ВОЗ З.А 列 分 别 乘 以 本 ,二 ,并 将 第 2,3 列 对 


调 . 得 到 
J = 


Ü 


Ü 
Ü 


Ü 


i 


2 
0 
5 


> =. Ф Ф 


Ü 


0 
0 


0 


[ 一 


| С шы 


= > = 


2 


0 о 0.1 0 2 0 
0 0 0:2 100 
0 о 0n010 
1 0 0.5231 

кюн | 

: | 
4 _3. 
3 3. 
2 25. 
3 3; 
2 Bi; 
0 3 3: 
1 _ _ - 
4 -1 3, 
0 1 0 
0 0 l 


矩阵 /中 西北 角 4 x 6 РЕ УЕ A 的 Hermite 标 
准 形 .所 求 4 阶 和 6 ТТ y£: P ЖО 分 别 为 
1 


N 
o 
pi’ 
1Ì 
3 4 3 
0-4 3 73 
| _1 2 _25 
4 3 3 
2 _ 1 
0 0 5 3 
l ü_ _ 
0 + -1 3 
1 0 
0 o0 1; 
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A L- _ _ 
ож! ас 
п 1, п 2, 2, 45 | 


В = 
{н +1 2 好 一 二 л! 1 ü 0 0 
-n n 0 D:-1 1 0 0 
0 0 n Ü 0 0-11 
I, : 


矩阵 号 的 第 ; 列 加 到 第 ?+ 上 列 ,) -1,2,…,n 一 2, 得 
到 的 皂 阵 记 为 忆 - 算 阵亡 的 第 7 列 诚 去 第 =” 列 ,7 = 1， 
2,…,n 一 1, 得 到 


(2) (2) (2)" (2) nil ооо 


01- 1 1 0 --- 0 


0 -a 0 0 010-110 

D 0 -rne 0 010 0-11 
D= | aaa ынын. ， 

1 1 1 Q 

0 1 1 1 0 

0 0 . 1 Ü 

-4 -1 ет 


其 中 | 个 不 同 物品 取 个 的 组 合 数 .矩阵 D 


02) 


的 第 # PLE — ,并 加 到 第 у 列 , 得 到 
Е 一 
0 0 Ü wlot 
= я 0 0 0:-11 0 
0 -a Ü 0:011 
i 1 1 O 
Ü 1 1 E 
Ü Ü ө 1 D: 
2) б) G) 
1-4 1-24 2. р р 
н N" 7 r 


ERER 0-1. S2 n- LRA- -L ЭНЕ 
第 x PREISS ! 列 ,得 到 


258 


1 0 Ü Ü р 0 0 
o a 0 boba o 
0 0 1 0 10-2 -十 
下 | 
0 1 i 1 ! 
Ü 心 наана { 
оо = 1 | 
r 2 ny 
n п 
EBR ОИЕ РО aA 
L Ó 0 
т 
BJ _ 1 
P= | n п 0 ， 
o 1 l 
n 1} 
0 1 1 
Q=10 0 ... 1 | 
5) (2) 
1 1-42 21-42 
я Fi] 


注 “对 给 定 的 第 阵 4 ,使 得 PAQ 为 Hermite 标准 
ЖАЛАН ЕНВЕР, Q) 并 不 唯一 . 
333 8 


4 
1 
nE 


= > U. 
+ 
== 
= 


АГА) = 


22 43 
ЖФ А378 (0 (А) = ranka) k А) Юа 
ДМА min (А). 
Е А(А) 的 第 1 行 分 别 乘 以 -4, -7.- 2, 
并 分 别 加 到 第 2,3,4 行 ,得 到 
( 3 1 1 4 
А-12 0 6 -15 
-20 0 l0 -2350 
-4 0 2 -5 
Ж ВСА) 的 第 4 行 分 别 屠 以 一 3, -5, 并 分 别 加 到 第 
2,3 行 ,得 到 


BA) = 


3 1 1 4 
A00 0 
С(А) = . 
ооо 0 
-4 02 5 


年 阵 C) 的 第 2 列 分别 磁 以 - 3, — 1, - 4, 并 分 别 
加 到 第 1,3,4 列 ,然后 将 第 3 列 分 别 乘 以 2， 3 ,并 分 
别 如 到 第 1 列 和 第 4 到 ,得 到 

r0 1 n 0 

DIAJ = 000 . 

nowo 

\0 0 2 O 
BAH А, Өф тип А) = 3; ЩА = OB#frankD( A) 
= 2 I£ minta) = 2. 

3.3.14 ЕҢ: x a BARE rank A = 1 的 充 
要 条 件 是 ,存在 m Ж йн ЖЕЕ ЕЕ Ын Me 19 A 
= af ah g e B 的 转 置 . 

证 ”必要 性 ,由 于 гапка = 1, 所 以 A 有 是非 零 年 
阵 .因此 А = (a,) 中 必 有 有 非 零 元 素 . 设 a, Z 0. 如 果 
i= l, = LA an0, MA - 22 ЖЮ А В 


#11 


І 行 ,并 加 到 第 i 行 ,i = 2,3,… н, ДИВЕ А 化 为 


[au #12 7 21 
Ü _ чн? 02191. 
dn б q2, 
dil ац 
B- 
I 
D _ 1912 КА 16015 
2 уп 7 
äl ail 
由 于 rankB = rank A = 二 ,所 以 矩阵 
dga 8421215 
“юр T la 一 
tIl 111 
人 一 | 
21812 Gal], 
дш 一 и ват T 
ац “11 
уо, - 4:191 
的 秩 为 0, 从 前 CEFER. AH а, — IT = 0, 
lI 
Чаң е o = o 
a, = 7,2% = т, = ре п. FE: 
" 
fan au Aln 
А 271912 uzlin 
ам а a 
11 LI 
А = 
1812 СЕ 
| Erl e Too 
dt d&il 
й 
_ рй | aya аи | 
z= an’ ац 
| 
аы) 


ia = (anan U a 8 = lı 如 位 ы. fan } , 则 


an `en 

A = аб: 天 1 天 1, 则 对 调和 矩阵 贞 的 第 1 行 和 
第 ; 行 以 及 第 1 列 和 第 ; 列 ,得 到 的 矩阵 记 作 B. ЫШ 
B = PAQ 其 中 Pi MQ, 分 别 是 对 调 m 阶 单位 
方 阵 二 ,的 第 1 行 和 第 i 行 以 及 对 调 阶 单位 方 阵 I 的 
第 1 列 和 第 ; PS 207 ИНЕ B = (b) PI 
Ж bu = üy = 0. 由 前 面 的 证 明 ,存在 m ЖЯ EAE 
零 列 向 量 o Me EE B = PAQ, = af. РЕА = 
(PheiQnei = (PaK Q A OEE Pi — Ins 
91, = h) На ЗЕ, ПР, а 0,5 91 
ЖЫЛ a 的 第 1 行 与 第 ;i 行 和 对 调 8 的 第 1 行 与 第 j 
行 得 到 的 列 向 量 , 因 此 Р, MIQ, ñ 是 非 零 的 .这 就 证 
明了 必要 性 . 

充分 性 , 设 a = (array, a.) 8 = (Ву, бз. 
bn’ H a, 76 0,5, = 0,П A = а. Вр 


ai aib аё, \ 
A = азбу аэ agba | 
2,51 a, b; Anthy J 
EBE 4 的 第 i HRD — 2, ЗР k Tk = 1,2, 
到 
0 з 0 о 
0 0 0 
В = аф, аф, аф, 
Ü Ü 0 
0 `+, 0 э. i} 


由 于 ab, = 0, тапКА = rankB = 1. 这 就 证 明了 
充分 性 . 

3.35 如果 m X n ERA RIE rankA = т(ш 
7), 则 矩阵 A 称 为 行 ( 或 列 ) ҮЙ ЖЕН. 证 明 ; 对 于 
rankA = г т x n ВРА {ЕК m x r РЇ ЖЕҢ 
R fir хоп ЕЕ Т, А = FT. 

Ж ”因为 rankAA = ”因此 存在 m 阶 和 n 阶 可 道 
和 矩阵 рО, 18 


ИТ 


Р) [1,.0],.,0. 


СТРА 


І, 
тк = P| | ST = [4,0]...Q, 则 mx r ER 


MEF 


` L А . 
R EË т x, r 矩阵 |, etis kaqsi 


) 
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I 
的 . 因此 rankR = шк | = r, HË rankT = 


rank 1,0] = +. EN ®ЮЯ ТИНЕ >; x r КЫ 
x n 行 满 秩 年 阵 ,日 A = RT. 

Ж 将 mx n РЕА ЖН УЛА ЕК 与 行 满 特 
ЕРЕ TARR, Ж ИН 4 的 满 牧 分 解 .因此 结论 3. 
3.5 称 为 窍 阵 的 满 秩 分 解 定 型 .在 论证 俱 阵 的 一 些 合 


题 中 , 满 秩 分 解 定理 是 很 有 用 的 . 
3.36 ЖОШ A 的 满 秩 分 解 ,其 中 
6 031 
A= Ë -2 6 O 
(2 2-31 
(А h _ _ 
й жй о ji 第 3 行 减 去 第 工行 ,得 到 
6 0 3 i: 1 00 
4 -2 6 0i 0 10 
B=|-4 2-6 01-1 01 
l; : 0 
矩阵 H 的 第 2 行 加 到 第 3 行 ,得 到 
6 03 i; 1 00 
4 -26 0 0 1 O 
C=10 00 01-1 1 1]. 


ГА | 0 
矩阵 己 的 第 4 列 分 别 习 以 一 6 -3, 并 分 别 加 到 第 1， 
3 列 , 然 后 将 第 2 ЗДЕУ 2,3,. 并 分 别 加 到 第 上 ,3 
я ,得 到 


ШІРЕНЕ 


P=] i p 00: 
2 1 30: 

0 0 10: 

0-6 D 31: 


Ж D HOSS I FIRAS 4 Ура PRSI - 请 乘 以 第 2 
行 ,得 到 
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10 0 O: l 0 0) 
от о 0o о -+o 
2 
00 0 01-1 1 1 
Е = | 
бо о о 1; 
0 1 3-2: 
00 1 ө: 
1 0 -3-6: 
则 
1 о 0 то 0 1 
РАО = |o -aap 3 2 
2 00 1 0 
-1 1 1 10 -3 -6 
1 0 O O 
то 
оодо 
TE 
1000 
А= Р 010 097! 
0 0 O Q 
1 001 (1: ооо 6 0 1) 
_ -2 1-3 Ü 
-oot ool! 0 
1 213 0 0 0 O Lo оо 
1 осп 
(Нш: 
0100 
1 21 
6 0 3 1 
ү 
оого 
1 0 0 O 
бә) >a] 
| 21-72153 0 
其 中 
i ù 
ee 
1 2 
分 别 是 列 满 秩 和 行 满 秩 的 ， 


Ë ”从 解 3.3,6 可 以 看 出 , 求 秩 为 :的 mx x nw 
阵 4 RARD- E RE: (1) 对 矩阵 
A I, 
[ 0 | 的 前 m 行 与 前 wn 判 分 别 作 行 和 列 的 初等 变 
A 1, 


换 ， жан л 了 人 为 | Р, Же z = 


LL 0 
p ТЕА ЖЕЙН 下 的 Hermite 标 准 形 ;(2) 由 


L 2 А 
PAQ = ЕЖА = (Р ' Dog i) EBE 


A PITRE. ТЕШЕ HAERA REHE 3.3. 5 Н} НЕНӘ, 
ERPE. HRK. EHH A ШИЙ К А = RT 
P EBEIBOR.T) 并 不 唯一 .可 以 证 明 , 如 果 A = 
RT = RiT ЖЕ A 的 两 个 不 同 的 满 秩 分 解 , 则 存 
ЕЁ п) Ер, = тапк Wi R = КР, Т = 
PIT .最 后 应 指出 的 是 ,3.3.4 R 3.3.5 0-19 
例 . 困 此 以 后 再 十 明 3.3.4 时 可 以 直接 引用 满 秩 分 解 
定理 3.3.5. 

3.37 ЖФ x ВА = (a) 中 每 个 元 素 a, 
都 是 整数 , 则 А 称 为 整数 矩阵 . 如果 n MAEA 的 行 
HAFT ЕТА 称 为 么 模 秆 阵 . 证 明 ,对 于 给 定 т 
х п ЖЕЛАЕ m Biin Er Z ЖЖ ГЕ Et P KO, E 


得 
d 0 o) | 
O а, 0! 0 

ma= | Ç Q qJ | Ф 
| Ü ,| 


其 中 ,dz2,…,d, ЖЕ к = rankA Н d, 14,1, 
i = 1,2. e,r 1. 

Ш НАРА, XH n BEDER, 的 第 ; 行 和 第 
АВЕ Р, Ж---1- Z 5836 бОЕ EE; 对 于 整数 
arn ПЕЈО, (а) = L, + aE, ШЕЕ 
BEIER E, 是 (i , 门 位 置 上 元 素 为 [其 他 元 素 为 和 的 
n ARS зу п. 另外 ,两 个 么 模 整 数 方 阵 的 
ЖАЛАА: Ж ОЕ, Ж ЖЕЕ БЕКИ ENEA 
RRR EE. ERA, Пр АТ ОНАЈ) ЯЕ 
已 某 个 整数 a 片 加 到 另 一 行 { 或 列 》 以 及 对 调 两 行 
{或 列 ) АЈ АРИ Р m x n PRERA 化 为 形式 并 
即 可 . 现 证 如 下 . 

ЭПА) тох т ЖЕ A ЕЛИ. IH tit А = 
(а) 非 零 , 则 存在 某 个 元 素 a, © 0. 对调 4 的 第 1 行 
和 第 ; 行 ,以 用 第 1 列 和 第 7 列 , 则 a, WEE, D 位 置 
上 .所 以 不 妨 设 al 天 0 ,其 至 ar > 0. 

БОСНЕ, ЖЕ АН ЖЫ КАНАТ |) 
以 及 某 行 (或 列 ) Ж Ж-О (о) 的 
初等 变换 化 为 奸 阵 BB = (6,), 其 中 511 >0,Н 6 # 
除 其 他 所 有 元 素 b, WERNER A 中 下 整数 a 用 归 
ME. Han = 1 时 结论 显然 成 立 , 现 在 设 结 论 对 an 
< k R. КЕЕН С ар = АЗЛ. Я ару E 
НВА о, ШИ ЕГ ЕУ. 因此 不 妨 设 存 在 某 
Tas BES au 不 整除 а. 


情形 l:i = 1,8 а, 不 整除 sl :由 Euclid 除法 ， 
а, = w+Tr 其 中 9 为 整数 , 且 r< en = k Æ 
RE A 的 第 1 列 乘 以 一 g 加 到 第 ; 列 , 再 对 调 第 1 列 和 
第 ; 列 , 则 矩阵 站 化 为 矩阵 三 = lup Жср = + < 
上 ,由 归纳 假设 , 算 阵 C АНЕ В = (Б), НОР 
bu >O Hdp dpl KiE m d Ey n AEA 
成 立 . 

情形 2;j 三 1, а, 不 整除 <. 此 时 将 情形 1 的 
证 本 中 把 列 改 成 行 , 即 可 证 明 结 论 成 立 , 

情 表 3:i 短 1,j 关 1, 此 时 a ERER А 中 第 1 
行 和 第 1 列 上 所 有 元 素 ,但 不 整除 某 个 不 在 第 1 行 和 
第 1 列 上 的 元 素 a; .由 Euclid 除法 ,可 设 al = ang, 
ад = anb tri g > АВО, 2 60р n 2 =< =< 
т. = A 的 第 111 - p 并 加 到 第 ; 行 ,i = 2, 
от AIAR — ç 加 到 第 ; 列 , ARER С = 
《co) ,其 中 第 1 行 和 第 1 列 上 除 c = an 外 其 他 元 素 
PEO ЕРЕ C Pe, 都 能 被 < 整除 , 则 结论 成 
У. с, 不 被 cl 整除 , 则 将 矩阵 C 中 第 i 行 加 到 第 1 
行 ,得 到 的 矩阵 即 适 合 情 形 1. 因此 结论 成 立 . 

AFHR A 已 经 通过 有 痕 次 对 调 两 行 ( 列 ) 以 
KETID 飞 以 某 个 整数 加 到 另 一 行 ( 列 ) ik yE E 
C = (c), ЖН сү, 整除 其 他 所 有 元 素 c ,1 所 i =n, 
1= u = n. Ë ca = CH Qich = cu b 2= тш m ,2 
=) = н. ЖЕЕ С 1 TE- ob 并 如 到 第 i 行 ， 
i = 2,77, т.а — р, Н, = 2， 
n MIERE СИУ 


си 0 0 “т D 
=ч — =, 
0 су en сз 
= яо чта сп алаңы ‚ 
— — — 
0 Ck блі U Сы 


м 
Же, 一 cy сред is т.255 S т. T с 


Го, В ср е, 2 S £ S< m.,2 s y = n. ЖШ BE 


— — 
Со U Ера 


Cy 
此 


ба = 


Catz АМ Cinn J 


重复 上 述 证 明 , 则 矩阵 С 可 化 为 
су 0 0 


Ü сыз U сы 
其 中 ci | coo, со 1 ALima] = n. WEHE 
2 TA EBE A 可 经 有 有限 次 行 ( 列 } 的 对 调和 某 行 
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(Sj) ЗЕЛЕ FIELA 一 行 ( 列 ) 的 初等 变换 化 
JEA T ER. 

Ë ERDF FHERR 4 doed, WAEREA 
的 不 变 因数 , AA, ЕЕК А1 Р 6 к, 
didro d, EIERE A 中 所 有 天 БЕА KAIN 
数 疡 .另外 ,矩阵 全称 为 整数 环 Z 上 加 xnr 抢 阵 上 在 
相抵 下 的 标准 形 . 

3.3.8 XJA n АУРЕ, 的 第 i 行 和 第 行 得 
FJA EF Р, HAS 1 КЛАРЕ, 1: = } ш пун 
РЕ г, (а) = 1, + aE, ЖЕБЕ 238426 kE ,或 平 
ЖЕ, ДР a 60,1= i>; пул Erik lu yE r, 的 第 
i TREFH o 得 到 的 方 隆 (в) 称 为 第 3 类 初 
等 方 阵 ,1 过 n Рот X nA, AP (РА, 
ЖЕ Р, т 阶 第 1 类 初等 方 阵 } УНА 4 的 第 
i ,7 列 ( 行 ) 得 到 的 方 阵 ;AQ(a) (8 加 fa)4 ,此 时 
Q. (a) Ет 阶 平 延 ) EER A 的 第 i 列 (第 j 行 ) E 
ШЖ а 加 到 第 ; 列 ( 第 ; 行 ) 得 到 的 矩阵 ;AP,(5) (或 
P.,(b)a JERI P (b) 是 m Br 28 3283726 ГЕ) 是 矩阵 
А 的 第 : 列 ( 或 第 i 行 )} 乘 以 数 户 得 到 的 矩阵 , 数 域 下 
上 所 有 阶 可 道 方 阵 的 集合 记 作 GL, (F) B F E 
所 有 行列 式 为 ] 的 я 阶 方 阵 的 集合 记 作 SL. (F), BE 
ЕҢ: 

(1) GL, (F) 在 矩阵 乘法 下 成 为 一 个 群 ,此 群 称 
为 数 域 F Ex 级 一 般 线性 群 ; 

(2) SL,(F) 在 年 阵 乘 法 下 成 为 一 个 群 ,此 群 称 
为 数 域 上” ЕНЕ, 

(3) Ж SL (F) 是 由 п 阶 平 送 生成 的 ; 

(4) WE GL (F) 是 由 平 延 和 第 3 类 初等 方 阵 生成 
的 . 

Ж (2 #А,ВЄС., (Е), B) A, BREF E 
n ВТГ PE, M detA 3 0, дегВ 50. At, det AB = 
detAdet H 50, АВЖ А, ДАЛП AB E GL (F). 
因此 CL, (F) РЕ ЯЕ E ТВО. А h P EE E£ 
的 乘法 满足 结 台 律 ,所 以 对 GL (F), ERRENA 
合 律 也 成 立 . XE AC GL (F),W| A уй, Hj 
AT EAA = I =A A, HELA у, BI 
A! E CL, (F). ШИЙ X, GL, í F) ТЕБ ЕЕ F 
成 为 一 个 群 . 

(2) FIRT ARE, SL, E) 是 -- 个 拭 降 乘法 群 . 
(3) 兵 须 证 明 , 数 域 下 上 任意 一 个 行列 式 为 1 的 
п ЙН А 均 可 者 为 有 限 个 平 延 的 乘积 ,也 即行 列 式 
为 上 的 万 阵 A 均 可 经 有 限 次 某 行 (或 列 ) 的 第 2 类 初 
等 变换 化 为 单位 方 阵 .我 们 知道 ,一 个 可 赣 方 阵 可 以 
经 对 调 两 行 ! 或 列 ) 的 第 1 类 初等 变换 ,第 2 类 初等 变 
换 以 及 某 行 ! 或 列 ) 乘 以 某 个 非 零 的 数 p 的 第 3 Ж 
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等 变换 化 为 单位 方 阵 .由 于 第 1 类 初等 变换 使 方 阵 的 
行列 式 值 变 号 ,第 3 类 初等 变换 要 改变 行列 式 的 值 ， 
而 第 2 类 初等 变换 不 故 变 方 阵 的 行列 式 的 值 , 因 此 为 
了 保持 方 阵 经 初等 变换 后 其 行列 式 值 不 变 , 我 们 可 以 
用 某 行 (或 列 ) ЖЕ) - 1 后 再 与 另 一 行 (或 列 ) 对 调 的 
TREERE 1 类 初等 变换 ,用 某 行 (或 列 ) 乘 以 非 零 的 
数 a 以 及 另 一 行 (或 列 ) ЖИД a -的 变换 符 代 第 3 Ж 


初等 变换 .注意 ,将 短 阵 | | | 的 第 2 行 对 以 


并 加 到 第 1 行 , 得 到 矩阵 | 1) шшш 


| 1 p x rill 
[i oj 的 第 1 行 加 到 第 2 行 ,得 到 着 阵 |。 | |]. 这 
说 明 , 某 行 (或 列 ) 乘 以 - 1 后 再 与 另 一 行 (或 列 ) 对调 
的 变换 可 以 通过 有 限 次 第 2 类 初等 变换 来 实现 . 又 当 


а Ü 
а 去 0,1 时 , 短 隆 | 5 -| 的 第 2 行 科 以 e 加 到 第 1 
1 a 1 
行 ,得 到 矩阵 | 。 -| .矩阵 | атая 
以 1 - a 加 到 第 2 行 ,得 到 短 降 | “ ， 
|, JASI ARAN? ti зани 


а 1 


‚|. EBE 


p ! | | яагаав тед 1 一 < 加 到 第 2 行 ,得 


到 和 矩阵 r, 这 说 明 ,年 阵 的 第 ; 行 (或 列 ) Фа АЖ 
СНУП) ЗЕ а 的 变换 也 可 以 通过 有 限 次 第 2 类 
初等 变换 来 实现 .这 就 证 明 , 行 列 式 为 1 的 m 阶 方 阵 各 
可 以 经 过 有 限 次 第 2 类 初等 变换 化 为 单位 方 阵 , 即 群 
SLn(F) 是 由 n 阶 平 延生 成 的 . 

(4) RANEH, n 阶 可 道 方 阵 可 经 有 限 次 第 2 类、 
第 3 类 初等 变换 化 为 单位 方 阵 . 由 (3) 的 证 明 ,矩阵 

0 11Fr-1 O 0 1 | 
[| Jl 0 115 Ë o | is тарая 
可 通过 有 限 次 第 2 类 ,第 3 类 初等 变换 来 实现 . 

Ë ”结论 3.3.8(3) 5(4) 是 典型 群 理论 中 的 重要 
定理 ( 见 华罗庚 万 哲 先 著 《 典 型 群 江 上海 科学 技术 出 
版 社 ,1963 年 版 )), 其 证 明 的 主要 工具 是 矩阵 的 初等 
变 搞 . 足 见 初等 变换 用 多 之 广 . 

3.3.9 对 下 述 3 阶 1 多项式 和 矩阵 4(4), 求 3 阶 可 
B À # mi (Е Play) A QORN PB 
Р(АЗА(А) СКА) ЗАРЕ А(А) 在 相抵 下 的 Smith 标 
谁 形 ,并 求 AG) 的 不 变 因 子 .行列 式 因 子 和 初等 因 
FH. 

А-2 -1 0 

G 4-2 -ił 

0 0 А-2 


(D A) = 


{2)А(д)— | à А-А 
1+4? А-А? 
АСА +1) Ü 0 1 
(3) А(А) = | 


0 А 9 . 
l 0 0 паз, 


A Í 
Е TEA | O авага -2 
3 
到 第 2 行 ,然后 用 4 - 238.882 17, Л зу, 


阵 | | 化 为 
h 0 
А-2 -1 Ü | Ü ü 


(А-2)? 0 14 2 1 O 
B(A) = (А-2) 0 0 (А-2)?А-21 

1 0 
ЖЕЕ ВСА) HA 2 ЭЖИ 3 УЈЕДА 2 和 (4 – 
2)2 ,并 如 到 第 1 列 , 得 到 


0 -1 Ò | о 0 
0 0-2-2 1 O 
(A-2 0 0-22A4-21 
I 0 0 
А-2 1 0 0 
'(a-2 0 i: 
ЖЕ СОА ЭН 2,325 ДЕШ - 工 ,并 分 别 调 到 第 1, 
2 列 ,得 到 
rr ] Q 0: 1 0 Ü 
бо 1 0 ia-2 10 
| 0 0(4-2)%{4-2)9А-21 
ГА) = ананна АТООЧТОН 
0 0 1 
-1 0 4-2 0 
Ü -1 (А D? 
1 0 Ü 
HP EG) = |01 0 JÆ AO) 在 相抵 下 
0 0 (4-2) 


BU Smuh PREJE , ATR АН Р(А)Ж QUA) Sa 
为 。 


1 0 NI 
P(AY= | А-2 l "J 

{A a А-2 
Qa) 一 


| 
0-1 НА зу] 
而 АСА 的 不 变 因 于 为 (4) =1.4,(А) = 1,44(А) 


= (А 一 23， 行列 式 因 于 为 Da = 
ddad (A) = (А = 20,004) = 

AJda Al = LDA) = a (à) = 1, 初 等 因子 组 
为 1{4 – 2). 


ожа, 了 | 的 第 3 列 各 到 第 t 列 ,得 
到 

J at А 

0 À -4.3 

1 А? -A 

RA) = мы. 

оог 

0 1 0 iQ? 

1 0 l` 


ЖЕЕ ВСА) 的 第 1 列 分别 箭 以 -42. -六 ,并 分 别 加 到 
第 2,3 列 , 得 到 


1 0 0 
0 А -A ib 
1 0 A-A 
C(A) = | ааннара 
1 - 32 À 
0 1 0 0 
t -àa 1-А 


ЖЕ ССА) 的 第 3 行 减 去 第 1 行 ,第 2 列 加 到 第 3 列 ， 
然后 将 第 3 PRL - 1, 得 到 


r] 0 0 í` 100 

0 a 0 010 

0 0 мМа+1) — O 1 

DOA) = ou oo 

i —A2 A{A+1) | 

0 ! - | 0 

1 Q Al 
10 0 

其 中 矩阵 К(А) = |0 À 0 是 А(А) 在 相 

0 0 aG+i) 


拖 下 的 Smith 标准 形 , ВТК Оой А EEPO HI Q (A) 
分 别 是 


100 
Рл) - | arol, 
-İt Ú 1 
[1 -a7 A(A+1) 
(А4) = O 1 -1 | 
| - 42 А?+А—-1 


АСА) ВТЕЧУ d (А) = 1. (A) = А.Ч) = 
АСА + 1 行列 式 因 子 为 (А) = AA r 1), РА) 
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= A.D (A) = І, РЕНА, А,А +1]. 


ГАСА) Д _ | 
(3) н | | | 的 第 2 行 加 到 第 3 行 ,和 
到 
А(А +1) 0 0 1:10 on 
0 À Ü :0 1 о | 
BU) = 0 А (A+1)2 0 1 Ц. 
5 0 
PE B(A) 的 第 2 ИРЕШ — (À + 2) 加 到 种 3 31) ,得 到 
A(A+1) 0 0 100 
0 À -Ali +2): 0 1 0 
0 А 1 Ü 1 l 
Cla) = жаал жааан н кант екет етин лала еж 
| 1 Ü 0 : 
0 L —-(A+2) 1 0 
0 0 l 


ЖЕРЕ ССА) ВОЗ ЈЕ — À MER 231], 88 АЛ 
1,3 列 .得 到 


( 0 0 aa0+1Di 00) 
-AA+ 2)A(A +1 0 0 10 
І 0 0 :0 11 
0 0 1 | 
-+2 (А+1}5 © ; 9 
\ 1 -å 0 i 


ЕРЕ DO) ВОЗ 3 HEAO + 2) 如 到 第 2 行 ,并 将 
第 1,2,3 行 分 别 调 到 第 2,3,1 行 ,再 别 调 第 2,3 列 ,得 


到 
Età) = 
l 0 0 0 1 1 ` 
[ Ü ААЖ D H 0 0 
© 0 АСА + 020 (1+ ААА + 2) 
0 1 0 | 
= (4+2) 0 (4+1): 0 | 
1 0 А 
1 0 0 | 
ЖН (А) = |0 aAt4+1) 0 


i 是 ACA) 
0 0 АЙА + (9 

在 相抵 下 的 Smith Е, Brote n] ñ À 矩阵 已 14) 和 

ОХА) 分 别 是 


0 l 1 
Р(А) = |1 0 0 
0 (А+ 1)2 AAD] 
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0 l 0 | 
Q(A)= -人 +2 0 (A +132|. 
[| 1 o д 


А(А) 的 相 变 因子 为 d (А) = 1,9504) = АА +1), 
dal) = А(А + ] ,行列 式 因 子 为 D3(4) = АКА + 
1)%,О,(А) = А(А +1), 0А) = 1, 初 等 因子 组 为 
{А,А+ 1,01 + 1321. 

Ж ЈЕЛЕ А ЕА (А) 为 Smith 标 准 形 的 
三 法 与 用 初等 变换 化 数 域 下 上 和 矩阵 上 A 为 Hermite 标 准 
形 基本 相 闻 ,只 是 应 注意 ,在 化 1 EREA) 为 Smith 
慰 准 形 时 ,在 习 4 ЖШ А‹(А) 的 某 行 (或 列 ) 的 变换 时 
ЛЕЯ АРЗА, 而 不 能 乘 以 某 个 4 的 多 项 
A Ab AA A ERA) = digla Ahul) e, 
u AD 并 不 一 定 是 Smith 标准 形 , 只 有 当 À 多 项 式 
ailà ).a (A), a (A) 是 首 一 多 项 式 , 而 且 其 中 前 
一 个 整除 后 一 个 时 才 是 Smith 标准 形 . 

3.3.10 设 丸 和 B 是 数 域 上 ”和 阶 方 泗 ,P(A4) 和 
ОСИ F Enum a 矩阵 , 且 设 POAN, 一 
A)Q(A) = А, — B,P(A) = (АІ, — B P (A) + Po, 
Q(A) = OIL — D) + Qo, Ж РА) 和 
Q i A) ESR F Ex 阶 4 Р.Ш Po 和 Qo 是 数 域 下 
E z BI ER: Q, = Pil, H РАР! = B. 

Ж HT P(A)(A, 一 AQU) = А, ~ B, H 
РА} = (AI, — BIPA) + Po, 所 以 

(АІ, - В) — РА, ~ Ao 
= Р(А)(А, – AJQ) – РАА, - А9, 
= [Ah ~ B)P (àA) + РКА, - A)Q(A) 
— Р.А, - А) Qo 
= (АІ, – В)РІ(АХА, – А) (А) 
+ P (AT, – AQU) – РА, — А) О. 
ПО ОА) = QAAL- В) + О.Т 
(АІ, - В) –- РКА, – А) 
= (АІ, – В)РЏ (АЈА, AQA) 
+ PAR- ALQO- В) + Qo] 
- РАІ, – А) 9 
= (А, — В)Р (АХА, – А) (А) 
+ РСА, -AIQ КАКА, - В). 
由 于 РСА) 和 (А) TE, ИЖ Р(А)(А, – 
AQA) = (А, 一 B) 得 到 , (А, – AQU) = 
РАА, — В), РАКА, — А) = (А, - 
BQAJT BAF Py = РСА) – (АГ, – ВЭР, (А), Е 
(Аі, – В) – Pial, - А) 
= (АІ, – В)Р:(А)Р(АУ КА, — H) 
+P) — (А, BIPA 
x (АІ, = АСАКА, — В) 


= re or 


= (АІ, ~ BYP (A PƏOA) А, – В) 
+ PODAR -AQAA – H) 
- (АГ, - BOP (ACIL — ADO САҲА, В} 
= (ММ, = D P (A PƏA) (AL — B) 
+ (АІ, B)Q(O IQ (AQ В) 
= (А, = BP (АЈА, — AQ (АА, - В) 
= (А, = BYP (A POA 71 + (А), (А) 
PAAR – АЈА) КА, — H). 
FE Nm ЖР А А ЭКЕЕ WEER 
AWHA rh É УЕ А Е Е, Ш] E 
式 右 端 是 一 个 关于 4 АЕ: ЖЛ, ,其 次 数 至 少 
是 2. 和 上 式 左 端的 年 阵 多 更 式 的 次 数 为 1 相 子 盾 . 因 
此 上 式 右 端 为 0. 从 而 有 
Ah- B = P (Al AQ. 
Ш ЕР À 揭 同 次 项 系数 ,得 到 
ыб = h, В = РъАбь. 
这 就 证 明了 3 3.10. 
注 3.3.10 给 出 了 求 n МНЕ Р, НАЕ 
HI n ЁТ УГ А {ЕЛА Jordan ИЧ Е PAP-! 的 一 般 方 法 ， 


АЛАТ. 
3.3.11 对 下 述 方 阵 А, КЕЕ Р, 使 得 
РАР”! 是 Jordan 标准 形 ， 
-4 2 10 
(A= |—-4 3 7|; 
-3 Í 7 


3 -2 1 
(2JA = ia -2 2|; 
5 


3 -6 
0 10000 
001000 
wya 100000) 
000001 
00 0 0б 
000 010 


解 (1) JBE A BIAR A АЖ 
А+4 -2 - 10 
4 А-3 -7 
3 -i A-7 
АҺ, — А ВИТЯ А де (АГ - A) = (À 一 2 六 ,此 即 是 
方 阵 A 的 3 阶 行列 式 因子 Dla .由 上 上 


2 10! 
| = 2(5А—8), 
4 3 271726478) 
4 А-3! 
=- (3A- 5), 
y _l ( 5) 


它们 的 最 大公 肉 子 为 1 ,因此 方 阵 4 2 阶 行列 式 因 
ТЕО, А) = 1, НЕЕ A 的 1 阶 行列 式 因 于 


ПСА) В РСА), АТ СА) = 1 于 是 方 隆 4 的 


- ` ГА) 
ЖУ а (А) = D (àA) = 1,004) = D (A: = 
l.ds(A) 一 гыц) = (А — 2), УТРЕ А ЙОЗЕ 


TAAA 2). УВЕ A 的 Jordan 标准 形 为 J】 
210 
1 


2 


0 2 HERE Я РЕ P Б РАР ! -J. 
0 0 
首先 将 特征 方 阵 4 人 14) = А, 


А {EH Smith FR 


‚ JAG) Д _ 
Ее. жЕ | А n аза з тц › - 3, 
-2 ,并 分 别 加 到 第 2,1 行 ,得 到 
В(А) = 
'А-2 0 204-2) .10 -21 
3-5 0 42-10А+1410 1 А-3) 
3 -I А-7 ‘00 1 |, 
| 1, : 0 | 
Ж B(A) AE ETEA — 3 并 加 到 第 2 行 ,得 到 
CO) = 
{4-2 0-4-2): 1 0 -2 
| E O 4@—-4А+2\-3 1 4+3 
3 -1 14-7 iO 0 1 
h | 0 


Ж CO) ВТЕ – (4 一 2) 和 一 3, 并 分 
别 加 刘 第 1,3 行 ,得 到 


DA) = 
Ü 0 —(A-22 :34-5 2-A Rr-a+4 
| 0 д2-44 +2 -3 1 ¿+3 
0-1-322+ 134 - 13 9 3 – 3А – 8 
ПОНИНИН | 
А 0 ) 


Ж DO) Ш ЗУ 1 А-А + 2 tA 
加 上 第 2 列 的 - 3322 + 134 – 136. ЕНЕ ECA). 

Ж ЕЕ(АУЛ 17 1, ЗТ - 1.58 
后 将 第 1,2,3 行 分 别 调 到 第 3,1,2 行 ,得 到 


G(A) = 
10 0 : 3 рдЗ 
01 0 : -9 3 3A+8 
00 (522 -3X3+5X4-2 +A-4 


10 -12+44 -2 
01- 342 + 13А – 13 
00 І | 
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于 是 
3 1 A+3 | 
-9 3 3A+8 |(АЬ—-А) 
-3А+5 А-2 А*+А-4 
1 0 -А+44-2 10 0 
х0 р -32+l3-13|= |01 Ü 
0 l OO - 2] 
其 次 将 特征 方 阵 10 AEA Smith Е ul E 
可 得 


А-2 1 Ü 
A-D 4 2 1 
0 0 I 


1 0 Iñ -1 Ü 


(4-2) À = 
-3 1 А+3 
x| -9 3 ЗА +8 
-3А+5 4-2 Аё+А-4 
xtA- A) 

0 -А+4А-2 
1 = 342 + 134 – 13 
0 | J 


l 
x |Ü 
Ü 


记 


А-2 1 0 

(5-2)? 4-2 1 

-3 1 À + 3 

x -9 3 3A+8 |, 
-3А+5 А—2 Дд+А-4 

t 0 -Ад2+44-2 | 

0 1 -34°+13А-13 

0 0 1 


Рд) = 


(А) = 


HJ 


1 Ü 0 
Р(А) = eP 1 0 
0 -(À 2) 1 
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-3 l A+3 | 
x = 9 3 ЗА + 5 
-—3А+5 А-2 А+А -4 
-3 1 A +3 | 
= {34-15 -А+5 —4°+24+14 
бд = 13 – 204 – 2) — 242 — À + 12 
0 0 0 ü 0 i 
= 410 0 -1+43 -1 2 
0 0 -2 6 -2 -1 
-3 1 3 
+ 1-15 5 14|. 
-13 4 12 
记 
0 Ü Ü Ü 0 H 
R; = 0 0 -1|, R= |3 一 上 2 |, 
0 ð -2 6 -2 .1 
-3 í 3 
Ro= |-15 5 14|. 则 
-13 4 12 


POG = A2R,+ AR; + Ro 
= (А25 — АЕ + АПИЙ» + Ri) + Ro 
= (АВ — J)AR, + (Al — ЈК + Ri) 
+ РЕ, + ЈК + Ra 
= {Аз — ДАК» + JR; + Ri) 
+ PR, + JR, + Ro. 
因此 Po = РР, + ЈК, + Ru, Н J RAPO) = 
À R; + АВ, + Ro 中 的 4 得 到 的 . 同 再 ,由 于 
1 0 —A32+41-2 ` 
ХА) = |0 1 -3⁄42+ 32 -13 
0 0 1 
А-2 -1 0 
x А-2) 0-1 
1 о 0 
= 42+54-4 -1 0] 
= | 242+ 94-9 0-1 
1 D 0. 
-1 00 5 0 O 
= Ё 0 al I 
ооо 0 
-4 1 Q 
-9 0 1 
1 о o 
= Т;А? ТА + Тү, 


© = 
= 


+ 


==] 
< 


‚Т = 


-4 -lI 0 
= 9 0 - 1 ;因此 
] 0 0 


(А) = (А-А + (Тж ТУЛА + Ta 
= (TAMAR - J) + (T. t Taahe J) 
+ T.J: + T.J í Ta. 
所 以 Qo = T.J + T.J Ту, ШЕ ОСА) = 154° + 
ТА + Ta PIH J Жл 得 到 的 .于 是 


‘o0 -i 
P= -3 | 5], 
(-1 0 2 
(2 0 =i 
Qy- 1 1 -3|= Ру. 
шо 0 


H 3.3.10, PAP! = J. ЫЖ Р, Bl E Br oR BJ pra yh 


A АВ 
(DEAA) = | see | 的 第 1 行 分 
' 1 `Q 
PL - 2 和 1 - 5, 并 分 别 加 到 第 2.3 行 ,得 到 
В(А) 一 
( 4 3 2 -1. 1 00 
-24-2) 4-2 0-2 10 
+ 20-2) Ü :A-50 1 
I 1, | 0 
Ж B(A) 6952479611 - 2, 并 加 到 第 3 行 ,得 到 
А-3 2 -1. 1 0 0 
-204-2) А-2 0:-2 1 0 
CO)- | (а-2% 0 0:4-1 2 
| H O |) 


WECO КЖ 3 ЖИШШ 2 ЖШ А э, ТЯ 
第 2.1 列 , 再 将 第 2 ЖЕК 2 加 到 第 1 Ж]. РЕ! 


: Ü 0 =i: | 0 о 
| Ü à 2 Oi 2 1 O 
(a 22 O Oia 1 2 
Dla) = Каккан канн жк нкү ккк калк EEA 
1 0 O; 
| 2 ! о: 0 
Ані 2 1 
和 矩阵 DCA) ЗЛЕ ШП 1 工 , 并 对 调 第 1,3 90 4521 


0 0 
Е{А) = ; ПОПИО 
'0 DO 1 
' 0 1 2 0 | 
L-1 2 А+ї 
于 是 
ti 0 0 {А-3 2 1 
1.2 1 ДЕ д +2 | 
l 1-2 1,1-3 6 у 5 
0 0 1 1 0 0 
xlo 1 2 |= 0 4-2 0 | 
1 2 А+1 0 0 a- 232] 


是 特征 方 阵 АГ, — А 在 相抵 下 的 Smith 标准 形 , 方 阵 
各 的 不 变 因 子 为 中 (4 一 Ta = 4-2,d3(4) = 
(А ”2 六 ,初等 因子 组 为 i 一 2,14 - 221 rE A 
的 Jordan 标准 形 为 


J = 


2 Ü 0 
0 2 1 
0 D0 2 


将 特征 方 阵 WL3 -了 化 为 Smith 标准 形 . 容易 算得 


о 1 0 22 0 0 
10 e | 0 А-2 -I 
10 А-2 131 0 0 А-7 
[0 1 0 Ë 0 0 
х0 ò 1 = |0 А-2 0 
1-10 4-2 lo 0 (А-2)? 
于 是 得 到 
[ 1 0 0 0 0 1 
| -2 1 06-a410 1 > | 
là-1 -2 1 -1 2 А+1 
0 1 0 0 1 0 
= |1 0 L 0 б l | 
0 4-2 1 -1 0 А-2 
ВІ 
[Ü 1 0) i'r 1 о 0 
1 0 | x -2 1 j (А А) 
0 А-2 1 1-1 -2 1 
[0 0 1 0 1 0)” 
x|0 1 2 | 0 0 1 | 
-1 2 A+I]l-1 0 4-2 
= {АБ - J). 
则 
0 1 pf 1 0 "| 
Pía) = |] 0 0 -2 1 0 
0 А-2 | w -2 1 


боо 10р 1 00) 
=! 1 00! -2 10) 
1- A-2 0 ila 121) 
i-2 10 
=, 1 aal, 
[1-21 
0 0 1 a 1 g) 
oma- 0 1 2] 0 0 1 
1 2 аже A-2 
0 0 1 |[0 А-2 -1 
=| J 2 1 0 0 
-4 2 all 1 о 
0 1 o) 
= 1 2 Ol. 
2 3 1) 


由 于 POA) ОСА) ВО F J B , ВАНТ 
WIREH P 为 


f-2 10) 
Е 2 
i -2 1 
(3) jd 
(01% Н 
B= 10 0 1|,С= по ol, 
оо 010 
Ж В = С, Н 
B D 
А = [, с) 


ETIE A 尾 块 对 角 方 阵 , 因 此 可 以 分 别 把 方 阵 В 
ЖС ШОУ loda $ ME E. 上 矩阵 BA) = 
àh- В h „— ' а 
| , 0 | 的 第 1 行 于 以 4 加 到 第 2 行 ,然后 第 
241910 А 并 加 刘 第 3 行 ,得 到 
A -1 0:1 90 
10 
А-1 0 0 a À 1 
А ро! 


矩阵 СА) 的 第 2,3 列 分 别 乘 以 4 ,并 加 到 第 1 记 ， 
再 将 第 2,3 列 变 号 ,并 将 第 1 列 调 到 第 3 列 ,得 到 


Ic 0 0 :100 
0 I 0 Là 10 
0 0 riia al 
ГА) = ООН ПОРИ 
o 0 1 
-1 0 a 0 
0 —I àf 
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+E АҺ - B ÉB ABI f HAUA) = (А) + 1, 
dA) = А-1 = (А - 10А - о)А о), ЖФ w 
ЗАЕВ, Вр e l,o = 1. WARE В А 
Jordan 标准 形 为 
0 
"| 
0 0 wm 


现在 求 3 阶 可 道 方 阵 Po = (p,) ,使 得 PoBPj 
= 了 此 时 方 阵 Po 满足 PaB = JPo. 由 此 得 到 


u Pu Ру | Ри P12 Pis 
Ра Pn Po = | wpn wpn ароз 
Pa Pa Pe wipa o pn wps 


比较 上 式 两 端 方 阵 同 一 位 置 上 的 元 率 ,得 到 ， 
Pu = pu = Ру 
Pn T wpals рә = wpn = 
$n = pnpa = opa = w pa = орз. 
Ж pu = pu = Ри = 1,00 
1 1 i 


КА a wl. 
2 


2 
корр, 


1 e w 


detpu 是 -一 个 Vandermonde 行列 式 , HAE ўў detPa = 
(e = 1) (2 – 1) (о – 2) 30.89, Р, H Eh 
方 阵 В 化 为 Jordan 标准 形 了 的 ~- 个 过 渡 和 矩阵 . 

由 于 puBpil = ЙАШ ДЕЙН А] 


1 0 ө 
0 = Qi 
D Ü w 
于 是 

Po a ор Ü 

K p, l 0 P, = Ра; 


注意 上 式 右 端的 方 阵 是 方 阵 A 的 Jordan 标 准 形 .因此 


PaB TP! = РСР! = p! = 


y 1 10 0 ө 
Го a Ü 0 0 
P= |" » |= [= бф Ü 0 
0 P 0 0 0 1 1 1 
0 0 Ü 1 w wl 
0 Ü 0 1 % а 
ЖЖ ЛЕ 4 化 为 Jordan 标准 形 的 一 个 过 渡 方 阵 . 


Ж TRR AIE A ERRI A 化 为 Jordan 
标准 形 | 的 过 小 方 阵 一 时 ,通常 可 用 3.3.10 给 出 的 方 
法 .但 这 种 方法 有 时 仇 很 繁 .这 时 就 应 才 虚 采用 其 候 
方法 ,3.3.11(3) 的 解 采 用 的 方法 是 . АЗК БЕ A 
的 Jordan 标准 形 J, BAERE P PA = jP, B mm К 
ШЕЕ 已 .这 也 是 行 之 有 效 的 方法 . МИИ 
用 其 他 方法 , 见 下 例 . 

3.3.12 ЖРА A AR RELIE P 
Р,МИЕ PAP = В. 


(12 _ 
(A= | EE “e, 
5 у К — 8] 
iy A = | a р БЯ; 
[1 І i) 
A= aaa. 
li 1 1) 
种 
{л Ü : Ü 
0 0 Ü 
в |. 
[o 0 о 
E x ЛЖ. 
н няна sef (ag 
f ”| ,其中 a 是非 鹤 的 数 , 方 阵 | южо 


0 


ај 1н weree ls 


EIME A АЛП А Жо з А “| =- 
| sjal E AASER A BATRA a. 
并 加 到 第 1 行 ,然后 将 第 1 列 乘 以 - a ,再 加 到 第 231, 
mamaga [А] - 
| 0]4[ ,相当 于 方 隆 和 4 对调 第 1,2 行 ,再 对 
调 第 1,29 方 阵 A zah Аар °] ГА 
о авезон a ma aga, 


第 2 列 再 乘 以 a !, 一 般 地 说 ,对 于 给 定 的 n 阶 方 阵 
A EDE A ЛЕШ PAP UU ,如果 方 阵 王 表示 的 是 第 ; 行 
RU а 加 到 第 j 行 的 初等 变换 И PAP лн A 
@Ж {тж a 加 到 第 ; 行 ,再 将 第 了 IRL -a 加 到 
第 i 列 得 到 的 方 阵 ! 如 果 Р 表示 的 是 对 调 第 i j 行 的 


初等 变换 , 则 РАР ! Ф А 对调 第 ; ,j 行 和 对 调 
第 гр 列 而 得 到 的 睫 阵 ;如 果 P 表示 的 是 第 i 1тЖ 
ЗЕ а 的 初等 变换 , 则 PAP :是 矩阵 4 的 第 : 行 
ЖШ a у ЯЕ а 上 而 得 到 的 方 阵 . 因此 相 做 变 
H A PAP 可 以 通 二 上述 一 种 同时 对 行 与 列 的 初 
等 变换 来 实现 . 


omeji O :的 第 2 ЖЕШ? 加 到 第 1 31. 


并 将 第 | 行 梯 以 - > 加 和 2 行 ,得 到 
5-6. 10 


: 0 
2 1 J 
算 阵 己 的 第 2 行 乘 以 3, 加 到 第 1 行 ,并 将 第 1 到 乘 以 
- 3, 加 到 第 2 列 , 得 到 
[4 -6 -5 3) 
É - 13; -2 1! гв P] 
р _ ++ ТОТ _ sais | 
| 1 = 3 Ü l; ， N 
|, 5 


则 | 
me" = [ is ll :sl 


ижин p s| O 1]. 


B 
сув, 2 зз аш -2. 加 到 第 1 
2 
行 ,再 将 第 1 ЖЗ р 2, 加 到 第 2 列 , 得 到 
б -1: 1 -2 
l 6 2: D 1| 
Соз uu | 
1 2: 
0 | 
. Ü 1: i 
ЖЕР CHRR] 列 加 上 第 2 列 ,第 2 行 减 去 第 1 行 ,得 针 
(5 -1; 1 -32 
9 -1: -1 3 
D = ‚ nnan N аан sania ыза ттш |: 
: 0 i 
1 1: j 
即 
1 -21f38 -81][3 21 [5 - 
| i е ы "ü Ё ' 
因此 


«Б» а а] be -wl 
Buku Р = | ， 1]. 

(3) N ШЕ 2,3, n 行 都 加 到 第 1 
行 ,第 2,3,…,# JEREB 1 列 ,得 到 


їп буз ElL J] “1 

1 O: 0:0 1 0 
. |1 0 0:0 0 | 
C = ИРОНИЧНО 

|, -1 -1 

0 1: 0 

ха ааз ee Ü 
0 о бзз 1! 


矩阵 C 的 第 1 行 乘 以 二 ,加 到 第 ; 行 ,= 2,3,…， 


n A8 + 列 乘 以 -，, 加 到 第 1 列 ,i = 2,—-- n 4821 
я о йз 01 1 - 1 
оон otada d 

: 1 1 | 
0 0 0 л M n 

D _ UU monn 
рт 
n : 

l 1 p 
n 
ТР Шу Ü 
l ош 
m 
因此 
1 1 1 | 1 — I 1 
_ ll n-i odj 1 
n ті п |, x 1 Ü 
L 1 n-i | 
н п ” ри Ü 1 
= B. 
ЕЕЕ P ЖУ 
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2 02 
求 3 阶 实 的 可 道 方 阵 上 ,使 得 PAP 是 对 称 方 阵 4 在 
相合 下 的 标准 形 , 其 中 产 E EE Pp МЕШ. 

E ” 首 沈 注意 ,对 于 给 定 的 2 阶 方 阵 B, 


bih $= S 
表示 方 阵 BARITA a 加 到 第 1 行 , 间 时 第 2 
ЭЕШ а 加 到 第 1 列 ; 

о Blo al- lo a Blo a 


EREE ВВ ОТЕ a AR ARAR а; 


而 
0 1) [O 17 0 11 T0 1 
Ë alel, 0 = || 0181, б. 

ЖАШ ВЕ ВЛАВ 1,247, Б] АП 1,23]. в, 
说 ,对 给 定 的 #n 阶 方 阵 B, 作 方 阵 B 的 相合 变换 :B 一 
PBP' , 当 P 表示 第 ; 17901 а 加 到 第 j 行 的 初等 变 
换 时 , 则 PBP 表示 方 阵 B 的 第 i 行 习 以 数 a 加 到 第 ; 
行 ,同时 第 i ЕЕ а 加 到 第 j 列 ; 当 书 表 示 第 ; 行 
ЗЕ Ш a 的 初等 变 撞 时 , 则 PBP 表示 方 阵 B 的 第 ; 行 
利 第 i PAREL ш 的 变换 ;而 当 Р 表示 对 调 第 i， 
j 行 的 初等 变换 时 , 则 PEP 表示 方 阵亡 同时 对 调 第 i 
了 行家 第 :7 列 的 变换 .这 三 种 类 型 的 变换 称 为 对 方 
E 互 的 同步 变换 .为 了 记录 下 由 方 阵 B 变 为 PBP 的 
同步 变换 相应 的 过 渡 方 阵 P, 可 以 采用 如 下 方法 :将 


B I, 
эй [| “的 前 ， 行 与 前 。 列 经 同步 变换 变 为 
C P 
B 1 | PCP = 8. 现 在 解 3.3.13 


A І 
е O |шй1т йш, - 2, 关 分别 
К] 
加 到 第 2.3 行 ,同时 第 工 列 分 别 乘 以 1,_ 2 并 分 别 加 
到 第 2.3 列 ,得 到 


п 0 отоо 
lo -2 2 1 10 
0 2 -21-201 
g=] рае 
1 1 -2 
0 1 о. Ü 
‘0 0 т: 


矩阵 中 的 第 2 行 如 到 第 3 行 ,同时 第 2 列 加 到 第 3 列 ， 
得 到 


0 0 -i | 1 
= 1 нне мкне 
| o-i: 
0 1 I 0. 
0 0 1 j 
BE CHA 2 行 与 第 2 PRE a 
го отоо 
i 2 42 
0-1 06 S 5 O 
0 0 01-1 1 1 
КА - у. 
5 
1 学 -1 
42 | 
0 ! 0 
0 Ü l 
于 是 
el Ü 0 ‚| 
_ 2 
2 2 oag 
2 0 1 
г. 
1 1 1 |o | 
|: o 0 
= [0-1 0; 
io ga) 


是 对 称 方 阵 4 在 相合 让 的 标准 形 . ВРК Е Р 
为 


(l 0 9 

_ 2 ү 
бт?» 
-1 1 | 


3.3.14 ЖЕРЕ НОЗУ КУЕ S, RAR 
RE 已 ,使 得 PSP: 是 对 称 方 阵 S 在 相合 下 的 标准 形 ， 


“111 1 1 
122 2 2 
(S= | i 
123e y-ln 1 
123: Z l n 
r0 0 Ü h 
0 0 ] i 
(2) 5 = тте 1 
0 1 0 0 
1 о . Ü Ü H X H 
Ü А 0 j» б 
0 8 1: 
S = | 
(3) 0 
0 КА H 0 --- © Ir Х Дх 
1 | 
l > 0 0 
1 
> 1 
(S= |0 0 
1 
2 
1 nx a 
0 … 0 > 1 


5 І, _ _ 
解 ау! ”| 的 第 TRAR ~ 1 行 . 同 
时 第 G 列 减 去 第 i 一 1 列 ,i = # ,nf 一 1," 2 BAE 


1 1 | 
| 1 -11 
1 — 11 
А = | неее : be 
поа 
1 : 
- 1; 
1 
其 中 未 写 出 的 元 喜 为 0. 因 此 
| O ОЕА. 
-1 1 12272 
0 611123 3 3 
Ë ааз я-а 
© 0 -1 ] 
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0 1 ., 
x |: ` Ü | =L. 
: 1 -1 
Ü аак ... 0 1 
所 以 方 阵 S 在 相合 下 的 标准 形 为 上 ВТЕ ЛЕН 
Оо 0 
p- Tish S i 
: Hon Ü 
0 0—11 
мы кла 0 2) 
Q) н етв, юв ò. 0) д9 


1 


+ — 1 
1 
Ж k Br rE WK HË: 3 PJ 0.10 


0 А, 0 


D L: 
ЭЖЕ 4 的 第 w+ 1 一; 行 加 到 第 ; 行 ,同时 将 第 n +1 
-i AMAR: 列 ,i = 1,2,…, 关 (相当 于 分 块 短 阵 A 
УЖ ITARA л, 加 到 第 1 行 ,同时 第 2 鹿 乘 以 J 加 到 
第 1 列 ) ,得 到 


2 hi 1 h 
k 01 0 А 


# h | 
Ж B MAR ЕЦ — + 加 到 第 w+ 1~ i 行 ,同时 
第 РЕЦ 方 加 到 第 n+1 ;到 ,i 1,2,6, 
即 分 块 矩 阵 号 的 第 工行 乘 以 - 地 及 加 到 第 2 行 ,同时 


第 1 列 乘 以 ”十 J 加 到 第 2 列 ,得 到 
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21, 0 h Ji 
1 
0 2 1, L, 2 I, 
|p A 
， = EL Ü 
P т 


БЕ C 的 第 ; 行 和 第 ; 列 同时 乘 以 好 = 1.2，… 


第 ;7 行 和 第 j ПЕЕВ 2, = P + 1.5 2, 


2 7 


"ул, 


得 到 
һ O x 2, =, 
D = тез ... 
{2 #2, 
2% 721. Ü 
2, =, : 
Вр 
Ф. n Ü 072% A 
02, 
-B - 2, I E 021 
Е Ё 0 | 
0 —L 
JE 2k 阶 对 称 方 阵 5 在 相合 下 的 标准 形 . 所 求 2& 阶 过 
HDE 已 为 
2 2 
2 0 0 — 2 
{2 {2 
0 = = 0 
0 -> 5 0 
Bo. . #2 
-7 0 0 2 


当 = 2b + РВ, 5 = [ 1 0 


0 0 J, 
. 同 理 可 得 


k 0 O 


J2 /2 (2 ЕЛА 
| 5 1 0 Bn > і Ü 55 
о 1 08 D 1 Q 
P. 5. | 五 B 
| эй Ü 7 r, БУГ 0 Fh j 


AER 
AO -R 


E. rE 5 ЕАН КЕЛЕЕ, PR 2 + 1 阶 过 渡 方 阵 


2. {2. 
> U 00-5 
: : б, 
= 
| 0 > 0 2 0 
P= ` Q 0 1 Ü 
| Ü -G 0 2 0 
Zo .. Я 
|- > 0 0 D е 9 
5 Ган РЕ РЕ 
уж, 0 | 的 第 n +i RAS ТҮ, |F] 
?л 


时 把 第 n + = 列 加 到 第 列 ,; = 1,2,-…,#, 得 到 
21, I, і, r, 
L 0: 0 I, 


I, 0 : i 


L I, 
ЖЕ А 的 第 ; 行 乘 以 - 十 加 到 第 z + 行 ,同时 把 第 
ESR- 二 加 到 第 a + 了 列 ， = 1.2, n R 


21, о А І, | 
1, _ 1, L 
Ü _ 2 I, : 2 I, 2 I, 
д- UTT | каа» САНА 
I, T > Í. | 0 
1 
(hh ZL, 
д B 的 第 行 和 列 同 乘 以 之 58 n + i RAR 
КЫЗ. = 1,2,5, н, TEIE] 
2 І, 2 1, B ЦЧ 2 I, _ 2 r, 
Z, 22 |H. M2, Z 
= 2 I, 2 I, 2 ly 2 t, 


К °] 
lO 一 五 上 


所 求 2n MERER P A 


RE +2 
Б 0 3 0 
/2 л 
0 > 0 … 5 
Р = Р Б . 
/2 32 
2 0 2 0 
0 < s o a © 


(4) ERE п = 3 的 情形 .此 时 把 6 阶 方 阵 À = 


S I 
|, |в® 1 行 滋 以 - + 加 到 第 2 行 ,同时 把 第 1 


ЗЕ. - 二 加 到 第 2 列 ,得 到 


1 0 0; 100 
3 211 
0 + 2173 1 9 
1 : 
0 5 L 0 01 
Е = К" 
1 
1-5 0 
0 1 0: 0 
0 0 1 


短 阵 6 的 第 2 行 乘 以 - E 加 到 第 3 行 ,同时 第 2 列 科 
以 - 2 加 到 第 3 列 ,得 到 


i 0 0 ` 1 о 0 
3 боо 
0 13 0 79 1 ü 
2i i 2 
0 0 3 1 3 + 1! 
С | нене 和 
i l: 
L-7 3 : 
2: 
0 1 - 3 Ü 
0 D l | 
жЕ C 的 第 2 行 ,第 2 ЖЕШ КК ELE E 


УГШУ ,得 到 
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р = 


0 0 I о 0 
1 oi- 2л o 
3 ү: 
3 6 | 
2⁄3 vv6 | 
3 j i Ü 
JB | 
Ü > ; 
ҮЗ б 
0) 1 о-у б 
уб уб | 
3 2 lo 0 ГУ 
AHK a = ЗМЕЕ ЬЕ РОВ 
1 0 0) 
J 2 
p= | 3 3⁄3 0 
v6 _ 6 46 
6 3 2 


对 一 般 的 = ,从 上 面 的 怎 阵 C 可 以 看 出 ,应 有 ,和 邱 


5 RI 
ЖА = Р | 可 以 经 同步 变换 变 为 


C= m eal, 
Cau Ü 
А 3 +1 
其 中 С = dall, Foo a) 
1 Ü 0 
1 
-5 1 D 
Ciz = + -4 1 
_ a-il 1 _ n2 2 .1 
(° l) н 1) п 
f lj Íg awad 
| > 375 
H _ 2 s f— л-2 之 
0 1-3 (= 075 
Cu = об Iy l. 
ü 0 ! | D. п 
_ 69-1) 
: : : m 
0 Ü 0 -~ 1 
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上 式 容 易 用 归纳 法 加 以 证 明 . 再 把 矩阵 C 的 第 ; TT. 


арац ©з = 2,3,…,, 即 得 所 求 # 阶 
ШШЕ Р 为 


1 0 0 Di 
УЗ 2 з 
-3 3 "Í 0 0 
B ж A | 
б 3 2 
(-1)"” la (— I)" ?22a (—-1)"793а na 


Ва = A РК 
3.3.15 ”对 下 述 二 次 型 f(x i, ry, r.) КА 
变换 
(ri ‚Жо, p Ep) = (YDI Y P, 
使 得 21,22,7500.) 变 为 标准 形 . 


(1) Frit za," Z.) = zt + 205 +25413 


- 21123; 
(2) firita Aa) = Удаа; 
(3) ПЕК ЛШ = У) ЖЫ 
иш т 
{4) Fryta i" Za) = У | ii ху. 
ГЕРА 
Ж (DE 
1 1 -1 
5 = l 2 01, 
-1 0 0 
则 
Tl 
f(zi,z2 23) = (62 za)S ||. 


Ti 


把 二 次 型 НЄТ 002.23) 的 系数 矩阵 5 EAS FA 


5 1 
标准 形 . 为 此 把 矩阵 4 = P | 的 第 1 行 加 到 第 3 
3 


行 , 同 时 把 第 1 列 加 到 第 3 列 , 并 把 第 1 行 于 以 -1 加 
到 第 2 行 ,同时 把 第 1 ЕА — 1 加 到 第 2 列 ,得 到 


1 Ü 0: 10 0 

0 1 11-1 10 

о 1-1 101 
B — 二 

1 -1 1; 

0 í 0 0 

0 0 т: 


矩阵 吾 的 第 3 行 不 去 第 2 行 ,同时 第 3 到 三 去 第 2 列 ， 
得 到 


_ . › 2 
Si twi yi 


所 求 兴 标 变换 即 为 D. 


(2) 易 知 


FETI rat En) 一 [zira tti ra) 


0 0 1 00 
0 1 0:91 19 
0 0 -2. 2-11 
бу] зеен не сезен 
I -1 2: 
O 1-1 Ü 
оо i: 
жш C 的 第 3 行 .第 3 ARNT 187 
347. п z ,得 到 
lU 0 0.1 0 0 
[0 1 0! 1 0 
0 0 -1 2 - 5 2 
Dp S 
1 -1 A: 
Г. 
0 1 £: 0 
0 о 1: 
于 是 得 到 
1 0 0 19-1 2 
p 1050 1 -2 
Б 02) ,a 
2 
го 0 
= |01 o 
0 0 -1 
记 
| 
1 0 0 
-i 1 O 
(yr Уз, Уз) » AB : 
2 2 
则 
го 0! 
баталж) = (ym уа |0 1 | 
00 1⁄ 


其 中 


о 


H 


= юе 


= 


т юе 


м1 


0 


го|— © 


0 
l 
2 


1 


0 0; 


2 


Е 


HXH 


是 二 次 型 (хуло) 的 系数 矩阵 .把 系数 着 阵 
S 化 为 相合 目的 标准 形 :分 ” 为 奇数 和 偶数 情形 . 当 


Š 
л = ЗІ, ЖЕ А = | 


АСЕ 
0 


辣 时 把 第 2 列 加 到 第 1 列 ,得 到 


{о 


13 

1 1: 

2 2:11 
l: 

0 101 

A : 

5 ого O 

0-0 

10 

0 1: 


行 加 到 第 1 行 ， 


рев тц —-- 分别 加 到 第 2,3 行 ,同时 第 
[ 列 乘 以 … + 分 别 加 到 第 2,3 列 ,得 到 


l 


1 
Ü 


Ü 


1 


1 
0 


0 0: 1 1 0 
1 Li 1 1 

4 Fiz 020 
1 _1}_1 1 | 
4 4: 2 2 
1 1 

2 2 o: 

1 l: 

2 z: 

0 1: 


ш (C 的 第 2 行 加 到 第 3 行 , 同 时 第 2 列 加 到 第 3 列 ， 


得 到 


275 


! Ü D t 1 0) 
o-o 1-- dol 
4 2 2 “| 
0 00 -101 
p = TE : талкан л+л талата 
1 i 
! l 
1 
1 тъ 9 
0 0 l: 
Ж D 的 第 2 行 和 第 2 Эй ЖЕШ 2, 48351 
1 0 0 110 
0 -1 01-1 10 
0 0 0-го 
FE = ЕТЕ ТЕТЕ 
1 -1 -1: 
1 1 0 
о о 1 
于 是 得 到 
L g) 
0 + 0 
то 2 [p1 1 
-1 I 0 > 0 > 1 1 Ü 
-1 0 1 0 0 1 
0 0 


0 


Ü Ü 


Ss I 
ТРЕЕ “| 鬼 第 2 行 加 到 第 1 行 ， 
间 时 第 2 列 加 到 第 1 列 ,得 到 


= = эы 


2 w 


о ые” 


Ü 
1 
0 


0 


2 0 1100 

A o o 100 

2 

o 2 0010 
2: 

t 000001 

0 0: 

0 D: 

1 O: 

0 1: 


矩阵 В 的 第 1 行 乘 以 — + ,分 别 加 到 第 2,3 行 ,同时 
第 1 列 乘 以 - + ,分 别 加 到 第 2,3 列 ,得 到 
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1 0 0 Oil 100 
L 1 o 1 
0-4 7 %-з 700 
| 1 j ll d_i 

Ü + a 2159 2 10 

0 о d oj a 0 01 

С | шшш а 

1 l i 

1-2 2 % 
ша 

1 支 -二 0 

0 0 1 O: 


0 0 0 1 : 
矩阵 C 的 第 2 行 加 到 第 3 行 ,同时 第 2 列 加 到 第 3 列 ， 
得 到 


] 0 0 0: 1 [ 0 0 
1 : 1 L 

0 = 4 0 0-2 P 0 0 

di: 
Ü 0 Ü 2: 1 ğü 1 0 
1. : 
0 ü 5 Ü: 0 о ü i 
万 = 和 

1 _ : 

1 -5 o; 
1 : 

1 2 0 0: 

о 0 1 0: 

0 0 0 1 


SE EE D MS 4 73813 347, РЕВА AMARA, 
得 到 


1 0 0 огт 1090 
i 1 1 
0 -4 0 0 -F700 
1 _ 
боол + ети 
0 о + 01 0 001 
Е = казы 
1 ao. 
1 -2 1 0 
1 
1 + 00; 
о 1 0] 
Ü Ü 1 1: 


Ж E 0938 3 行 乘 以 - 2 Н 4 i Н] 3313 
以 - + 加 到 第 4 列 ,得 到 


1 0 0 0: 11 00 

0 -二 o o -444 00 

оо 10i- 11 

0 0 0-4. 50-55 
и: 

i + 0 o: 


1. 
2: 
1 


| 
| 
h Ü і H 


MRE (¿0928 2.4 ITA 2 ,同时 第 2,4 列 各 乘 以 2， 


即 可 得 到 
L 
0 > Ü 0 
11 00| А 
тт ооо 9 > 0 
-10 11 1 1 
g — 0 = 
1 0 -i L 2 2 
1 
0 0 + O 
[1 -i -E P f о оо 9 
x|! 1 D ofe o 0 
0 0 1-1! Jo 01 07 
поо | il lo ooi 


l — 
аке ( r= ( l o RETA, а = 


1 1 1 
2k + 工时 ,有 
R 0 0 оез 0 0 
T R Ü ere 0 op 
0 ГОК wa Ü Ü 
G 0 T R 0 
0 0 [-10] 1 ° 
(R r 00 0 о) 
0 R Т. 
0 Ü R. 0 
xsi : ~ М T Ü 
| о о #1 
0 
р Е 0 0 1 


э. 0 
хра 
10-1 


0 зз Ü 0 
其 中 对 角 上 的 块 RR 出现 上 次 .因此 取 


(ri элээх) = (yi „узо Додар) 


У T R O 
0 = 0[-10]1 


B Олук ras) = у 32 + УЗ уй + + 


y| ур. Чп = 2k PH, 


R O з Ü (g T omo 
Ток. НО 
0 `` . э. Pi 0 `. `. ` : 
0 `. 
Ü T R Ü rn Ü Ё 
Ë И Ü. saa p 
0 -1 ~ _ 1 
= 0 `0 ， 
мыла 1 0 
0 0 Е S] 
其 中 对 角 上 的 埃 出 现 皮 次 .因此 取 


(iy було) 
R Ü ~ 0 
T. R : 
= (ур. У,у 0, БҸ |, 
осо T R 


+ 


H] Раула) = у]- у tA yle ур 


— уф. 
(3) 注意 ， 


fri za sn) 
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оаа гово 
P s . | fz: 1 Ü -1 0:-1 t0 
- í М СО zI 0 0 -1i-1 -1 1 
Т ATI a Ea : N. Y. 1 : ? [у= | eeens ; a 
: `. ~ х, 1 = 1 一 1 : 
k … ddo 1 1-1; 
其 中 п 阶 方 阵 1 | 0 0 1: ) 
0 > 5 即 得 
1 了 
il N 0 —— — 
рх (1 10 2 afa -1 -1 
З E 10 + o j| 1-1 
з 2 
| ~ Ui 0 1 
с оъ Ó 2° 
a 0 0 
是 f(r ta, En) #15. = 0 -1 O. 
мазна = T egma eaa 9С! 
— li O 作 变 换 
第 ] 行 ,并 把 第 2 列 加 到 第 1 列 , 得 到 1 1 O 
1 1 1 1 1 0 (жу,аз,®3) = бур, ур, Уз) | —1 1 0j, 
2 -1 -1 1 
I+ o 5:010 Mi 
1 fa ху, ту) = yi 一 35 — уЗ. 
В 一 1 ЕЈ 0:0 Q 1 S L, 
р MER n > ЗЕК = |, “| 的 第 2 行 加 到 
J o о: 第 上行 ,同时 第 2 列 加 到 第 1 列 , 得 到 
l 1 O; 13 16 111 1050 
0 0 l:i : 
- а 1 = 1 D 1 . lis 10: Q 
矩阵 ВЯ ТЯ - - 如 到 第 2 行 , 同 时 第 1 уяв 2 2 2: 
以 -十 加 到 第 2 列 ,然后 第 135811 -1 加 到 第 3 行 ， I 7 070 0 1 O 
同时 第 1 ЭЖ — 1 加 到 第 3 列 ,得 到 ЕН 
1 0 O 1 l 0 В = || l ll... ooo 0 .… l 
o -4 -4 4 ә 2 2 
4 : 2 канны 
0 0 -1 : -1 一 ! 1 1 D 0 Ü 
С _ A 1 0 0 
Н 1 _ 0 Ü 1 0 
= 1 x 9 1 x 
а + -1 0 0 0 1: 
lo 0 1: ЖЕ B ЮЖ 175501 — T D03155 Р ARA - 
Е C 的 第 2 行 和 第 AR 1 88 十 加 到 第 2 列 ,然后 第 1 行 乘 以 - 1 加 到 第 ; 行 ,第 1 


ЖЕР — 1 加 到 第 了 列 .; a,n ,得 到 
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I 0 0e Ü 1 100 1 0 0 0 0 
adl odla.. 3 | 
0-4 0 0- 3 F300 0 + 00 0 
o әт 3 1110 0 0 + 4 + 

. . : 其 中 С = 
: М 0 O ] 4 1 
| | 6 6 6 
0 0- 一 -l реро | 
| 2 a Wu a u 
| ......................... S s наа» чы 
: | о 0 ó M 
1 i 
1-5 -1 Zi; 1 0 0 0 0 
l u’ у -4 ıı ð n 0 
1 Ç -1 Г 2 | 
， ү] 3 3 | 
: : : . ы С = 1 1 1 » 
0 0 pe E -373 4  ! -ü 
R 2AE O g. í 1 | .......... K 
1 1 А 
1 5 > 1 1 1 1 | 
1 1 I 
= 1] => J _ 1 上 _ 11 
S = | 2 21 1-2-5 74 3 
: :. 1 L 1 
1 1 | | 0 l -3 -3 -了 |! 
2 2 1 || 
将 对 称 方 阵 Si EAMA F ihpin k a = Са O 0 og -3 
Si ho | .. L 
|, 5 [кж ажи 1 各 到 第 05,9819) 0 0 01 3 
R- 二 加 到 第 ; 列 ,; = 2,…,n 2, 0 0 0 0. 1 
< q П i 
| O бос O. 100%0 танк. иа 
3 1 dda, р -| І l, 
0 Ç 3 a: 2 10770 1751р 0 
1 l: 1 і _ h. 3 4 {н-2) +1 
‚0 ч РТ ... 4 Ü 1 sre Ü 其 中 Di = фарбі, 4 y 6 x Ы 2( n – 2) ), 
ООН 1 0 0 0 
: 1 : 
о! 1 3 iggi -5 1 O 0 
B= | > 1 1 
er ua Di; _ E -3 Í ü 
I 
2 2 2, 
| ии 1 
0 1 0 l x -= -5 0 l 
0 0 I>e 0: 1 1 | 
эө зе зе сө © l-> -% a? 
0 0 0% 1 | oL -一 
ч An ` A ч Ы 7 3 -2 
ЕБ, 的 第 2 行 乘 以 - + 加 到 第 BAR ры = i 
1 — =... 

_ + 加 到 第 7 到 ,i = 3.4,…,n ”2, 得 到 п-2 
[Cyr Ca? ' : 

C- | i! "|. l 
См 0 记 н — 2 ЕЕЕ 
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1 0 0 0 
dl 
- 5 1 0 0 
_ i .1 
P, = -3 3 1 0 
1 1 _ 1 
70-2 n-2 л 1 
则 有 
1 
3 
4 
P.S PA = 4 
(m = 2) + 1 
24% — 2) 
由 式 @ 得 到 
1 l 0 … Ü 
l 1 
2 2 0 
-1 —1 Í 0 
— 1 -1 0 ] 
L _ _ 
l - 2 1 1 
1 
] = 一 上 ü 
x Š 2 
0 0 1 0 
2 ü ü 1 
1 0 0 0 
1 
Ü -4 Ü Ü 
_ _ _ 1 
= jÜ 0 1 >|: 
1 _ 
Ü Ü -3 I 
记 
Q = É к | і i 
= д l 
T 1-2 2 2 
-1 -1 
T = ў : 7 
_ ~ 1]{-2)х2 
[е - 
= | 0 = 
则 式 @ 化 为 
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so = Š = B Ü | 
OQ =5 = 1, -Sı 
-FE 
15 ,| [i "| 
S 
Е Р, езе, Р, 
[o орон. 
Lo -PSA 
rl 
_ 1 
4 
- 1 
= _ 3 * 
4 
_ (m 2) + 
2(n — 2) 
而 
a ple- [pr e] 

0 Pi PT Р; 

1 1 Ü aü 79 

21 1 2 

- 5 > Ü 0 0 0 

1 _ 1 1 ой Ü --- 0 

i L _1 ... 
=| 77 > 2 19770) 

å _мз1 l 1 ,... 

3 3 з 1 0 

1 i 

5 шз 7 М t 
取 坐 标 变换 

(ri 2， ) = (уруғ "y F, 
ДІ 
Jerri zz СЛ) = (у, уз. eY) x 
1 
_ 1 
4 f yl 
_ Í | 
Уз 
_ 3 : 
4 |: 
* Ух 
| н 2) +1 
2(x – 2) 

1 ~ 1] 
= A-d- TEESE 
再 令 

{yi yy , y.) = {el ea Za) Pa 
其 中 


1 4 ШЕ 1 到 ,i — 2,3,…,n, 得 到 


2 
n—l ... :1 mL 
_ 1 z 9 0 0 003 
P- = ; 0 —1 0 0-1 ið- O 
. 0 0-1 0: 0-11 0 
i Nf 0 0 0%-1 0 0-11 
В, гааг) = zza zn BP, C= UUED 
Грол = ef ioe zh 4 10e © 
4) i PE | 
‚Оюн о 
1 2 азаи 0 oni 
2 2 2 2 roo PONDE I 
| 1 1 a 923 n-2 T+ ooe 1 
2 9 37 2 32 2 : ) 
i 5 Db "-4 2-3 矩阵 Сї 1 行 和 第 1 PARUHI a 
2 2 2 2 n 
| р = x Pa] 
tn-2 n-3 n-4 0 1 Dy 0 J 
2 2 2 2 其 中 
п-1 89-2 п-3 d 
5 > > 0 0 0 0 
0 1 0 0 
zı} 
| Di= 0 0 -1 0 |, 
+ - 
则 (raana) = Craan S| “|, 
g 0 0 0 -1 
Ta ИИ 
S 是 一 次 型 几 riza,…van) ВОС РЕ. 现在 把 n Lal 0 үш l 
阶 对 称 方 阵 S 化 为 相合 下 的 标准 形 . ЖЕРЕ A = n=] " 
. -1 1 Ü = 
S I, и = 
Ë “| 的 第 TRAB: -1 行 ,同时 第 ; ЖЫР De 0 -1 Las 0 
i 一 1 列 ,i = n,n - 1,…,2, 得 到 СЫ 
|| |. 0 0 -1 I 
0з уту 1 09000 — у 
т : vy n- 1 -i 0 0! 
-i 02 0-1 10 0 n=l 
0 I -1 0 
+ 0-1 0 0-11 0 Da = | 
， : : -1 
_ [1 УА а omom 
Ве > 0 0-1 0 0-11 1 0 1 
рото 0 i 
п — ] v n l 
0 о 1-1 Q | „=1 Ü 0 > 1 
0 D | | -ie b 0 0 
_ | р = `. . 
i L Pu i : `. : 
lo 0 9 1 : ` l Ü 
矩 隆 B 085, 行 乘 以 上 加 到 第 1 行 ,同时 第 ЖЕ о р 
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则 


He bn ed 
Сууд.) = ypy y IP, 
Т 
бро) 


= (ур, уз, ya) 
00-1 

= yie yi ое у. 
Н HERE Aror r) 5 GARRE 
阵 S ERRARE -P RAN n 阶 对 称 方 阵 S Ж 
行 同 本 变换 ,使 之 化 为 相合 下 的 标准 形 3, 即 将 矩阵 


B “| 经 同步 交换 化 为 "| mesas s 
L 0 Р 0 
Салаа) = (озо) РВ 
FÉT Z2, En) 
эч] 


~ |У 
= {yy yn) S . 


Уң 

= y] + уд + =: + y 一 Yal _ 一 у, 
RP p fila 是 二 次 型 (zi, z2, an) BS E ARTE 
指数 ,它们 是 由 二 次 型 lren r) 唯一 确定 
的 .从 面 二 次 型 Fxg Ea Ep) 的 标准 形 是 唯一 
的 .由 于 将 n 阶 对 称 方 阵 $ 经 同步 变换 化 为 标准 形 时 
所 选用 的 同步 变换 的 方式 是 多 种 多 样 的 , 固 此 将 二 次 
H firra z.) 化 为 标准 形 的 坐标 变换 并 不 唯 
一 .如 何 选 用 坐标 变换 ,使 计算 量 尽 可 能 的 小 ,是 值得 
考虑 的 .这 只 有 通过 多 做 题 , 窗 掌握 一 些 同 步 变换 前 
方法 ,才能 简化 运算 ,3.3.15 是 比较 典型 的 例子 , 希 
望 自己 先 算 一 算 ,再 看 看 题解 ,从 中 也 许 能 够 有 所 体 
和 


534 上 矩阵 打 洞 与 行列 式 的 计算 


从 前 而 几 节 可 以 看 到 ,第 阵 的 行 或 列 的 初等 变换 

是 整个 线性 代数 或 者 矩阵 论 中 的 一 种 重要 而 基本 的 

变换 ,和 白 然 会 想到 将 矩阵 的 初等 变换 推广 到 分 块 矩 

阵 , 即 把 分 块 和 矩阵 中 的 每 个 子 矩 阵 都 当成 矩阵 中 一 个 

元 素 ,然后 对 它 施行 初等 变换 , 其 主要 根据 是 Schur 
282 


所 发 现 的 几 个 基本 的 抵 阵 恒等式 , 邵 下 面 的 基本 定 
JE. 

ЖЕ БА Ет ИЕ, B.C TID Ет 
х руп X т а х р Ж, Ш 


г "| А В А В 
[сор] |. ° 

L-Ca JLC D Q D- CA H 

- _ А-1 

А pJi? A jop 0 J. о) 

LC DJ1 0 L, c р - САВ 

Саа „ье i 

t- CA 1 RILE PILO 1, 

аы ° 
0 D- CA H 


Ңф D- САГВ 称 为 | ЗА 的 Schur Ж. 
PRRI UERR MRE PERRA MEW. 
J 3438889008 E ERR DP, Ч m УЕА T 
EAEE P REFERE 
个 元 素 , 然后 用 A-! ERAR H, IRER 


A 有 [In A'B _ _ 
É НЕЕ p [ama CERS 


行 ,并 将 其 加 到 第 二 行 , 风 分 块 矩阵 | МЕ, 
EO 中 右 端 的 矩阵 , 因此 式 中 相当 于 对 分 块 矩 阵 
| T | 施 行 分 据 短 阵 的 行 的 初等 变换 . Ыш © 


给 出 ГЕ | 人 站 | 的 列 的 初等 变换 (注意 此 时 
влагат авио Э ояр), mist 3, 


пне O Правей тген 
换 .因此 上 -定理 是 将 矩阵 的 初等 变换 推广 到 分 块 矩 
阵 的 一 个 定理 

由 于 对 分 块 和 矩阵 施行 初等 变换 后 得 到 的 矩阵 将 
含有 零 子 矩阵 , 即 含有 一 个 洞 ,因此 我 国 已 故 著名 数 
学 家 华罗庚 将 分 块 矩 阵 的 初等 变换 称 为 矩阵 打 润 

矩阵 打 润 是 线性 代数 和 矩阵 论 中 一 种 十 分 重要 
的 技巧 ,不 论 在 解 题 或 者 证 明定 理 时 都 有 着 广泛 应 


用 .这 节 主 要 全 绍 它 在 行列 式 中 的 应 用 ， 
. _ TA B 
3.4.1 Ru =l, р | 是 mw + n BEBE А 


А m 阶 可 小 方 阵 .证 明 
detM = detAdet( D — СА 8). @ 
ĀE ARDE 


an ie ај о n-en 
-Ca РЛС рі іо D- CA BJ 


1 


0 
ШЕТТЕТУ 


注意 det 
едт р] 
式 , 即 得 式 4), 


cA B` 
3.4.2 设 M | тл Нр 


Ж п [Jt u my Е, ПЕВА 


ач м = dett A — BID! C )det D, © 
证 HF 
К BD J БЕ [4 - BD! C d и 
= ， 
0 I, C D: С D 
- L, 一 BD ! РЕ 
其 中 det 0 -= 1, 因此 上 式 两 端 取 行列 


2,1950 б). 

注 1 ФТ ЕЛИНЕ M hi РЕ 
为 一 个 匹 素 , 然 后 第 2 GARA - BD, 并 加 到 第 1 
іт. M HEA O ДЕНЕ. 

$2 例 3.4.1 和 3.4.2 通 常 称 为 行列 式 的 降 阶 定 
理 , 它 具有 广泛 的 应 用 . 当然 重 夏 的 不 是 降 阶 定理 本 
身 , 市 是 如 何 对 分 块 矩 阵 施行 分 拨 和 矩阵 的 行 或 列 的 初 
等 变换 ,也 即 如 何 打 渣 . 

3.4.3 ”计算 5 阶 行列 式 detM, 其 中 

2 10 1 -1 
2 0 2 


5 i8 7 -L 
由 于 dad = 1, 因此 六 A у, MA А! = 
2 -1 
[з 2-8% 
г f 0 raA B A B 
| Ca" AiP 01-10 Do eain) 
BRITIA 048 
detM = detAder( D - CAT! B). 
其 中 


D-CA'RB-= 


2 -1 5 1 -1 3 
= |é 1 |-|- 3 7 
8 7 -1J 6 -7 19 
1 O 2 
2 14 -20 
іа а = (8,2), = (0.2Е= [72 HE 
7 E 14 — 20 
р сав = |, Р. 
o E 
于 是 
1 9 _ l ñ 
=. 10 сав) = |, вг) 
1 0 2 
= ‹ 一 2 | 
0 14 -24 
上 式 两 端 取 行列 式 , 得 到 
-2 -4` 
de(D - САВ) = det| а 24. ы 118. 
因此 
дем = detadetD — САС!В) = 118. 
3.4.4 Ж) дем, Ен 
1+ ару ab се арб 
мі! aby l+ афу аз, 
ОИНИ 
i аі ab се L+ a,b, 


解 idea = tara qa) B= (bi br Bas 
[| 
М = I, + œp. 
注意 M — I + a'b 3—9 Schur 补 形式 的 矩阵 ,因此 
考虑 下 面 的 算 阵 


由 于 
1 OJ -8) pi -8 
Е МІР 1, |- Ё м | 
H 
f PJ „р | 
О 30а 1, a I, 
故 上 两 式 取 行列 式 即 得 


1! -8 
вч] ©] |- detM = detil + a'f). 
а н 


ша ЖЖ 1 ной = l+ abt abt + ab, 
是 一 个 数 , 因 此 


detM = 1 + ajbi T aab + + а,б. 
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Ë БН Б M = 五 - a 六 视 为 矩阵 A 关 
FALATE 1 的 Sehur 补 , 然 后 将 n ШЕМ 升 阶 
X n — 1 МЕРВЕ 和 ,再 对 分 块 方 阵 A 打 洞 .所 以 学 会 
观察 一 个 方 阵 巧 否 是 某 个 上 方 阵 的 Schur 补 ,是 很 有 有 用 
的 . 

34.5 ЖА Жп 阶 可 逆 方 阵 ,a 和 8 是 两 个 n 维 
Hai. EA:n 阶 方 阵 A + 中 是 可 道 的 充 要 条 件 是 
1+ ДА 1а Z 0. 

I ”考虑 n+ 1 阶 方 阵 


pe |. 1] К К 
b [A "= Шо NI 


FARATA, E 
detM = detAdet(1 + ñA lat) 


В. 
detM = del A + о). 
HEE de(l + ДА а) = 1 + BA lat. [КК 
det(A + af) = (] + ДА lat)detA. 

ШР Ай, detA 0. AIE det( A + 28) 30 
AERE 1+ RA 1а 20. Вн ВЕРА + а [Ж 
的 充 要 条 件 是 1 + RA lz >= O. 

Ж „ШУА +G n + 1 阶 方 阵 M = 


[ ° apa лж 1 的 Schur ФЬ. 


3.4.6 аарга, з 0. п ВЈ дем, H 
i}: 


0 а 十 aa @| + 4, 
йэ tal 0 a + a, 
ata а, + a Ü 
E ЖЫШ, 
一 2а 0 Ü 
0 21; Ü 
M 
| Ü 0 з o — 2а, 
артар ар + аә аз 十 a, 
da + al а> + z аз ъа, 
+ 
uy tal Z, + az a, F а,) 
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— 2а 0 0 
O| 0-2 0 
0 0 — ?а,! 
“| 1 
ax 1 | (и 1 і) 
+ 
Q I ar аз a, 
a, 1 
记 
чү 1 
а> 1 1 1 1 
С 二 一 ‚В = | | 
dj @2 “з 
an 1 
— 2421 Ü Ü 
0 – 2 0 
р = 62 , 
Ü Ü — 24, 
则 
M = D- CH;'B, 


L B 
Bin ИЛЕМ En ADE] - +0 
Schur 补 .注意 оџата, 3 0, ТЕД D Гай н). TE 


ан lle pl le p-ep] 
- C! Dic D} 10 D-CR'BI 


É БЕШЕ BJ а врт "| 


0 I, C D С рі 
Ей ТУ ‚ЛЕ 
hL В 
det| 7 5] = detfdettD 一 CIB) = ає М, 
L В 
def ] = det( l; — BID !C)detD. 
C D 


因此 
deM = det( 1, – BD 1C)de D. 


易 知 daD = (— 1) Pujar an M 


I aoe = |! "+ 1 -> ] 

1 10 1 ај ax s mü, 

1 
2а а 1 
l 
x Ü “зл; 0 as 1 
а 1 
1 | em 
Ü 0 FPN 


--- -——- 


Xa 1-4 
因此 
dalh HD !C) = (I - У? - (а) 
= Jo- Ya] 
于 是 


deu — (— ро 2)2 e (1а). 
i=l 上 


3.4.7 求 m+1l 阶 行列 式 det M ,其 中 
(0 1 2 … п | 


{110-0 
м- |2 02 0 
ын Ü Ü | 
解 ” 记 
А - rO | В F2 3 : | 
ар Ао о e ool 
[2 o (2 0 0 
3 0 |0 3 0 
С = ‚№ = 
.. | 
La 0 іо Ü -> z 
A H | 
М М = P HEZ D ETEK, H 
1 2. 
7 0 0 
i 
pi- | 3 Ü 
0 0 1 
& н 
由 于 


К - ВОЈА BY kas "| 
D ыл LE DI C pd’ 
所 以 

derM = detDder( — BD C). 
T dan 一 я1, Ë. 

Ку 1 Ü 2 3 = нт 
h BD c= | -f 

0 l 


[二 о 0 
2 0 
1 
,0 3 0|3 о 
了 | 
обот 


- [i °] [зет "| 
loi 0 Ü 


kika as, N 
0 1 
н\п — 1 
四 — | 


0 1 
[К der( L, - BD 1С) = 2-49-10 于 是 
deM = - Чы) . nl. 


34.8 RIFIN detA ,其 中 


а -1 Ü … 0 0 

“| ка = 1 0 Ü 

аз 0 х о 0 
А = 

з Ü 0 =r- 


a= 0 0 + Ü az 
Ж H re ORF iat = (a1 agt за), = 
(— 1,00, 0). B 
®-1 060 0 
0 ж-1-ф 0 


0 Ü Ü x -1 
lD 0 D. zila- 0х (1) 


ША = N P Juk дар = wr! 天 .因此 可 
а 
道 , 其 道 为 
l 1 _ l 1_ 
х т^ g”? т"! 
l., _1_ 
Ü — `: Е: 
р = 
1 
х? 
бозо + 
€ 
由 于 


1 юе fJ- f ag- ДЇ) !@ °] 
10 ha Jla D a pl’ 
ñ Bj wm Hui T ЎА, BHS 
detA = (а — PD laldean 
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— ail _ yl ; 2 E 
aa- BD ls = ag- (= 1,0,0) 0 L -4g ~ 
x К `>. 
аа | `. 
тог? 972 у"! A = |0 0 =- _ 
x. т 
1. 1 ар l ` 
0 £ ТЗ | _ > 
. . 8 T 
x : | | \ 
1. o; Ü 0 0 ка 
д? L 由 于 
CE о + | 1 [А ДЕЕ 8 ] 
т А — oA! 1lla x Ü ох-А'!# 
N | ТО ЕРДЕ; 
= a- (F, -Ah =) ? det = (detA)(x - аА! f). 
а а, н 4 — аА 18 = х 人 Cy OD, 0) 
一 Ft == т 
= 40 + х + д? t + zU 1 _ № СЫ ИА (— p 07 
所 以 ж p 53 ЕЕ 
а @ а 1 > 0 
下 一 #1 “2 н-1 一 一 : 
detA =. (а + = + x t + "СЇ 0 x 22 0 
= вел"! + ар в + ау. xipo onh 人 > 
BAH > = ОВ, CAMEE. | т 
3.49 Жи 阶 行列 式 detM .其 中 |: Е" 
т y Ü — Ü 0 | i М 
Ü z y 0 0 Ü = … Ü “к 
м= |90 * ， :| N 
0 0 0 У = г - ( ` 25.25, “£ 1 
y Ü 0 =| Ü re 
解 省 工 天 人 时 , 记 a = (у,0.:—,0), g = (0,0, y 
0, y), = х + (— р)" =. 
r : 0 ... O] + 
Ё т ЭЭ, 1 因此 
À = | зу М" 0 | daM = (detA)(z – аА: 8) = r” = (— y)". 
| : А А >] ЗЭ, H r =0 时 ,detM = (- 1)" RELA = 
Ü э. с Q glia- x- 0 时 仍 成 立 . 
Я] 3.4.10 Жп Е аем, Е 
м А Ë жа +b, atb сз +b, 
1а ч М = аз +b l+a,+b'e m+ h, 
其 中 detA = 177 50,88 А Ар, НУРЕ 
а„ + бү q, + b> СА +a, + b, 
解 ”注意 
ар 十 而 1 a| + bz "eai + 5, 
M = I, аз + bj Gy + bs саз + b, 


ИТПЕН 


a, + b) а, + bx “a, + d,d 
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ap l 
a, I 1 1 1 
= ы! т B ha ,| 
ау d 
‘au; 11 
ЧЕ "Ipi р І '] 
! 0 l b, ha b, 
ta 1 
ETEL M 是 方 阵 
h BR] 
| C L] 
1 1 
Ж 1, 的 Schur th, EP B = |, b = ь |. 
(a, 1 
с = аэ | 
a, 1 
Hr 
R а h B] fh B 
Ё „Пе ИВЕ ш. 


гр Е в] kas; °] 
|o -Cn c RI’ 


т 


ак Еа ТЈ K НИЯ 


L В 
deM = det( I, + СВ) = det -ci 
= ааб + BC), 
mi 
ба 1) 
| 
| Q ] 1 1, 
r 1 Be | h] 1 | 
01] Бү Ё) b, 


| >a, H 
-| N Шиг 

) lJ ` z 
| 26, Ур; 
17] 1-1 

Г Е 

{+ >a, л 

1=1 


| Уа l! М, 
о l 


ВЕР} 
де М = дет + BC) 


= (1+ >la + Y 15)- s ab,. 
гЁ -1 r=l 


3.4.11 计算 n + 1 阶 行 到 式 der M , Ji rB 


йз йу dgn М 
M= | ее 
nl быз п, T Ya 
Жү у? т, 0 
ПА x 阶 方 阵 
ayu 412 й 
А = q, 22 Пон 
nl Чы? ы Фу 
ДЕНГЕЙ Н]. 
Ж 记 z hrpta Ty бурузу: 
MI] 
u= |^ =y 
x O + 
H T 
НОН 
= гА 1 Ё Ü |= 0 Ay 
所 以 两 端 取 行列 式 即 得 
detM = (Aly delA. 
3.4.12 计算 2x 阶 行列 式 аем, Д 
| Io 0 1 = 0 
Ü і Ü 1 
меа оо 
0 -4 0 соу 
L і, 
E ЕМ = l 1 ая 
72 21 
I Ü 1, b | Ë I 
TL L|] Ti +r] 101 
所 以 两 端 取 行 列 式 即 得 
det = 1. 
3.4.13 Ж2я 阶 行列 式 deM ,其 中 
{9 0 0 b 
м = Ü a 0 Ü 
0 а Ü 
b = Ü Ü a 
# Eniri 


nts 
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"0 0 1 
1 0 
Ja = : : 
1 о 0 
BM; = L.E 
| a] 
М = . 
Al, аһ 
H a >= Ü Bf , H + 


L 0 [a A al J, 
| _ ‚ | 
_ р L La, af, 0 (a- Ër, 
a a 
故 两 端 联 行列 式 即 得 
z 
detM = detla, ddel (a - 全) 六] 


2 
= orfa -站 ja 
a 
= (at — b", 
当 sosm = | MET 而 
Д = |+ 一 bl, 0 = Jan. 


К FJ hl. 12 J, 
0 Rdih о] U 01 
所 以 


[ "|: |" "| ” | 
-J, AJLO ҺИ 0] 0 -RI 
上 式 两 端 取 行 别 式 , 即 得 

L 0 


f 1, J, 
aaf _ J. 1, || 0 1 ала, 
Р, Zf, 
= аа о -h | А 
Вр 
де, = (~ 1)". 
因此 им = Бету, = (— 1V0 АЙИН, К e 


是 否 为 零 , 均 有 deM = (а? — b)". 
Ж ”在 上 例 中 ,我 们 遇 到 这 样 的 情形 , 即 设 2» 阶 


分 块 矩阵 M = [2 АЕ A En ЖЕП, 


此 时 Schur 三 个 恒等式 已 不 再 适用 . 但 仍然 可 以 用 分 
块 和 阵 的 初等 变换 加 以 处 理 .其 主要 根据 是 ， 


ПЕ ИР вт [76 вер) 
оС pl | с D l 


„е B= ев] 
1, ILC DÌ LA+C B+DJ 


前 一 式 相当 地 将 分 所 矩阵 | 人 5 | 的 第 2 tin 


到 第 一 行 ;后 一 式 相当 于 将 分 区 结 阵 | ° 


288 


行 加 到 第 247. 


ol [с ь le ml 
[o nlle olle p 
前 -- 式 相当 于 将 分 顽 矩 阵 | 人 | 的 第 2 行人 
Башен Е. Хамза 2 O | 的 


第 1 Tit E EBE Е. 
0 Һ]ГА B ср 
з) р МІР HE [a B) 
这 相当 于 对 调 分 类 矩阵 [ 人 站 ] 的 第 1.2 行 
分 其 第 阵 的 列 的 初等 变换 可 以 用 诺 匀 以 适当 的 


ЛЭ РЕЖ. 
3.4 14 HA n {т^ дем, В 
2 1 1 
1 3 1 
М = ; : : 
1 1 n+l 
解 ”注音 
1 Ù q Í 1 1 
0 2 0 1 1 1 
M = . -| 十 
0 p n 1 1 1 
1 Ó Ü 1 
+++ Ü 1 
= M ? .. itd. [1.1,,-.1]. 
Ü Ü = a 1 
记 n 维 行 向 量 “ = (1.1, D.H 
1] 0 + 0 
0 2 +. 0 
D 一 ` 
00 зол 
И М = D + aa АЕ M En- 1 ЛЕ 
[ 1 e] 
= а! D 


关于 1 的 Schur 补 .由 于 
1 0 i a 1 а l g 
Р „||, ЧЫР D. ss] bo МЇ 
H 
1 - еар! l < І+а0 lat 0 
| L J, | 一 z °]. 
所 以 上 两 趟 各 取 行 列 式 即 得 


1 а 
detM = daf |- (+ aD l YdelD. 


-a D 


显然 deUD = nl, mi 


1 0 0 1 
1 
роі = 0 ЕУ 0 ， 
| l 
.Ü 0 n 
1+ «Б! 
I 0 . 0 
| (1 
отто 
—1+(I1.1.: 1) . 
о о а! 
H 
1) 
. 1: 
= 1+ 001,5, | 
1 
= о} l+ 1 T | L 
n 
因此 derM = (1+ У) 6) nt. 
t=| 
3.4 15 Жн ITIR detM ,其 中 
Ар аз аз © an ) 
а År ay o api 
M = “| 45 Аз “+ ан 
а ау) ар А, 
A =u Ü ü 0 ] 
ü Аз — аз 0 0 ! 
M = 0 О А-а Ü | 
0 0 0 А-и, 
пу dl ар V Ap) 
й 1 a йд а, 
+ ü] йл йз аһ 
ар d2 аз An 
ÀA- di 0 
_ 0 À; 一 a 
MEI SA: 
| 0 Ü À, — a, 


1 . 
+ | | [agras al. 


11 
le я іта e = (1,1,-,1) 和 B= (ар.аз. 


а), HIE 


A m Ü A а 
р = Ü Аз — a? 0 
| 0 0 А, T G, 
r 1 B 
则 M = равни /| 关于 1 的 
-g 


Schur ЖЬ. 由 十 


Ё A Ы] o pi apl” F м) 


ОНЫК 


ЕР АБТ, B4 


1 
det 一 daf ; | = {1+ D !at)derD. 
显然 Де) = СА, - аз)(Аз — аз} (А, – а,). В 


— 1 а | 
Àl i 0 0 | 
1 
D! = À> 一 a} ° 
1 
0 0 Аһ T üp 
得 到 
I+D lar = 1+ falaz a.) 
— 0 0 
1 äl { 1 
1 
0 l 0 | 
x А2 一 «2 | | 
1 
1 
0 о À, — 4, 
1) 
=1+{,—© 43 й у 1 { 
u А| a Aa ag’ А, “з 


п 


deM = По, -a)i + >) 
i=l a 


= [laadt Уа H A- a). 
=] i=l чүн 
3.4.16 ЖА,В,СЖО Ra УЕ, ЗЕН А MC 
可 变换 , 即 AC = CA. WE: 
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derf £ АЕ dal AP - СВ). 
Ш БЛА 可 道 的 情形 .由 于 各 可 道 ,所 以 


1, OTrA B A B 
БХ НЕ |` 5 Do 
土 式 两 端 开 行列 式 , 得 到 
да] ~ 


有 


В `. 
р = detAde( D — САВ) 


= detA(D – CA! B} 
= detí AD ~ ACA B). 
В f AC = CA. PA 


É 5] = det AD — CAAT! B) 
C D 
= det( AD — CB). 
BLUE ЛЕ A 不 可 族 的 情形 . 记 
А, = А +1, 
anté 412 “ 215 
an йпю +Е tY aln 


dnl йм "б ma Í t ë 
其 中 A = (a). ЖЯ H detA, = del А + 81, ) ж 
于 < 的 -个 首 项 系数 为 1 的 REMA ERG n + 
ж , 记 作 E1,E2,… E, АЖ ELEC €, DEAF, I 
ÌE eg = minll e, e 550,15: п}. ОЕА, 
得 0< А < ep W| detA, 0, BE А, рай: Ж ej, ez, 
eea EAF MA ER 6 ,使 得 对 任意 正 数 4 ,0 < 
À < s detA, = 0, B A, BÍ iñ. h F AC = СА, 
AC = (А + À1,)C = AC + AC = CA + АС = ССА 
+ АҺ) = СА. W ЕТЕНЕ Н ТЕ A, ,得 到 


A, B 
det| |+ det(A D — СВ). 
C D 


土 式 两 端 都 是 关于 4 的 多 项 式 ,从 而 是 关于 À 的 连续 
函数 .因此 当 А 趋 于 零 时 , 土 式 好 化 为 
ал В | 
C D 

Ë 3.4.16rF4FEBB A AS ртт A EE Вр 
ЖЕРЛЕНДИ ШЕ. ЖОР Е М ar A БЕЛУЧЕ 
不 可 道 方 阵 的 一 种 重要 的 处 理 方法 . 

3.4.177 ЛЖВ Ет < 和 nx m Н. 
证 明 : 


= dett AD ~ СВ). 


ае, — AB) = det( I, — BA). 
证 ”注意 ,nm ЛЕ] 
M = I, -= AB = l,- ALB= L, AB 
і, B 
m+n neli I ГЕ ге 
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в ñ 8) 
y + n ЛЕ AL .由 于 


аав) 
-A L JlA Ia] 10 -ABI 


因此 两 边 取 行 列 式 , 得 到 


b 
det 


| Дег! АВ) 
A í | М" 


另 一 方面 ， 
L -В][ B -BA 0 
Ё La ? -| A ,| 
两 端 到 行列 臣 , 得 到 
Е dett І, - ВА). 
А 1, " 
于 是 
det( L, ~ AB) = det(T, - BA). 

二】 яа" y ETAL = LA. 
所 以 当 т = ?时 ,3.4.17 是 3.4.16 的 特例 ， 

注 2 3.4,17 给 出 了 一 种 计算 行列 式 的 方法 . Ж m 
之 #1 时 ,可 以 将 m 阶 行列 式 де 2, — АВ) Т 
B n 阶 行列 式 de( I, - BA). 反之 将 阶 行列 式 
dett 了 一 BA) BERT AGTA m 阶 行列 式 deti у, — АВ). 
ЖШ, КТЕ n 阶 行列 式 


l+ azy 31439 U туу 
Tyi l+ лур Ta 
Eny туз + г.у, 
ШЕ И 
l+ ziyi 2152 тру 
у 1+ rayi “° Тоу 
м 
EOST Eny? 1+ уу 
- zı 
z2 
= £, [Ооу] 
– x, 
= 1, АВ, 
-z 


其 中 A = 9 En x1, В = [ууу] 


一 =, 
# 1х n 8. РЛ 3.4.17, 
Чем — deff, ~ АВ) = detit — ВА) 


í — 21] 


= der 1 一 (уну). 


| L— | 
= E+ riy, T луу) + U + уку. 
3.418 AFB p E m x n 和 和 nn X m Yb Ek. 
WEH, 
Айе {А — AH) = А"беқАГ, HA). 
证 E.ni -0R AEEA. FA z 
0. HF = BAE 
M = Аы- AB = Al, - ALB 
= АЫ ЛН, 


1, B 


A 5 1, ЁЁ} Schur 


FAM Еш + п marl 


h B - 
ш 7 и | 的 行列 式 .由 于 


Е "|: B ` |" В | 
-A І.А А, LO А, ABI’ 


所 以 
І, B 
se о | ааст, -ao 
ni. 
Ë 29 [а #] Ë lea 0! 
0 ЈА Ah A u, | 
所 以 


h B 
dett Aln, = АЙ) = аа] | 
A Aly 


= deif Aln )det( 1, — TBA) 


= "de Lo, - ВА) 
= A" "deal, — HA). 
于 是 得 到 
Аде АЈ, — AB) = А"4е (АҺ - BA). 


3.4.19 B AHB En ИЛИ. =- 1. ЕНН; 
daf r] = detl A + #B)det( A – iB). 


证 ня, т Пеон ела 
第 1 行 . 即 得 
ГІ. А.ГА = ВІ ГА +В A-B 
0 L ll МЫ В А [. 
再 将 右 端 分 块 方 阵 的 第 2 ЭДЕ) i 加 到 第 1 列 ,得 到 


EA -Bh 0 
Ё ИР А l: || 


- | 0 Ми! 
B+ :À À 
再 对 调 右 端 分 块 方 阵 的 第 1,2 行 ,得 到 
Ё NIP | A -B |” "| 
L 0110 LI [5 А | й, R4 
[B+ À A |. 
L Ü А — В 
Е ir] z ,得 到 


в ¿elo үе Аш 
б ollo L Pa a JS L 


= де ;A + B)det(;A - В). 
由 于 
0 I, | 
а! "|- (_ 1)", 


п 


L, il, L, 0 
det = det| . = І, 
Ü IL 1, 1, 


аы А + В) = де (ЛА — iB) = "Че A – iB), 
detf iA — B> = detitA + iB) = гае A +B), 


所 以 
А -B 
{ 一 "ае А | 
= idel А + ;B)det( A ~ iB) 
= (— 1)"4е (А + iBYdeu( A — iB). 
由 此 得 所 党 证 之 结论 . 
3.4.20 B A En BrE, CE 


al ° bly [° n] 
-i 0 L-I 0l 


WER :detA = 1. 


0 r, 

L O |. таам 0. 因此 二 
ШИ АМА! = M W fB (der A deM = det M. 所 以 
(дед )2 = 1 从 而 deta = +1. TE НЕН det A > 


0 .为 此 将 2» WEOE A ДНА = R BES 


D E 
B.C, DAE 都 是 n 阶 的 .注意 ， 
(АМ + МАЈА‘ = АМА! + МАА’. 
由 题 设 АМА! = 他, 所 以 

(АМ + МАА‘ = М + МАА‘ = Mlh, + АА!). 
上 式 两 端 取 行列 式 ,得 到 

де AM + MA detA' = detMdet( 15, + AA:). 
BD 

det AM + MA detA = detMdet( l, + ЛАГ). 
由 于 AA Ж 2л 阶 半 正定 实 对 称 方 阵 , 了, 是 2xn 防 正 
ж ЖАЛ: AE 1, + AA 是 正定 的 .所 以 

detí L, + АА’) 2 0. 


z аме |. 
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现在 计算 М = | и ж M 的 第 2 行 
Wa ir A 
К Я 0 1, І, 1,1 
0 H, |, е) Е ol 
再 将 第 1 列 加 到 第 2 列 . 即 得 
L LK D BIR L, - 0 
ЁК n. АІ sü | 1, | 
上 式 两 端 取 行 询 式 , 即 得 
(вем (а "| )- (= 1) < 1 
0 1.) . 


所 以 detM = 上 .于 是 
dal AM + MA de A = deti ln + АА) > 0,@ 
从 而 
detf АМ + MA) = 0. 
现在 


B С 0 T, 
AM + МА = | | | 
D Ell- 0 


0 RIBE C 
t |. I, qÉ E| 
_[-С Втр E 
j Е pt s e] 
_ | D - C B+E] 
- (B+E) D-C1 
H 3.4. 19 得 
deal AM + MA) = det(( D - С) +108 + Е)) 
ае С) - В+ E)) 
14960 — Су + i(B + E)) 12 
> 0. 
EA D 148 dea > 0. 从 而 detA = i. 

EO 在 典型 群 型 论 中 ,满足 题 设 的 2r Br PEA H 
JE y (Plan LE БЕ ЕТ tat EO .上海 
科学 技术 出 版 社 ,1963 年 版 )).3.4.20 表明 ,任意 一 
个 实 的 辛 片 阵 的 行列 式 都 是 1. 另外 ,在 上 面 的 证 明 
з, = ДЕЗЕ ЛТ А 的 一 个 性 质 , 即 (4AM + 
MAJA = Mil + АА!) .这 是 证 明 的 关键 性 一 步 . 

3.4.21 设 4 是 2r 阶 复方 阵 , 它 满足 

al 0 "| | 0 e] 
t-r 0] l-n of 


HERH detA = 1. 
` ра B C 
证 жона 分 块 为 A = | 二 |. 其 中 


BCD МЕ жн Pt SE h E. 由 题 设 条 件 


Е: 1, 0 л, 
А _, „!^ = _ | о 


[- СВ + ВС -CD + ВБ |- | 0 e] 
- ER + С -EÒ +рЕ1 1-1, 0 
由 此 得 到 
СВ + BU = 0. 
- CD + ВЕ = L, 
~ ЕВ + DC =- L, 
- ED + DE: = 0. 
于 是 得 到 
НС = СВ, ® 
ВЕ = L + CD, 9 
БЕ! = ЕР. {0 


H n 阶 方 阵 B Н WW EH 


par Кр ЕГ |o z- oc] 
- DB) „11Р El Llo E-DRB-LIC 


得 到 
detA = derBdet(E — DB ІС) 
= deuBde(( E — ВССУ 
= detBdetl E - C(BY' D) 
= derB( E — СВГ) ) 
= det( BE ~ BC (BO ID 
FA OA @ КА, ВЗ 
detA = deti f, + CTY — CRH (BID) 
= de{ f, + CD СІР) = deti, = 1. 
因此 结论 对 B 可 道 的 情形 成 立 . 
现 齐 设 8 不 可 道 .注意 此 时 式 G) ,@ TI (0 {%% 
э. ЖИНГЕ ХС = CX 的 解 . 设 n Br n E£ СЇЙ 
PEA rankC = r WFE п REET r нс, Н 
С= P| D Q 
й 0-7 
(BL $ 3.6 矩阵 在 相抵 下 的 Hermite 标准 形 ). 由 XC 
= СХ' 得 到 


-| " L, 0 — 1, 0 А -] z 
P xafi 111. 019 y, 
=m: р-1 -1 Ху Хр 
Жп РЕР ХО gA POQ = 
Xa Xn 


代 大 上 式 ,得 到 
К a pe xa | 


Xa 0 Ü 0 
因此 Хх = Хи. Хи = 0. 于 是 
Ху Хр 
pexa [e e] 
xg 0 Xy 
其 中 Ху = Ху, Вр 
Xu ка 
X = Р 一 
| O Xa (6) 


КА Y iB ХО -CX Й. НХ = 
L Ху 
1 Xp — h- WX = P| ! |с! “ЛЕ 


Ü l, 
Xf7 — CX 的 可 道 解 . 
BFE XC = CX' 的 - -个 可 递 解 Xo, 则 я 阶 可 
у NX WE ХС = СХ. TEAR А, б 


(B + AX p = СВ + АХ)". Ф 
В+ АХ, С 
йл-[ O Гаал етди 


条 件 . 记 ГОА) = де(В + АХЬ), М 
КО) = det(Àf, + ВХ) Xo 
- det( Al, + ВХо )де Ху. 
由 于 方 阵 X, 可 道 , 所 以 derX, 2: 0. 而 аекАЈ, + 
НХ) ERT A Win 次 多 项 式 ,因此 存在 任意 小 的 正 
Ж 5 > 0 {È datel, + BXD 0,80 fu e) > 0. 


现在 计算 2n BEBE A, — Ë ‚ех к 的 和 
р Е 
yi. HF 
i, олате q 
-DPB + Ху!) h D E 
[H + eXe С 
I 0 Бове 
故 两 边 取 行 列 式 得 到 


detA, = del B + eXn}detr( E — DUB 
+ Xa) \С) 
= (еВ + «Х,)де(Е- D( B 
+ eXn) 1С) 
= det( H + «Х„)де( E- ССВ 
+ eX) ГУ) 
一 det| (B нех) Е — (B+ ЕХ CB+ 
ЄХ) ) Ы] 
= detl ВЕ + Хок 
- (В + ех СВ + Xpo 1122 
н @ жир, Ж 
detA, = det( L, + CD! + X E: — СЕВ 
+ ЕХ) (B+ ЕХ)! РЁ) 
一 deti „+ ХЕ), 
+ e BFO, КАЙ Y det4 = detl, = 1. 
Ж 3.4.21 PENEI ЕХ 3 4.20 中 实 的 情形 也 
是 适用 的 ,但 3.4.20 的 让 了 明 方 法 对 3.4.21 不 再 适用 ， 
究 其 原因 是 在 3.4.20 的 证 明 中 .引用 了 3.4.19 的 结 


论 :del| A] — де( A + ;¿B)det( À — 8). ЖД 


A В 
-pB a |= 1 eA + ш) [> 


A f B SENHER, dal 


ОЕ АУУ ЛЖВ ky ҖЕТЕ 3.4. 


21 中 当 A = | ры SEE Г ES 


法 ,但 已 不 再 单纯 令 BEAR +e, MET- A 

E ХС = CX я үй ҮЕ Xa Р B EHB + 

eX, 所 以 微小 摄 动 法 如 何 使 用 ,应 从 具体 情况 出 发 . 
3.4.22 ВА = (а,) Ж п 阶 实 对 称 方 阵 , 记 


di ag ` d 
A, = det 


证 明 ; RAFET iLi nA = ФА, IA. 
= 0, Д,., ЖП An 不 同 号 . 
证 记 


Ai dze 


& = (ay, азаар.) 


а 
А, = | 
а a, 
H+ A.A ЗО, A = detA,- 天 日 ,所 以 А1 
пй. AE., 


| dA 
= аА, 1 «аһ 


[D асади 
LO a, -eA had 


两 端 取 行列 式 ,得 到 
A, = A; (a, = odrlia'). 
BF A 1 30,4, = 0, а, – ааа = 0. 
7 -方面 , 记 
А; а! # 
Am] a au 2,141 
B а. 
其 中 B = (азрат rt HT A,- = 
道 ,所 以 


tl. +] 


11 0 Аға о Ё 
а а йр A, a+ 
_ Al 1 | 
P ! B а. а+1 全 + .ri 
А, «| 
КРИ! Ф 
其 中 
D = | б. СТУ! |- HECE 
Gral ftl, +l 8 
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(аА а МИЙ 
ВА; а ВАВ 


| Ч Wit ) 
dl бар 


1 


| Ча T аА, Яав оА 11 8 | 
mari TRA ha аганы = ВАВ" 
A O ТЈ 831] 
А,+1 
А | б. аА gd, + 一 «А! | 
= 1i _ - 
la T ВА; Ча ача - А 


ЊУ а, aA ha = 0, ТЕД 
å -ó+ 
=> Аба т Ауа?) (аг = алт В). 
由 于 A 是 对 称 的 ,所 以 A, 也 是 对 称 的 .从 而 A71 
是 对 称 的 .于 是 


{аила pA at) 一 (а, ні т ВА па) 
= Aul T ФАТ. 
因此 
А-ды =— Абан AB) < 0, 


即 А, t 5 А 不 同 号 ， 
3.4.23” 设 K 是 2n 阶 可 道 实 斜 对 称 方 阵 ,a 28 
K 
维 实 的 列 向 量 . 证 明 :2 + 1 阶 方 阵 | ， ЕЕ 


a 
充 要 条 件 是 a = 0. 
证 HT Ko, AE 


а а ¿eka 
-aK |! llla а LO а- «Ка: 
两 端 取 行 州 式 ,得 到 
К a 
qel , |- (derK)( 6 一 К la). 
a а 


HT K ERRAI, PBB K: ~- К, Да — a'Ke = (а 
— Ка)‘ — a - ёКа = a + oka. 因 此 - Ka = 
«Ка = 0. Hp 


K a 
derf ， Е ade K. 
g q 
K а 
因为 K TPS EEL det K ze б. АЙ det | ‚ [ов 
п a 
RARE a Z O. 


3.4.24 п ЭРЧ БВА = (a; ) 的 顺序 主 
TAN 
0 åz оар, 
Zan Ü >e an 


A; = detA, = det А 


T 61, 7 üh иа 0 
z = 1 ,2,… з. ЕВН: IS XPE I Z 2.31 2028 
^0, An › 与 Ax, AS. 
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T 4@1,24-0 T 8221 77 0 | 
КЁР Ж, А5, = 一 Ax 1 因此 detax-t = 
detA5, | = (- 1) 4l detAn-1. PEA detA- = 0.10 
@ = (av, 1162,2 1 7 OZA 2.24 1), Д] 
А-2 а 

A-1 = | 2. 0 ] 
因为 Д, 2л = detA;, adetAs 天 0 所 以 det A... 
z 0,BB An- 是 可 道 的 ,从 而 


| 了 -2 ИК "|- | a | 
аА 11-а 01 L0 алза 
两 端 取 行 列 式 得 到 
0 = det4as = Аз 2(6А50 20). 
从 而 aA22 a = 0. 
现在 记 

Аз-2 a" В 
424-124 |, 

Ë ai 0 
其 中 8 = (el Qa aanw) ИВ = [a', 81, 


_ | 0 
2 Ü 


因为 A-2 = detA 3 0,BD As, ;可 道 ,所 以 ， 


| 了 -2 [ee °] 
ВА, Һ11-в D 


Е Ее В | 
Lo р+В# АДН 
Н т УҢ. 


An = Аз-20е D + ВАЗ В). 
所 以 
А-А = lAn- del D + НАЯН). @ 
由 于 


0 аз 
D + As] В = | t ы 
T @24-1,2# 0 
@ 
+ | |е, 
B 
_ | 0 а24 “| 
一 @254-1.,2® 0 


ии ТИ 
ВА. at ВАЗ») 


因此 .由 аА зт = ОЙУ 
D + ТАД ,B 


Ü ak аА ap | 


-= gata + BA ou 0 
十 是 
del D + RAZ} В) 
=- (аз-ак t AaB I as nz + ЙА 2a). 
因为 Ао АГАЕ, ВП Aba -一 As >, Bf P: 
Аз: Ш.А КП. [ДИЕ 
人 = (PAo = lAa) 18 
= qA... 
从 而 
det + ВА +B) = (az л. нөл). 
由 式 G 得 到 
An-åg — CAm- Kaz pa t Aaa Y. 
НАЙ А, 24, = 0, 所 以 ЛА, > 0, 从 而 
了 ја. 


3.4.25 ЖА = (е) E n REDE. ig 
uy A tU Hia | 
qa as U ар, 
A, — 1 
di Чу) `` as | 


Н А, = бал,,ғ = 1,20, п. WER: mR A ВТ JE 
对 角 元 素 都 基 负 的 ,而 及 Apnd ,A 都 是 下 
的 , 则 4 的 道 方 阵 太 -1 的 每 个 元 素 都 是 目的 . 

证 [ЛАШ я ARARE. i n = | 时 ,A 
= fan). H FA = аА = an > Ü, > 0, 
тА = (a n). ТВ n- 1 aR vr. ЖЕЙ 
i XJ a – l HAER, ТЕШ ИЖ n ВТВ Л Bas. 
AE E А ЯА = a N но = (а, 


j 
G, U Qa. 1) Ë = lajas Gan 0, 1,0). нЕ 
А.л = detA | > 0,81 А, | 是 可 道 的 .内 此 

[ 了 


n-i [= B Е l = Arak 
l аА „1, 1 @ “эл 0 1 


А,-\ 0 
Е | O а: аза ü 
ЕНТ] 
À, — detA = (аел, Nap = 04,118) 
= Á, bam = 945110) 
出 假设 A-a > 0, A, DO FRU am – аАА.82> D. z£ 


Q 的 两 端 取 道 ,并 注意 
[ Д ha 07 


7 «А! 1 Е Lad! 1 ' 


К тА Е К А] 
0 i 0 1 J 


所 以 有 
[+ Аа 2] | h- N 
L Ü 1 а tpn «Аў! 1 

А 


|Y ш-да 
0 (аы — аА 118) | 


从 而 
ГЕ Е А5410] 
0 1 
É: 0 || за 07 
Ü (а АВ) адл, 117 
EAT (6) 一 Е МЕ В, Ë A" B) 


n- 1 br 5. 

B, = Anly t {arm аА) AYU k, 

ар = (aa А5118) BA, qs 

В. 5- (а Z A,B) 14,118, 

ban = (a, 一 аА, 8). 
由 于 a aA B > 0, b, = (а = а41,8)7' 
>. = (aras tt a, ү) 中 每 个 分 量 都 
E А ВЗЕХ Л, НАТЕ И Д, МН F AnA 
СА, | 都 是正 的 ,而 A, , РЕЯ us А), E 
НАВ, А51, 的 元 素 都 是 正 的 .于 是 A.L. 8 的 每 个 
元 素 部 是 前 的 ,所 以 月 =- (a, 一 eA BY AID 
л Ж БОЕ IE PU. |] ЖЕ ар == (йш 
wAn 8) 145118 的 元 素 都 是 正 的 . ЖЫН. Жї У 
О ВЕТА И, ВТЕ n — 1 Br rE: 应 的 元 素 者 是正 
的 ,从 而 Bai = А t (а аА BY A, | BJ 
ЛЖ ЕИО. 这 就 证 明 ,4 | 中 元 素 都 是 正 的 . 


3.4.26 ЁЛ = (a,) Ж n ЈУВЕ, 
рам Фп U anl 
A ( 12 |= бу аэ аз |, 
I? Ë + nane J 
а ар Ч 
145 n - 1, 
ан ai ak ау 
a {доз ГАН Фэ 
{12 . E) 21 za 24 ‚| 
А А — каза 
\12 - kj 
бы Gaz l da йд 
a i2 euT cia Hi 


ЪТ, рен, 


12 в 
记 A, = deJ A ' 
FIE А, = de (iz z і) 
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12 ki 
D, = detA H 
т et (5 E s] 


Гру вва 


Dyrt 


Pai Dener U Юын 


D = 


ТИНИН 


Dakai Р,. 点 1 2 
IEH: WE А, 0, аА = —= 


C E 


证 和 |. 


1 2 
= А{, 2 
ЖК]. ЕЕ 


Ске ЫЛ т» ш. 
-RC' ЫЕ ТАО 了 了， 


-| 0 | 
-Lo T- RC E] 


нЕ 


“B a, = ас 50, C E 


两 端 取 行列 式 得 到 
С С 0 
detA = det| АЕ А T- ЕС! =] 


= detCdet( T - ЕСЕ) 
= Adal T - СТЕ). 
现在 求 dett T - RCE), ШУ A Jai KA = 


а ijra 
К 
авн Ча+1,&+2 йаз,» 
| ъз, кр 人 下 十 了 Ча+2,т 
Т = |, 
\ Ga, k+l Чл,+2 БЕ ан, | 
бкл бтр С: 
krl, Ghaz, 证 也 
R= ， 
аы @н.2 a. k J 
[Gy gel була? Gln 
| РИТЕ Gln 
Е 一 | 
афва бв, 2 U бу 
іс а = (ар тз бачо, 2077р в) = 《ad kr， 
+ -Ip 一 
Gaza G a Т - ROTTE = (fire) W 
- = _ -1 
ГАТТ = ёр, etr aC B- 
H+ 


af 人 = 8, | 
12 P +j а, Че, i 


其 中 daC = A, 0,8 C ру EE 
| ГА ШЕ ë IÉ e | 
-ae lile ану 0 | 
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- [4 а] 


两 端 取 行列 式 得 到 
D = а af 
treat T ОО ор Ë +J 
7 C 0 
= вч f = det | | 
A, tt 0 Раг) 


= ferie detC = Дан, 
1 А 
因此 А.ғ, = Анну. PER 


T-RC P= ap 


ВД йе Т = RC 'E) = z L DUER D jn 一 
MAE. TE 
derA = AdettT RCIE) = ШУ. 
A; 


3.4.27 n- 1 В D, 为 


3 1 1 1 
1 4 1 1 
Э. = det ll 1 5 > 1 
1] 1 1 n+l 
D. D А 
HERD D ,局 … ARA RN. 


Ж itas (1,1,5 
记 


-,1) Es n- 1а, #H 


{ D ü nj 
则 
D, = аА, + са]. 


1 
而 А, + aa АШ ; 
а A, 


| ' ИР “| [1 -a | 
-a 111 А, l0 А, taal’ 


Br Bs ИТУ АДА. E 
1 
Р, = a| ; 
= 


"етае. 出 于 


Lu 


3 — i IBl + 


|! ИЕ “ЕГ | 
0 I, ! a A, Г a A, ' 
故 两 端 取 行列 式 得 到 


| = (1 каАу!ш')4чА,. 
А, 


Я аА, = пі, 


1 
D, — сі, 
@ 


1 ... 
2 Ü Ü 
1 
ape9 3 7% 
| 
JO Ü 
Á М 
[ШЕК 
1 1 
= ü 0 
2 { 5 
! | 
Ü -> oe p 1 
ала! = (1,1,5, 1) 3 | ‚| 
0 о 1 
л 
- L+ + + 
所 以 
t,d 1 
D, = (+ y + + + n! 
于 是 
P, _ LL 1 
nl l+ 2 + 3 е n 
n D D, 
В 22, SP, o, +, 是 无 界 的 


53.5 #EB:-4TF| БЯ Ek 05 #& 


根据 Sylvesterl 851 ЕВУ, Ë m x n ЙА 
RB d: РВУ АЕА ИКУ ЕВЕ Л 的 秩 , 记 作 
rank A [Ж ТЖЕ B. Е ТЕЕ FE Ee 
ЖЕ ТЕ НИ E K WJ жЕ. E § 3.3 中 我 们 曾经 
利用 年 阵 行 和 列 的 初等 变换 来 求 一 个 给 定 的 矩阵 的 
秩 , 这 一 节 我 们 特 用 矩阵 打 润 技巧 , 即 分 所 矩阵 的 初 
等 变换 .来 处 理 有 关 息 阵 的 秩 的 合 题 和 矩阵 的 秘 不 等 
ARI - 些 破 基本 的 事实 开始 . 
3.5.1 1 ШУЛ = (2,) АЕ m x n Ж 
ЕЕН A Si, tatti IIRA JaN 
HAZLE F bJ G S ДОА x fE Е 


ї attt 
af 2 “ш 
ион 


\ 
[а ca To ИТ 
- r r ! 
#5771 a A st. @ | 
Al 上 守之 ) _ г Јр daei 
/ А ‚|= - 
т?й | + 
а а э, 
БЛ A “н 


Д1 < b < д m ,1 sS <р < "° 


j< rank A #7610, 


" ИШИ? 
< шп, ЮМтапкА| 
УН 


ЖЕ АШНЫ -个 子 答 隆 B RRA TERA KIR. 
|= MERRE, 


E aaa [7 

к?н 

Б А ами NTRA 不 为 零 ,由 于 
Арн 


A| ША FERE, яд A 也 是 A 的 一 个 非 
ЛА 


рє f =. H Fk НУ E ЖугапкКА = s = 
anka{ 27). 
ин 
352 ËP A NIB Ях ШР x g ВЕ, C 
ж aal p x m fH m x q ЗЕРЕ. 证明， 
rA 0] 


ranki 0 ,|< па вг (1) 
шї б [2 -|. (2) 
证 “由 于 矩阵 [人 janes] 。 | 和 


s D | ТИШЕ, 3.5.1 83.5.2. 


Ë 3.5.2 尽管 很 简单 , 却 非 常 有 用 . 
3.5.3 АЯНУУ ж их» рхо ВЕШ 


rank| ñ 
0) 


Е Ë rankA = ғ,тәпЕН = s. ШЕНЕ a 
ЖЕТЕ Л ТУНА | jaz 的 * MFA 


Ü 
в = тапкА + тапЕН. (3) 


hipt, 
ев 
Бу, 
в 
阵 hirek, 
1б < < < E |< <р СА 
= раіс < l, < < K < ч, Ө 


даса < б < ыч L= m. 


пус. . kikan, 
dra | _ |> ().detB jz 0. 
ЛР ЕГИ 
rA 0 
uc- Т 
iz C И И 则 


ША + Ёш + Ру, 29 + °) 


Ар J H tien + Бус n +, 


ipta ly ) 
A|" 2 | ) 0 | 
ае | 
Ёру Ë, ` 
Ü B 
` АЕА 
FE 
тутат + Арати + Fo," m + Ё,\ 
det C 
J J n T ln +y n + | 
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ipei kikre k, 
- aera f E2 т аан 2 о 


п) ТА 
因此 由 秩 的 定 交 ,有 
ank ^ 0 |> r + s = гапкА – rankB. 
oO ВГ 


MEH РЕС АЕ Tr + =+ 工 阶 子 矩阵 . 即 
H Н 

ор реза ' 

FB рш i 6 їр m < FA <" < Lauri 

sm р.р < j < < j, S n < р < мо 

< < рат n + g. Hl 


D 0} 
p= (P 0), 


p= cÍ 


0 1%; 
| бүт 
其 中 p, = A| | ). 
Ја 
рь = Bà Mipi T Ma sifas >) 
Щщ 3р2 Ho jristl T” 


ШЖ /5= 9, 则 块 对 角 方 阵 D HAH 
11 т iş 
A 
Н 


н iri _ КЕ 一 т," T ”) 
Jart T Holp T a aitari TĦ 
都 不 是 方 阵 . 因此 由 行列 式 的 Laplace 展开 定理 即 知 
daD = NAR f = g, 则 块 对 角 方 降 D 的 对 角 块 


ИТШ 
лы) 
J142 ie 


Maipi ЖЫЕН ”| 
n 


和 


А 

jl 
[о 

Ја) = Ma Jg+? 一 本 


都 是 方 的 .因此 


кренав T 


туе, 
dtD derA|l 
了 1.72 7 
р 更: 有 sl ”) 
И . 


x de . 
Jatl T MH Jara T Ma Ды 7 


ШЖ J > r = rankA, M d Ж В š, 


ИЕ 
dera f 


Е 7 о.да = 0 808 ус, 
Лр 
+% 1 l- f >s таки, HE H ШЕ М, 


ET 


m 
detB | ) = 从, 从 而 
т 


р Jer? = H ajro 511 
daD = 0. FFA C 的 任意 一 个 r+ s + ] 阶 子 式 全 为 
零 .二 起 出 秩 的 定 关 可 知 ,rankC = =+ s. 
注 ] 3.5.3 的 证 明 写 得 很 形式 化 .其实 内 要 注意 ， 
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safi 9 |ime A MB MTER 


构成 的 块 对 角 矩 阵 即 评 . 
注 2 3.5.3 往 往 和 3.5.2 & HJ. HA 


A 0 
rankA + renk < rank| ~ И 


А D 
тапКА + rank; = rank| 0 |. 


E 
РНЕ И ТИДЕ Zi БП al RE Ж A 
iÈ. 
354 W AB.CHID тх т, тх g, p 


xX тн #1 р x 9 EEEH A 是 可 道 的 .证 明 ， 


га: k 一 rank A í J CA B) » 
її u rank I 
С р 


ПА. 


的 充 要 条 件 是 D = САВ. 
证 PD A Бтр Br Ag 


| 1, "| qK АР] 
-cat dlc pllo h 


_ [А 0 ] Ф 
-Llo p-CA Bl 
L, 0 - A 
由 于 | А-1 |- ban e з | 
-CA T, Ü k, 
L, 0 1,, - AB 
所 以 方 阵 | 0” ИЕ I Jex 
| РА В L, OJA B 
шкын [|| Е p| 
In -AB 
|” | | 是 相 托 的 .由 于 拭 隆 的 秩 是 矩阵 在 
抵 下 的 不 变 景 ,因此 
AB 
аа D. 
L, 01ra В 
= eank| - CAT! „Ге p] 
É K 
于 是 由 式 中 ,有 
A В A 0 
mank| ~ p= =, p- CAB | 
由 3.5.3, 
ГА В А 0 
rank| е. “Ыр сав] 


гапкА + ranktD CA !B). 


现在 如 果 cnk| 


CA B) = 0 BËRE, D- CA 1B 中 任何 一 个 | 
RER ЧЕ 22—729 ase BID CA 'Dp- O, 
Е = CA 1B. 上 反之 ,如 果 DP= CA 'B, 4 p- 
СА В = D М ank D САВ) — 0. FEE 


B 
| = rarkA, Ш ranki 一 


A B 
renk | _ ] = rankA. 
C D 


35.5 ЖАЖА Еп ОЕ. ШЕЯ; 

тап AB 1) тапка - F) Erank( - L). 
证 由 3.5.3, 有 

rank( A = L.) + rank( B- L.) 

A-L 0 

0 K- ,| 
| „ГАЗ 
Жл» вст, 
以 A 可 到 第 1 行 , 即 有 


Ё А” 0 | 
0 I 0 B-j] 


ГА-1, AB- A 
L O ЭМ 

再 将 第 2 州 加 刘 第 1 列 , 即 有 
k АС[А-„ 0 Т, 07 

Ё ИІ 0 в L] 


= rank 


[ngener 


1, 0 а. 
де], I Е 1, 所 以 方 阵 


h А h 0 
| ж Р MECEL 因此 方 阵 


А 0 Jaf? AJA h 0 1 
Ü B- L, 0 LJ. Q B-l l 


„ 0 
х | I (emas. 由 于 矩阵 的 秩 是 年 阵 在 相抵 下 
的 不 变量 ,所 以 
rank( A = L) + тапк B I) 


[ I, A 1 A ш I, Ü 1, 0 
一 rank ! 
10 2, 0 B-LILL h] 


[AB- 2, AB- ^] 
LB-hR B-L 


= rank 


由 3 5.1.6 


AB- L АВ A 
rank АН = I, ) = rank 
„В-і. B L 


= тапкі - fp) + rank( F — T). 
注 3.5 SARER A — L. 5 H — 1, WZA 


A IL, ü 
иж | Јен, нена, 


0 B 1, 
3.5.68 ÜZ AHB E m x n Е. ШН. 
таһЕ(А | D) = rankA + rankH. (4) 
证 ”由 3.5.3, 有 


тапЕЛ + ranki = rank| o "|. 
о H 


2 x 2n аА | 的 第 2 行 加 到 第 1 行 .由 有 
in L TA 07 ГА B 
Ё Г "Ыр al 
再 将 第 1 列 加 到 第 2 列 , 即 有 
四 iñ qñ | [^ А+ В 
o во pllo ni lo B J 
I 


H 


1 ӯ I, 
: = = 1, 所 以 方 
H і dcr N 71 1, м М 1 ,所 以 方 阵 


„1 1 1 
f fH n u = 1 | - 
| | | "ешн Ут Ж Ё 
А () L, Hh rA ü ñ I, | . 
ñ „Г "| в! 0 I 是 相抵 的 ， 
由 于 矩阵 的 秩 是 矩阵 在 相抵 个 的 不 变量 .所 以 
А Д 
В 
L. L. ЕЗ 
ca 0 r] И 0 NIR I] 
= mnk{ A+ ? 1. 


0 B 
由 3.5.1， 


rankA + rankB = rank| 1 


< kí B) < [ | | 
т А = гаї ik 
1 r: 0 


一 rank A + rankB. 
3.5.7 PA HHE EE m x z Ах pR. Е 
ФА ЖН 并 排 而 成 的 wx x (n + py 算 阵 记 作 [A， 
B]. WFR: 


тапк A,B] гапКА + rank. 
Ш 3.5.3,25 
rankA + ranki = ak| A "|. 
0 B 
A 0 _ 
将 2m x (ар. | 的 第 2 行 加 到 第 1 5. 
HE 
ГА, "|[А o] [А В] 
Lo „о ві lo Bl 
A 0 1, r A 0 
иш], НИЕ 1,110 p ео, 5 
此 
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A (0 A M 
ü B. 0 ni 
|н. 3.5.1, 有 


тапКА + rankB = rank| = лї] 


| aa [A 8 
注意 [A,B] EER ( в 


А A B 
renkl A, B] = rank| 0 в) = rank A + тапкН. 
L 


3.5.8 EA fH LE m x x fun x р TE 
BH; 
тат КАН ч min! rank A ,rankb!. (5) 
Ж 市 3.5.3. 有 
гаһЕЛ = rank[ A, Ох 1. 
其 中 Oa Em X p FE ЕА, О] 的 第 
1 列 右 滋 以 卫 扣 到 第 2 列 , 即 有 


А.О |° P = [4 АҢ1 
L „лл 0 1, 一 » 3_. 
" L RB 
由 于 矩阵 [A ,0,,，] A Opl] ， ”| 是 相抵 i 
P 


的 ,所 以 
rankA = rank[ A, Ох р] 

L B 
= оГ АО) i | 
= rankl A. AB]. 

由 于 AB 是 矩阵 [4 ,4B] 的 子 矩阵 ,所 以 内 3.5.1, 有 
гапкАВ = rank[ A, AB] = rankA. 
同 理 ,由 3,5,3, 有 


kB = k| В | 
rank = ran оГ 


жне |,” Је ота A 加 到 第 2 行 ， 
r р 


即 有 
l: "1° ]- L |: 
mi 
rankB = tank| о] = eank | А, ` 
由 3.5,1, 有 
rank AB < rank | а = rankB. 
于 是 得 到 


rank AB = minlrankA ,тапкВ:. 
3.5.9 ШЖ т ПУА ША? = А,Ш A 称 为 
WFH ПЕНН: ЕЕ я AREA , 均 有 
rankA + тап — А) >л, 
其 中 当 且 仅 当 A ак ЕНЕ з. 
证 出 3.5.3, 有 
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À 0 | 


rankA + rank( I, — А) = епк 0 L-A 


А O А И 
将 2 阶 方 阵 | рд | 的 第 工行 加 到 第 2 行 , 即 
得 
L 01А 0 A 0 
h ИР nal [a r - A]: 
再 将 第 1 别 加 到 第 2 列 , 得 到 
L ОТА 0 | q: A А 
[7 „1% L - A] D I, [4 |, 
将 第 217572 ЖИ - А 加 到 第 1 行 ,得 到 
т, САР "а 0 Е "| 
0 „д RILO ал) O р 


- [^7 d 
u A BRI 


再 将 第 2 列 右 乘 以 — A 加 到 第 1 烈 , 即 得 
Ë h ДК 0 ү ы] 
0 TI, 1, 1,310 L -—- AJLIO L 


g | [^^ o 
“I-A LI] 0 ы! 


2 
теуш ЈЕ x ү | 是 相 拓 的 
所 以 有 
A 0 
гапкА + гапЕ(і, ~ А) = rank| 0 h- А] 
= пок 4 тА 0 | 
0 I, 


H 3.5.3, 
rankA + rank( 1, — A) 
= ranki, + rank( A — А?) 
= n +rank( A- А2) 2 в. 
БУА Ч гапк(А – А?) = 0,8 А = А? ВЗ 
成 立 . 

Ж ”3.5.9 说 明 , 如 果 记 (A) = rankA + rank( I, 
-A M FUO REENE n ПБА 的 集合 上 的 
函数 ,其 最 小 值 为 n MEASAN A 338252 PM 
FUA) КАЛЧА к. 

3.5.100 WÈ n ПЛУВА 满足 47 = L.M АЖА 
对 会 方 阵 . 主 明 ;对 于 任意 п th EE A Ж 

rankfe + A) + rapk(], - А) 2 n, 
Дф ЧЕХ ЧА 为 对 台 方 上阵 时 成 立 . 
证 由 3.5.3, 有 
тапк, + А) + гап, — А) 
L+A O 
= rank Ü 1, _ А . 


eTA ° | 的 第 2 行 加 到 第 
将 24 阶 方 隆 | ”， poal” 行 加 到 第 | 


К I, | É А 


o ` 
D LIL D L-A] 
"RIA L-A 
`. og КЛА. 
将 第 2 71ДЕ 1 列 ТЕ] 
rh BYRJA 0 ТЕ 0] 
0 0 -AlI 
1, B-A) 
= Е А L- A. 
将 第 1 行 堪 乘 以 - FO, - A) 加 到 第 2 行 , 即 得 


[ °] ЛІВЕ 0 | 
ho A) 62-0 T, | 0 L А 
гр ol Pho А А | 

“Lro onl” Ё Lon ADI 


将 第 1 IARA- — (1, A) 加 到 第 2 到 ,得 到 


[ h ора RRA 0 ` 
1 ñ й! т | 
TG А) nlo „її 0 hh-A! 


NI 


aj 1 | 
21, 0 
Lo 4i- А 


最 后 第 1 行 乘 以 二 ,第 2 行 乘 于 2, 即 得 


Е о |] t, ҢІ L 


j 1 
КЕЛЕТ 


о) 


注意 上 式 中 3 mar S A ° Га 
Т F. > ar В 0 IQ СА 
L+A 0 
ЖЛ ЖЫШ BJ yn Д, 因此 | я 
L 0 让 一 总 


Н h 0 J =. 
相抵 的 ,所 以 
Е одо ERIS B 


ranki i, | A) í тапЕ( 1, = А) 


H 3.5.3.6 
rank( і, + А) + ranki h- А) 
= rankl, + гапЕ{і, А?) 
= n + тапк, = А2) 22 в. 
a e SRA H тапк, — А?) = ОВУ, — АЮУ. 
3.5.11 ЖА и Т, Н Em X n 矩阵 ， 
EH: 
rank( A - ВЕ) - тапкі, - BAR) = n-m. 
证 Ë 8.1, - ВАВ E n + m Bi F BE 


А Б 

|а Р | 关于 A 的 баг & 3.4). 因 此 有 
[ Һ "| | И 
L- вА" 2,218 ИШЕ L, 


|А 0 1 
LO = BACB] 


1 0 
J 和 
- ВА! I, 


| я m m, 所 以 | в н 


m p n + m B 3 | 


[L - АТВ 
Lo I 
A 0 
lo 了 BAB 

A 8 | 
B I. 
H 3.5.3, 

A В 
5 
由 题 设 A 是 可 道 的 ,所 以 rankA = п. A 


767 


\| 


А 0 | 


ck o Ia = BA: H! Г 


rank | 


| = rankA + тапк L, - BA B). 


A В 
rank | )- побтап(1„-ВА“!В). © 


ін 


另 -- 方 面 ， 
К [А ?]| 1, а 
0 o -LlB Bl-B L, 
_ |А ав "| 
0 ы 


a|" lal" MELET 所 以 
0 h -B 1, =. 


A В A- BB 0 
B И | лека sut 
A H А-ВВ 0 
ча] y | ea 0 |. 
H 3.5.3, 


30] 


TA HE) 


rank| В = ranki A — Б'Н) + талы 


= ranki A — НН) + zn. 
由 式 ©) 即 得 

п + rankt dn 
由 此 即 得 

renkl A — ВВ) - тапк, - BA-LB = н — m. 

3.5.12 ША п MARIE, ЯП n Ы 
量 .证 明 


ВАВ) = rank( A — ВН) + m. 


аА + 2н 1, 
ЖУ Вч AA lo =- 工时 等 式 成 立 . 
Ш HE, BL ERA + af En + 1 Ër P 
A 
|; аяс аЬ. аА 
АЕН), 84 


ДЕ А 


та ii gaca] 
0 11 gA ad 


了 0 - Ala 
М С^ “| 
pa 1-4 lo 1 
Ет, Aninei la 
X Е -@ 1} 


[o l! gaoa | 是 相抵 的 ,因此 


A a A ü 
rank| |= rank| |. 
-gı 0 11 вла 
H 3.5.3.6 


А а 
rank| |- тапКА + гапк(1 + А !@). 


l 
由 题 设 , 方 阵 A Зе Га ЙО, АТ rank A = ?于 是 


rank | z J= n + rank + BATIA), 2 


EE e E 
因为 1 ТК МШЕ | 是 可 过 的 ， 


А +а 0 


ое e 


所 以 + | 和 | 
的 .因此 


“|= rank $ | 


rank | | 


ЊН 3.5.3.5 
302 


rank | 


T Лин, @ 得 到 
гапк(А + аб) + | = s trankil + Аа), 


"= rank( A + а) + 1. 


Bp 


rank( A + a) = n — 1 + rank(1 + FA le). 
显然 rank(] + ZA la)22 0, тапк(1 + ZA 'a) = Ü 
HHRH + BA 1а = 0,0 ZA 1а = - 1, 
тапЕ(А + аб) 22а — 1, 
ЕАД 4 ZA la = 一 1 时 等 式 成 立 . 


3.5.13 (Sylvester EPTO i2 A MBE 分 别 是 
mx nn x р Ж Е. ПЕРА: 

rankA + rankB — n = гапКАВ. (6) 

证 ”由 3.5.3, 有 

гапкА + rankB = алк" "|. 
0 А 
由 3.5.2, 有 
rank + rankB = rank| 0 MESNI “| 
Ü А 0 A 

、 В 1, 

Са тш) (tE | 的 第 1,2 列 得 


到 
B L30 л hL В 
P ИЕ 0 - |, ol 
将 第 1 行 左 乘 以 - A 加 到 第 2 行 , 即 得 
1 0718 I9 е1. 1, B 
| А МР “||, 0 - |， в 
将 第 1 列 右 乘 以 - B 加 到 第 2 列 ,得 刘 
| slo ¿|a ej | 
-A lo Allh Ollo L 
L D 
-| ав 
第 2 行 左 乘 以 - L, ,得 到 
je Ü J“ ДЕ „Г? | 
O -A lo AJL 0 


К 7 "| 中 0 | 
x = . 
о I, 0 AB 


ERP {n + m) x (p + n) efe HE 
F S emen яш 


B 

rankA + rankB = rank | 0 
H 2.5.3.6 

A 0 ] 


rank À + rank B = rank | 0 


rank, + rank AB 
= n + rankAB. 


МЛН 
rankA + ranki 一 н = rank AB. 

注 Siylvester 秩 不 等 式 是 一 个 基本 的 秩 不 等 式 , 在 
ЕШ Ай, Н] ЕЛЕ В ДЇ. 

3.5.14 《Frobenius 筷 不 等 式 ) É A. BIC EBI 
fem x n.,n X p lp x a Е. ПЕНН, 

rark AB + rank BÚ - rankB =: rank AIX. (7) 
证 由 3.5.3, 有 


AB ü] 
rank AB + rank = rank Н 


о RCI 
由 3.5.2, 
АВ 0 
rank AB + rank BC = renk| .] 
0 ВС 
Ë 07 


52 rank D 


вс 
АВ 0 B 
a п BB AERA — C 03198 2A, 
得 到 
"AB ОТ - Су [AB -ARC 
B МЕ МЫР 0 | 
将 第 2 行 左 乘 以 — A 加 到 第 1 行 , 即 得 
É Е АК 5] 
о nadig Bello fh 
[Ü АВС 


[B 0 

将 第 PERL ~ La EAS 2 TW tia 
[ 
i 


0 ДЕ Е: ДЕ - €] 
~i, oslo „в Bello ni 
n 0 
- |, Авс. 


зери |A 


бох _ 
po | 的 方 阵 都 是 可 


вну ЕЕ | lal Арс 


нон | 是 相抵 的 ， 
从 而 


AH 0 B 
rank| | = rank | 0 | 
LB HC 0 АВС 


H 3.5.3. 8 
rank | 


由 式 中 得 到 
rankAH + rankBe < rank + rank ARB. 
从 而 
rank AH + тапк — rank B = rank ASC. 
= 当 H = 1, 时 ,Erobhenius 秩 椒 等 式 妈 化 为 


AB Ü 


H а = rankH + rank ABC. 


Sylvester 秩 不 等 式 . 换言之 ,Frobenius 秩 不 等 式 昨 
Sylverster 秩 不 等 成 的 推广 . 
3.5.15 WA LAr U A En Л Л 之 2. 证 
明 : 
тапКА, + rankA + "+ гап) 
n+ rankAlA СА, 
而 及 其 中 等 式 是 可 以 达到 的 . 
证 ”对 上 用 归纳 法 . 当 & = 2 时 ,和 欲 证 的 不 等 式 海 
гапКА + rank A; = n + тапка А5. 
Н Sylvester 特 不 等 式 知 上 式 成 立 . 现 在 设 结论 对 不成 
у. F BL MEBH2EEIC XT k + 1 成 立 
设 AA tt As- Æ n RER. h HARE, 
rank A, + rank A, + + rankA, 
= 并 (一 1) + rank A ЛА. 


于 是 
rank Al + rank A; + :-- + ғап. 
= (гапКАу + ГАКА + + rank A, ) + rank A... 1 
= n(Ë — 1) + rank A LA... A, + rankA,.,. 
Aa ЙЛ А = ААА. WB = А. 应 用 
Sylvester 秩 不 等 式 ,得 到 
rank A,A." А, + rankA, 
= n t rank A Ar Ap Ag. 
因此 
гапкА + ганКА»з + --- + rankAg+ 
Falk —1)+ н T rankA А-А 
= нА + TankAA A. Ay. I. 
这 就 证 明 , 答 证 的 秩 不 等 式 成 立 . 
Йу А, = А, = = А, = I, . l 
гапКА = rankA; = --' = rankA, = z, 


因此 
rankA + rankAz + ~ + rankA = nk. 
而 ААА, = L. Н rankA АА = н. РТ 
ník ~ 1) t rank A.A... A, = nik- I) + m = нё. 
FË 
rank A, + rankAz + + + rankA;, 
= ník — I) + rank ALA... A; . 


ВНАЕМ з ц Aa = А» m= m = A, 一 1, 
时 等 号 成 立 ， 

3.5.16 ЖА н ЛЕЕ. ШЕН: ТЕР k tE 
得 


гапКА* = rankA**! = тапКА* = o 
证 у = mkA. H 3.5.8,Н 
r = rankA Z= rank A“ = rank At Z a. 
j R = [rankA':; = 1,2,…|. 由 于 rankA' 是 非 负 整 
ЖОЛШЫ R E :个 非 增 的 非 负 整数 序列 .所 以 存在 正 
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Ey k, 19 rankA = тапКА*"!. 19 3.5.8, 有 
rankA” ° =Z rank Att). 595 -方面 ,出 Frobenius 秩 不 等 
AA 
rank Аё 2 一 rank AAA 
Z= rank AA* + rank ASA — rank A 
= 2гапКА*"! — rank. 
由 于 тапка“ 一 rankA?*t] 所 以 


3 м. 
сапкА 2 22 гапКкА*'!. 


于 是 得 到 
гапклё 2 = rank At"! = rankAt. 
现在 记 — k + 1, Д rank A! = rank Ali 重复 
F TEPA , 2045 
rank At? = renkA''! = rankA!, 
р 
тапк 一 
如 此 继续 , 即 得 
гапКА* = гаһКА*'! = тапка? = -.. 
3.5.17 (Hallantine,1978) А Æ x ИИ, r = 
rank A < н. HERIR ПАТЕ k а Е РЕВ, ,В,, 
,使 得 A 二 B Bre B, M 
ranki 7, = А) < kla —rankA ). 
L-A- 
+B Bye B. | - 
于 是 白 3.5.6, 有 
ranki f. — A) 
= rank(( i,- B I) + (B, = ВВ) ++" 
+ (D Hye B, | В.В, | B,)) 
жогап Bi) + rakí( F, — ВВ) 二 
+ тапк ВВВ. — H Bare B. В). TŒ 
BiB Broh, 1 — ВІВ 
= ВВВ 101, = B 
WO, BY = L – 28, +B E В, RHA, Bp 
B? = B ATAC -BY = „- В, L - B, ER 
FpJ. A 3.5.9,38 rankB, + ranki T, — B,) = н, В 
rank( T, — B.) = н – rankB;. 
РАН 3.5.8, 有 
rankt B Bae By — ВВВ) 
= rankt B Bye Biadh B.) 
s runk( 1, = Б) = н - rankB;. 
由 于 A = (DD B X Bn B) К 3.5. 8.4 
rank A = ranki Hy: 1; 
= #8 Bre В, 


rankat = тапКА**! = гапКА*. 


一 B.) + (B. 一 ВВ.) + 
B B, B, aB). 


ВВ, 


УВ, =Ç rank H . 
因此 
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ranki В! Ha – В (В Н.) В, } 
Sn- тапкВ, = я – тапка. 
Ран: 01841 


rank( Г, — А) =Ç k(n — rankA). 
注 从 3.5.15 到 3.5.17, 主 要 用 的 是 本 节 已 经 证 
明 的 牧 不 等 式 .利用 已 知 的 基本 秩 不 等 式 来 证 明 新 的 
秩 不 等 式 ,也 是 一 种 重要 的 方法 . 


3.5.18 ЖА пи УЕ, Н. r = rankA ,证 
BH: 
(1) r= ОЙ ЕЕ, А 的 所 有 1 上 阶 和 2 阶 主 
Ања р; 


(2) r = n- АЯНА, А 中 有 一 个 xn -1 
阶 非 零 的 主子 式 ,而 且 dta = 0; 

(3) 当 1 志 7 之 n~-2 时 ,A 的 牧 为 7 的 充 要 条 件 
是 ,A 中 有 一 个 x 阶 非 零 的 主子 式 , 而 且 它 的 所 有 r+ 
ПИ + 2 ЕРА). 

证 (1) 设 对 称 方 阵 A АОВ, MAREX, 
点 的 所 有 1 阶 子 式 都 是 零 , 即 АТН ЖЕЕ Ж. 
[ИЩ A P РЕ, В A ALIRAN T fs E 
EF. RZ , 设 对 称 方 阵 A 的 所 有 1 阶 和 2 阶 主子 式 
WEF, НРА ТИТЕ А 的 对 角 元 ,所 以 
A BHATE. IA = (a,). 对 任意 i,j,1 所 i 
= =< n A ВЯ г, 行 和 第 i7 列 的 2 阶 主子 式 
л. 让 = =—а% =0. 因 此 w = 0. 这 表 
A EE EE. 所 以 галка = 0. 这 就 证 明了 结论 
(1). 

(2) 六 证 明 闭 论 (2) 和 (3), 先 证 明 关 于 一 般 n 阶 
方 阵 A ВЕЗЕ (А) = delan A) 的 一 个 结 
论 如 下 : 

W n ЮЛЛА = (a,) ) 的 特征 多 项 式 为 pa) = = 
де, - A) РНЕ, с, BA 


< ж п. АЙДАН Җ з, 20,77,21. TNS: i2 
т. ЭШЕ Bi panal “]), 则 有 
л i 
А) = А" – А À" ! 
ве (аби), 


(Ади) 
Ея =. Ij іо 


1 2 


rof У Ан 
Bi 
+e + tl"doA. (8) 
事实 .上 ,由 


рф А) = detial,- А) 


| 一 api 一 „э À 一 аы 
和 行列 式 的 定义 容易 看 出 ,2(a4) 是 关于 4 HJ n 次 首 
项 系数 为 1 的 多 项 式 . 由 于 ф(0) = del- А) = 
(= "аел, ETEA А) 的 常数 项 为 ( 1)"ДдетА, Ж 
iR =l i < on < ЕШ н 1 һар < h 2 < 
is n Нот, 1.2, n ЕЗ), H 
有 


(АГ, — Ai 人 "т | 


j f U h 

17 +» КЕ и 
бр hl 
ПИ +) “т °] 


IgA l iest Ln 


= àŠ 1 ЕУ 


(АГ, — л 


ц 1 1 tr: А 
一 РЫ | -- + { 一 ШЕ t k+? | 


因此 


了 1 12 s" P tar p42 0 fa 
(АГ, a| 7? ton- л Eri tisa | 


ШИИДЕ” 入 -1 вао 777 fy 


letl Tk+2 ` le 


dgtl B+2 "U Ty 
-Da f | 
leil tepa *'' їн 
ofian D) _ 
г Da， þe Кв 
їр ёдт 


+ (— Da 人 Е Ңң ja 人 (2 ig "). 


Бозо 下 ар Мз fy 


ECEE E T STEET M К 
УНИ 
Hiei 遍历 1 ,2,… н HAA w T ER, ШИ А" 
басс 
的 系数 为 (~ Е Po А“ 


1+ "© БЯ 


| ше 


„ы Рр ат 
列 式 的 定义 可 知 , 行 列 式 дел, - А) KEFR EN 
Жа A 因子 的 项 部 是 在 形 如 行列 式 


г 
ом, al | 
юс kIT tt2 С Ln 


HERRARTE A A" * 因子 的 项 中 .反之 亦 然 , 这 表 


i дар 2 U Fa 
(АІ, -a| a А | 


У) AÍ. 2 веро) 中 


| 1112777 h 
Ае ЖЖ REAR) 成 立 . 
ДОКИ. HIH н MAIK LA 的 秩 为 x , 则 必 有 
-T r iL T LN E 
事实 上 ,项 4 的 所 有 > Л: F kav 3, M| H x 
(8) 可 知 


明 ,{- 1)° 


Е 


ФА) А" - | 2 a|) 


ыа ` < - 1 
зс кс” 2 


7 D aaa A 
Е { э >° Al ! 2 | уч, 
l. сеу отус" 


арау ғ 1 


НЕЕ MEAR ША АНА 阶 主子 起 

EAF kp r+1. ИА Ф004 - 1 АЕН 

Пе әд A I.A. Ар. 由 于 A En 阶 对 称 方 阵 , 折 
Р 


A,- i | 
0 


А FH E ГУ h EE . 由 于 


Ü 

ЕНА - 定 是 相抵 ,所 以 Л BEDE TR. 

有 了 上 面 两 个 基本 事实 ,现在 让 明 绪论 (2) 

Ë r = n- Y.M АҢ а -1 阶 非 零 的 主子 
式 ,而 生 ЧА = 0. 反 之 设 和 A 有 一 个 * -1 阶 非 零 主子 
式 , 月 detA = 0, 邮 由 秩 的 定 立 ,r= n 1. 

(3) 设 对 称 方 阵 和 A 的 秩 为 [1 过 + 志 2, 则 A 
中 有 > ПАЦ ) .i 4 中 所 有 


?1 РЫ А 
有 de 


1 13 ..`. 


包含 A[ MAr MEFRES 


1. 
1, 
il iz КЕ 


i iy" 
PELRA t ЙЕ РДА" лон 


的 定义 ,rankA = +. FAHER, rank A =< >. 首先 对 从 
ЕЛ E h Р A ВОВ ITAR г 47. Н А 
的 第 1 列 和 第 i 列 ,再 对 调 A 的 第 2 行 和 第 ;, 行 ,并 
对 调 的 第 2 列 和 第 o 列 ,… ,最 后 对 调 A 的 第 x 行 
和 第 i 行 ,并 对 调 第 r 列 和 第 # УЗ ЕТСЕ 
B= (b) 注意 方 阵 互 仍 是 对 称 的 ,而 且 ranka = 
rakh A(S 2 r) al - го, 的 r+ 


#1 12 1, 12: 


2 … ri 
LESOS SI NSS = 0r + 2 阶 点 子 趟 


人 
BFE BH + 2 阶 主 子 方 阵 
bn обуу © Бү, бү, by) 
bu bn by бз, б», 
上 
B= i b, ba b, b, 
b bz, bo ba by 
b bu ` by by b, 


ТП. e = 【有 = ЛЕХ 
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(bn бу `" bir) 
b bs з бз, 


则 


12. ri 
+E C 是 可 逆 的 .因此 


ЧУИ 
aC Liia, А, 0 1 
К | | 
Lo 6 - аСт 1 
两 端 取 行列 式 , 得 到 
C a ] > r; 
„1° 42) 
а; Ё, lže r; 
(2er 
аас) 
(b, = аС а) 12. y 
ARDMORE, b, = a Cal MRE, В, = a Clan. 


H 
| I, ИЕ АЕ eE] 
EC) RILE DILO h 
тС 0 
- [, p- ксле] 
得 到 


12 rij (02-7 _ 
B = В р ~ ECE’). 
о) 12 pj C E) 


ШО Я Ф ар ECE) — 0. 而 
D- ЕСЕ 
b, b, | z Cl a Са 
7 |, Ó, -| | 
К = а, Се b; - НИ 
Е b, — aC la b, — a C a l 
HE С! = (аСт): = aC іа, Б, = aC lat, 
b, = aC lat, ВРЕД 
D- ЕСТЕ 
206 


a-i 一 
т «Сш ӘС le 


i 0 b, — оС tal] 
7 Da Та 0 
HF deip ЕСТЕ) = 0, 所 以 6 = aC ie 其中 
келук айва [с ]， 


ДН 5, = Са, гн 2,3 =< n 得 到 ,了 = 
KTK'. 于 是 


г L 0 IR ко т 
| кет „к rilo n, 


А [© °], 
D O 

因此 rank B = у. 

注 1 3.5.18 说 明 , 对 于 对 称 方 阵 A, 其 秩 可 以 定 
义 为 对 称 方 阵 A 的 所 有 非 零 主子 式 的 最 高 阶 数 . 

注 2 3.5.18 的 证 明 除 了 用 到 关于 方 第 A 的 特征 
针 顺 式 的 一 个 基本 事实 和 对 称 方 阵 的 秩 与 其 非 零 特 
征 值 的 个 数 间 的 基本 关系 外 ,主要 用 的 是 和 矩阵 打 润 的 
技巧 . 

注 3 ”一 个 对 称 方 阵 A 的 秩 等 于 其 非 零 特征 值 的 
个 数 这 一 事实 对 一 般 方 阵 并 不 成 立 . 反例 是 ,二 阶 方 


mj онна о, т. 


#4 ЯТ n ИЛА, ДЕЗ А 的 所 有 
非 零 主 于 式 的 最 高 防 数 .其 证 明 与 3.5. 如 相仿 ,该 者 
可 自 证 之 ， 

3.5.19 SA HIB 分 别 是 wx jm 和 wr x p BE, 
H tankAB = m.üEBH:rankA = rankB = m. 

证 ”由于 nx m EBR A 的 秩 等 于 4 的 所 有 非 零 子 
式 的 最 高 阶 数 ,所 以 rank A =< т. 男 一 方面 ,由 3.5. 
BRB m = rank AB = rank A = m. РЕШ rank A = m. 
同 理 可 证 rankB = т. 

3.5.20 W A UH BE mx n üp x п ЕВЕ. 
证 明 ; 


maxi rankA , rankb | <rank| | 
= rankA + rankB. 
证 “由于 入 是 矩阵 | | 的 子 短 阵 ,因此 由 3.5.1， 
有 rankA < rank| °, |. 同 再 有 zankB < [а |, 
是 


maxirankA „тапк | еМ! 


另外 ,| |же» з 的 于 矩阵 ,所 以 由 3.5.1, 


k= 


A] _ A Ü , 
rank| |= rank| | . Ч 
BJ B E 


Жн + p) X (w 1 эж 1 的 第 2 9163801 
J, 如 到 第 ЕЛИ 


rA o 1, М cA 03 

B gl- LI 10 pl 
. ` 1 9] НОТ 
шг _, | ETAM 
A 03 A Ü 

р НЕСИ в. 


шщ 3.5.3 ША, GD 得 到 


А 
rank | n ]= rank A + rank. 


3.5.21 WA = (а) Es m X n EBR Р 2,3,2 
g r om, 2 sU S m. T 
a а 
А, _ 11 l; . 
ап а. 


Hita —1)x (n - 1) Ж BH 
(A> Аз ст Aan) 


ee 
Авыз t А 


证 明 : 如 果 а > 0] 
rank A = 1 + rankB. 


; - Га 
证 ош хп ЖА 9А = | " Е 
іа р 
фа — (азу азата) 58 = (asal a 8) В 
эл tt Яу. 
D- @ ya 33 Ajn 
Hmi быз ` sm J 
由 于 & jl 天 个 ,所 以 有 
1 о ` od 1 
I у m °] ! an 
ац" “=i i р 0 L- ! 
4 Ll Ü | 
oL 
0 D- aË 
l Ü 1 - Ia 
央 为 方 阵 1 和 an | E B| i$ 
- a 1-4 " 
V “J | O ha) 
的 ,因此 
Ё. 0 1 
ап B] п 
гапКА = rank = rank | 1 . 
a DJ їй D ав 
L qu l 


Н 3.5.3, 有 
[all Ü | 
rankA — rank Г. 
0 D -—- —aB| 
ап 4 
= rankle) + rank( D 二 9) 
u 
H ap 天 0, 所 以 rankfail) = 上 于 是 有 


rankA = 1 + гапк(Р - Lap). 
"N 


现在 计算 (mx - 1) x (n — 1) BE D- 2-08. hF 


аз) бз TU аз» | 
R- йз 33 Gls } 
a мым | 
Чү? уд cl пеп 
#21 
1 |43 
一 . [ai a 13. аль] 
а | : 
а„|! 
dy ang An l 
аъ аз буп 
| 
| 
ыз Чыл ‚зал 
2 21915 аз). | 
1 | 221212 азд азу 1. 
йур озен ы тт + 
амаз dml Hml fln 
j agan 2 aua 2 азаа 
A anD U aT 
ац ац ' ац 
ayaz a 831313 а 231015 
ар 一 3 3 
一 ап Ay " 41 
а _ Amla? а _ шай... _ Gulla 
mi a 11 СЕ] а Т "її a " 
йу 
Ajaz 一 021912 apaa 一 921013 "азы Alijn 


праз ` tytn байуу бйз Apta СПб 


a 


Иба T ыт Aj Ga nr nl le 


Ар Aa | А, 
1 |А» Аз сз Ам 1 


Am2 Am3 St Аш 
HF аң = 0, ВТ rank( D — 2 а) 一 тапкВ. WHE 
TankA = 1 + rankË. 
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3.5.22 ЖА = (a,) Ж m X n Е.П 
ап ар ` ац 
| ... 
Aliana 
12. À 
а йз С а 


对 于 Hl, q ls iS т,Ё+ 1 = ; < n, 1 


Am m ` оор 


+ 


Мә то 


а бр СС” © Gí) 
Ë ен “| @ зз Ао 2) 
А ЕЕЕ , 
]2- hj 
Gel “2 аы dh 
“| ап а а 
12-1 ёг 
Silasa |- В.Д 
° 12 ËJ r 
(Въз ви Hri, В т 
в = ,.2.дар Вял, ва2 Б.з» 
L Бы к+! Bata ne! Бы,» 
А 12 :-- Ë 
ШН ШЖ daf O NAON 


тапКА = Ё + rmkB. 


证 将 ы x n EBA ФА = | АЕ 
E A 12+ Ë 
И ,由 了 dC deA[ 2 NE 


以 有 

ТОҢ 0 [Е р К СР 

| ЕС! Ipli E 了 | 0 I. 

(С 0 

р F T- pcp 

1, 0 Lk 

нал S w lal” г. 
的 ,所 以 

rank = rankC + rank( T - ECD). 


А 12 … Ë 
由 假设 derC — deraf 


L27 k 
ё. THEA 
rankA — Ё +rank( T- ЕС !Рр). 
下 面 证 明 ranki T- ЕС 1D) = rank. AERE A BJ 
РЭТ Ku] 381 


jz 0, 所 以 rankC = 


| tit ИГЕ: аркі, я 

| itz AU Д2, йк+2 л 
T= ; 

ОНОН 

1 

L Ga kol л ,Ё+2 Ч.х 
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|+! 1 @ +2 рар 
р = брк +22 Пу k , 

` A.l Яљ.2 7 9, Е 

јар 05,612 а) 
р Alke бз) 7 azn) 


laan n 
记 ЕС! = G = (gaa НТ гыр m k, 
1= = n - А, 
H+ 
a2 k+; 


= Ка -1 
Баз, T (Санай э», akta lC 


Akty 
记 T T ECD = Сыган)» H in а = (акыл, 


йу, U Ga в), = Calpe kt 
Ж l<: mok Sjn Б, 


рану КОЧ Bt = авн T aC A. 
l2- PË +; 

sE А А _ 

ФААТИР НИ! 
С 12k 

| ó | sa ñayta = A| jea 
а, Чек ,#=) 12 Ё 

道 的 ,所 以 


| L NB 8; J: -CI8 1 
一 а! 1 @; Пра ,Ё 1] 0 1 - 


[© 0 
= [6 И 
两 端 取 行 列 式 得 到 


C 
Вк, ка) = | P 


й. Праг kiy 


12-8 
= fanana {1 1 NI 


|= л аовес 


因此 
12 --- £ 
2 pl 
B аА) ЕС D), 
12 --- Ë ‚ 
由 于 detA{ 4 天 0, 所 以 rank = rank( T 


EC р). rankA = Ë + renki. 

3.5.23 HA En MHE, pA) = аА нара! 
+ tajd + ао 1 дА) = BA + b AT + + b À 
+ 如 分 别 是 1 的 KA ҮК ЖДИ ЗД, Б о, Z 0.5, = 0, 
E pO) 和 (А) ЖЕЖ. 记 pA) = АЁ + 
аА + ва А+ ар, (Л) = bA + БАГ! 
+ bA + bol, ВЗ 

КОА) = rankpl A) + ranka( A). 


MCA) ESE S EB n HARA 的 集合 上 而 起 值 
ЭЗЕЛ ЧЕГИ РА. RAR (A) 的 最 小 值 ,并 日 求 
ШАПАК CA) 取 到 最 小 值 的 » 阶 方 阵 A， 
解 由 3.5.3， 
/(A) = rankat А) | rankg( A) 
= шк UU 0 1. 
Ü g(0(A)1 
НА Б ЛАУ (А) 和 a (A) 是 豆 素 的 ,因此 存在 多 
项 式 (A) 和 o (A) ,使 得 и (А) РА) + тА) А) = 
1 FELA CAPA) ол) л) = 1, Я 20 
mi| (4) JES 2 ÆRA о) 加 区 
第 1 行 ,得 到 


| Ku u Ü | 


Ü L, Ü 4А) 
_ [г аа) 
0 4А) 
HBR AE (А) ЛОВ 2 7,438] 
K "Ага 0 Iñ #(А)] 
0 I 0 ad о n] 


_ P PUANA? лел) 
0 4А) | 

H РРА) а (A) 是 方 阵 A 的 名 项 式 , 所 以 

PLASA) = (АЛАСА). XX ulAJpLA) + 

*z(A)g(0A) — L, EL 


É ака) 0 J: МИ 
0 nllo «alo n 


_ ге Г, | 
0 gA 
РОЛ) T, 3 a EEn 
aae sen EIERE -g 加 


到 第 1 列 ， 得 到 
К эго 0 е А 
0 ndl o alho I 


л ol [ама aG] 
x 一 А 
- РА) I, - р(А) (А) (А) 
骨 将 第 | FARA 一 4А) 加 到 第 2 行 ,得 到 
L WP РИ 
L- (A) I | ü І, 
peA D IK мА) T 
х | 0 АУ] F j 
_ 0 "| 
l-paga 017 
是 


|) "|| 1, Иін “| 
о ау Lllo L | 


[ £, 0 
L WAL L. 


pA) D [Ё «a 1, °] 
х | 0 чл) о А KAR 


_ үл) 0 | 


0 1, 
I L. 0 
由 于 2н RAE, 0 |. | ЖА) ДГ 
[L САУТ TR СА) L, Ü 
о I | p А | L- (А) jse 
PRI, ETA 
FLA) = rankp( A) + rankg( A) 
xA) 0 
= enk| 0 мл). 
А)а\А! 03 
= rank” ИП 
由 3.5.3, 有 


JLA) = rankp(A) 1 rankq( A) 
= гапкр(А) (А) + тапк], 
= m + тапкр(А) (А) 
= n, 
ДФУ RIS гапкр(Л) (А) =0, А) (А) = 
0 时 等 式 成 立 .于 是 А) ВАМА n, HË СА) 
的 最 小 值 为 п Л А 是 所 有 满足 短 阵 方程 
р А) A) = ОВАЗ Л. 


52.6 #EEFE 343848 F 69 Hermite 
标准 形 


除却 阵 的 行 与 列 的 切 等 变换 和 第 阵 打 润 技巧 外 ， 
处 理 甜 阵 问题 的 另 一 个 基本 技巧 蚌 应 用 矩阵 在 各 种 
等 价 关 系 下 的 标准 形 ,上 应 该 说 ,大 们 之 所 以 千方百计 
地 建立 矩阵 的 各 种 标准 形 理论 ,其 目的 主要 是 为 解决 
种 种 有 关 矩 隆 问 题 提供 有 为 的 工 上 其 . 在 总 性 代数 中 ， 
所 直到 的 标准 形 有 外 阵 在 相抵 下 的 Hermite МЕЗЕ, 
À ЕР ТЕ ЖЛЕ F 85 Smith 标准 形 , 方 阵 在 相似 下 的 
Jordan 标准 形 , 方 阵 在 合同 下 的 标准 形 , 实 方 阵 在 正 
变相 做 卡 的 标准 形 和 复方 阵 在 再 相 凯 下 的 标准 形 . 本 
节 主 时 介绍 如 何 应 用 年 阵 在 相抵 下 的 Hermite 标 准 形 
来 处 理 有 头 盾 阵 问 题 的 方法 , 为 此 简要 地 重 述 - -下 
Hermite 标准 形 理论 的 一 些 基本 结论 . 称 m x п ЖЕ 
A WIB 基 相 抵 的 ,如 果 存 在 m ЯШ» Etu РЕР, 
МИФ H = РАО. В m X n BRA 的 秩 为 7, 则 存在 
附和 я Күй PEB. P RQ ER 


M "Је a) 


0 
Jx тх n ERFA ËJ Hormite +  . 另外 ， 


A = P| 

1, 
[ 
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m x n ЖА #0 B 相 抠 的 充 要 条 件 是 ,rankA = 
rankB. 换 言 之 ,相抵 的 矩阵 的 秩 相 等 ,反之 秩 相 等 的 
m x п ERAUR -EHH BEZ, ERARE 
阵 在 相抵 下 的 全 系 不 恋 量 . 

3.6.1 А жь ШЕ hF R A 20, B А? 
= 0. EH: 如果 rant4a = r, Ш А ЖЕЕ 
о о алва х GO = r) SERE IH 2r 
证 ”因为 rankA = r, KEU A ТЕНЕ ЕЙ Hermie 

1 0 | f 
标准 形 为 | 0 s ‚ЮРЕ n 价 可 道 方 阵 P 和 如 ,使 得 
A = |" 0 a 
lo 6. 
EJ A EKETA BI А? = 0, 所 以 


А? - p|? Taf? NË = 0. 


Ü ü 0 ü 
HT P ЖО Еп}, 
L 01 ph 07. 
p Jel; 15% Ф 
Bu В, 
Ha MARQ ялар = 1 P) д 
21 22 


Æ + RAR. hA 0 453 


B Ü 
| 11 2 
0 ù 


O B: 
于 是 Н = 0 因此 QP = | a атр Bags 
22 
的 ,所 以 


- В} 
© {Вә В.) 
大 这 
A= P| "је = | Pe Jpm, 


这 就 证 明 ,人 相似 于 形 如 | 5 е Jh B в 
x (mn 一 r) 算 阵 , 注 意 相 似 的 方 阵 一 定 是 相抵 的 ,而 相 
抵 的 太 阵 的 秩 相 等 ,因此 > = rank4 = rank. M BE 
rx {xn 一 r+) 奸 阵 , 即 B 的 列 数 为 x — r. AIE rank p = 
n — r. JAI r= x г, ВШ 26 =< п. 
36.2 ЖА EnA, BEA 中 由 5 个 行 组 成 
BU s хо» ТЕ. ПЕВА 
rankB Z rank A + — в. 
证 BERSA 38241.1277. i ITE TIERE. 
ККЖ A ВОЗА ren 行 调 到 第 1,2,…,* 行 ,得 


到 的 方 阵 为 C = | > | .由于 方 隆 C 是 由 方 阵 A 经 和 
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的 初等 变换 得 到 的 , 记 以 СПА 是 相抵 的 , 从 而 


B 
rank = rankC = а). 
现在 设 rankB = r. MAE s ЯШ» 阶 可 递 方 阵 P 
和 总 ,使 得 


Р! 00181 ， PBe] 
|", е е -| ро! 
L Ü 
_ k N | 
Do! 
(9-5) хи Ж ОО! ARALD, Dl ,其 中 万 :是 
(m — +s) x r ERE, M] 


L 
P! 0 | B 
Q!= 0 0 
oo 
Di Dı 


将 右 端 方 阵 第 1 FERA - D WAR 3 行 ,得 到 
L 0 
рг 0 rB 
бом вк тре" 
-D 0 ha 
1 0 
о 0 
о р, 
对 调 右 端 方 阵 第 2 行 和 第 3 行 ,得 到 


L 0 oO) 0 0 
0 L, 0 


0 I, 0 


тон ЖЕ п ЖП, БЕШ 


人 一 Di 0 l 
И 0 
0 ha 
- L 0 
B 
тапКА = МЕ rank 0 D; 
.0 0 
= rankl, + rank D; 

= r + rankD; = rankB + rankD,, 

ШТ D; 是 tr — s) x (z r) Ё, ТЫ rank D, = n — 


rank A < rankB + z — s, 


Вр 
ankh Ше rankA ta-n. 

注 3.6.2 BJ EBH IR HI E Y 4E ТЕЛНЕ F Bš 
Hermite И. Т B: BE FT 5 ТЕЛЕНИН В ОС 
阵 秩 的 问题 时 往往 将 相抵 标准 此 和 逢 阵 打 洞 技巧 结 
会 一 起 使 用 . 

3.6.3 j A Emx nup, B 是 六 的 一 个 x1 
ТРЕ. 证明: 

tankB > татка Ts + £ mon 

i БВЕЖА mx n ERABI 
与 第 Пало, АСЗ Е E 09 G НЯЦ s x 1 
THERE H = А И А " А асн» хп 

1 了 2 t 

А Й о ЕНВЕР Хп TEE. h 3.6.26 
证 明 可 知 

rank Z> rank A + 5 — m. 2) 
m В ks x n BECH Asx г РВЕ АШ В E 
пх ВЕС BJ— хх PPF 所 以 由 3.6.2 的 证 
ВН ,有 

ranki = rank(” + £ — н. 
M racki 一 rank В „тапк“ 一 тапКС. TE EIEI 

тапЕН > тапЕС T £ я. 
由 式 2: 419 

rankB Z rankA í s í f — zn — n. 

Ж ”3.6.3 也 可 仿 3.6.2 用 矩阵 在 相抵 下 的 
Hermite ЕЕ ЖЕВАЛ ВЕ. 

3.64 ARRIE m Xafa x рН 
BH: 

tank AB = munirankA,mnkB5i, (2) 
其 中 等 式 成 立 的 多 要 条 件 是 ,下 述 两 条 件 之 一 成 立 : 
l. ЖЛЕ px n ЕС ЗА = ABC; 
2. 存在 mx m AED EIH B = DAB. 

ME И rankA — r,rankB = s, ШЕЕ > МА н 
HTE ARE P RIQ An A p Е ARER AT. 
使 得 


L 07. I D 
A= p| е. B= R| |т 
0 0 D 0 
因此 
АВ = p|” Jas = an "т eh 
0 ol” 0 ol’ = 


X 
и: QB — Е = [Y Y] В ХҮ ДЇ 
h: r x рт х s ЖЕ. UHA G 得 到 


XI 
АВ = P| [= L Y ,0] 工 . 
0 


Хут 
h F P RQ ЖЕРЕ. А АВ, |] 和 [Yi 


0] 是 相抵 的 .而 相抵 的 矩阵 的 秩 相等 ,所 以 
rank AJ = rank! ^! | = rank[ Y 1,01, 
10 


FILE 
rank AB. = rankXi = rank Yi. EN 

由 于 X, A УЖЕ x p Alm x +s ERE, ATLA 
rankX у = r = rankáA tank Y, < s = rankB. д, D 
得 到 

rank AHB = rank A rank AB = rank5. 

这 就 证 明了 (2) 成 立 . 

现在 设 式 (2) PEAR WME rankAB = 
rankA, 则 由 上 面 的 证 骨 , 有 rankX, = ranka = ғ. 
此 存在 7 阶 和 声 阶 可 北方 阵 K 和 了 ,使 得 

X = KIT,,0IT. 


因此 


" 


r K 
= = | 
Xi = [KOIT = 0,000 L. 


所 以 由 0), 
X, L FK ü 
Аав = Р |н || т. 
0 o ollo 1,-, 


K Ü 
6-1 т. МСУ ФС = 
p-r 


LO 
L 0 
` 1 F - 
с, 019 Ë p x пй, 


L 01. Г, 0 
ARC = Р] oe ç p 019 
_ 中 "Ja -A 
lo ol ` 
PEH rank AB = rankA 时 ,存在 p x н PEC, ti 
А = АВС. 如 果 тапКАВ = rankB, W| H Ф 9 
rank Y, = rank5 = s. EEFE m ЯП; Br E] 92 ВЕ 
V # W , ER 


L, 
Yi= v| |» 
{) 
p 
w Ww ü Í. 
ў = Уо) v|, "a 
于 是 


AB = [ Y,.0]T = EAM Ü Iñ 


0 了 Ü 
_ кї" 0 IB N 
Е a Ü Га. 0 0 


w Ü 
iB = v|, у |на R D = 
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1 
"| 


01 
' |EN D En x m EB, H 


L 0 
DAB = R| [ҥн 
0 0 
L 01 
= R| ° IT = В. 
0 Qu 
TERE n x m 矩阵 站, 使 得 B = DAB. 
最 后 ,如 时 条 件 1 成 立 , 即 各 = АВС, 则 由 式 
(2) rank A = rank ABC = rankAB = rankA, 因 此， 
rankAB = гтаһКА;ШЁ#ЖЇЁР 2 RR y BD В = DAB, 则 
由 式 (2) ,тапкВ = rankDAB =< rank AB = rankB. H 
此 renk AB = rankB, 所 以 当 条 件 1 或 2 成 立时 式 (2) 
取 等 号 .这 就 证 明 , 式 (2) 中 当 且 仅 当 条 忻 1 或 2 成 立 
时 等 式 成 立 . 
36.5 ВАВ En 阶 方 阵 ,AB = BA = 0,8. 
тапКА = гапкА?. ШЕЯ: 
rankt A + В) = rankA + rankB. 
ME E rankA = r, WFE n rn ЛЕР ЯПО, 
使 得 
1 0 
D 0 
HT АВ = ВА = 0, 所 以 有 


P| „Јов = вг" јо = 


A= P| ја 


L 0 
由 于 也是 可 道 的 ,所 以 由 P| |a = 9 得 到 


KÉ 0 


0 0198” = 0. © 


L 0 
间 理 ,因为 是 可 着 的 ,所 以 由 BP| fesoa 


到 
qan | © = °. @ 

Ві В . 
жн 阶 广 阵 QBP 分 所 为 QP = | e ,其 中 


Bu E: r НЗ. AGA С) 和 式 加 得 到 
Ви Врт Fi |= 
W i |-%, By 0 p 

因此 Bu = 0,8 = 0, Н Ba = 0. FE QBP = 


0 0 
= Р(Р9)[, 
22 


-19-1 
B je Q Q. D 
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别 一 方面 ,我 们 有 


al ot Ше 


R R 
忆 QP = | е дрк, 是 7 阶 的 . 则 
Ra Ку 
L O3[ Eu Ke L 0 
z = 
A Plo x. Ro Ё 219 
_ Ru 9 
= p| | AGI 


因此 запкА? = rankRi. 由 题 设 r = rankA = 
rank A? EFE тапк = r Bi Ra ETWA. TEE 
L 0 
Е Г. 

_ К Riz | 

o Lo Е - КЕПЕ 
得 到 R; 一 Ra РК Ди. МР}, 


| 1, 0 | К ШШ 
QP 
- КЁ br 0 1,-, 


[oR Ro RR) 
0 Ry- RaR Red 
于 是 ， 


la 


ааа 
S| КаК Tar 
ñ Ü |К - Ы 
x ` 
0 Ryg- RaRr Ri Tl 0 Tir 
两 边 取 道 得 到 


L 一 к 
Рр! 一 上 = | 
9 0 Tr 
RRR] 
0 (R> -RaRIlRi) 1 


0 -Il 
И 


1, 
x | К 
_ Ra RY; 


Ca = RẸ + ROR Ry ~ RaRn Ro) RaRa. 
Сы =- RiRa( Ry 一 Ry Rir R) 

Cn =- (Ry - Ra Ri Ro) Ra Ris 

Can = (Ra Ra RiR). 

记 РО! = T, H Р! = TQ. Xh QP = 


Ең Rio; Ri Ri 
ЖР |та 

8 Ro. Q Rx Ry 
A= r| r la = ат Rn "JQ 
~ Llo o -Ra OJ 


ве a'f? 0 ofi , |rQ 
0 Ву» LÜ B> 
_ 1" 0 Ü ] 
LPa Da ; 


其 中 Dy =- Dot Ra- Ry R RI) КАК, 
Юз = Byl Rg- RyRy Rio) 1, 
因此 

Т ü | 
A+B- Q | Q, 

X В.К» - RaRn К)! 

HPX = Ra- Ba( Ry RaR Ri) КК. BB 
Ri 0 


相抵 ， 
X BalRa - ККК) | x 


А+В 和 | 
以 
тапк(А r B) 


= rank 1 ,|. 
X БК» ` RaRi Ria) 
H F Ri 可 道 , 所 以 
l 0 |а 0 | 
c- XR 1, ЈЕ X DBo(R> ВРИЕ). 
ГК 9 | 
| | 0 Вә — RaR Rg)! 


rl 0 Iñ 0 
10 BaJdl Ü (Ra 一 карку] 
因此 
rank( A + HB) — ranki, + rankBy 
= r t ranki = rankA + rankB. 
366 W n x n АНУ А,» ‚ДШ A ВК 
满 秩 的 ;同样 ,如 果 m хп ЖА Уу», АК 
ЖДИ ЖЕНУ. ШЕЯ; 
(L) m X n А 为 到 满 秩 的 充 要 条 忻 是 ,存在 
m эрй ЕР, А = Ре; 
(2) mm ха} А 是 行 满 牧 的 充 要 条 件 是 ,存在 
п эй Q EB A = (L.,0]9. 


证 (1) DE m Xx ЕАУ, Д rank A = п. H 
此 存在 m Wn НЛ ЕР, 和 О,,1 + 


Аю] "J. 
所 以 
Q Q 0 1, 
A= [ут Н! 
ір P = pe М |, p жи. Н А = 


L С А 
P| астен а л Р. 


ФР ити. ”| 是 mxn EBE BJA 3 


É | 是 相抵 的 ,从 而 rankA = rank| N 
?所 以 A 是 列 满 秩 的 ,这 就 证 明了 充分 性 . 
(2) 设 m x n ME BRA 是 行 满 秩 的 , 则 rankA = 
m. AKETE т Жїл 阶 可 道 方 阵 ЖП С, EIS 
A = Ps[L,.010O.. 


ә 


| = ranki, = 


所 以 
P. 0 
А = 1Р,,016; = [1...0] 0 I С. 


J 


р, 0 _ 
0 I jem Q Жн КРЙ y EF ,而 且 


iQ ~ | 
A = [1,,.016. 
这 就 证 明了 必要 性 .反之 设 4 = [L,.D]O fh Q E 
п МГЕ, 11,01 Ет x ВЕ. ША 1.0] 
是 相抵 的 .因此 rankA = тапк L, .01 = ranki, = m. 
所 以 4 是 行 渍 秩 的 .这 就 证 明了 充分 性 . 
3.6.7 ОБР ЖЛЕ ЕШ) A E m x n 非 零 
Ж .ШЕНД.Ж РЕ А Ву ВОЗЕ ЖЕДЕ. ЕТЕ m x 
r ЭД RE EHEER 和 x о ЕРЕС, 999 Л = BC. 
Е 设 rank4 = ғ, ДЕЕ m BUR n ШЕЛЛИ 
PAQ (9 
L o- 


А = ШЕ 01 
注意 ， 
А = PIY Jir ый. 
其 中 | “是 mx ERELLO E r n EBR. B 
= e[t ].c- ГОО), 3.6.6, 5 RIC 5ДЕ 


У ВЕТ ВЕНУ, MA А = ВС. XREN ү pss 
性 .反之 设 A = BC HP m x + iB B 是 列 满 秩 的 ， 
而 rx РЕС EHW. 3.6.6, E m Bul uy: 
AR P Жїн 阶 可 道 方 阵 久 ,使 得 


Г, 
В = Р.с = [£0]8, 


于 是 
А = ВС = p| linoa -= p Y je 
AF P ЯО Вар Ц А J о EMEA, 


因此 rankA = r. 这 就 证 明了 充分 性 . 
注 “此 阵 满 秩 分 解 定 理 是 年 阵 沦 中 一 个 基本 定 
至, 在 处 理 有 关 和 矩阵 的 秩 的 问题 时 非常 有 用 . 
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3.6.8 W m >x n А 的 秩 为 1. 证 明 :A = ой, 
其 中 a 是 m 维 非 零 的 列 向 量 ,而 8 是 n 维 非 零 的 行 向 
HF. 

证 FIT АШ ER Y. PH Pl H Hš P Sy ҖЕ РЕ 
3.6.7.177 m x 1 ЎЕШ B 和 1 х пБ ЕЕ 
C, 使 得 A = BC. BE m х1, НІ, EA 
В Ëm ЗЕЕ ЈУ, M C # 1 >x x ЖЕ, НРУ 
І.Т C En АЕ ТЕЕ Яа = B.n = C 
Шр]. 

也 十 用 矩阵 在 相抵 的 Hermite Ё MEH A0 LA ВЕНН. 
Н rank A = 1, 所 以 存在 m 阶 和 nn Biraj 8: Л BE P 和 
Q, E14 


1! 0-0 
=- 0 

А = Р СЕХИ Q. 
00 O 


Ж» Br y BE p ЛИР = [а.а ао, | Е 

apan op Ж m 维 列 向 量 ,因为 P 是 林道 的 ,所 以 

列 с] Zl G s Ua 都 有 是非 零 的 ,同样 将 m 0 
B. 


® ,其 中 B81,81,…,B Ë n ЗЕ 
6, 
FATAR TÆ 
1 0 ой 
Ü 0 -- 0 


按 行 分 块 为 Q = 


一 (23.0.5. 0) = а. 


В, 

3.6.9 WER: EBE н B) m X n SEE A A 
HRA r TA 1 mx n ЕЕ ЯП. 

Ш 因为 rankA = 7, 所 以 存在 m 阶 和 nn Bilis 
FE P AQ, Ei 
L 0 
0 0 
W Е, = (a hP Ea = 1 ,其 他 ëy = 0). 则 rankE, = 


1. F 是 [ "| Уу ай 


a-ri 9а 
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A= P|; oo- тко 
= SpEQ. 


?一 上 
HT Ër P fl пру, ЕТЕД rankPE,Q = rankE, 
= 1. A E ТІ m x n EE PEQ, 
PE,Q + ,РЕ Q 之 和 . 
3.6.10 ЖА Ен ЭУ ,гапКА = r. 证 明 ; 


(D A 合 同 于 形 如 | 5 | 的 = tort, ti BE, 
x п REER 
(2) ЖА 是 对 称 的 , ША ФРА 


P NL. n 阶 方 阵 , 其 中 S 是 阶 可 逆 对 称 方 阵 ; 


(3) 在 (2) 的 条 件 下 ,4 可 以 表 为 上 = RSR', 其 
E S Er PERDE, R 是 nn x r 列 满 秩 和 矩阵， 
证 ”因为 rankA = 7+, 所 以 存在 nn 阶 可 道 方 阵 P 和 
ОЕ 


则 


将 六 ЕОР) НВ СРТ), = HES 


Birx а. НТР TQ 都 是 可 道 的 ,因此 
QCP) 是 可 道 的 ,所 以 B 是 行 满 秩 的 .于 是 


asel ЗД) 


BA атачаж[о | .其中 в иті вен звя 
了 结论 (1). 

其 次 ,如 果 方 阵 А 是 对 称 的 , 即 A' = A, 则 由 式 
@,A'= РІВ',01Р = P|] = А. > x n @ 
В ЯЗЫ Bu, B12], 其 中 Bu Æ r BAR. 


pal 


0 
由 于 己基 可 逆 的 ,所 以 由 上 式 得 到 


[2 НЕ К “г 
в, od lo aot 
ЭЛП B'a ~ Bu, Biz = 0. TĒ @) 1 Н 
А = P| е, @ 


о 0 
其 中 Ви Æ r HRA. 由 于 z = rankA = 


ЕТ 


0 

rank | |- гапкВ. Н Bj 是 > 阶 的 .所 以 Bi 
a 0 

E > 阶 可 逆 对 称 瞩 阵 . 换 言 之 , 半 称 方 阵 4 合同 РМ 


m|” т.д Ba Æ r 阶 可 省 对 称 方 阵 . 
这 就 证 明了 结论 (2). 
HAARO, 并 将 n MINIE P 分 抉 为 P = 


Ри. Pa ,其 由 Pi 十 mxr 的 ,从 而 是 列 满 秩 的 ,我 


们 有 
- Ba ОГА 
A = Ра, N 1] 
J t2 


= PBa Pi 
这 就 证 明了 结论 (3). 


3.6.11 ЖА En 阶 对 合 方 阵 ( 即 A2 = L) H. 
сапка + L) — r. WAA 相似 于 方 阵 
L 0 1 

Ü -h.L 


ME AA rank A + 1) = 二 7, 所 以 存在 n ПНЕ 
方 阵 PAQ. 


A+I, = p| 


N Je 
即 


> 


! 
A +T, = P| 

0 

注意 QP ÉE ú В. 


1) сорур". т 
@ 
将 QP 分 块 为 QP = 


RI К з _ _ f 
rB К,А, E yE. H zk 10 ЛА 
Ra К» 
Ru К 
A+ 1, = Р| | - 
0 Ü ш 
记 
_ [Аг | “| 
А i= P у Xa PU, @ 


oh ху E r ИРЕ. В D A 4539] 


э = pl -Xu Кр Хе. 
一 Xy - Хә 
Bp 
[Rn -Xn Ri el 21, 
L — Ху 一 Хд 
所 以 
Ri Xa = 2L.R 2 Xi; = 0, 
- Xs = 0, - X> = 21, , 
即 有 
Xu = Ru —2,,Хуу = Ку, 
Xa — 0, Xs =- 25... 
Bk ie f 


c [Bn 2 ЖК P 
A- h P| 0 ар |: 3 
њ 0 #9 03139] 
Ru і Кр | _1 
a-e] 0 r P 4 


mA = 工 ,所 以 


Rood, Ri: | 
2 二 p| po! 
А Ü _ L, r 
Ri L R 
x pl u 12 P: 
0 T 1,-, 
Ri iO (Ri — 21 )R 
_ 中 n 1.) (Rn ) "|р = l. 
Ü і. 
Eg 
БШ (Ri Ке 
0 六- " 
94 
(Ru BY = F, (Ru 21,) Ко = 0 
由 前 者 得 到 


从 而 
(Ru —2i)[R Ri] = 0. 


Ru 


由 于 QP = | | 是 可 省 的 ,所 以 [Rw 
R, 22 


Riu Æ íT TE hI. 由 3.6.6, 有 [R11, Ryp] = EA 
OT, AP T E ЕЕ. TE 
(Rn —2L)[L,0]T = Ru- 21,,0]Т = 0. 


因此 [Ri 一 27 0] 0,4m Ra- 21, = 0,8 Ку = 
21, f k 05 化 为 
L Кш 
“Р СР" 
И 
BH A "i С жш. 注意 ， 
Ë кы: Rp [Е з 
o L. J50 “h-il L, 
L 0 
-|， О} 
i, Re ] Ё f 
ДР 21, #i 0 т но Am A 和 
L 0 | 
[Р mo. 


ие 


Ш 3.6.1 可 用 算 阵 在 相似 下 的 jordan 标准 形 来 
证 明 . 但 用 矩阵 在 相抵 下 的 Hermite ERMEE HEA WE 
该 说 是 一 道 很 好 的 习题 . 

3.6.12 ШФ п ПРВА 满足 A 


= А, | А ЕУ) 
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ЗАРН). ПЕВ dH JE ЗК ҖЕНЕ А КРЕ, MH] A 
[IL Ü 0) 
HRTEM 0 — L. ПИ 0 < + < 
. Ü 0 0 
r, BŒ f = 0. 
证 ”因为 rankAh = е, IATE n АЈА УЕР ЖП 
及 ,使 得 


І, 0 
A= P|. 019. 
由 于 л‘ = А, 
“=, оја orlg oa 
-ali Часа 


ІЧ РАС ERAY, ИТ, 
D lel oerls [ea 
Ку Ёр 


将 n 阶 方 隆 GP ЯЗА ОР = К к" 


是 + 阶 方 阵 . 则 由 式 Q 得 到 
РН 
0 ü 
因此 Кї, = L. Q = pi 
21 


ol 
МЕ Po ,所 以 
Ri = тү 1 Иш 


| тоф К, 

ы __ + -1 — 

EK = P| p pART Ru = МЕ: 

R | 和 R ЕУ xin- r) (Е s) X (a н) 
-1 

ж.ш к жэйт, к! [7 М 


L 0 RI 
D iha, R, 
о 0 0 
Ё 0 R, 
AtA AIO — 1, RB, 
о O Ü 


Pa a 


л = К К^, 


相似 .由 于 
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і 0 781] f 0 i 
x 12. -К›|= |0 -L. 0, 
0 ,| 0 0 0 
[1 0 R, fl 0 O 
所 以 方 阵 10 — L`, R njo - I, 0# 
о о ol 0 0 
L o p 
似 .从 而 方 阵 a 和 |0 LQ, Ns 
0 о 0 
3.6.13 ЖА Жп ЙЕ, Н rankA = r, A? = 


kL ü 
ВА, > 0. ШЕН. УЕ A 和 | N ени, 


证 ”因为 rankA = ,所 以 存在 # 阶 可 道 方 阵 P 和 
Q MS 


A = И е P|" еар: 


. Ri Rey | 
їс QP = | R |же Ru 是 ARE 
2 


Ку 2 
-R R 
др" 2]р-1 
[о o)l 
由 于 А? = АА, АТ 
Еи R Ri R 
А? = | и "|р! -e| " "|р 
0 0 0 Ü 
R? 
-P| T Кио |p- 
0 0 
kRI R 
_ p| 11 "|р HA 
Ü Ü 
因此 
Ë кака |- [е Ri 
0 0 0 Ü 
于 是 
Ri = Rn КиЕр = АКО, 
即 
(Ri = RI DR 一 0„(Е, _ bL) RI: = 0 
所 以 


(Ri — AILRI, Ер] = 0. 
BT P RIQ RUWAH IE QP nj. ВИШ > x > р 


[Rj Ri] 是 行 满 秩 的 ,于 是 Ruki = 0, Ru = 
kI, ВЖ 
ki 
A= p| r Кара, 
0 Ql 


kl, R _ 
Brean | 相似 .而 


| | 
[i | кы) 区 ка) Е - ШШ 
о J 0-00 L, 


_ rfl, 01 
Lo o] 
rki, Rp Ы, 0 f 加 
arel а а ,| 是 相似 的 .从 而 A 和 
kh Ол, 
P kula 
3.6.14 n РА REAT] - 21, -А, 
В. ranki I,- А) = r.HEHBI: A 相似 于 下 面 的 方 阵 
L 0 L] 
lO hy ol. 
Lo 0 LJ 
证 тапк, А) = ,所 以 存在 ” 阶 可 道 
ЖЕЕ P ЖО. {Н 
rL 0) р 0 | 
n-A e] 119 = Р], CoP)P | 


Ro Ry 


, 则 
Ra М 


H x ЕОР ОР = | 


Кү R 
-A= pt ]рч, 
0 0 
AFAT 21, А, ДЈ, =2A- А?, B A? -2A 
+ L, = (L, - AY = 内 此 
К, R 
(L — АЎ = al N "|Р 1 
0 O 
xP| Катра 
0 ` 
_ N кока 9 
Ü Ü 
从 而 
К Кик | 
0 ood ` 


所 ,RI = 0, К,Р = 0,1 R [R К] =0. 
F a Et hy R P #3 Q Ж uj m h, БИ QP = 
Fi Riz : - 

| | 是 可逆 的 ,因此 其 中 rx п РЕК, 
Ra Ry 

Rol 是 行 满 秩 的 ,从 而 Ra = 0. Р 


由 此 得 刘 


о I,-, 
пБ, [Ri Ri] = [0, Ril AITAS, B rank[O, 
FR] = тепки = r. 注 意 R, E rx (n к) EBE, 
所 以 存在 + 阶 和 x — ШУЛ BE K ЖГ, {+ 
Ü I 
-Rp = K| |r. 


оо 
{为 什么 ?) 因此 


0 Dr 


0 I, 
L K| [т 
о 0 


0 L-e 


所 以 А 和 相似 .而 


L 0 | 
Ü a- 0 1 相似 .从 
0 0 L| 


(L O + 
ШЫК Її, о. O | 相似 ， 
0 0 1, 

3.6.15 B A, BACHE msnm x b ЖП 
qX n HR. X E IE — T q x Б R 


“Р ç ажим. 


Ж i rankA = ғ, MWF E т ВН т BV nl m y BE 
РС), w 


1, 0 
A= о 019 
+ 
P в). P| "|? B 
C x И x 
rp oif” °] рвоте 
= [o МЧ 00 Lo ,| 
cQ х 


то а + оо ”| 和 | | 是 
可 着 的 ,所 以 | 
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[| И p-s] 
Ü 0 . i 
CQ | x Í 
B 
Wg РВ = KES = |C I, ,C;.] Т B, ЖП C, 
2 


分 别 是 > >x p 和 gq х rE. 


A Bi 
rank| = rank 
сох! 


L o- L 0 B) 
Е o В| о оов, 
сй xX C б, X 
于 是 

L 00 гов L O -R 
0 1.01 0оов OR, 0 
-C 0 ocxilloo 1, 
L 0 O 

= lo ogl. D 
оС, x 


设 rank B; = s,rankC, = £. PE SL B. 和 分 别 是 (mn 
—r)x pjlgx (n - r) EE. ЕЕЕ ВЯ C, 再 一 
WHERE TEHE T B) Hermite 标准 形 , 则 
B, = R[ Jr, 
0-0 

і, Ü 
0 0 
HF R,T, KAW ЛЯ – Br. Йу ЙИ 一 
r йүү гр. РА 

„0 0 

0 0 B, 

O CC X 


С» = к| 


_ 
= 
= 


0 T 
Hi @.Т) ABH 
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IL Ü 0 0 Ü 
поо I 0 i 
cank| li rank ооо 0 0 19 
о 0 
K'!XT ' 
0 0 0 
x 
іа КХР. | H ЕТИ) 
zl Xy 
жар 
L 000 0 | 
0 0 Ü 1, Ü 
0 0 0 0 0 
Ü + Ü X; XI 
Ü Ü хы X> 


ЯЛТЕ Xu M- Xa PAARA 4 
和 5$ 行 ,得 到 


L 000 0 
[ 00 0 
0 ооо о |, 
[ L 0 0 х 
0 0 © 0 Xz 
再 将 第 2 PARA - Ху, + ЕШ Ж 5 列 ,得 到 
L 0009 0 
0 00 L 0 
0 0 0 00 
одлоо 0 
0 0 0 0 Xy 


HT yE BE Н БЕЗЛ # ЛЕ ЖЛЕ Н, АТ Н zŠ 
09 得 到 


L ооо 0 
Ад B 0 6 ü L 0 
cank| °. р]= rank 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 0 0 Xy 

= r+ s + t + rank X;; 

因此 
rank| rt @) 
C D 


其 中 > = rankA,s = rankB;,t = rankC . ВЕ Р'В 
НЕТЕМ о 

= mg-p A= P J ,所 以 
| В, p 0 о, 


| І, D га 0 


[A.B] = P| ool 


10 0 B, 


I. Ü -Bi 
оов] L 0 O 
p ЧС L 0 -| 0 | 
2- |0 0 HI, ? 
за | 
0 В] 
тапк А.В] — rank 
0 B, 
[Ji Ó д 
= тап L 0 В, = к} 
ШЕ 
mank| | =r+# 
TEA A 
rank| 人 МЕ rank[ A, B] + mk| ]- гапкА. 
ич A В 
注意 其 中 等 二 是 可 以 达到 的 ,因此 rank| 。 | 之 最 
小 值 为 renkl A,B] + ank| ]- rankA. 
3.6. 16{ Ballantine, 1968) А = (a) ff B = 


(5,2 Е тха САВ = 
А ЖІВ 的 Hadamard ЗЕ. ПЕНЯ: 
тапкА ° В = (rankA (rank). 

证 Ë rakA = r,rankB = s, ЕН АЖЕ 
理 , 有 


(ait A: BHA 


A= РО, R=RT, 
Ар PHO ЯА m x Жї, x n ЭКН, i R 
和 了 分 别 是 m x s s Хоп MARTRE 38 
PP 和 只 按 列 分 块 为 已 = [1,0,7 а, ЈЕ = (у, 
Узе, y. J. uri а, My, Ж-О 1 r 


<;< RMTRTIRAR = |V | 和 T= 


РА 


а E+ В Т0, Ж—#Ё {ТЕ р р 


д, 
s. W) 


Ё 
А = [als a a, ] В 一 >a, 
Í 
) 


容易 验证 ,对 任意 m x н ERA, B,C A 
(A+B) C = А СЕВ С, 
(B +C) = А °В+А С. 

所 以 


A.B = У Уе) (A 
;=] у=1 


记 = (airar saah A = bar by y= 
(crea lU ca) M ó, = Са, з,с). W 
di 
аё; = ñ [bibrah] 
“Ё 
“ab, a b а.) 
_ азё; gaba abal _ (Caw,) 
йй | a, b, а А) 
суйу суз су, 
й sd z, 
y = лушу = (ea) 
Ст | с з ' сд, 
于 是 
(aB) ° (yà) = (ag bdi) 
= (s ° У,}(В 8) 
所 以 
A. B = УУ (о, e y, Xe ° 8). 
:=1 r=1 
Н 3.5.6159] 
mnkA ° B = rank( > Ука 6,0085 8,)) 
< У Хаак: ° y UB, ° ° à). 


由 于 请 和 RR 是 列 满 和 的 ， 驴 和 了 是 行 满 秩 的 ,所 以 上 ， 
Ber a, ЖЕЕ. MAN rakla, e yA 5 6.) = 
] .所 以 
тапкА + B = rs = (rankA (rank). 
3.6.17 BA A... Л. п ИЕ, Ау + Аз + 
+ A= ha EH: 
(1) WRS jl Z у) АЯ AA = 
0, Д] AL Ant A БЕАРН, 而 且 rankA, + 
тапКА» + --' + тапЕА, = x; 
(2) WE rank AA, + rank A. ++ + rank A, = н, 
Ar Aa... А„ ЕЗУ MEIER 8,3,1 i> 
SS k, АА, = 0. 
证 ЯЯ: li =< k, AA, = 0. 
则 由 Ау + A; + o + А, = 1, 189] 
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= А (А1 Аз t + А) 
= АЛАА ++ А + АД, + 
+ AA. 

= А?, 
BD А, ЕИ, р = 1,2, 不. 现在 设 rankA, = n, 
¿= 1.2, k ДНЕ SE E IEE n X n, 
PIMPE P Fin; хол 列 满 秩 年 阵 吕 .使 得 А, = 
PQ. 4:523, НАА, =0 得 到 ,PQPQ =0. 于 
E PIP (Q. Q Q -= 0. 因为 nx n, ЖЕР, ЖЭ 
的 ,所 以 已 Яп, 个 2 维 列 向 量 a1,a2,… ,a, 是 线性 无 
KB AEE n-on in 维 列 向 量 а„ a, ,使 
得 Ajaa ydy 是 线性 无 关 的 ,于 是 [al aga 
Co наал ETH. п Р = [ape n,a] = 
[Р.К], Р, = Га, "а, 1. M| PP E IF BS. 

| N Hi PR, 
而 PP = [PR] = 

R: ЕР, RR, 
ЖЕЕ, А PF, 是 可 道 的 . 同 理 QQ EET ай 
的 .于 是 得 到 QP = 0 ` i = ytt, A? = А, ,所 以 
P (QP Q, = Р. 因此 有 
ЁР,КӨР,О = (FP, Q Q). 

由 此 得 到 , QP, = 1, ,于 是 


| ,所 以 РЕР, 


2) 

Q 

É [Pi Pape P] 
© 

ЫР, ФР, ӨР, 
QP QP Q, P, 


a 


Pa, Ü 01 
| 0 I, 
Ë Ü I, 
£ 
= [a in. rin ` 
1 "2 * 
另 一 方面 ， 
@ 1 
Ө» 
[Pi Pas ‚Р, ] ý 
Q, 


Ё £ 
uh! q 
= HPQ., = DA= 1. 


所 以 mx Cri тожа n) ЕВЕР, Pa, PP,] 和 
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СЗ 
Q; 


都 是 方 阵 ( 为 什 


(mi Tt ngaton T n J X n ER 


| 
G: 
AT) В rankA, + rankA, + + rank AA, = m + n> 十 
一 十 яр = n. AAEH T Ael). 

其 次 设 rankA, = n, E= 1,2, k Н лу+ n; + 
二 4 = n. ДЕНЕШЕН, ША, = PQ, HF P, 
AQ AEn хоп, ДИЙ n, X n TREER. H 
FA tA +A = 了 ,所 以 

Ө 
[P i, Pa, Pa] N = l,- 
h 
BLP, Pao Pil E n x (m + atoe пр) 8 
E.E, л, + пу+ + п. 一 n BIP. P... 


Q, 
P,] Ë x 阶 方 阵 . 同 更 | O |En MAR ATL, 
Q 
Q, 
Q 
Р, е УР) 和 : Жил, В 
Q! 
Q, 
> [Pi Pae, P] = І. 


OQ, 

于 是 ОР, = àl, 151.) <. ЭД = jh, A2 
= РОРЮ = PQ = A А, PRSH, mH: 
J RE AA, = РС, Q, — 0. Zai T 28 0: (2). 

3.6.18 А тх» DARE. R ESE J АХ 
= ХА WRM KX. 

ЖШ Тї rankA = r ДРЕ я ВОГ Р Mn 
阶 可 道 方 阵 已 ,使 得 

А = pf” а 
0 Q 

注意 其 中 的 方 阵 P ЖО HTE. it PAQ 是 取 定 
的 , 设 多 是 原 和 矩阵 方程 的 一 个 解 , 即 AX = ХА, 


е], орх = xef? па. 
^к „об o h 0 
p | ХӨ! = (Qy r] о и 


Хи Au! 
HER PXO! = | ра Xe E r У 
Ха Ад 
ВЕКА EREE 
By Е X. 0] 
б о: lx, 01 


内 此 XY, ш Xo- B Xu = 0. FE 


PXO — Ë ° | 
Xa Xud’ 
ВП 
Ху Ü | 
ОЮ, 
x G L Хз NX Ф 


其 中 Xi B r ЈО Е. 
ШЕЙШЕ X REAA Ф ЕА, ДФХ 
ШЕУ RE, X 是 任意 -个 (fm 一 rjxr Ж.Х, 


是 任意 一 个 Cp ку x fn r) ЖШ 
ri. 07 | х "| 
Ax Q iP (р): 
910 01 Р) Xa X> 9 
о" о 
lo p 
ea “|р ef" ИС 
ы | 0 х5 D 0 
[xu 02 
一 Q Q. 
0 о) 


由 于 Xu Ху, PTRA AX = XA BEH @ Р] 
Ж ЕХ -EERE D РЕВЕ. ЛИНА J р 的 
BH] X RPE X'A = XA' 的 一 般 解 . 

3.6.19 JADI E ЖҮ тих n тх p EE, 
mX E x x р ЖАМПА EKHE AX = BË 
解 x ЖЖЖ А rankA — тапкі л, BLERA, 
B] ZBER А ЖИЗ 3BE0 ДУНИЕШ. 

证 Braks = r ЕЕ m Жл кй & 
PARQ, 19 


As p "| 
=" 0/9 


现在 说 方程 AX - H ERR X, H 
АХ, — 2и "ох = В 
алу 0 0 & 一 ` 
因此 
L 07 i 
p s P !В. 


HEE ОХ, 和 PUB 1 55 ОХ, = 


В 
(X [me'a | Pr aR R х рш. 
\- B; 
w 


M "Jax _ [= Pg= Pi 
оо lo] = 1,1 


H 
HEX, -Buh = 0. 于 是 PtB 二 | olwg _ 


P|] i Е 


К 0 Brg | 
оо odio Г 


- 0 _ 
HEPA Ë А етжя, BUL [A.B] 和 
p 


ИН? 
L 0 В, И һ 0 1, 0 о 
Ё 0 ol "т - [oo ol 
0 p hı 
[L 0 B 1 0 01 | 
办 此 | 0 ИЛЕ 0 ‚| НЕ РА 
rank[ А,В] 一 [и ' =] 
— 1, 0 0 
- mk| ° 0 027 r 


= rankA. 
ТАЖЫ ЕЛЖ pi AX 一 B Af. W| raak[ А,В] = 
rank A. 
Б.2 1 тап А,В] — тапка = r. Ере Р VB 


В 
ЯЖ РВ = М РА ж r x ЬШ. 
2 


[A.B] = R "Jo PPR | 
[A.B] = о 01 | 
РШ? 
0 0 BJlo I, 
ОЯ К 0 B 
FRETA, B] 和 相抵 .而 
10 0 B 
И 0 - Вг] _ 
L 0 В 1 0 03 
| |o L, 0 -T |. 
Ü Ü В | оо В 
0 0 2. 
"|" 0 a|: Ü 07 ж +Ë 
o оов, о o p E. Fa 
КА, В] "P N ЇЧ 
к = гап А = гап 0 Ü В» 
[i 0 0 ] 
— rank 
0 0 Kl 
= rankf, + rank B; 
= r + ranka. 
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Ik B, = 0. 所 以 P-1B = HEE = P|] + 


Xo = efe], 则 АХ, = P|: NC . 


о 0 
TE 
E АХ = p 的 一 个 解 . 这 就 证 明 . 当 rank[ А,В} = 
rankA 时 方程 AX = ВН. 

3.6.20 A PEP EB m xx 矩阵 ,mm < n, X JE 
n x m ЖА. ШЕН. SB ER Jy АХ = 了 有 解 的 充 
要 条 件 是 ,A 是 行 满 秩 的 . 

证 设 rank4A = r, MFE m Жїл Вар у} 
已 和 怠 , 使 得 


IL 0 
A= P|, 019. 
现在 设 方程 4AX = I, КАХ WE + < > Ш 
AX = p| "ох = L.. 
В 
[e Jax = p 
0 0 
从 而 
L 0 
Ё 0 ФХР = 1,. D 
пх m EEP RRA QX, P = М re], 
Xa X> 
Hp Xu R: А. 2 O 45821] 
x X 
| 1 = L. 
0 0 
Х x 
由 于 y < m ДАЗ m 阶 方 阵 | N п ая 


零 行 ,不 可 能 .因此 = m, ВА 是 行 满 秩 的 . 
БОС А ЖАНТИЛЕК ИШ А = Р[1,0]0.Ж Xo 


= орт 
AXo = PUR 019 + аз [рт 
= PIP = l. 
AE Xo = Q [e] 是 方程 4Xo = 0 的 一 个 解 . 


3.6.21 W A HB Ra 阶 方 隆 ,rankA = ,rankB 
= 4 一 +, 汪 是 n 阶 未 知 方 阵 .求知 阵 方 程 AXB = 0] 

解 ” 因 为 rankA = r,rankB = nn 一 +, 所 以 存在 x 
изу P,Q, R 和 了 ,使 得 
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a= p|? Ja 

Lo ol” 
L- 0 

sR[ 9 
0 0 


而 且 已 ,入 ,丸和 了 是 取 定 的 ， 
É Xu 是 方程 AXB = 0 的 解 , 则 
L 0 ho, 
АХВ = Р, 0 9н | 0 
由 于 PP 种 工 是 可 道 的 ,所 以 


[ose[ oo © 


0) 
[T=0. 
0. 


_ Хи X 
将 方 阵 QX R ik A QX R = | |е 
Xa Хә 
Хи s r x (n — r) PE RAR @ {85 
m 1-0 
0 0 
Н Xy = Ü, 于 是 
0 Аһ 
Q = М x | 
即 
0 х; 
Xo = af Je. 
029 Xa Xy 2 
这 表明 ,如 果 X, 是 原 方 程 的 解 , 则 Xo 具有 形式 Ф. 
、 0 Х|, 
现在 没 Xo 一 Q Ë velg ;其 中 Х|, 


т 
Xa A Xp ЕВН rx r (н) хін rM 
(m — r) х r ЕЕ. M 


ж-т а-а; le 
° lo O Xa Х» 
i. 0 
[Ө al> 
0 0 


因此 X, 基 原 方程 的 解 .这 表明 , 原 方程 的 通 解 是 Xo 
-an| À а р th Xia, Xa FX r aa 
21 22 
ЕЖ rx r,(n - r) х (m —- r) Aina- r)x r ВЕ. 
3.6.22(Rorh,1952) 设 上 ,日 和 分 别 是 给 定 的 
mx n,b >x gq fll x q EBE. X fü Y AEn x q 
和 m x p ЖАПЕ ЕЕ. ПЕНН: ре 
AX — YB = C (3) 
A 08805 3658 ЖР ДЕ, 


A Ü A C 
о во sl 
Н+. 
证 ”必要 性 . 设 方程 (3) A Xp, Yo M AX, 一 
Y HB = C. AE 


КИЧИН 


Lo L, о pBllo i 
ñ БЕ А C] 
0 RB Tie nj 
A 0 A C 
P ИИ p ГЕ 
_ ГА 01) TA С 、 
azaj ИШЕ | 相抵 , 且 没 rankA = 
r ,rankB = s, WEE m Bitin ОТЕРАО 以 
K ро 阶 可 道 方 阵 R 和 了 ,使 得 


所 以 矩阵 


L. 0 
ма [i 0] 
ТЕН 
因此 | 
[б rello ве т^] o mer] 


C C 
将 m X q 3EEE PCT SHEN PCT = | " МЕ 
С Cy 


Cu 和 Cw FPE r x Ain- r) x (n — 5) ERF. 


刚 

P 01ГА СО 0 

lo ко silo 2) 

rE 0 Ch Сы 
|00 Cn С 
oo I ov Š 
ооо 0 
HAERES 31т ш Ж ЖЕР Ca 和 Со, Т 
别 加 到 第 1,2 行 ,得 到 


L © -Cy O] 0 Cu С 
0 һы, -C2 0 | 0 0 C, С, 
0 O к оро о 1 0 
0 0 0 257 00 0 0 0. 
L 0 ü Co) 
0 0 0 С» 

“loon o! Э 
ооо о) 

将 右 端 矩阵 第 1 JIRI- Ci WEIS 4 列 ,得 到 
/ 0 0 Co 0 0 -Cz 
ооо 6110 L, 0 0 
оол ollo 0 / 0 
ооо ollo о о h, 

[2 0 Ü | 
'0 0 0 Ca 
loo L O| © 
lo 0 0 D! 


所 以 


Ca 


= 


© © 
= > = 
тз Ф = 


A 
тапк | 


|= тапк 
0 B 


0 0 0 ù 
= r+ s + tankCs;. 


男 - -方面 ,有 


A 0 
r + s = rankA + rankB = rank 5 | 


由 假设 ,| 人 е аа е нив, вед 


А 0 A C 
зак МЕ в). 
Ве + s = r+ s + rankC.,, А тапк» = 0, 因 此 


Су 0 
С» = 0.10 m x p ЖК = [с "| хажи. 
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-0 с 
= 1, М 9.0 和 加 得 到 


а adig kle sie те |] 
[o slo взт] 


„кз adie eilo s| 


- allo rle nlo rl 
[А C P KE < É ALT?) 


0 В 0 В 


由 此 得 到 
C- P !KRB = AQLT™. 


Ep 
A(QLT D – (- PIKR)B = С. 

FÆ X = ФТ, Үү =- PKR 是 方程 (3) 的 解 . 

3.6.23 A ESEN m x n ЕЕ, Хох m 
ЖАПЕ Ж. ЖЕ EE E 

АХА = А {4) 

的 所 有 解 . 

解 。” 设 rankA = r, METE m Вн 阶 可 逆 方 阵 


РЖ, 19 
А = p|? 1 


0 0 
设 X, 是 方程 (4) 的 解 , 则 
axa = p|” Joxe? "Jo 
0 0 0 0 
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0 01 
因此 
L Q rL 07 ri 0 
Ё erl 中 -| М) 
. Xu АХ 
ЖЕЕ ОХР 分 块 为 QX IP = | | | .其 中 
Xa Ху 
Х| E r BEE. 则 由 |- 式 得 到 
“Хи Ü) [L 0 
lo = Ё oj， 
因此 Ху = I. FELA 
QXP Е x] 
” {ху X> 
ВЛ 
Г Na _ | 
= l І f 
x = 9 ха Хэ) Р. @ 


MER Х, ДЕШ, Q ихт НЕЕ, НХ, 
X, 和 X. 是 任意 的 xm к), (ик) x r С 
— r) x (z к) ЕЕЕ. Ш 


АХА = P|” N on 1, x] 
мс 0 0 Xn X> 
Р ! ШЕ NC 

0 0 
= P|, lesa 
= 0 一 


EEE WA BAI н x m ЖЕЕ y 2 (4) ВОЗЕ. КТЕ} К 
D 结 出 了 方程 (4) 的 通 解 ， 

Ш ОЯТА ЕШ m хл ДЕА ДА AXA = А 
пх m Ж ХАЖ ЛА Г Айй, A .从 通 解 公式 
Ф 可 以 看 出 ,对 于 秩 为 7 的 m xn Ж А,гапкА z< 
rank = minim, s| ,而且 对 任意 正 整 数 上 ,rankA < 
k = minim, nl ,得 存在 A ,使 得 rankA = £. 

3.6.24 БА Жж) Хол Е, тапка = ғ, 
X л x т КУ Е ЕНН: ГЕР EH 

АХА = А, 

J] ХАХ = X, 

(ЛАХ) = АХ, 

{(ХА)" = ХА 
HAR, ПНЯ КЕ 09, Кн A* ЖЕ А ЕН 
РЕ. 

ж WHA nmkA = r+, 所 以 由 年 阵 满 秩 分 解 定理 ， 
ПНЕ m x r ПРЕК В 和 x хол 行 满 秩 矩阵 局 .使 
Ñ A = ВС. ВРВ УЕА), Д B 的 r 个 列 &1， 
m... 时 一 组 m ЕЕС ЗЕ АОРТЕ H, T E tf Tr 
т r Ta ФЕЦА aras ams ЧӘ al,az， 
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(5) 


заа, э ав ERAR. HE m Ey ЛЕР 
= [apar бу.а„,а„ a = [B,D] 是 可 道 的 ， 
其 中 日 [enma] D = [aan]. 从 而 
P*P = ( J: B.p1 = (22 P Рай. 
D p'B Бр 
ЕЕЕ B" B CEELEN. AH B * B арй 
的 . 同 理 OC* 是 可 道 的 . 记 
X = СОС) BB) HB, @ 
ЖОР X ЖАЗ (5), Ш 
АХА = ВСС (СС) OB BY BC 
= B(OC* (CC. (BY B) (д BIC 
- BC - A, 
= CCC в" BY B ' (BC) 
x C(O HBB) В" 
C*(0OC*)(B* B Ə(B' B) 
x (СС КОС" y (B*By lp 
ССС") 区 B) ПВ“ = X. 
WAX)" = Х*А* 
= [C (0 VHB" B) 1B* "(ВС)" 
= B(B* B) (CCH OCC* B" 
= B(B* B) В", 
АХ = ВСС (СС) ВВ) В") 
вс" (OC T(E? B) ів 
B(B*B) В", 


1 


H 


(AX)* = AX. 


Ад? 
= (ВС) (СОС) (B* B) IB*)° 
с" в*вОВ ВУ ЧСС“ УС) 
= C*(CC*) IC, 
XA = IC*(CC*) '(B* B) B |BC 
= COC YUHB'BYIUB* B)C 
= COC Y'O, 


所 以 有 
(XA)* = XA. 
а, Х = C* (СОС В" By !В" 是 方程 
组 (5) 的 解 . 
现在 设 nXm ЖХ, 和 X; 是 方程 组 (5) 的 解 . 
则 由 (5) 中 第 2 个 方程 ,有 
X, = 区 1AXI， 


由 第 1 个 方程 ,有 
A = AX;A. 
于 是 
X, = XXAX;AX, = ХАХАХ). 


由 第 3 个 方程 ,有 АХ» = (AX) AX = (AX) 
所 以 
Xi- X (AXD (AX Y 
- Х.(АХ АХ)". 
由 ] AXA- А, М 
X, = X (АХ) — X AX. 
出 于 А = АХА, Т 
X, 一 ХАХАХ. (X AD(X;əA)X,. 
BEXAR AXA = (ХА). 
X, (ХА) CXA X, = (XAXA)? Xa. 
而 АХА = 各, 所 以 由 第 4 和 第 2 方程 ,有 
X, (ХА) "X; = Х;АХ» = Xa. 
这 就 证 明 ,方程 组 (5) ВЈ ЦЕ H. 
Е 方程 组 (5) 称 为 Penrose 方程 组 .对 于 给 定 的 
т X п EREA, Penrose 方程 组 (5) 的 解 ХКА 的 
Moore-Penrose Г Ai, ПРЕ A+. РЕВ S mh h 
阵 论 的 :个 重要 的 研究 课题 ,在 计算 数学 和 数理 统计 
等 中 有 着 广泛 的 应 用 . 


53.7 EF & 4843 Т? 
Jordan 标准 形 


请 所 周知 ,线性 代数 就 是 线性 空间 的 理论 , 主要 
研究 的 雪线 性 空间 上 线性 变换 .在 线性 空间 中 引进 基 
之 后 ,线性 变换 和 和 矩阵 之 问 便 建立 了 一 一 对 应 . 在 不 
同 基 下 , 回 个 线性 变换 的 方 阵 表 示 是 相 狼 的 . 这 就 
引出 了 方 阵 碟 航 的 概 售 , 并 产生 了 方 阵 在 相似 下 的 分 
类 问题 ,由 此 建立 了 方 阵 在 相似 下 的 Jordan 标准 形 理 
论 . 因 此 可 以 说 ,Jordan 标准 形 理论 是 线性 代数 和 和 矩 
阵 论 的 最 深刻 的 部 和 分. 正 因为 如 此 , 它 存 全 究 和 处 理 
线性 代数 和 和 矩阵 论 的 论题 中 是 一 个 重要 而 基本 的 工 
有 ,具有 广泛 的 应 用 .本 节 将 给 出 应 用 Jordan 标准 彤 
来 解 题 的 基本 技 瑟 和 方法 . 为 方 第 起 见 ,我 们 对 一 些 
记号 作 此 约定 . 

ША Ен METE, (А А), (А А). 
(A — Ap) "t Е БЕА 的 初等 因 于 组 ,其 中 А1 ‚Араб s Ag 
Ж A WIE, nono ,my 是正 整数 ,日 | + n> + 

t = н. MFAT — A.) RER Jordan Ж 
IIE Ja CABI J. OAO ДЕШТЙ», 阶 方 阵 ; 


Ао e O 
Ü ⁄ 1 0p 

„Өз |: £ з, э 6. 
0 о À, 


оос зс 0 AJ 


由 Jorda 标准 形 理论 可 知 ,存在 n КҮНГЕ yk: 了 ,使 得 


А) 0 0 oà 
0 „А; 0 
Р ТАР = i 
0 0 ЫСА) 
REIN ЕТСЕ 


P''AP = J, (А) Л, (А) © DI (A). 
3.71 л Ен МАЗ JEE А = A.R 
L 0 
гарк = ге. НЕҢ: P А 相似 于 方 阵 | 1 上 而 且 
fra = тапкА ,其 中 TrA BAREA А, ВЕЕ А 的 
РЛ 957227 ЯП. 

证 法 1 А-А), (А А), eA — Ар)" 
是 方 阵 A АЗА Г, ДЕЕ n Bram Л РЕР, 
得 

PAP = ЈАЛ, AD O e J. (A). 
HT 4 ERS, ED А? = А, 因此 PAP = 
(PAPY = PAP 所 以 

ЈАР ӘЛ AD D Ф, (Ар? 

= J. AD D S AD D o D Ja (A.D. 

ЮТ = 1.2... k A Ja (A = L A) BI 
а 1 0 = оу? 
i0 à 1 0 | 


0 0 А { 

0 Ú з= @ A, 
0 
0 


À 1 0 
0 A 

= М : (D 
о D A 1 
0 Q 0 À 


ШЕ n, = 2, 则 由 式 多 得 到 
A 2А, A 1 
КЕЧЕН! 
从 而 得 到 47 = А,,2А, = 1,1786: n 223,0] 
ADE 
А 24 1 0 + O 


0. д2 24 `x : А, 1 0 ` 0 
S, 1 .. ' " `... D 0 : 
М “М |= ыб 
А? ZA 0 0 А | 
0 0 4? ) 


比较 上 式 两 端 o 阶 方 阵 的 (1,3) OW B) u m , 14E] 1 
= 0, Жа AIE n, = 17 = 1.2, F MER = и. 
所 以 


0 … 0 


a 0 = 0 à 0 D 


оо 2) ооа, 
和 由 此 得 到 ,12 = д, = 1,2,0, BRA, = 0,1,; = 1, 
2,5, п. ВР тапкА = r, ТЕА, ,А2,7 A ЧИ Н 


[ 0 
ALFERRA mAT], |- 自 于 相似 的 方 阵 且 
有 相同 的 迹 , 所 以 
F Ü 
TrA = Tr| |= > = ranka, 
0 ü 


证 法 2 HITA = A,A A- A = 0, 即 过 项 
式 /(A) = А-А ЖРА BEES. T E h 
А ВУЖ Syn (A) 整除 A), BB (л) ДЕ КА) = 
АСА - 1) 的 一 个 因子 ,因此 ,eg 人) = А,А—1,А(А- 
1). Ж (A) = A.M (ГА) = A = 0, Ж тапка = 
r= ОЗ (А) = A - 1,W|2(A) = А-1, = 0, 
Bü A = L. ЖЕ гака = r = n; BE (А) = АА: 
1), WATE A BJ ЛИЛ A) 无 重 根 ,而且 其 根 
D, LEARE А 的 所 有 不 同 特征 值 , 故 方 阵 4 相似 于 方 


阵 [ | ,其 中 + = rankA ,理由 方 阵 的 迹 是 方 隆 在 
相似 下 的 不 变量 ,所 以 
L 0 
ТТА = T| |- ғ = rankA. 
0 0 
3.7.2 Ё» РА Më А = А, Н rankA = 
r rark(I, — A) = s. ШВ: ЛЕ А 相似 于 方 阵 h- 
E- L. DO... Edi O... Ен — r BE EE ,而 
Н TrA = 2n - 2rank( 1, ~ А) — rankA. 
证 (А-А), (АА) "2,0, (А-А) h 
ВЕ А ВЛАЕ ГН, MTE = PEEP, 
РАР = Ј, (А1) DD (А5) DD (Аһ). 
НТА? = A, APAP = (Р CAPY = P'AP. 
因此 
АФР, OQ DB" © J, (А 
= у) ФЛ, (а) D J, Ом). 
ТРАЯТ = 1,2,……, 上 ,有 
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ЈА) = „О. @ 
WR n, = 2, 则 由 式 @ 有 
Ат ЗА? À 1 
P |- Ë 中 
由 此 得 到 ,= А,,ЗА = 1. 由 前 者 有 3, = 0,1, 由 后 
ЖЖ э, = + Š En fb; nat x, = 3, 则 由 式 回 有 


АЎ ЗА? 34, P 1 0 
0 А = |0 А, 1 
о о 4 Ü Ü А, 


比较 两 端 方 阵 的 (1,2) 和 (1,3) 位 置 上 的 元 素 , 得 到 
3 = 1,34; = 0, "ЕЕ; А n 224, MARO 


АТ ЗАР ЗА 160—0 
a ma 
: 1 
` ОЗА 
0 0 À 
А 1 0…0 
. 1 
0 0 “A 


比较 上 式 两 端 方 阵 的 (1 ,4) 位 置 的 元 素 得 到 1{ = 0, 矛 
慎 . 这 就 证 明 ,m = 1,i = 1,2,0,2, НА = x. TE 


Ü à, 0 
PAP = : | 
0 0 -7 A 
由 于 А? = А, (Р! АР) = P-14P, 因 此 
АО 0 à Ü с 0 
D Àj 0 |0 à = D 
0 Ü … A 0 0 + À, 


ВЛА = Aoi = 1,2,…,n. 由 此 得 到 4; = 0, +1, 
¿= 12. n. КЮ А = А; = А, = 1,2 
= = Аш, 5 np = = À, = 0. 
P''AP = ip- l, O О„-„-›. 

由 题 设 ,rank4 = r, 而 拒 阵 的 秩 在 相抵 从 而 在 相似 下 
是 个 变 的 ,因此 
r = rankA = гапЕ(1„(®— I, О„-„-„}/ = m+ р. 
又 由 题 设 ,rank( 了 — A) = 5.19 

h- РЛАР = PIT -AP 


= O, 21, 8 Їр 
ВТ х = ranki 1, — A) = rank( O, D2 B 1,-. д) 
= п — m. RE m = пол, pr m=r+i+s—n. 


从 而 


h. 0 0` 
Р!АР= |0 =h 0. 
0 0 о! 


Жл. ГЛЕНА y КЕТЕШ ТЕРЕЗЕЫ, 
所 以 
Ts ü 0 


Trå = Tr| 0 -Try 0 
| 0 0 0 
= {т—з)—{к+у—п) 

= fn- 25 - ғ 


= 2n — 2rank( l, — А) – rankA. 
注 3.7.24HB Dn j ЕНЕ ЖЕ Yi k j ЛКФ 
式 证 明 . 读 者 无 妨 自 证 之 . 
37.3 B n EV PEA АА? =- 1. ШЕВ: и 


0 = L, 
DRR MESE AERIENE, 0 Е 


n = 2. 

ШЖ ТАА)", (А-А), (А-А) 7 
PE A 的 初等 因子 组 , 则 存在 > 阶 可 道 方 阵 卫 ,使 得 

P''AP = 1, СА) OADD o B Hn Ag). 
HTA =- І.М РЗА?2Р =- L, AEP APY 
= L. FE 

АКАР ЈА) = 
所 以 对 每 个 六 = 1,2-6,6, 
J AY = ho 


即 
a l 0 0 | 
рад. 
: сеп, l ; 

仿 3.7.1 的 证 明 B = 1 = 1.2... 5 R k = 


m 二 一 1 所 以 4 =+ КШ К Аа 


= À> = -* = А„ = PaA = … = À, = - ¿. FE 
mÑ Ü J 
P'!'AP = . 
Ü -il 


注意 , 方 阵 A 的 特征 值 是 方 阵 在 相似 下 的 不 变量 ,而 
对 和 帮 方 阵 的 对 角 元 即 是 共 特 征 信 ,所 以 方 阵 4 的 特 
征 值 为 i, - г ШР о ЗЕК А RESTA oa) 
= | AL, - A E n RERA Tn =N B LEE A Й 


ЕШ Н Ж ДАШЫ. А н = н т. н = 2m. 


从 而 
PAP 的 0 | 
Lo 一 和 


0-1, 
5—78 ,3102 В = P 0 | WH E En 阶 实 方 


BH B? =- hah. h ERRATA, FE n 
阶 可 北方 阵 Q , 18 
oao- К 0 |. 
O -iln 
АЛ P !АР = Q 'pQ , 即 
В = QP''APQ 1 = (PQ l) lAPQ U. (3) 


ЫЗ А ЖИВ JE. Эка РО! = R+T, E 
HRAT Еп ЗЛЕ. Mht 七 得 到 
{(К+#Г)В = A(R + Т). 


从 而 得 到 

RB = АВ, ТВ = АТ. D 
如 果 方 阵 了 是 零 方 阵 , 则 只 = PQ `! 是 可 道 实 方 阵 . 
式 包 说明, 上 A 和 电 是 实 相 似 的 ,因此 设 了 关于 是 由 
式 四 得 到 ,对 于 任意 实数 A, 

(R + AT)B = A(R + АТ). б) 
та 

КОА) = dal R + АТ). 
ШЛА 是 关于 4 的 实 系 数 多 项 式 . 由 于 六 i) = 
det(R + iT) = РО 天 和, 所 以 А) ЖТА 的 
非 零 的 实 系数 雪 项 式 . 西 此 СА) 至 多 有 有 限 个 实 报 . 
于 是 存在 实数 Aa ,使 得 (Ао) 天 0, 即 实 方 阵 R + A T 
是 可 逆 的 .由 式 б) 得 到 

B={(R+AT)IAR+ АТ). 

这 就 证 明 ,4 #08 是 实 相似 的 . 

Ш 3.7 3 中 证 明 , 如 果实 方 阵 4 和 B 相似 , 则 方 
PEA 和 B 是 实 相似 的 .这 一 结论 对 任意 两 个 相似 的 实 
方 阵 都 成 立 ， 

3.7.4 ЖА ПВР, ВА ЖАА = I, 


ЙУ Ё А ттт || |]. 其 中 > = 
ranki J, + A). 

证 ТАД)", (А-А), (А-А) 
ВЕ 4 的 初等 因子 组 , 则 存在 x ТУРЕ, te 

РАР = J, (A) J, AD BB (А). 
由 于 A ESAE, В А” = 了 ,所 以 PA P = 
(PTAP = 了 ,因此 

=. 
从而 对 二 1.2. P. A 

327 


AYS 1,. 
和 3.7.1 的 讶 明 相 仿 ,可 证 я, — 1,2 一 1.2... £. А. 
Ë = n, àt = MAR A 54 1. ЖА = А = — 
À, = L.A, сес А, = L, АТ 

rL Ü 

Tio - ,| 
21, 
0 


РАР 
07 . N 
ЕДА гапк( 1, + А) 


21 01 
= ruk? HR + ADP = rank| |> ғ. 
о 0 


3.7.5 т ИЕА ЙЕ rankA = 1А = 1. Е 
明 ; 方 阵 A ААА. 

证 (А-ду), (1 一 4 一 各) 是 方 
BE А 的 初等 因子 组 , 则 存在 n И: ВЕР 已 ,使 得 


HT P (L +A)P = | 


P''AP = ОА) DJ, (A De ©, Ом). 
ШЖ | ж n: РА І.А = na ME 
à 0 = 0 
Ü Aà v D 
PAPS | 
0 ... ... À, 


由 于 方 阵 的 迹 是 方 阵 在 相似 下 的 不 变量 ,所 以 
TrA = TrP IAP = Àj t+ А. 
另 一 方面 ,由 于 相 做 的 方 阵 一 定 是 相抵 的 ,而 相 托 的 


方 阵 的 秩 相等 ,因此 
rankA = rankP lap 
A 0 0 
0 2, 0 
= rank 
Ü Ü -- A 


£ 818] АЛ КЕН РДЕ А ло 3k ВТ 
rankA = Аз,Аз,'"'*,А, 中 非 零 的 个 数 
= А АЕ ЖШН. 
由 题 设 ,ranka = TrA = 1 ,所 以 方 阵 上 怡 有 一 个 非 
零 特征 值 ,向 是 这 个 非 零 特征 值 等 于 1. 因此 


го m 
F оо = ol 
o s 0] 


于 是 P A? P = (РАР)? = PAF. MRA = А, 
WER А ЗНО ME нонро 中 有 一 个 
=> 2,Mi 


À, |] D. 0 

rankJ, СА) = rank 0 Оте 
' : БИ! 

0 ， 0 A 
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EA = 0 时 ， 
|», эң че]. 


| n; - 1, 


WR: 
TrA = TrP AP 
= Te QV DT) O0 D Ja (A) 
= діду 十 мА T ` + п. 
rank A = rankP-1AP 
= rank(J, (А) DD, (А2) © 
B Ja (AD) 
= tank, CA1) + rankJ, (A2) ее 
+ rankj, (Ар) 
28 m, — 1. 
HEB rankA = 1, пу, мз, n | ЧА М, 
= 2M] H A = À, = = À, = 0. MAN TrA = 0. 
此 rank A 5 TrA. 这 说 明 后 一 种 情形 是 不 可 能 的 . 

3.7.6 ШИ: п ТВЕА АУЕЗ ТРА ЕА 
Ж ЕА 的 特征 值 0 的 代数 重 数 等 于 其 几何 重 
数 . 

证 ”必要 性 . 设 A.A... An КА — Ai), 
,A = А)" РЕА 的 初等 因子 组 ,其 中 А, 
A An 都 是 非 零 的 , 则 存在 п ИТЕЛҮЕ Р, Ë 
得 


РАР = Ja 00) DJa t0) Ф 人 D Ja (0) 
ФЛ, ка) D @J, An). 
记 
N = 2,00) D Ja 0) 出 797, (0), 
О = Јав) 9 D Ja СА). 
划 
PAP = N O Q. © 
EE, Q Жн + + n, 阶 上 三 第 方 阵 , 其 对 角 元 为 
Aka AE 2 Am 它们 都 是 非 零 的 . 因此 rank Q — 
пр T "+ пл. X jordan Ж J, (0) 为 
0 1 0 … 0 
D 0 toe D 
J, (0) = ; 5 
оосо 
0 0 0 б^ 
所 以 rank, (0) = n 一 14. 因 此 
rankN = ну + m; + = + nz — À. 
H @ 5 
rankA = rankP LAP = rankN + rank Q 
= nit mz j сс + Tk T лур T+ UU п S E. 
注意 ,mi + no+ + m T nya ++ R, = n ВТ 
rankA = rankN + тапк) = n-k. D 


ЕО A 

PUA P = (P-lAP = NDA 
H Foei же na Br F. fE r Ë Q ВОВ ла aE 
零 的 ,所 以 方 阵 Q дораб ну, А Ë: Q 也 是 可 道 
的 .从 而 rank O" — nea Кое T n... Dy IH, 

N = J, (022 ® },,0)# © @ J, (0), 
Ti н, Z= 2 BF, 


0 í D 04? 
001 0 
J. (0 = | далана 

ооо L| 
ооо Oi 

0 0 1 DO Ü 
0 0 01 0 
|0000 1|? 
0 000—0 
оосо + gd 


FLE, гапку, (0)* = m 
rank, (0) = 0.18 нууну 
гас үр 
rank N? = тапк, (0)? + галку, (0) к 
+ гап, (OY 
= aptat ta- 21 - (k-i) 
= nta + e T m = Ë - 1. 


所 以 
rank A2 — rank( АР? = rank N? + гапо? 
= h Í nye Í na — Ë — Ë 
-n-k L 起 
FERE 41939] 


# Ё = rankA = ranka42 = и — Ë - Г. 
ВЛ = 0.90, н = ло = нь = 1, BH N = 
О,ОЖ 4л. [АЕ ,А = ООО. AW EE A BJ 
ЯН TRE О 的 特征 子 空间 的 维 数 为 nj + na + 全 
+a = А.А ПЕ ШИН ОШ ЛИГЕ Ж яу + x, 1 
бе to = k. ТУЕ А 的 相应 于 特征 值 0 的 所 有 初等 
PIP A" A z, ee A ETA E ETE O EREA 
H| T ny ль = Ё ХЕНД, APE А WAHA О 
的 代数 重 数 等 于 其 几 伍 重 数 . 

充分 性 . 设 方 阵 A 的 特征 值 0 的 代数 重 数 等 于 其 
几何 便 数 , 则 由 不便 可知, 方 阵 4 的 属于 特征 值 0 的 
初等 因子 都 是 一 次 的 , F E. 用 式 信和 图 可知 ， 
rankA = гапКА?. 

3.7.7 WA п RORA ВЕ 重 特 征 值 .证 明 : 
гтап(А l, A) = + — Ё. 


$E (А-А, (А А)", (А Ар, (А 
-A zen А А) e yB A 的 初等 因 半 组 ,其 中 
АА BES FA. B ЕЛЕЕ A ВА АЈ 
RRETHE A 的 特征 多 项 式 , 即 有 
gla) = dafl,- A) 
= (дА) (À) — д)” (Дд Ар)". 
ДИИ В = nit n; A ee Toni ma t myt f p = n 
— Ë. Ti Hi Jordan АЈ £F F n ЙОГ Е 
Р.Ш Б 
PIAP = }, (А) СА) © © (А) 
Ф.А (A G. ӘЛ, Ca). 


注意 ， 
ÀI, 一 了 an) 
[А Ü .… Ü Ао. 0 0 | 
одор у СС Сз 
= : ` `a l 
00 0 0 0 Ау 
[2 -ào -1 0 0 
-10 з, Сз бф 
: 1 
Ü ... ʻa Ü À _ Ар 


WERA m m ТЕ СА 一 Ао), A 
РА, - А) 
= J,, (0) (D J. 0) Ф" Фу, (0) 
(DJ, (A Аз), СА А). 
因此 
P lal, АУР 
- Ja 000% Ф 3, OB ФЛ, 0 
E Ja, ОА 一 АӨК Б © ы, О 一 A). T 
由 于 apt nat eetan, 二 天 所 以 对 每 个 ;一 12， 
som < k RARE, Ј, (0) = 0. 而 对 每 个 j 2, 
БА AOFI т, ВТВ РЕЈ, (А.-А) 
是 可 逆 的 ,因此 方 阵 Ja CA А) ег. FE 
由 式 @ 得 到 
rank( àA I = А)“ 
= тапкР- (А1, -~ А)*Р 


` 


Н 
` А a ‚ 
= Утар, (0) + У, А)" 
' L 1=2 

= ma T ma tt + m; 


= р - Ё, 

3.7.8 А Ен ИЛА W m ВЕЕ. B 
rankt А -ADY > n- m ER DE А ЕАР 
化 的 , 即 不 存在 n ТЕПТЕР, # POAP ХР 
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方 阵 . 
证 (А-А), (А — Al) СА Ау)", (à 
= Аз), (А А r ËF A 的 初等 因子 组 , 则 存 
在 п тЇ Р, Ei 
PAP = AVO m AND J, СА) 
Ia AD D B ОА). 


HT 
Ом) А 
А 1 0 #0 à 0 0 
0 Thoj |0 à 0 
ш : `, `=. 1 ннн ненна 
-0 е 0 А, 0 0 з A 
Ар А, 1 Ü | Ü 
_10.. I 70 
0 e e Ü AA 
= 3,(Ар — Ар), 
所 以 


P(A = A1,)P = J, (0) @ 0) © © 
J, (0) D Ja (42 T Ар) Ф те Ф L. UÀ, _ А\). 

易 知 对 每 个 i = 1,2,…，,s， 

rank, (0) = n, - l, 
而 对 每 个 了 = 2.3, 1, 
тапк (А, - А) = m. 

所 以 

ranki A — All,) 

一 rankP (А - A }P 


了 


= ЭУ rank), (0) + Y тапк (А = А) 
; L , 


r l 
=опу t ну} +T B, st mito tme И 


ШЕЛ А 的 所 有 初等 因子 的 乘积 等 于 方 阵 A 的 特 
EETA рф А), 
pa) = (4 — Ар)" 
х (À — Аз)" (À — А)". 
因此 mi + n. t T nm, t matt + my = n. BRE 
nitate Tn = m, НтапкА — AIT) >> n н, 
所 以 由 式 00, 
rank A — À il) = n— s > n m, 
BIs < п. лути + п, = m, PH PAS z, 中 至 
РАЛАТ, ЖЕ n > 1. 这 表明 , 方 阵 A Я 
等 因子 不 者 是 一 次 的 . 从 而 方 阵 A 不 相似 于 对 角 方 
PERI А ЖАЯР Ж ИВО. 
注 n 阶 方 阵 4 相似 于 对 角 方 阵 的 充 要 条 件 是 ， 
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ЖЕ A ТИЛ РЕ К. 3.7.8 正 是 根据 这 一 
事实 证 明 的 . 

3.7.9 н BAREA RA n 个 不 同 的 特征 值 %， 
Аз, yh ; 且 设 # 阶 万 阵 BB 和 及 可 交换 ,好 AB = ВА. 
证 明 : 方 阵 吕 是 叮 对 前 化 的 . 

iE AFDE ARA n 个 淋 同 特征 值 41 ,42,…， 
1 所 以 方 阵 册 的 初等 因子 组 为 1 - À.) Аз, À 
— àn EEFE x 阶 可 北方 阵 呈 ,使 得 


à O -0 
piapa 10 № 0 
00-а, 


由 于 АВ = НА, РЛАР - PBP = PPP- 
PAP WE PUBP = (b) MA 


al Ü > бү ү én сб bia 

О As ` Ü| рор bz "° Ө 

Ü Ü À, bnl bp? bpn 

bn бур bi Y {Ау 0 0 

_ bz ёз b 10 А 0 
Bal bya Pnn 0 Ü Àn 

因此 
Абу Абр Aln 


ea 


libn Abo Абы, 
Aibal Азба Adin 
Aiba Азбы; 777 Аа 


比较 上 式 商 端 方 阵 的 {i,j) 位 置 上 的 元 素 ,得 到 

Ab, = Аб. 
що, 36 j B). ЕШ А 5 Ау, ТД 24756 j Bb, = 0. 
于 是 


D 0 з ba? 

Ж ”这 里 不 但 证 明 , 方 阵 品 是 可 对 第 化 的 ,而 且 方 
EE A MB 可 以 通过 同一 个 可 道 方 阵 也 ,使 得 РАР 
AP BP 都 是 对 角 方 阵 , 即 方 隆 A MB 可 以 同时 化 
MALE r EE. 

3.7.10 А.А, À, н El r EE A 的 所 有 不 


[НЕШЕ ,而 且 方 阵 A ЫЯ S EE. R Br 8 Е 
方 阵 A 可 交换 的 w En jy EE В. 
Ж iZ a, АЛША 的 特征 值 i, 的 代数 重 数 ,; 一 
1,22, k. MERR ТЕ п 阶 可 道 方 阵 了 ,使得 
[А1 0 >» 0 


| Ü O А 
设 n MARB УА ЗХ, Вр АВ = ВА, 


РЛАР + PBP = PBP. PAP. 47 
п WEEP BP IRA 
Bi Ba с Du 
PIP- Ви By o Bu | 
Ba Do + Бы 
КН B, Жл, X n ЖЕЕ, < k. MAA 10 831 
r ... 
Mk, 0 0 Bi Вр + Вы 
0 2.1, 0 (вы Bo вы 
| Tr БЕДЫ " +r 
| 0 0 А, | "Вы Bez Вы 
k 
(Bu Biz И А, 0 0 
Ba Ву, Bs. 0 Азії, 0 
В, Во Be 0 О AI, 
Ш Е БЕДЕРИ: р) 所 ,得 到 


HAA, ADB, 一 从 ,各 7 过 上 当 7 关 7 时 ,A 一 
А, О.И В, = 0. К 
Ви 0 D 


0 B» ) 
PBP = ` í , Ф 
0 0 д 
其 中 В, Ел, MAR. 


RZEP 1BP 具有 形式 哆 , 则 容易 验证 ,P-'AP 
-PBP PTBP +: РЛАР. В, АВ = ВА. 
于 是 所 有 与 方 阵 A Шун 阶 方 阵 B 为 
(Bu 0 о зз 01 
Ü Ba + 0 
D D ~ B 
Ж В, 是 件 意 - їн, 阶 方 阵 ,i 1,2,0, А. 
3.7.11 n ЛЕА MB Ере, ПН д 
BE A In uj ed BH AB = ВА. ЕВ: АЯН 


[КЗ] AiE НИЛЕ n КЇЙ P E РЛАР 
PBP A ERA AEE. 

Ш Ra nire ,加 是 方 阵 A 的 所 有 不 同 的 特征 
А.И nongton 则 存在 п Йй y 
Ес, 815 

Q TAQ = Aada D id, Po А. 
因为 AB = BA, HHE 3.7.10 п 
ОВО = Bn © В; Oo Ф Вы, 
其 中 B, 是 n, 阶 方 阵 ,i = 1,2,… k. HFPA B En 
对 角 化 的 ,从 而 每 个 B. 也 都 是 相对 角 化 的 .于 是 存在 
я; Er rE R ,使 得 RUB R АХУ. іс 
R = R, Rx G: OR. 
ДЕ En 阶 可 道 方 阵 , 从 而 只 = QR 是 n Ий 
Ë , m H. 
P'AP – RQ !1AQ)R 
= (RU @ К! DH Кд, 
Ф А21, © A, RID RD 
PR) 
= (RP Ah ORO (Rz Ол, Ra) 
© DRE (АЫ, )К,) 
= Aida, Dhat, DA А › 
PBP = KHQ 'RQ)R 
= (Ri RI Ф Ф R£! )( Bu © Bs 

Do Ф H E (R G) R, @) OR) 
= (Ет!ВЁВ,) @ (85188) PB 

P Rg BaRa). 


.内 于 每 个 RBR, 是 对 角 方 阵 , 从 而 POB. EWA 


方 阵 . 

3.7.12 B na KARALA G A WEA +A 

+++ À, = lhk >> 2. WEBH ; БАЗЕ AS: 
d) 方 阵 Ау, 4,7", А. ХЕРО: 
(2) rankA; + тапкА» + e + rankA, = n. 

证 RAHO) 成 立 . 由 于 方 阵 上 Ap A 是 
寡 等 的 ,所 以 由 3.7.1 有 rank4, = TrA, i = 1,2,', 
k. BRRR, A + А, ++ Л, = L, ЮО, ЛЕ 
方 阵 的 迹 是 方 阵 的 线性 函数 , 则 有 

n — Trh = Ар + At + А) 
= TrA; + TrA, +77 + TrA; 
= rank A + rankA; + -+ тапка. 
由 此 即 得 (2). 
®ЖЇ 2) 成立, 首先 证 明 & = 2 的 情形 , 设 A| + 
А» = L, B rank A, + rank A; = n ЕЕ A 的 初等 
因子 组 汐 А, Ан, As СА = Ар), (A д)", 
А А), ВН Ду, Аз, A 部 是 非 零 的 ,而 且 
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ni + n. + t tn $ ту тусе t mm, = n. MEE 
п 阶 可 道 方 阵 上 .使得 

РУЛІР = J, MB (0) BD (0) 

BI GD J, QD. 

НРА = I, - A Br! 

PIAP = 1,- PIAP = J, (DD, (100) 
TER M ФА, 1-м) ФА, А), 
其 中 


A -lo 0 
Ja A 0 
‚зу -1 

0 о-у mf 


于 是 
rankA, = rankP А, Р 
一 rank/,, (0) + --- 1 ranks, (0) 
+ гапы СА) 十 + гаа ы Ce). 

出 于 

ranks, (0) = n, 一 l,rank/, (А,) = т,, 
所 以 

vankA = ní + n> + ` d n, S + ю + m 


++ m, = n — s. 


而 
rank A; = rankP AF 
= rankj С) + гави, (1) + = 
+ rankJ, (1)+ тап, (1 = À1) 
+“ + Tankj (1 — А,). 
由 于 


rankJ, (1) = + 
; m, ЩА, 19, 
туь, O= A) = т, 1,4 А, = 工时， 
所 以 
тапКА = nit nt +, + rankJ,, O — А 
+ rankJ,, (1 —А,). 
男 一 方面 , rankAi + rankA; = п, 
rankA2 — # - тапдА, = s. 
于 是 
гапы (1 一 À |) + + гапу, (1 – А,) 
= s— {ир + тәф + n.) 
= (1 = жу) {1 n) += + (1 — n) Z 0. 
В, н, = а; = = = n, = 1. ДА 
тапк, (1 _ А,) = í}. 
ЕТИ m, = 1.НА, = 1.153588, k A ЈЗУ 
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H TAFA 和 -s AATF- 1 组 成 .于 是 


0 0 
P'|'A IP = | |. 


Ü TI-. 
PIAP = Е 0 | 
0 0,, 


Е.Р АР = (P 'A PY? = РАР, ЙАТ = 
A RH Аз = Az, РАЈТ A A ERRAI. В 
ще = 2 ВСІ) 成 立 . 
现在 转型 一 般 的 .对 给 定 的 i, 记 BB, = Ау + A; 
++ А, + ФА ЖА. ША, + В, = 1,. В 
гапкВ, = тапк Ау + + А, 1 Ад + 
+ А, ) 
= rank AA, + + rank A, 1 + гапКА, + 
+ou + rank A, , 
而 且 rankA, + ranks + = + rank A, = n PELL, 
rankH, =< n ~ rankA,. 


ЕШ . 
rank A, + rankB; = n. 
男 一 方面 ， 
rankA, + rank B, Z rank( A, + H.) 
= ranki, = в. 
因此 


rank; + rankB, = n. 
这 说 明 ,A; #16, 满足 & = 2 时 的 条 件 (2). 由 上 面 的 证 
明 ,4, ERER, = 1,2,5, k. ТАБ С) 成 立 . 

3.7.13 ША ЖАЛЕ н Er y Ë: , H. A 
和 和 占 没有 公共 特征 值 . 证明: 如 果 nn x m 矩阵 XX 满足 
АХ = ХВ.,МХ = 0. Ех, АХ — ХВ = 
RAFI. 

证 法 1 BA А)", (А-А), 一 А) 
En Ë b E A 的 初等 因子 组 , (А -aa (À 一 
ре) R СА р) Жон Bt y BB ВОЗЕ РЕН, А] 
存在 п #йт 阶 可 道 方 阵 P О, 18 


JOO 0 з O 
PAP 0 Ja (A2) n Ü 
{ 0 0 J. (Ар) 
Jm би.) 0 т 0 | 


0 Јна) С“ 0 

0 0 Лб) 
HT АХ = ХВ, Ц РАР - p 1XQ = РУ! ХФ. 
ОВО. PU XQ 分 块 为 


Хи Ар Xu 
Р\хб = п X Ху 
| rr 
| Xi X се Хы) 


HP X, An, X m, АВЕ. 则 由 РАР. РУ ХӘ = 
P `XQ + Q BQ 得 到 
(А) 0 = б 
! 

O J.Q) D 


Ху Хы Xi 
Ху Хз Ху 


. Ü 0 53, (Ар) Аы Хь Хы 
Xu Xi Xu Fa U) 0 en Ü 

_ Xoj Ху» Хо, 0 Ja) 7 0 
(х, Хы Хы? 0 0 全 J, U) 


К Е ВЗА, ) 让 ,得 到 
J, CA Xa 一 XJ. Сл). 
ИЖА = ш.а рш В,1 рас L. T Ela] Ek Jy TE 
HI; MM R л, x m, EE Y = (y,) 满足 
J. CA) Y = Yl. (н), B 
Аз н.Ш Y = 0. 为 简单 起 见 , 记 л, = a m, = b. 
则 式 ТЭ 化 为 


А 1 Ü … 0 
| эр U уь! 


10 À lnoi 

l. , +, . ` Ул Ma С” Уң 
ВОНА 
Е l | | 

|0. о alu M у» 


fy ye o ya) jw Il 0 = Ü 
lig 2 | = 0 


yM Ya U yma j 
=. ， кым» 

0 

0 


| ) 0 mol 
А ыд 7 Мар 
0 ... р 
内 此 
Ayu yi Ау + Ур Ayu + Y2 | 
Аун T Ni Дурэ + узр Хузь + Уз, 


CE 


[A Lid Jel Аар T Yaz A T ya 
L Aya Aw `" Ay, 


Ут Уп + Ду 


Муз) Уз + уә 32-1 + pyw 


Es 


Sia 1 +t ДУ | 


Уа 1,1 Уа-1,1 + FV aq 12 U Je 1.51 teori) 


> EY] Уш] t Ус? ш. 1 + уор 


比较 1 ЖР ЕНУ Л.Ж, РРА. Н (а. 
1) Р ЕАО 99], ду = gya. АУА E = ВРА 
эл = 0. 002,2) 8 Баул, В ду = yya РТ 
以 уо = О. НКЕ К у, 1 一 0, 则 由 (a,5) fu Ж 
ПЛЗ В), Aya = рур, ЙТ ys = О. M КБР u- 
1 行 上 的 元 素 , 即 得 уа = уос = U = в = 
加 .如 此 继续 , 即 可 证 明 , 了 的 符 г О. Мп Y = 
四 .这 就 证 明了 3.7.11. 

证 法 2 IRA -ACA А), (À А)" 
E n 阶 方 阵 4 ЛЫ THA. Leer n 阶 可 道 方 阵 
也, 使 得 

P IAP = ЈА) 2,642) Ф. Ф Л Ар) 
= ЈА. 
注意 , 方 阵 4 的 初等 因子 组 中 所 有 审 等 因子 之 乘积 
即 是 方 阵 A4 的 特征 多 项 式 p(a) = detA – A). A 
ФА) = (A A {A — А)" A 
所 以 
P !ф(А)Р = gi PU АР) = gia) 
= (Ја = АСА 
(МА = АЫ)", 
其 中 对 每 个 2 = 1,2,-,6, 
(ЈА АЫ)" = J, a А) Bh (A Ая, 
D DJ (A А)". 
注意 ,(J4 — A 1 58 Е АЗЕ ,其 中 第 ;个 块 
ж 


А,1,)°% 


0 e бул, 
0 Ü 1 0 
J, (A, А)" = 66 - 0 
ооо 
ооо Dap 


于 是 
P '1e(A)P = e(Ja) = 0. 
从 而 ФА) = 0. 
ВСД шр), (А ро) "ren (А рр) Bra ËB 
FRE BASATA JN e m Br Raw r Ор, tE 
Q 'BQ = L, Ga) Ф, tpa) D- Фл, Um) 
= Ju. 
将 其 代入 方 阵 A 的 特征 多 项 式 g(4), 得 到 
Q 'le(B)Q = piQ ВО) = plir) 
= tp Ap 一 
"Ја = АЫ), 
其 中 对 每 个 : = 1,2,… ,点 ， 
(Ia — АИЫ)" = Ja а = A)" 
Сиз — А)” © Л буу А)". 
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注意 ,对 每 个 } = 12, О, =A) 是 对 角 元 非 
零 的 上 三 角 方 阵 (其 对 骨 元 为 = — Ас, НА и, - À, 
Z 0), ы би, — А) ENEAS, Е, Си, А)" 
是 可 道 的 .所 以 块 对 角 方 阵 (78 - ATL.) 是 可 逆 的 . 
М Q !е(вВ)О 是 可 小 的 .于 是 e( B) E т 阶 可 道 
方 阵 . 

现在 设 nx m BEF X ў Е AX = BX ,并 设 pa) 
= aA” + a An С! + z, - xA" 2 k + аА + ao 其 中 
а = 1. 则 对 于 正 整数 i, = 1,2,… ,nAX = ХР. 
于 是 ,由 e(A) = 0 得 到 


О=о(А)Х = (la AX 
=й 
= >уаАХ = Уа ХВ 
rÜ r 


= X aB: = Xe( B). 
由 于 gg(B) Гру, ET X = 0. 

Ë ”3.7,13 的 证 法 2 主要 用 了 这 样 一 个 事实 , 印 
— п Bi h А МИРЕ ЛИК (A) E y k: A ВУК: 
包 项 式 , 即 (A) = О, ПЕП m BARES РЕА 8 
有 公共 特征 值 , 则 СВ) 是 一 个 т 阶 可 道 太 阵 . 

3.7.14 ЕЕН. п РЕА 都 可 以 表 为 
两 个 ” 阶 对 称 方 许 的 乘积 ,而 且 可 以 指定 其 中 基 … 个 
зир). 

Ж У ИЛА RDS ATH А), (А —- 
Аз), (А Ар)". ДИРТ п КҮНГЕ P , (8049 


РАР = J, (А) ФЛ, (0) 0-07, (а). @ 
H п ПУЕ Q; 为 
00-01 
00-109 
Q — жанае тааак 
01 00 
10 00 
则 @ 是 林道 的 ,而 且 Q? = L B О; ! = Q 注意 ， 
00 Ü í 
0 0 10 
О, А09 = | esas 
0 1 = 0 O 
| 0 о 0 
А10 0 0) o 0 1 
А, 1 0 01 1 O 
x | знн н ыы ыны. Ке 
ооо àa 101101 оо 
соо о јо ооб! 


à Ü 0 0 O 
l À — Ü O 0 

= = J, СА)". 5 
0 0 7 1 А, 0 


00-01 2 
Bg-a AoD- DQMO Ex 阶 可 道 的 对 
称 方 阵 ,而 且 О! = Q, Ғе, б, 

人 -IPAPQ 

= 《QT AQ) e (Q;'J, (4229) © 

BDU Yn AD) 

= J, (Ay B Л, (АУ D e B J, (м) 

= Ca CA) Фу, (А) B Фл (A). 
tst 

(Р) 1Q PI ATPAQP) 
= (РУС (АФ, (Аз) Be Dh AP 
= (Pa (А0) DJa (А2) Pe ФЛ, APY. 
记 S = PQP , 则 S Атру. BROA), 

STIAS = Д. (b 
HJ A = 5Л'57!.11 AST = S,,WJ А = SS1. 由 于 
(А6571) = (S€) !1Aa = STA, FPF EL h @, 
(Al: = STIA = A'S 1 因此 S, 是 对 称 的 .这 就 
证 明 , 方 阵 和 可 以 表 为 可 道 对 称 方 阵 $ 和 对 称 方 阵 $ 
的 乘积 , 记 SA: = S,,W| A = SS3-1. 由 于 (SA4): = 
AS: = AS, UAR , (SA) = AS = SA: ,因此 
S; 是 对 称 的 ,这 就 证 明 , 方 阵 A 可 以 表 为 对 称 方 阵 S， 
ЖҮН ТРЕ Si 的 乘积 . 

注 在 3.7.14 的 证 明 中 ,我 们 证 明了 这 样 一 个 事 
实 , 即 任意 z 阶 方 阵 4 可 以 通过 一 个 可 道 n 阶 对 称 方 
BE S 相似 于 方 阵 S ШЕШ А'. 

3.7.15 ШЖ n MARR 相似 于 如 下 的 方 阵 了， 

0 1 

Г = Ë 0 四 з, 
则 方 阵 R 称 为 反射 方 阵 . 证明: 阶 非 单位 的 对 合 方 
RACAR A Z L, B. A2 = 大) 可 以 分 解 为 有 限 个 

n 阶 反射 方 阵 的 乘积 ， 
证 ”由 3.7.4, 存 在 = ТИГЕР, Н 

P''AP = I  (—- h-e). ® 
ТАЖАТУУ, Оҳ Snl ЕФЕ 

А = PILO- h- DP. 


记 


0:0 00 11 
rlin. 
则 方 阵 R, КОЈА АРН Н о ТАЁ А 
Pf À + 1 组成, 而且 
A 一 Ka Raaz. 


вушна 1 ]@@ 1, 的 初等 因子 组 


1 和 1 个 


ШР 1 внз ая, 的 和 等 因子 组 
合并 而 成 . 易 知 Lo 的 初等 因子 组 由 л .2 个 因子 
-1 组成. 由 于 方 阵 | „ея Ф) = 


А 
det| 


А а-ро +r D, 所 以 其 和 等 内 了 得 


MAA 1.24 1 1 因此 方 阵 | 
组 由 一 1 个 因子 4 一 1 和 1 个 因子 4 + 【组 成 .所 以 
wna JOL даан 的 初等 风 了 组 ,从 
而 是 相 岂 的 .于 是 R 是 反射 方 阵 . 

E 3.37.15 的 几何 意义 是 : 设 aelyaz，……wa п 
线性 空间 V 的 一 组 基 . 对 给 定 的 z 阶 方 阵 4 ,可 以 确 
E У Е-Е v, В УЛЕМ: ауаз, F 
ВЕ A,B 

Жаца, ) _ apan m A. 

WRZE В ЖА HW, ТЕ n ЁТЕ P BE P [818 
B — РАР. 


O „ә мне 


(В... 8,) = бајат. )Р 
PERIE Н 7,025,008, ЖЪН, ПА. 
81...00 — Жара, n, Р 
— (mimo ° а, АР 
-= (Br B i BYP !AP 
= (81,82,',2,)В. 


РУШЕН ВЧ HE A HIP 基线 性 变换 .* 在 不 同 基 下 的 


взет = [0 SJO h-z Mih T Ps ман 
ЕА гу ДЕ 
Algos ) = (ауаз) x 


0 1 
Ë N= la-2 


= (оз, орал). 

BH THENE a ЯЗ оз, аз 变 为 aj, 具 他 基 向 其 保持 
不 变 . 这 说 明 ,.7 在 由 基 向 其 a 和 z, 所 确定 的 2 维 超 
半 面 上 的 作用 是 一 个 反射 ,而 在 由 禁 和 疝 量 оз, 
所 确定 的 x ”2 维 子 空间 | 的 作用 是 -个 恒 后 E 
于 是 3.7.13 表 有 明 ,n BEER V 上 的 对 合 变换 ,./， 
只 要 它 不 是 恒 同 变换 , 则 可 经 过 有 限 次 的 反射 面 实 
现 . 

3.7.16 А En Bini ВЕ. F: ETE п Bin] 
道 方 阵 8, 使 得 A = B°. 

ШЕ PO AI (À — A). (À — Ak)" EN 
阵 4 的 初等 因子 组 , 则 存在 ” 阶 可 道 方 阵 了 了 ,使 得 

PAP = J, AVOR OD O B Ju (A). 


m 

J, QA) = А, = N 

其 中 N, 十 如 下 的 阶 方 阵 

| (010-0 
з: 
|: 1 
10 .0 

Жол, ЕРЕ, = МА, t N, WI 

D = А +2/AN, + №, 


(лд 2 A 1 0—0 
9. ` . 0 
=| : . 1 
0 ... ээ 0 А, 


容易 求 得 О ORESTA a СА) = deall, — Dr) 
(À — À.) ATAR D: 的 最 小 多 项 式 d,(4) 是 特 
证 多 项 式 e (à) 的 一 个 因 于 ,因此 а, (A) = бА - 
А). ВІА = n. ШЖ 1 < п, ШУ EE D° 的 
最 小 多 项 式 d,(4) ЖЛ D: 的 化 零 多 项 式 可 知 


а, С) = (D: — Ad, Y. 
= (D, - «А1, y: (D: + АЛ, H 
= Nš SEERA t N, yi — 0. 18 


=} А Ярно, PECORE А, = 0, ATI л, 
阶 方 阵 
2441, + N, 
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[2/A 1 0 0 | 
0 ` “o 
| ` 、 1 

| ` S. `. 

L0 << Ü 2л, 


ЖЕЙ. EECA, + N, ) BE =]. TRAR 
ША, М = (BE. < n PL. х 30,208. 
所 以 方 阵 Pr 的 最 小 多 项 式 а (A) = (À - À)", HB 
а, СА) 即 古 方 阵 Ds 的 特征 多项式 p(X). 因 此 , 方 阵 
D 的 初等 因子 组 由 上 个 初等 因子 (4 a)” 组 成 .而 
n, Wi Jordan $ J, (20 的 友 等 因子 由 也 仅 由 因子 (4 – 
4,)* 组 成 .所 以 方 阵 D HJ, (A) 相似 ,于 是 存在 a, 
ИГРЕ О. ,使 得 Qi DIQ = J. (A) 1 

Q= Q, Q, D OQ 
U О Br l Е, ВУ Л Q = От. Q! 
Q. Ыы 

D = D, @ D; Q) Ф р. 


如 
D* = ФІЗ: DD. 

于 是 

(Q 'IDQOY = QUD Q 

= (QRQ) D (Об) © … © 

(6:100) 

= DD IAD E J. (А) 

= PIAP. 
所 以 

A = P(Q DQ P = (PQ !DQP 1, 
W B = PQ IDOP 1 А = В?. н T АП 
В), АТЫ В драй Н. 

ЖІ 3.7.16 XT rE A n|3 8948 r E S BE K 
的 .例如 , 设 A = | 0lO3M0 2830840628 
特征 箱 . 设 存在 2 阶 方 阵 吾 ,使 得 到 = A, ШОФ В 
的 2 重 特征 值 ,因此 方 阵 B 的 特征 多 项 式 为 wp(4) 一 
.所 以 方 阵 8 的 初等 因子 组 只 能 是 |4,41, 或 i122|. 
车 为 前 者 , 则 存在 2 Bra yE P WB P BP = 0, 
大 而 B= 0,8 В -0= 及 ,不 可 能 ;车 为 后 者 , 则 
存在 2 阶 可 赣 方 隆 也 ,使 得 P-1BP = | О ди 
P IFP = (P !BP2 = 0. Р В = 0,58 B2 = A 
= 0 {/Ё.ХШЕНН, КУТЕ 2 Bth Н, Ч В? = 
A. 

注 2 3.7.16 可 以 推广 为 ,对 于 n TATEA, 
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存在 阶 可 逆 方 阵 B, 使 得 pt = A ,这 里 是 给 定 的 
止 整数 .读者 可 自 证 之 . 

3.7.17 Ü Ar. Ay. A E п 阶 方 阵 A 的 所 有 不 
|] КЕЛШЕН. ШЕНН: 


nu- 1) =< УЛ тап КАЛ, - А). 
+=1 
Ш Ин ИЕА 的 初等 因子 组 为 
(А ~ Ац), (А — Ap, (A — Ay), 
(А — Аз), (А — A2) 2 tA Аз)", 


(А А), (А А), (А — А), 
MEE п Way P 18 
P''AP = APLD ©, 
RPI S J. ADD АФЛ, (А), = 1, 
Zye t AE | 
А-А, = (А, BO 
Cs — АИ, ), 
其 中 m, = ед + во + + е, H 
Ji- hda, = СО) A D A) АД, ) 
DD (А) M ) 
= J AA DI, -aP 
BDH O. А,). 
当 i=j 时 ,有 O 


ЛАА) = Үз. 


H , эм, 
0 前 
因此 rankje АА, A) = ez = 1. 当 ij Aj, 
所 以 


О, – А,) = 

А-А 1 O Ü 
© ` 0 
1: ` э... 1 
бое — DO САА 


是 可 逆 的 .从 而 rankJ, (À, – А) = ew. 而 


rank( J, = АМ) = Drankje (А, — А,) 
і=1 
H i= jt, 
т, 4 ij. 


Mi Hj» 


所 以 


rank(A — АН) = S ranki), - 44, ) 
ый! ' 


二 m| t mg out T my — W. 


EW эн 1 mo + + t m, — ер errt + eln + 


эж [ea T+ ez + + ғ) = n. p 
rank A — АЛ) = onon 
НРА, - AS-A- Ad) И 
гапкід 1, — А) = rank{ A - Afp) = n - в. 


Ғе 
Y Trank(A 1, = Л) = in- іну + n+ 1 Hn) 


кп, Ден Br Jr E A 的 所 有 初等 因子 
L n, = а. IN i: 


ШЫ 


TH] =, | y Í| res 
ШТ. ny Кя ton 


Усад, - А) tmn- n = tt- ln. 


3.7.18 EAr Ans sAm Жз р, 分 别 是 
т ИЕЛ л 阶 方 阵 B 的 特征 值 .证 明 : 如 果 对 给 
定 的 m МУВА, n ПЕЕВ 和 wr x n 3EBEC ,给 阵 
方程 AX + ХВ = СЖЖ, РЕА = 1,2， 
***, ft 各 每 个 i 一 1 ,27 有 

А, + и, 50. 

Ш А-А), (А Ао), (À — A.) 和 
(А = рр), А до) Ron (A л) ТАЕ ЙЛ 
阵 A 和? 阶 方 阵 B 的 初等 因子 组 , 则 存在 m Жл Br 
АГРЕ P AQ, tE 

РАР – J, AD E Jm, A) © D Tm ОА) 


T ЈА, 
ОВО = Ј, (1) J, (о) © + © Ь (ы) 
= Ja. 


将 原 方程 AX + XB = CERES P ОР! (О)! 
左 乘 和 有 乘 于 原 方程 ,得 到 
PIAP. PIX(Q' ' 
+ POXOD + ӨН (ОЛ! = PICIO, 
ЕШ 
(P 'lAPY(P U ХОС!) 
К (PIXI(Q' (Q Вә) = РС)". 
їп у= РХ) I D = P-1C(Q') 1, m) „АН 
JAY + Yh = D. 10) 
HE, a ЖК Ea Ea EAE, WJ Уе 09 有 了 唯 - 
Ж. 
PEIR YET E QO ВОМЕ— 8 n хон Ж Yo 
和 万 分 瑞 为 


YY 


y = Үл Yx се Yẹ 


у, Ya * Yl 


Da Da `" Du] 
ры Б» = D! 
р 
Di Do Ê PD) 
其 由 Y, #10, Em, x n EE. ERTED Bj ka ya 
ERER, у) Б AE 
J, CA) Y, + Y. (д) 一 р. @ 
h Г 09 А — 6 Am m 04 B S E — й. 
为 简单 起 见 , 记 方程 区 为 
JJ @) 
Лі m ARNa 为 


N -| 750 | 
0 e 70 
则 Í. (A) = АЇ,, + N, Ј.С) = AL. + М.А + и 


= 0, ME ëD 得 到 
N, Y + ҮМ, = D. 


考虑 方程 
М.У + ҮМ, = 0. @ 
Hg, m x н ЖЕЕ 
(1 O Ü 
lo 0 Ü 
Yo 一 РІГ 
09090 


是 方程 加 的 非 零 解 .于 是 当 4 ъа = ОВ, ШЖ Y E 
В ОЈ ШУ + 和 也 是 方程 名 的 解 .这 就 证 明 ， 
Эд ЖЛ Л @ Н ЩҢЕ—Ж#,Ш| А, +a 20. TEIE IE 
ВЕЛНЕ, ДА, + у 0,1 =s m.,1=< =< 

Ж 应 骨 Jordan 标 准 形 可 以 正明 3.7. 18 ВО ЕЯ 
or. PE РАКЕ, о ДИЯ. 

3.7. 19( Fitting D ER. ZE п 维 线性 空间 VW 上 
的 线性 变换 .证 明 ; 存 在 线性 变换 wy 的 不 变 子 空间 V 
与 Vy EB V = 作出 三, 而 且 线 性 变 搞 .在 V, L 
的 限制 .y1v 是 可 逆 的 ,而 在 V 上 的 限制 .x 1 vy, ЖЖ 
零 的 . 简 言 之 ,Y 上 任意 一 个 线性 党 换 都 可 以 分 解 
为 可 逆 线 性 变换 .41v БЕЛЕ ly 的 直 和 .这 里 
MARTER :4 是 指 , 存 在 正 整数 上 ,使 得 2 为 零 变 
Ж. 


证 а, аз, a, 是 n 锥 如 性 空间 YY 的 一 组 基 ， 
线性 变换 :vy 在 这 维基 下 的 方 阵 为 A В 
Ra 157 ‚@„) = (а; ‚с, m JA. 


Атда, дч (А — А)" ,(А — Aa). (Q = 
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Ад" МЕЛ АТАЛ Ж 8. КН 21 + no +з + n. 
T+ ni | m to q m =a HA ign с. А, ЧЕЗ. 
则 存在 п 阶 可 道 方 阵 已 ,使 得 
PAP – 1\0) @ J. AD DD (0) 
B m OD ® ФЛ, (А) = Ja. 


É 
(BB. = (а, ата, P. 
则 
RAB B.) = Waras, m P 
= {ara so JAP 
= (BB Ba PAP 
= (B.B. Pha- A 


因为 方 阵 P ТАЈ, PELA A... В. 是 V 的 : -组 
基 . 记 RI t nT ta = kemit ms T o + m, = 
1.81.82.77. 83381. Вз, CRTE] 
记 作 V, 和 v,. W 
v = v,@ v,. 

而 芋 记 ,号 和 Pi, 记忆 分 别 是 Wi F V; 

1,00) 97,00) Ф @ J, (0) = Л, 

L, AD B Sm AD B e D (А) = Л. 
则 由 式 B, Н 

Afo hrn Bd = (Pi, BAB. @ 

о а, Воо, = Ср дого. B.) B 
对 于 任意 = € Va EF GA A E V, RE, Б 

a = abi tasha ++ а 
— (Bi Bit Bedr, 

其 中 ajaaa, EAR, B. r = (а|,аз. са). 
于 是 

二 
(йәй, Дож E У. 
所 以 V, 是 .x 的 不 变 子 空间 . 同 理 可 证 ,Vi 是 wy 的 椒 
Яр Раза]. О пе, ЕЛЕ ЫЕ Vi 和 V, 
上 的 限制 му Ж. | v, 在 基 Br #3, 
Ёз, ТҮРЕ, MJ ТЛ = Ja (OQ) 
D Im ADD Ja 47), 所 以 41,42,… ,让 是 1 的 
特征 值 , 其 重 数 分 别 为 mimaa M AA 
А, ZEFFARI, ATLA deJ, — ААД Æ 0, Bp J 
ХЖ ТОН, A misk РЕЛЕ ;7 在 У, ЕТИ viy 是 可 
W Я, 由 于 J = 2.00) 9 2.00) © @ 
J, (0) ,而 
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0.1 O. 0 
J, (0) = 70 

: э! 

0 б] 


内 而 J, (03 一 Ü. i = 1.2, s. TË по = тпах] лу, 
потам, , 则 Jo (02 = 0.1 = 1,2,:--, ғ. ВИА J3 = 
J, 00)" Ф, (0) D. Фу, 00)" – 0.34 ЖЕЛ.» 


ERFAR АЛП y, ЕЕ. 
Жі WF п ЕЕЕ ЗБ] V БАЕ A, V 
1 取 定 一 组 基 asa t san М 
Hajar 77.03) = (aar с a A 
便 可 将 线性 变换 :jy 表 示 为 -个 п 阶 方 阵 A. 于 是 关于 
线性 变换 ,7 了 的 命题 即 可 转化 为 关于 п MAREA 的 命 
题 .然后 应 用 矩阵 的 方法 来 处 理 关 于 方 阵 А 的 命题 . 
最 后 再 将 它 还 原 到 关于 线性 变换 的 命题 ,这 种 将 线性 
变换 和 方 阵 相 互 转化 的 方式 是 联系 线性 空间 理论 与 
此 阵 论 的 桥梁 .务必 加 以 高 度 重 视 . 可 以 说 ,只 有 学 会 
了 这 种 相互 转化 ,线性 代数 才 算 真正 学 到 手 . 
注 2 Fitting 定理 可 以 用 纯 几 何方 法 加 以 证 明 . 
3.7.20 ШАХТ п 维 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 
ЗЕ V 的 一 组 基 ,使 得 全 在 这 组 基干 的 方 阵 刀 是 
x: ËR , 则 名 称 为 可 对 角 化 的 .证 明 :3 维 线性 空间 
V ЕЕЕ МАНЕУ .的 可 表 为 一 个 可 对 前 化 
线性 变换 呆 和 一 个 靶 零 变换 .4 之 和 , 即 .y- 2 +. AINI 
HSA. EZR. Вр АА = z. | 
证 Hasa as Ж 3 9828 КЕ [ü] Y 的 一 组 其, 而 
线性 变换 xy 在 这 组 基 下 的 方 阵 为 A, 即 
a = Ca. 
НТА 是 3 阶 方 阵 , 所 以 A 的 特征 多 项 式 pa) = 
dalah - А) 是 关于 À 的 三 次 多 项 式 . AE, AE A 
的 初等 因子 组 只 有 三 种 可 能 :C4 – Ау), (А 一 А5), (А 
= АИА А), (А А) A -A r RER 
可 能 分 别 进 行 讨论 ， 
B A ALA - A214 一 A 是 А ВЗЕН, 0 
存在 3 Магог p 18 
A 0 0 | 
Р!АР= |0 à 0 
0 0 А3] 


记 
(81,28,83) = бат, аз,аз)Р. 
HT Р sn may ВТЕ Ву, 8,8; А& V AH. i 
А 81,82,83) = аар, оо,аз)Р 
= (apap da) AP 


= (Ai B.B PAP 


À O 0] 
— (fB PO aa 0 
0 Ü A; 


因此 . {ЕЖЕ 2. 85,4 ТЛ ER A A „Шу 9 
BET AIHER R 1 D.K 0 Е ЯГА, 
MERREM. ДЫК о та, Вв 42 0, 

RO -一 是 4 的 初等 因 了 组 , 则 存在 
3 ИТЕ APE Р.Ж} 


Ё I D 
РАР - JAAD Œ Jil 一 0 A 0 

0 Ü AJ 
ТЫ 


Ch, pa) = (ароз, аз)Р, 
MJ 3 8.8. P: V Н] A, Н. 


A 1 0 
ХВ. б.) = (0.0: ) A 0 | 
0 0 A 
令 
à Ü O 
АВ...) = кз! A 0j, @ 
0 ü A; 
О 1 Ú 
BAB) — (8.82.83) |0 0 0. @ 
поп 
测 


AB BB = 8.82.83) +. HBL, 8,23). 
З 
ШКФ АХЕН) V БАЛ o q 1 分 别 基 
ПРЕТЕРА Р = 0). на а 
ЯНАО ADA 
АСВ BBs) 


(a 0 07 
= сово à O|) 
Ü 0 A; 
10 1 0) f о 0 
— (B...) 10 0 o'o А 0 
0 0 0/10 0 А, 
0 А, N 
= (kio 0 ol, 
0 0 0 
Ш 
КЗ... ДА) 
h 0 D)o | Ü| 
ДЕ А "о 0 0, 
0 0 2/10 0 O; 


0 А 0 


= (81,2:,23) 10 0 D 
(0 0 0 
所 以 VEC Bi BaBa) = AA 3, 5,83). АЛД. МУ = 84. 
(А-А PE A 的 初等 国 子 组 , 则 存在 x ај 

道 方 阵 忆 ,使 得 


à 1 0 
PiAP= |0 А 1 
0 Ü AJ 
于 是 在 基 
(81,22,83) = lejana) P 
下 有 
4 1 D 
81,8. 83) = (В. 2,83) O A 1 
0 0 А; 
记 
Ar Ü 0 
(Ву. 82,83) = (8.8.83) 10 А 0 |, 
0 0 л 
0 1 OÜ 
КВ.) = (BBB 0 0 11, 
0 0 Q 
Ш у 上 的 可 对 前 化 线性 变换 .由 于 
10 0 1 
(8, , 2.83) ш (Bobom) b 0 0 7 
0 0 ü 
[0 0 0 
(Дд...) = (B. .B. Ba) Ë 0 0|， 
0 0 Ü 


F 


所 以 . = 0. A.A У БЕЗЕР 容易 验 
证 

= 
PTL л = ЗА. М 

Ж Ву. 22,83) = BB + КА. 8.8) 

= (F+ AKB B. . Bs), 
因此 = + A. 
注 3.7.20 对 了 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 也 成 


YL. 
S3R 正 交 相似 与 合同 


没 A 和 B E xz 阶 实 方 阵 . 如 果 存 在 = 阶 正 交 实 方 

E oE DB = ОЛО, ШОЕ A Al B EZAR 

的 ,对 一 般 的 п Bra yE ,臣下 变相 似 下 的 标准 形 并 

末 最 后 建立 .只 是 对 一 些 特 殊 的 实 方 阵 类 , 如实 对 称 

方 阵 类 PREA ER, TEE SEAMANA 
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阵 类 , 共 正 变相 伺 下 的 标准 形 理论 已 经 建立 . 由 于 实 
卢 阵 的 奇 称 性 . 斜 对 称 性 . 正 交 性 以 及 规范 性 在 方 阵 
的 止 洋 相 做 卡 昆 保持 不 变 的 , 即 若 方 阵 A ДРЕ, 
O EREZZE, W CAO 也 是 对 称 的 ,而 若 方 阵 
А ВЕНКА), О RAMENE, Д ОАО 也 是 位 
ХКА, ЕЛЕ. AEA rE TE 1: НН ЕЛЕ Е 
Аре р в Т Н. 

IEN n REDEA В, ЕЕ n tP] ii РЕ 
Р.Ж ЇЧ Н = РАР, ШКТ А 和 B 是 会 问 的 .对 于 
实 对 称 方 阵 和 和 斜 对 称 实 方 隆 ,其 合同 慰 准 形 理 沧 是 完 
备 的 .由 于 实 方 阵 的 对 称 性 和 和 斜 对 称 性 在 方 阵 的 合同 
蛮 换 下 昆 保 持 的 , 困 此 实 方 阵 在 合同 下 的 标准 形 在 处 
ЖЕНКО ЕЕ РЕК ЗСУ ЕА ЕВР E 
HI. 

由 于 复方 阵 的 西 相似 基 实 方 阵 的 下 交 相 似 在 复 
情形 的 推广 ,复方 阵 的 合同 则 是 实 方 阵 的 合同 的 复 情 
Ж Г ,而 复方 阵 的 Hermite tE, g Hermitett , HtA 
以 及 规范 性 分 别 是 实 方 阵 的 对 称 性 ,和 斜 对 称 性 、J 上 交 
性 以 及 规范 性 在 复 精 形 的 推广 ,因此 复方 阵 在 首相 似 
下 的 标准 形 是 处 理 有 关 Hermite 方 阵 | 8 Hermite 1 
阵 , 酉 方 阵 以 及 规范 六 阵 的 有 力 工具 ,而 复方 阵 在 合 
同 下 的 标准 形 则 在 胡 决 有 关 Hermite 方 阵 与 斜 
Hermie 方 阵 的 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 . 

3.8.1 Bn ВЕЗУ О ME rank( O - T.) 
= 上, 证明: 方 阵 ÒO 正 交 相似 于 对 角 方 阵 йар 一 ] ,1， 
1 D, rh l hao a —- 1 次. 


证 Ж ої , РЕА ‚се, еї? . 1.1. ,1 ， 
一 一 


1 EDE O 的 特征 值 , 其 中 0 < 6 


l,- les, 


wi 


д - 23-Р 
< Tj = 1,2,--: “з WEE r BEEZ Т ӨЮ, ‚МН 
cos, ып, I 
СА ОО; = . 
— sinB, соз 
| cost, Sne 
-sny cos 
сый, sing, 
9 | DI 
一 sinf, cosd, 
D- hyn e. D 
因此 
O (O 1,90, 
_ = -1 sini | 
L- sO соку — 1 
We = 1 sin, le 
a... 
一 sinda cosa -1 


[= = 1 sin, 
-sin сй, 一 


l je O, D- 21,-23-1 Ш 


@ 
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其 中 O, Ж: 阶 零 方 阵 . 如果 сой, - 1 = 0, WI| 


esj -1 sn 
de . = 2(1 - оё, ) = 0, 
– віпб, оов, – 1 


ws, — 1 sing 


nk| °° , , 2. FE, = 08, 
一 sn сӣ, — 1 
гапк( (2) — FL.) = rank( (O — LO 
' ku їй, | 
= У\гапк . 
pe -~ sinë, соб, 一 
+ rankt 215,2, 


= 25+ {пт - 28 - 1) 2225 > |, 
HETA. RE., = 0, 即 式 加 化 为 


OO - O = О,@-21,... 
M mi РА 30115. 
rank(() – h) = ranki O 一 了 
= л-г = |1, 
ғ = x -1. FEIA Q 4831 


ООО, = h- h = dagli, l,l,- 1). 


对 方 阵 ООО, Е: (ЭГИЗ О, OO, 的 第 1 
行 和 第 n 行 , 同时 对 调 第 1 列 和 第 я 列 , 则 方 阵 


О DOO 化 为 diag{ 一] ,1,1,…,1). 记 对 调 阶 单位 方 
— 


FE 1; 的 第 上 行 和 第 n RRIAT A REH Pin W Pr. P, 
= = |, = = Pipin Ё Pis ВРБЕ, ПН. 
Р.О ООР, = diag(— 1,1,:-,1). 
ү 


ВЕ ОТЕЛ РУТА E diag(- 1,1,…,1). 
3.8.2 ”证明 ; 任 音 一 个 n 阶 实 正 交 方 阵 口 均 可 表 
为 两 个 n ЕЛВЕ НЕ Я. 


证 W ¿tl et a t у. ], 
— 
1 一. 一] 是 方 阵 口 的 所 有 特征 值 .其 中 0 < 
了 
0 < т.) 12, s MEFE п 阶 实 正 交 方 阵 口 | ,使 
得 
cost! sin, 
O = ol B sinë) cos, je 
| cos, Je LOI jo 
—sin@, соз, ' ар 

tË, 


Ë || созб, “| - Б | 
l 011—ып#, соб, Е созӣ, sind, 
是 实 对 称 正 交 的 ,而 且 
0 11ro 1 
[1 ol li ө] 
1 Ü t OÓ 


记 


ҮҮ 


-———\ - 


E 了 


一 


А - [° | 
° [1 0 


则 O; 是 阶 实 对 称 正 交 方 阵 ,而 且 
{Т eos ешё, 
O- 000300,1 | É © 


yL- sin, соз 


Гы, sin, ` 
i СЮ LO- li-n- Q. 


usp, + ! 


L sinë, 


AO = Оз. 
"о Cos, sinf 
O, = оо | + 


一 sn, соб, 
съй, sing, 
| YY т-а. JO, 
-- sing cos, 
Шо 与 O, 是 x НКЕ УГЕ, ПТН. 
O = 0304. 
这 就 证 明 ,任意 一 个 n ИТУЕЗЕЛЕ ДУГ ТАА п 
MERHER ES A RERA. 
38.3 ҜА E n PEERI AE. WHT 
EH -n [ЕЕ КУЖ УВЕ В.В A 一 D°. 
Ш BAAga, An EAP A 的 所 有 特征 傅 , 则 
FE n 阶 实 正 交 方 阵 口 ,使 得 
A = O!'diag( A,A; A)O. © 
因为 方 阵 A PEER, НАДАННЕ А, 220,3 = 
1.2. а. BRA 220,3 = 1,2,…,n, 于 是 
А = (O!diag VÀ v Azet А} О) 
x (O diagh Av Aa, V An) 0). @ 


В = (Ydiag Ai V Аз, An) 0O, 

M| Е B КВО, НМА УА, v An ENEB 的 
所 有 特征 值 . 由 于 方 阵 B 的 特征 值 全 是 非 负 的 ,所 以 
HEF BS EPEE. ARO, A = Н? AMEN РЕЧЕ 
半 定 定 实 对 称 方 阵 B {EA = B°. 

MAR ВС En МОРЕТО, В = A 
= (С, Н мр, Ba Evar 分 别 是 方 阵 
B 和 的 所 有 特征 佣 , 其 中 ji с нуш сЕ д 280, 
ТТ = уз Ie -5 Yy = Ü. 则 存在 "n 阶 实 正 交 方 阵 癌 | 与 
O>, ,使 得 

B= (Айар py a tt р О» 

C = diagt ui, ras, 03. 


因此 
А = В = Odiagl el, 3,5, н) О, D 
A - (? = Odiaglri, yi, ,v2)O,. @) 
这 说 明 ,je с. EDEA BJP OFE B xi 


д} ру бе СЕ нз > 0. ну = А, М и, = ЧА, 


j= 122. n. JER, — УА, жору = 1.2. n. F 
RER ©) 5 @ 得 到 
Сарду Ar, sAn ЮО 
- Саву, Ах." An) Oa. 
从 而 
(kO diagt A A2, UAn) 
= dəag(ÀA 1 Ay. An) OH. 
记 Oy0% = (р). KREAS EEG, ) 和 位置 上 
UJ Ju 3 ,得 到 
BA = АР j ss H. 
由 此 可 得 
РМА, = ЧАД», S í, S n. 
写成 矩阵 形式 ,上 式 即 为 
OO арбуу sv Aa U А) 
— Ча (УА, Az An) ОО. 


即 
Odiagty A VA sd An) О» 
= (Bdiagty А МА, hs) O. 
因此 B = C. 这 就 证 明了 唯一 性 . 
3.8.4 ”对 于 给 定 的 = 阶 实 对 称 方 阵 4 , 记 
Vi = iz € R" | Ат = (M, 
其 中 R" B a HEB IB] BL Se 8]. 证明; Va 是 R" 的 子 空间 
的 充 要 条 件 是 ,4 ЖЕКЕ ЕЕ IA E BD, BC А 
是 半 负 定 的 ,如 果 对 每 个 + € RHH rAr < 0. 
üE EAr Az. A, EF EA 的 所 有 非 零 特征 值 . 
则 存在 n 阶 实 正 交 方 阵 口 ,使 得 
А = Cdiag( A Aa, ,A,.0,. .0)0O. 
则 对 任意 > € R", 有 
fix) = vAr 
= TO фарду, Ma ,AD 0) Or. 
记 Ох = у= (ypyg sya) Ш 
fix) = ydiagl Ag Aa A..0.... Dy 
= Ayi Ау toe + A © 
现在 证 必要 性 . 设 Vo ETZE, ПРЕ A АЕ 
半 正 定 ,也 非 半 负 定 , 则 方 阵 A 的 所 有 非 零 特征 佑 本 
Г АШ Н.Ж А, > 0,4, < 0. у = 二 
А, 
үө Ete 是 第 ; 个 分 量 为 上 日 此 他 分 量 全 为 0 


ep + 


Z 
的 п 维 列 疝 量 ,并 令 z = Оу. MARD, 
{1y ] y 
о а) а) 
= 1-12 00. 
因此 x € v; МЇ, = =- Fet 6% 


x = Ох, Кх) = 0,Ш r € Vi EF V. 是 子 空 
间 , 因 此 += Ofy+ z) € У. WL y + z = 
—= Bit 


f(z 4 Z) = а, —1- 


矛盾 .从 而 方 阵 A 是 半 正 定 或 半 负 定 的 . 

最 后 证 充分 性 . 设 方 阵 А 是 半 正 定 或 半 负 定 的 
则 方 阵 和 的 所 有 非 鹤 特 征 信和 都 同 号 .现在 设 г € Vo, 
B y = О: = (узу) WARO, 

fGr) = уй + Азу} + Ао = 0. 


2-4: 0. 


НТА Azen A AS Д у= y = = y = 0. 
ВЖ y = умен T уче 1 一 十 уел. AA ME 
х = Оу = у Се + у; Ce, t 
+ у.е. D 


EZR z € R" 具有 式 © RER Mhk 中 容易 验 
ВЕ, т) = 0,8 > E Va. TÆ 
Vo = у, Oea + yena + s 
1 уе, анато у Є R|. 
因此 Vo 是 R" PH Ое, у. Оет, Ое, 生成 的 子 
空间 . 

3.8.5 BAMBA Em хп Мних p KEE. 
证 明 ， 

T(ABMABYF = ТУЛА) тахіАСВВ' і, (1) 
其 中 maxi A BB: )| 表示 方 阵 НВ 的 最 大 特征 值 . 

证 ”注意 BP 是 ЖЕКЕ. 对 于 任意 п SË 
实 的 州 向 其 >, Be 是 思维 实 的 列 向 量 . 记 y= Вт = 
(уну yp M BE = yy = уу + y5 + + у% 
宇 0. 因 此 FB! ЖЕЕ ВАА, A, Æ BB: J 
所 有 特征 值 , 其 中 Z= А› е = А 22 0. ШЕЕ a 
阶 实 正 交 方 阵 O, tig 

BH: = Odiagl Ap Az A O. 


于 是 
(AB (AB)! = AOdiag( A I.A... A СА". 
WAG = [aa a l ВФ e: agtta Ет PË 


实 的 列 向 量 . 则 ОА: = (ОА)! = 


(АВ)САВ)' 


Ü Аз ... 0 


1 
1 
2 
= [aiaa ] 


lo 0 А1 
注意 ,对 任意 rxs KERR 和 s x r KRET, H 
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TA RT) = Tr( TRO .所 以 


Tr(AB)AB)! 
{fa А 0 `". Ü | 
х | a% 0 A; D 
= lr: Lasso, y nj | 
a 0 0 А, | 
п 
а? 
= Tr - [Aiai Азаз, Az, ] 
а, 
Miotal Azalaz Ана а, 
= т Алабај Аза5а2 Ааа, 
Айк Араа) Ааа, 
= Атаба + A20 a + + Ао, 
= À (ayar + аза; н + оа). (Ө) 
5—11, 
«| 
£ 
f 02 
(СХА KAO) = [egz gn] 
ан 
аар ajaz ° аа, 


ада] абаз ° «аң 


анар ац аа, J 
因此 
ae) + азар He + ate, = Tr (YAtAO) 
= Tr(A'AG7). 
由 于 O ERER H, FFL 
алау + ebes + + аба, = Tr( A!A) 
= ТАА). 
于 是 由 式 ®© fE 


TABAB) < A Trl АА"), 
Яд, BDE z ЕЕ ВА 的 最 大 特征 值 ,因此 式 {1) 
成 立 . 

注 ”一般 地 说 ,两 个 矩阵 R 与 了 的 乘积 是 不 可 交 
换 的 , 即 RT = TR. 但 作为 x x В Ууух r Е 
Т3 ТЕРТ), НЕЯ Tr( RT) = Tr( TR) B 
ЖЕ TRT) РЕНЕ R 与 是 对 称 的 . 
іх Ера TART) 的 一 个 重要 性 质 . 3.8.5 的 证 明 
除了 应 用 对 称 方 阵 在 正 交 相似 下 的 标准 性 ,还 一 再 使 
ЯРА TART) RFR ET RRE. 

3.8.6 (AEDE ATF m x n KERA, 
n BARAA 的 非 零 特征 值 的 算术 平方 根 称 为 矩阵 A 


у тн. 07 Воріт X n WHEA ВУНЕ a 
НЧА, rR ир Z ро ДЕ Ше и, > 0, B. к — тапКА. 
PA TETE m Ули 阶 实 正 变 方 阵 口 ! 与 0,5 
А = О р О о, (2) 
0 0 7 

Н+ р = фарі r uy sa) 

Ш AAAA л ИРЕНЕ РЕ, EA 
EERIE Е Ш, Н рї, пз. 因此 存在 
п ЗЕ ЛО, pii 


СУ. 4 
0 0) 


将 方 阵 O ЛАЗО = ГО, 0,1,8 ОЕ нх 
Ж ВЕ. Ш ЕҢ эХ, Ой 18 9] 


АА = ОГО. ф 
[К] УЛ O 是 正 变 的 ,所 以 
M 
СО | [OLO] 
(x, 
_ (90 00 i 
Фо, 00)" 
因此 
(ЛО, = ОЬ - 0,050, = 0. 
FEHR Т) 得 到 


(АОБ!) (АО! у = L, 
(АО) AGO.) = 0. 

这 表明 ,P = AOD! E IH r WW AF368 н 维 实 
WRA A ERA m x r 矩阵 ,而 AGO. Е ән x (n 

r) ЖШ ТУ АГРО m x Ж P, 的 7 个 列 向 
量 扩充 成 为 m 维 实 的 列 向 性 空间 R" 的 -组 标 淮 正 
ЖЖ, BETE m x {xm к) ER p. Ed p = [Pi， 
Р. а-н ЙЕЗЕ. КШ. 


"`D Ü А rD ОТГ 
р (y — `P, ps]: || | 
Lò O Po Pali о O 
= P DO; = AQ О. {2 


(Y, 
由 于 方 阵 O 基 正 交 的 ,所 以 ОО = гооо 
2 


ОО 1 O, CY. = I. lH; O, OY, = I. 一 0,0%. 于 是 
出 式 12 得 到 


D (0: 
Р], „© = AIR- 00%) — А- AGO. О. 


注意 AGO. 为 零 生 阵 , 所 以 
А = Р” 0 
lo o 
He (h — P,O = CO ,上 式 即 是 式 (2). 
Ж ARB Em xn ВЕ MRTE m ЯП 
n БҮЛЕ ТЕ ЖУГЕР MIQ 19 B = РАС, ШЖ РЕ А 


Jo. 


F BEERA. Ж ЯП А RMB 正 交 相 拭 ， 
ДАВВ, БАД У H: BE ЕЛЕНЕ 
关系 是 所 有 M >` H TERMES Myran 的 一 种 等 价 基 
Ж.А К, М, 分 解 为 下 变相 抵 等 价 类 
ZP. AER, ATF A,B E M... A Е ТЕЗА 
HERRIE, ABHA HH а: ЯН, AE 3.8.6 
实际 上 给 出 了 矩阵 A 在 正 诡 相抵 下 的 标准 形 . 最 后 
ЛН Їй, Жр ЇЙ Л ШЕШ 3.8.6 具有 广泛 的 应 
用 . 

3.8.7 (ШТА) 设 A En 阶 实 方 阵 . 证明: 
存 住 n 阶 半 正 定 对 称 方 阵 $ 和 + ИГЕ ГЕ О, 4843 

A = 80). (3) 

而 且 方 阵 S EHNA 唯一 确定 的 . 

证 设 FI Emz Н B EE A BJ ET ар yE TË , 则 
由 3.8.6.1 ЛЕ п ЕХРО 与 O, ,使 得 


D Ù 
А = О |о ， 
IÉ 01? 
其 中 D 一 Чак gign Ai) A 
D 0 
A = [ol ， too. 
所 
D 0 
S= ol о, 
0 Ü 
Q = O, 0. 


则 方 阵 S 是 村 称 的 , 且 其 所 有 非 零 特 征 位 为 ра, ро, 
ор МОВЕ SS 是 半 正 定 的 .而 方 阵 OREH. 
于 是 式 {3) RA. 

HERA = S07- 50 ,其 中 S 和 93 昆 半 正定 
对 称 方 阵 , 而 O ЯПО, BEZA. Д] 

АА! = S2 = 5. 

ВТАА 是 半 正 定 的 ,市 SS 和 SI 也 是 半 正 定 的 ,所 以 
由 3.8.3,S = SI. 这 就 证 明 , 式 (3) 中 半 正 定 对 称 方 
阵 S 是 唯 -的 . 

Ж ТЕРИ, ШЖ Е 4 ETRA, MRG) P 
TEJE 口 也 是 唯一 的 . 另外 ,同样 可 证 ,对 方 阵 А, 
ВА = DOS, 其 中 人 是 半 正 定 的 , 口 是 正 交 的 ,而 且 S 
也 是 由 A 所 唯一 确定 的 . 

3.88 H AMB En MARRA E, В А 是 正 
定 的 证 明 : 存 在 n 阶 可 道 方 阵 卫 ,使 得 

А = РР,В = Раву, aoon, F, {4) 
其 中 ji ,pz ，… ,jp 是 实数 . 葡 单 地 说 ,A ЖБ 可 同时 
合同 于 对 前 方 阵 . 

证 FESHER A 蚌 正 定 的 ,所 以 存在 nr 阶 可 道 方 

О, 


САО = H. 
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E.B ОВО 基 对 称 的 ,所 以 存在 п BEZA 
О, 

CQEBQO = Чан ur Hgs s fin) g 
ЖЕН pist a ta ЗЕЛ E ОВО 的 所 有 特征 值 .由 于 
O EEH, LA 

HAQD = L. Fu 
由 于 ОО TER, ATE QO 是 可 逆 的 . 记 QO = 
(рул! O Ж 03 38391 
A = РР, 
В = Pdiag(p gaet a) FP. 

3.89 RAAB En ИОВ, В.А 是 正定 
的 .证 明 :4 + В 是 正定 的 充 要 条 件 是 ,A71B 的 特征 
值 都 大 于 一 +1. 

证 由 3.8.8, 存 在 = 阶 可 道 方 阵 P, 使 得 

A = РР, 
В = Рфав( др, мо spn)P, 
Ж ру, ро, в 为 实数 .于 是 
А + В = PdiagtE+ pl + pasl + pp) F. 


5 
AH = (Р') аар м1, вор) Р. 15 
现在 说 4+ 呈 是 正定 的 .由 于 对 称 方 阵 的 正定 性 

在 合 问 下 是 不 变 的 ,所 以 
Чад(1 + pys l + ате р.) 0 


是 正定 的 ,从 而 1+ 0,3 = 1.2... n. ои, > 
= 1, =T,2 "n. НФ, рро, s a EAT B BJ 
所 有 特征 值 .从 而 A IB 的 特征 值 都 大 于 - 1. 反 之 若 
A "8 的 特征 值 都 大 于 一 1, 即 py ,wx2，… ,yp BAT- 
], 则 1+ pl H areal + р, 都 是 正 的 .所 以 对 角 方 
阵 DEEE. AAO A + ВЕЕ. 
3.8.10 ЖАНЕ Жн ЕУ, В А 
= 一旦 是 正定 的 .证 明 : 方 阵 B -1 — A ! 是 正定 的 . 
证 ”因为 4 是 正定 的 ,因此 由 3.8.8, 存 在 = 阶 可 
道 实 方 阵 有 ,使 得 
А = PP B 
В = Рфар( pp, pa aa) P”. B 
由 于 В 基 正 定 的 ,所 以 ripz a 都 是 正 的 .而 
A - В = Pdagll— sil- p21 — pn) P 
是 正定 的 ,所 以 1 一声 > 0,3 = 1,2,0, FE p< 
“< 1,j = 12, n. ИЖ, (8 A 05 1939] 
А! = (Р) Ip t 
Ві -= (Р) ав (ти, Р. 
因此 
B- A`! 
= (Py 'dagler haz! 1.0, — ПР. 
4 
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由 于 六 < 1, ЕТ a > 1 Am e'il >, jI], 
2 下 .因此 对 角 方 阵 diaga) = 1.1 8. 
一 1 是 正定 的 .由 于 对 称 方 阵 的 正定 性 在 合同 下 是 不 
变 的 ,所 以 由 式 Ф.В! - А 是 正定 的 . 
3.8.11 B BACHIE z 阶 正 定 和 贷 定 实 对 称 
方 阵 . 设 n ЗЕГЕ А 满足 
АВ + ВА! = С. (5) 
证 明 ; 方 阵 4 的 特征 值 的 实 部 都 小 于 夫 . 
证 ”因为 中 是 页 定 的 ,C 是 对 称 的 ,因此 由 3.8.8， 
存在 n BERAE P, 
B= PP', zD 
С = Рфав( sp2, s Hna) P". @ 
由 于 C 是 负 定 的 ,而 对 称 方 阵 的 负 定 性 在 合同 下 是 
不 变 的 ,所 以 对 角 方 阵 diague uot 是 贷 定 
Ю.Ю < 0,3 = 1,2,---, п ФНО ЖАХ 
《5) ,得 到 
АРЕ + РРА! = Раар( у.н, n P. 
分 别 将 РУР АЗЕ УАЗ FE K, 15E 
P'AP + (P lap): = Фар дордон). 
HA = РТАР, Ш ЕИ 
А, + Ау = dagli ny б.д). д 
设 4 EDEA MIHE, HT A 和 和 是 相 仇 的 ,所 以 
A BA 的 特征 值 . 设 z E EE А, 的 相应 于 4 的 
特定 向 县 , 则 Аух = A<. ВЖ z * Аул = ar r R: 
HRE, Plr” Alr = Arar ir = (zz 
zl. ЖЮН х* 与 z ARAARA D 得 到 
(AtAT рр + ps | ry [2 + =s 
+ pn | =, 1. @ 
ШТ u <0j= 1,2,0. п, НЕЧЕ Е у ЧЕЗ, 
ВШ г On | 1 + ро 125 Ë + + р | z, 12 
< о. Gb 482),, + 2 < 4. 即 ， 的 实 部 小 于 
零 


3.8.12 ВАЯВ Е» ОЕ. ШЕЯ. 
如 果 方 阵 А 为 正定 的 , 则 对 任意 正定 方 阵 B, EA 
Тт АВ) > б. (6) 
E ЛЕА 是 正定 的 ,而 旦 是 任意 一 个 正定 方 
阵 . 则 由 3.8.8, 存 在 ?上 阶 可 递 方 阵 卫 ,使 得 
A = FP, 
В = Pdiagt ps pzs a ЎР. 
因此 
ТАВ) = TAPP X Раад je ppa, ppa) P) 
= Trl PFPdiag( jn sga pe) |P: 
= TrP'[PP'Pdiag(e r, ро.) 
= Tr PP)diag( ир, #2," spy). 
因为 方 阵 P ён И], 所 以 FP 是 正定 的 , 从 而 


(PPY RUI. НСРР) 的 主 对 角 元 痢 是 下 的 . 
I TARE В ИРЕНЕН е >00, = 1.2. n. F 
是 , РР)?" Фан ja воот.) ВЕЧА ЕЛЕЙ. 
ЕЖ TAAR) >й. 
3.8.13 (Ж (Ку Fan) 和 Taussky) БЕ A #18 t 
п ХНУ. A A ДЯ). ПЕЕ: АБ 为 止 定 的 
AE AIHE, B AIREA. 
HE [АА ЕЕ, EFE A l REEN. H E 
对 称 的 ,内 此 由 3.8.8, 存 在 了 阶 可 道 方 阵 P, 使 得 
A ! = PF, 
B- Pdiagl gismi" 


afia P. © 
于 是 
АВ = (P) Lagfa spet st) P. 8 
В 7 АВ 是 目 定 的 , 则 出 式 G, xf Е 
diag psp U s An) 是 正定 的 .从 市 由 式 0, Jr В 
呈正 定 的 .反之 设 方 阵 В 足 正定 的 , 则 由 式 g, SE 
Чак ша», уны} 是 正定 的 ,于 是 由 式 G, AE AR 
是 正定 的 . 
3.8.14 BARB н ОРЕ, В А MB 
-- АЖЕ ЕҤ). ШЕН: де > detA. 
证 НААРА, ВЕНУ, [N H F я В 
可 北方 阵 已 ,使 得 
A = PF, 
H = Разрез. 
Я у.м, 是 实数 ,所 以 
detA = detPqdetP: = (дер), D 
daB = де Раегфар( иу, мз, )) ер" 
一 уор, де). D 
由 题 没 ,总 - 4 基 正 定 的 ,而 
B-A = Рави; 一 pa 一 下 一 1 下. 
从 而 对 角 方 阵 diagt нут 1, во 1,7, р ` паша 
Йу. АТИ л 1220,8 ра, > 1,3 = 1,2, 
жама] 
detB >> (detp)2° = detA. 
3.8.15 (Minkowski 不 等 式 ) H A HB En ИЙЕ 
定 实 对 称 方 阵 ,证 明 : 
deal A + В) 22 (da A) + (deny, 
证 3.8.8, AFE n ИЕР 548 
д рр, 


Р". 


В = Раар( мү. дэх. tn P. 
AF BEELEN, а п. FE 
Аз B = Pdiag(l + pys! + ey ss 1 + pp) P. 
因此 
det4 = (detP)2, 
de = aruna a (de P), 


del A + B) 
= (1+ pil + д) (1 + n) (det P). 
ЕЎ р 20,3 = 1,2,:-- n Br) 
[O + pL + ЗЕЕ padl!” 
1+ (раа 。 
于 是 
det( A + В)" 
= [C+ pC + ө) нр, P (der p y” 
ча") (der p y” 
(dep yz" 


= (1 t (gx 

= (de p)" + (pana 19 

= (аА) + (derB)'™. 

Ë ЧАВ 3EIESIEBI,Minkowski З ЫЎ 
ж. Ў, Minkowski 不 等 式 对 半 正 定 Hermate AREE 
у. 

3.8.168 {Ostrowski-Taussky 不 等 式 } 设 SA} = 
T (А +А) 8 KCA) = 方 (A - А) ИЖ n AR 


JEE: A 的 对 称 分 其 和 斜 对 称 分 有 量 . 证 明 :如 果 S(A) 
是 正定 的 , 则 
detA = det SCA). 
证 AATE 5(А) 是 正定 的 ,所 以 存在 n ire 
HETE Pr, E 


S(A) = FF. 
PIE РК (К А)(Р-!)' НО, AFE > 
阶 实 开交 方 阵 口 ,使 得 


OP KLAP D'O 


r A o] “| 
сак l-a, 0 ИЕ 45 0 | | 


„ат 
一 а, Ü 和 * . 


HP a, ZZ a+ 22 2а, > 


0.302 Q =- Ро, й] 


SCA) = ӨС”, 
0 0 dz 
oo 9 J 
Ü a] 
[ о moje. 
FE 


A = 5(А) + К(А) 


га ҮА, 2 
E "Е -a 1 Ея 12" 


因此 
JerS(A) = (detQY, 


detA = {1+ а) + aš)--(1 + a2)( detQ): 
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Ше (1 + ааа) (ег)? 
T (ае: 0) = detS(A). 

3.8.17 iR AMB Èn 阶 举 正定 实 对 称 方 阵 .证 
BH: Ter п AEEA, AET PAM 和 PBP 都 是 对 
角 方 阵 .简单 地 说 , 半 正 定 方 了 泗 丸 和 BB 可 同时 合同 于 
对 前 方 阵 . 

证 FPS AHB EE rE ЕЁ, IARE A + B +B, 
是 半 正 定 的 , 国 些 存在 x Brnl Wsk 3 5k: Q tH 


D(A + BQ = И |， 


Ü Ü 
其 中 = 是 方 阵 4 + BHR. iC 
An Ар 
шт < | 5], 
о А» 
Ж An 是 半 正 定 的 .于 是 
_ і, - Ar | 
ы! Е | 一 A. 一 А» ` 
RA B A: Y FEW, Я ОВО" REKEM, "ч 
- А» ЖЕ. (НА EEEN, МА = 
НМА 是 半 正 定 的 ,所 以 ОЛС ури 


TA Аз» = 个 ,因此 А; = 0. FË 
QAQ = | ' | 


QRQ = É Fa О]. 


内 为 Au E = Г EE EE PH ТГ ҮЕ r ЗЕЕ 
阵 O, ,使 得 

ОЧА О = аав, pr t n), 
其 小 а Z= = - Z р. = 0, HOS 


O, I 
É Ja En PEZA, В 
É o] A fo: 0 | 
0 r JS 9 1, 


= dliag( a o 77 0,0). 


Р = К М jom p в, Ваг jy BE, A 
PAF = diag( u до, pd 0). 
O O O 0 T 
a о р) 
_ [L = O AO: a 
l 0 odl’ 
因此 
PBP = dagi) = иу, ~ paps — p00). 
BH JEE A AB REAA p DELEANT, 
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3.8.18 BAAB л BEEE ЛЕЕ. E: 
де A + B) Z дел + detB. 
证 出 3.8.47, 存 在 n 阶 可 道 方 阵 己 ,使 得 
A = Pdiag(A ha A P. 
В = Pdig(ei ,pa pa) P, 
HP А; н, 均 为 非 负 实数 .因此 
A+B 
= Раіар(Ат + pAz + parts 
于 是 
detA = Mhz A, ldap), 
‘pa (det P), 


À, 十 р. УР. 


deth = paga" 
dettA + H) 
= (А+ Ар + дА, + р.) (det P). 
易 知 
{Ai P дА t ро) (A. t р) 
sZ АА, ЗА, 1 MIES Mn 
Че А + д) 
= (Ау + р) СА T д) СА, + р, )(detP) 
(Air à, T pir e ida PY 


= АА A (decP) + ppg u (det P)2 

= detA + де. 

3.8.19 (Fischer) Ë A ә BE ESE ЖЕЛЕ. XI 
Pipinen 1 Шр < p < s < ¿ =< н, Fi 
A(，” орд вва сы 

| i2 Tk 
MA iini 列 的 交叉 位 置 上 的 元 索 榴 成 的 主子 


ЖЕЕ RITANA. ШЕН 
J Masa п 
Ё+1Ё+2°п 


和 J OMERE А 分 抉 为 


[人 е 
9 And 


detA < А 12 (7) 
“A< [U |. 


12 


证 aali 


12e Ë 
Ep An ЖЕРРИ. HF detA = afi " Ре», 
所 以 方 阵 Au ЖЕПП. AA 
| h | 0 АГ" An At] 
-~ АъА Í, 0 Fp- 
的 0 ) 
0 Ap- АъАШАр-. 
所 以 有 
detA = = detA; detí À>. 一 АА А>}. 9 
ШТА 是 半 正 定 的 ,所 以 AU M An- АА А; Ж 


半 正 定 的 . mi detA п = O. Bir P, An 是 正定 的 ， В, 
内 记 是 正定 的 ,从 而 А Ат! Ау; 是 半 正 定 的 . 对 半 正 


EHEDG = AAB Ар ЖП С = Aa- At AAY H 
3.8.18, 有 
даль = det( B + C) 22 detB + derC 
Z detC — алу ААТА). 


于 是 由 式 @ 得 到 
detA ©. detA detas, ЁД) WOL. 
设 af 由- 0, 旭 入 是 半 正 定 但 不 是正 


定 的 .因此 deti = 0. 所 以 式 (7) АЗ. 
3.8.20 (Hadamard) it A = [a,l] ж n ЙЕ 
ХЕЕЕ. 证 明 : 


deLA sz а H 2222 ан 


É "| 

А = : 

a А\ 

其 中 4 п - 1 阶 方 阵 . 则 让 3.8.19, 有 
det A = аре. 


ME i 


AF AREER, MA ЖА н ІЕЕ, 
所 以 A, 是 半 正 定 的 .注意 
aa азу Glu 
Ау |223 Wi йн 


las, Rn r йыл 
ЯЖ ЖЕЛЕ A 反复 应 用 3.8.19, 有 


ДетА | = Andya amm- 


因此 
detA ©. andetA, SE араа. 
3.8.21 (Hadamard) А = [ap Æ n APE. 
HEHH : 


Idea 15 [| Ха). (8) 
1=1 г= | 
证 ”注意 , 方 阵 AA ЗЕ АЕН И! А'А = (b,). 
则 由 3.8.20, 有 
(derA)2 = де АА) & Бүр Am. 
ЊБ, = АА, ВТЕ 


91,1 


" 


` 
“г ` + 
z _ ` 
b, 一 (ат, yeary pdm) ` = Yai. 
: б=1 


а, 


于 是 


(дА) Тра). 
出 此 易 知 式 t8) 成 证 . 
3.8.22 ЖА n ПЕ ЕЙ АГРЕ. ШЕЙН: Ж {Ей 
п t EERE B, deñ 一 1,6 


(detAyun = Tr АВ). (9) 

证 Banino, ЖУР А 的 所 有 特征 值 ,A 

х А, > 0. ШЕ s 阶 正 诡 广 阵 个 ,使 得 
A = Odiag( a1, Аз An) O. 


== À, = 


BHE, 
AB — О «ФавбА Аз. A ОВОЈ. 
由 于 方 阵 A 的 迹 Tra 是 在 方 阵 相 似 变换 下 不 变 的 ， 
所 以 
ТАВ) = Trídiagl Ài A20, An ОНО). 
та ОВО = (b) 由 于 方 阵 中 是 正定 的 ,而 方 阵 O E 
正 交 的 ,因此 方 阵 ОВО 也 是 止 定 的 ,所 以 其 对 角 死 
bdan t ,bm 部 是 正定 的 .注意 方 阵 
diagl Àg A337 A, ОВО 
的 对 角 元 是 Дуру, Aria s AnD ВТА 


TAB) = (ари 十 Азр + + А,Б. )- 
由 算术 平均 与 几何 平均 不 等 式 得 到 
L ras) >a, y 
一 СП 
:=| i 
A JAg Ay. 


| b, yt 
1 


易 知 det4 = 由 3.8.20,detB =< 


Бубо б. А, 
LTAB) > (аел) deB)". 

H 7 deB = 1, 所 以 
LTAB) 22 (баа). 
ХА = [a,] 是 n 阶 半 正 定 对 称 方 阵 , 其 
ЖЕТЕЛЕК, = Уа, =0,7 二 1,2,…,n. 让 
= 

maxi a, | 1 S: л} < > vas. (10) 


证 ”因为 六 是 半 正 定 的 ,所 以 存在 ;前 方 阵 P, 使 
得 A = РРЖ РУР = о.о. 
a, J M] 


3.8.23 


aI 
ah 
A = РР = А [аџ, 3, э 5 

f 

аһ 

101 атах tja 

f F 

mal arda Gs d, 
t 1 | 

RaT] 2.02 Qn 
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Au, ata liE н. BAP S 1,2,6. 
n, R, = 2 = 0, 所 以 
1=] 
Ха, = = а = аң (la) = 0. 
1 


?il 


ERJ i RABH 


Вр 


记 8 = Da M AEn 维 实 的 列 向 量 , 且 Bp = 9 所 
以 


TE 


EAER, 得 到 


leal < 22, lal, 
Ж [а | = V cg, .因此 
21u || = :Pls l. 
ШТ а, = а, ,所 以 由 上 式 得 到 ， 对 每 个 i， 
2 Z a, < 2 а, 
因此 式 {107 成 立 . 
3.8.24 ЖА = [a] En ИЗВЕ, ір M. = 
max!la, 11,3 =< nl. ЕН: 
| derA 1 Мїл"?. (12) 


证 注意 , 方 阵 AA EYF EA. iE AA = [5,1, 
则 
б„ = | i 
由 Hadamard 不 等 式 { 见 3.8.20), 有 
{detAY? = Зе AA) S biba br 
= 1102). 
+ ] #=1 
由 于 | a, = МА, 所 以 
Уа = пМА. 
于 是 
(der A) < aMi". 
因此 式 {11) 成 立 . 
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W А 是 >” 阶 正 定 对 称 方 阵 .证 明 : 
detA = mini Тал, | ayay tit, a, Æ R” 的 标 


准 正 交 基 |， (12) 
其 中 R" R п 维 实 的 列 向 量 空间 ,所 对 ap € Е", К 
(а, A) (о, Й) = ай. 

Ш Eana sa ER” 的 标准 工交 基 , 则 方 阵 
О = [mennan] 是正 交 方 阵 . 由 于 方 阵 丸 是 正定 
的 ,所 以 САО 是 正定 的 .注意 方 阵 ОАО 的 对 角 元 
Ў аз Апу. 05 Ааз,,0,Ао,, 于 是 申 Hadamard 不 等 
式 , 有 


3.8.25 


detA = de O'AO) < © П «ла, Кт] 


另外 , 设 А.А, À, ЖУА 的 所 有 特征 值 Ау Z 
Аз 2 --- Z À, > О, ДИЕ я 阶 正 交 方 阵 Oi ,使 得 
0 AO, = diag(A1,1;, ,А,). Ф 
HITE O ЈА O, = [Abha] BFE 
BE О, 是 正 交 的 ,所 以 Bis 8,7,2, 是 R* 的 标准 正 交 
ж.н D 得 到 
Фар(Аџ,Аз,777,4,) 


ñ 
= |Ë Alp hp] 
É, 
BAB. ВА e PAB 
_ BAB ВАБ l PAB 
BAB. BAB, AB, 


因此 
ЗАВ, = Аб, = 1 =< п, 
其 中 总 = Ü0,í Z ; Hð; = 1. FE 


detA = Ajiyo = Í| ZAB.. 
=1 


这 说 明 ,对 К" ИБ ЕЛЕЕ A I... B. Ë 的 中 等 
式 成 立 .因此 式 (12) 成 立 . 
3.8.26 БА en 阶 实 方 阵 .证 明 : 
TrA =< Тт(АА')!7, (13) 
HERAN? EETA AN 的 平方 根 , 且 等 式 当 
且 仅 当 A 为 半 正 定 对 称 方 阵 时 成 立 . 
HE рул. er £ A WIAA, W 
由 奇异 值 分 解 定理 (3.8.6) ,存在 = Et rE O, ЯП 
O, ШЕ 
A = О.ар( дно, n Ü, 0) O, 
= (Саар (реро е, pe ,OO OV. 地 
由 于 方 阵 А В TrA 是 方 阵 在 相似 下 不 变 的 ,所 以 


TrA = Trídiagl gjs дәр 0,0000). 
wO- 0.01 = [5,1,1 
TrA = pyb + роб + U" + Bib. 
由 于 方 阵 O, 和 О, 是 正安 的 ,所 以 方 阵 О 3 F 2 
的 .因此 方 竹马 的 每 一 行星 一 个 单个 行 向 量 , 即 若 记 
AE О ИЙ: Ара, = (5, бо, b A. 0 


b, |== Уз = аа = Í, 
H TB A ВТА и. лз. pe 都 是 下 的 ,所 以 
TrA S рр нэ + v" + у. 3 
ari Hg 


АА! = Офарин, p0, 0O. 
ЁТЕ 

(AA'312 = Odiag( jispara 06,0). 
因此 

ТАА) = pt pt + р. gë 
H> Ж, 8018-0013). 

MET bk A ERER, М ЛА = А2. [А 
Ве Уре АА! 的 平方 根 . 所 以 4 = (АА) 2. Н 
时 式 {13) 中 等 式 成 立 , 反 之 设 式 (13) PERR, 
由 上 式 的 证 明 , 有 

TrA = bu + paba t+ pbo 

= Mit p t'e t Pro 
即 
аб Ви) i asal] bo) 4 без A (1 — b.) = 0. 
AFART =, >Ü, z: = 1,22," r, ] b, 51,3 = 
1,2,5, by = Lg = 1,2,…,r. 因 此 


LL Ù 
О = ОО. = | . 
о Оз! 
于 是 式 强化 为 


А = Ойбай pa, geta n 0,5000. 
这 说 明 , 方 阵 A 是 对 称 的 , 旦 其 特征 值 и.о. сур, 
0,…,0 都 是 非 负 的 ,因而 方 阵 А 是 半 正定 的 . 
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йг n REII V 到 x HERRES U ВЕЕ 
性 映射 . V PAA {ТЕТТЕ ТЕШЕ ../ F 09 ЖО 
{E Im. sk Pr. A V Bj 

Іт -= Ке) l aÍ € VI. 
Im. СЛ А ГУЕ B] , НЕ PJ „ДД 6 7 [8], 
ОЧ.) V ФАТА ERTER v FE АЖ ЕЕ 
的 向 量 集 合 记 作 Ker. z. Вр 
Kery— la € VI Wa) = 01. 

Kera 是 站 的 一 个 子 空间 К ЖЕ ЕВ) ОЛЕ. СЩ у 
Ж w 维 线性 空间 VW 8) A БЕ ЕЕН, ЖКУ E 


ЕЛЕЙ ,而 线性 变换 УШ m 和 核 Ker:y 都 是 
V 的 子 空间 ,而 且 都 是 .Y 不 变 的 子 空间 . 

众所周知 ,所 请 线性 代数 即 是 线性 空间 理论 , 它 
主 委 人 研究 的 是 线性 空间 之 曾 的 线性 映射 ,特别 是 线性 
空间 上 的 线性 变换 . 研究 的 方法 有 两 种 ,一 是 几何 方 
法 ; 男 - -个 是 代数 方法 , 即 短 阵 方 法 ,几何 方法 主要 从 
ТЕ -个 线性 变 摘 下 线性 空间 如 何 分 解 为 不 变 子 空间 
之 直 和 人 和 手 , 而 此 性 变换 的 象 与 核 是 两 个 基本 的 不 变 
子 空 间 ,是 在 研究 线性 变换 时 首先 必须 搞 清 楚 的 不 谈 
子 空 间 . 所 以 线性 变换 的 象 与 核 在 线性 空间 理论 中 具 
有 基本 的 重要 性 ;矩阵 方法 则 是 通过 在 线性 空间 中 建 
Н ,将 一 个 线性 变换 .” 表 成 一 个 矩阵 A ,然后 
用 矩阵 论 方法 来 研究 矩阵 A ,进而 研究 线性 变换 УШ 
几何 性 质 . | 

本 节 将 阐述 如 柯 通 过 线性 变 措 的 象 与 核 来 研究 
线性 变换 的 几何 性 质 ,以 受 如 何 利用 它 来 处 理 有 关 的 
ХЕ ТЕШЛЕ. 

3.9.1 P R [ЈАКУ n Ву а 
式 组 成 的 л ТЗТ АЈ д ХВ, 8 90 
MEER о FEHER р(х) € R.[z],2(p(x)) 
= р). BAUE к, с] ARERR RAES 
R Im S Kert, 以 及 它们 的 维 数 qimn lm2 和 
dim Кек. 

Ж (5) = аш" + алд" Y +q + арг + ад 
Є Rell. ЯР ri 77700 是 实数 , 则 

apla) = Ell) 

= na” |+ (в = 1)а, да" ^+ e + 2азх + ау. 
因此 р(х) E Raala] AM m R, ir]. E 
Ж. (х) = apga) + apgr" Pte + аук + по 
E R [z] ЕФ аа-а 是 实数 . 取 рх) 


ünl n Ga-2 a | “| 


= mn р r "+ a tupet b EPD 
是 实数 , 则 


©Җ(р(т)) = glr). 
MT R, ит] S Im2. 于 是 Im? = К, ilr). 由 于 
R. [z] 是 一 个 n 维 线性 空间 (注意 ,1 ,x "1 
是 只 1[ x1 的 一 组 基 }), 因 此 有 dim а = x ~ 1. 
其 次 设 р(х) = а € R,[z].a 为 实数 ， 则 


а(х) = LC) = 0. 因 此 p(z) € Кеб. 2# 


ЕҢ „БЕТ ЖҮК ВРЕ ЗЕЙ kR B ЗЕКЕ R 1 
ТЕ Кеф, ЕС Ке. E Zia р(х) € Kers, i 
2(p( 7)) = ра) = 0, AI (а) 是 零 次 多 项 式 ， 
RE рс) У HE Ket В. 0 Кес = В. 
由 于 实数 域 R 作为 实 线 性 空间 是 -- 维 的 , 因此 ， 
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dim Kers = 1. 

3.9.2 2ДЕН? 阶 复方 阵 组 成 的 4 维 复线 
намд = | 。 | 定义 A? BREE 
ТОЖИ ХС, Ф (X) = 
AX RERET i 的 象 ты E Кете, 并 确定 
它们 的 维 数 dim Imay 5j dim Кеги. 


ш Hx- Е reje enm 
Жр 422 
l -1] zú “m 
ИЕ 
A ) 一 á 4 Yil Кару 
_ | Zi 一 43 20у) 一 223 | 
L- Ағу t 4л -Arn + 4r> ` 
Шого -= — 2 = у. 
ж y ~ 
(x) = | |. Ф 
ХХ) -4r -4y 
记 


М = IB ,| zyé, 


Жн e ARRO A D RH, AX) E М.Ш тус 


м.да | A Јем 


[z 0 ])- х Ü |- 

Е - А = Y. 

(И -y P -y 

因此 ,YE у, E] MC Im АТ Img М. В X 


7 [ ЖЕ: ü Ë Hh WHEE Y- 


£ у . 
Y = 7X] + yX. 
m уанх Ж X, RER, х X I ,X 线性 相关 ， 


则 看 在 不 全 为 零 的 复数 A A2, Èi 
АХ + АА) = 0, 


Ях 
= ġà; — 44 

МПА; = Аз = 0,38. 因此 Ху, X, 是 线性 无 美的 . 
即 X, X 是 Imw 的 一 组 基 . 于 是 dim Im = 2. 


即 


、 Жү р 
其 次 设 X = | le Ker, 则 
-Tl 22 
X) = AX 
_ | +u д 239 22 |- 
一 аги + CEET 一 dri + fx 
因此 


хин = Ü, xü äg = 0, 
一 4л + Ár = 1, 一 КЕДЕ + drn = Ü, 
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Ж хр гда = xz- ig 
T Y 
х= |] Утуе e. 
£ у 


则 
x = [з Tiz 


211 5412 


MT Kers N. 22k X = |” le N Ñ 


T 


1 -1][х у]_ 
ө, AEE 
НЕХ € Kex, BI N Ç= Kers. ААЙ Kers = М.П 


| і 0 0 1 

k= |, б = |, | 
Bir, A C ӨҢ AX. + AX; = 0, 

Ар А; 
А | 
MT А, ы А) = 0. 因此 多; A 是 线性 无 关 的 .又 对 任 
意 X=|” ем 
+ 


У 
x = zX; + Na. 


л 中 任意 ан Х,, X, 线性 表 出 ,从 而 X3, X4 
是 N = Kery 的 一 组 基 , 于 是 dim Кегу = 2. 

3.93 RAE n RRETH V Fm 维 线性 空间 
U ШЕШЕМ. ER: 79398 25 [8] lm У 5 Kery PE 
数 和 等 于 VV 的 维 数 , 即 

dim [rn + dim Кеў = n. (1) 

HE idim Kers = n- r, ТЕ Ker BJ—£#R 3 
Artia T Ap ESR, dro Ga a, 是 Y 中 一 组 
线性 尤 关 的 向 量 .由 十 VW 是 n ЕУ ATTE У АЕ 
性 无 关 向 量 asarria 使 得 пуза ES E 
а E 880 а) = B.i = 1,2,.r, 
Д) 0.0... B, € х. 设 apaza, ЖЕ, H 
aii + waBz tte + ab = 0, apa) + аз пу) 
+= ta а.) = 人 0. 因 为 必 是 线性 的 ,所 以 Жау + 
azaz + аа) = 0, 从 而 ауа + aza, + + аа, 
€ Ker 由 于 оао," о, 是 Kery 的 基 , 所 以 存 
在 纯 量 a,41 ,0.123,…,an; 使 得 


пра + йау + 十 ад, 


АХ; + А Ху = | 


= HHIQr + Apeza EUU ац. 
ЕЙ 
ауа + аза + + аа, + (~ а?а 
+ (= anaapa + + (— a,)a, = 0. 
Н aar "азага, 是 VV 的 基 , 所 以 是 线性 
EXHI, А ар = ар = а, =-— = 
- а = О.З НД, 8,,8:,:--, B. É [my 中 一 组 线性 无 
美的 向 量 . 现在 设 BE оу, 则 存在 € У, 8 8 = 


G. 二 = 


Xa). HT ааз, e, 是 ЙОЗЕ, ВТЕ 
а = blm | | bsna + + ба, + hara, + 
+ btn. 
因为 / 足 线 性 的 ,所 以 
B — мба) = Вар) + Боаз) +t" 
+ Ва) + b. ka... 4) + 
+ pK and- 
Fa Igi r BE, а) r+ 18 п 
时 ,oa € Kery, PEVA а.) = 0. AHE 
8 — Буй, +8 + + b... 
RAY, Ims pT g E pt e 的 线性 组 
#. M В.В, B. 起 线性 元 关 的 ,所 以 В, 8... 8 
是 Imy 的 基 . 从 而 dim т = >. 于 是 
dm Іт + dim Kery = w. 

注 ”尽管 3.9.3 证 朋 了 dir ач + dim Кек 一 
dia WV ,但 并 不 -EA Im v+ Kery = VV. 其 原因 是 ,一 
般 说 来 ,1m3yE UU, 而 VV 并 不 一 定 是 U. 即 便 上 一 V, 
B. v 到 自身 的 线性 变换 ,也 不 一 定 有 Imy t 
Kery = Y. 例 如 ,在 3.9.1 中 ,对 线性 变换 9, 有 Im” 
_ R, [z Ker = © Im9. 内 此 

иту + Кем = R, [z] S£ R[x]. 

3.94 ËF УЖ n 维 线性 空间 VW 到 nz 维 线性 空间 
С ШЕ, B. dim lm = >. 则 存在 V ВЖ аз, 
азе, e, B Ü НАЕ В... А... ER 


L 0 
Rasa) 一 CE О] ү a (2) 


即 .* 在 V оу ,az，…an BU PEB B... s Ba F 


"I, 0 
КИЙ 

Ш H 3.9,.3 可知,dim Кег/ = в-к. оа 
азо. a, 是 Kery 的 基 . 由 于 由 VW = п, ü] $ 
atan саа, ЖЛ V [М орар оуан 
а RB = (a). 12 r. 8 3.9.3 ЕЙ 
TWA, 81, 2.7, 8 Ж пун Ж ОН F Im Z< U, B. 
dm U = m „нё A .8.. ЛЫ ESETE 
Bs B. B aet B. EA, 

(a) = В, = r, 
Ќа, = Ü,r +1 r S т. 
FEBS (2). 

3.9.5 у n 维 线 性 空间 V 到 mm РЕК ТЕЗЕ [8] 
ГАЈЕ PERDA SI. H dm Im f= r. ajen ,an ДЕУ 
EIE, A Br ,局 EU NÆ, H 

ang sap) = (81, ё. Bm As (3) 
ШШШ om x n РЕА EIRE SI СТЕ V Јо e, 
a, GU ПНЕ. 82,7, 0, T BRA Жл. ПЕНЯ :rank4 


— dim Ír v. 
证 ”因为 dm Im = 7, 所 以 由 3.9.5 可 知 ,存在 
V Жар уаз ,a 与 U ВАЕ 1.85 0 ñ, EE 


L Ол 
реА ата лє. 


Жар ау 7.0 B = К БА 7 В J) | 
наз Суй» BR оГ 
设 V hihta аза, 到 基 a ay .a, ИТ ШӘ 
阵 为 Q , ВП 

(араз уте) ) = (arar r а, 29. ° 
HEUREA ‚Ду е, ЖД. p... B, ВО 
矩阵 六 Р, Вр 

(B.B. Ba) = (PBB 
WER 部; 得 到 

aa 
因为 7 是 线性 的 ,所 以 惠 CD 

二 Э aaa aQ) 

= (B... B. AQ. 


сз. )P. @ 


„беу дз оа. ) = (B.B, l B, IPAQ. 
于 是 得 到 
ri. 0 
PAQ = P ,| 
H T P tQ 是 基 的 过 渡 算 阵 , 因 此 是 可 道 的 ,所 


以 A 和 和 К ”| 是 相抵 的 于 是 有 rankA = r = 
O 0 
dim Lm 
1 (73.9.5 ВЕНА АЈШЕ, ЕВЕ) TERA 
两 对 基 下 的 矩阵 表示 是 相抵 的 . 


#2 WAEmn Жр. ” 维 线 性 空间 立 的 
一 组 基 al ,aa，…ay Mm ERTU KHE, 
Bast fu E 

Kapaz t 0) = (PB, PA 
恒 可 确定 VEU 的 线性 映射 3.9.5 BH, ER А 
的 秩 即 直线 性 映射 .#7 的 象 的 维 数 .由 3.9.3 可 知 , 线 
ШЕЙ 的 核 的 锥 数 dim Kerw = dim V - rank4. 这 
不 但 给 出 了 m x и EA ВОЛГЕ 2 B m x ЖЕЕ 
Ая 维 线性 空间 VV 到 m RESH U 的 一 个 线 
性 映射 Z ДҮН Гот x w EBA 的 秩 的 几何 意义 ， 
Нр запкА 即 是 dim Dn. Z, RA n ~ dim Kers. 于 是 即 可 
用 线性 映射 w 的 象 hny 和 核 Ker ЕБ RHR A 
的 付 的 问题 . 

3.9.6 H A flB En x n ЖЕЕ. ПЕВ: 

rank( А + Д) = тапка + rankB, (4) 
ЯКУН НЕ z В Ун 阶 可 逆 方 阵 P 与 Q， 
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使 得 
L 0 
A= P|; ojo 
0 0 
B= Шр И 


时 成 立 , 这 里 rr = rankA,s = талН,Н >+ s =< я. 
Ш apan o,a, En ШЕНЕУ V ВЕ, 8, 
应 ,… B, т 维 线性 空间 UU 的 基 . 令 
a ra A = (Bi, Br, Pn) aA, 
Alapan aa) = ({\,%, е ,„)В, 
Шо У 到 UU 的 线性 映射 .由 3.9.5,rankA = 
dim Im.zZ,ranakB = дип Я, гапк(А + В) = 
dim Imk. + 为, 于 是 式 (4) 等 价 于 
dim Тп.) < dim Гоа + dim 8. @ 
ЯЕ 8 C Imirt 3) ДЕТЕ а E Y, 使 得 8 = 
(S+ ANa) = а) + Жа) S Im Imi. PAE 
027 + A С Imat Г. 
于 是 
dim imiy 38) =< dim( Im + im. 
其 中 等 式 当 且 仅 当 (+ 38) = Iməf+ а зї. 
由 维 数 定理 ! 即 对 两 个 线性 空间 Yi 与 vA 
ату + dim V; = dim( Vi + У) + dim V [| Va). 
ПИ, Е ВЕСЕ НАУ, 中 国 科技 大 
学 出 版 社 , 1989 年 版 ) 得 到 
dim Iml + 5) =< dimi im + lm) 
= dim Im + dim Im, 
其 中 等 式 当 且 仅 当 Im [1 imi = 0 时 成 立 .这 就 证 明 
TAD, MA4) Ж. 
从 上 面 的 证 明 可 知 , 式 (4) 等 式 成 立 的 充 要 条 件 


是 
Imis + 83) = І) га. © 
了 下面 证 其 , 式 б) 等 价 于 
Ке Гр Kers = Kert.y+ 17), @ 
Kers + Kera = V @ 
同时 或 立 . 
事实 上 由 3.9.3, 有 
dim Ker.g# = n — dim Im Z, @ 
dim Кегй = n — dim Im, 全 
dim Kert + 9) = n — dim Габа H). 19 
现在 设 式 ©) 成 立 , 则 
dim Im( + 4) = дип Im + dim In 号 . 
因此 


dim Kerk + :有 = n — dim Imf + 28) 
= п ~ {dim Im: + dim тё). 
由 式 ® О 
dim Кеб + 2) = dim Keri + dim Kerst — n. 
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由 维 数 定理 ,有 
dim Кете. + @) 
= dim(Ker + Ker#) + dim( Kera Г Кег#} — n. 
Вр 
dimt Ker + Кег-#) 
= р + dim Kert: + 8) – dim(Kery) Кес). 
容易 和 证明,Kereg Г} Кегй С Kerl + 2), JA Hm 
dim(Ker.g[) Кес) = dim Ker(/ + 8). X. Kers + 
Кес .因此 有 dim(Kers# + Кей) = п. РЖ, 
п = dim( Kerg + Кет) 
= n + dim Kerf + 2) — dim(Kery Г) Ker.) 
= n. 
JA i dim Ке + Ж) = ат(Кег 门 Кег#), 
dim(Ker.Z+ Кей) = n. E зї, © H G) A. 
М.а, (@) Яп @ йд ‚ЛД, 名 和 维 数 定理 有 
п = dim(Ker.# + Ker 的 
= dim Ker + dim Кег#— dim Кет} Kerž. 
BIN (Q 8 
n = dim Ker + dim Ker — dim Kerf + 8). 
H @ Ж @ Ж 
n = п -dim Ima + z — dim Im 
— in — dim Im(.Z + 2}. 
所 以 
дип Imis + @) = dim Паз + dim Im:3. 
AHA O RL. 
现在 由 于 dim Ker = n — dim П = n — rank:2 
= n — s, TA Ked RAE a ay i a ЖЕЙ 
ЖЫЗ УЖ а, ,az ars ays аал. ЙЇШ 
3.9.3 ВЧЕН Н}, (а, 1 20,7" (a, ) 是 9 09 
E, RREA „ы trha BA Фара. 
п. Є Kers. 由 于 dim Kers = rn 一 ,所 以 可 将 
Baerlon 扩充 为 Kes 的 基 y 7,， 
‚а ВУЛ УННУ, уз. сз, Ye Уз, 
"Улада oo H 3.9.3 的 证 明 可 知 ， 
Ау) y.) 是 Im 的 基 , 依 次 记 为 B 
Br enp BF Tm Tm = 0, 所 以 Bi Bro, 
В, .B,- 1 „8. 是 口中 一 组 线性 无 美的 向 量 ,将 其 扩 
充 为 ИНВ, a Be s Bei A... B. з» 
B, . Wl 
AM Yia s Fass Anat] tay) 
‚сы, ,Ti 0 
МА 
Жу, Уаз Rast] озак) 
= вв |]. 


А 
y-t 777 


设 
【= 
(有 =) 
W Q 和 PP aE n BA n 阶 可 送 方 阵 , F. 
sy). a Fu Q, ар а) 
= Кан 409 = (B. B. АС 
= (B. Ba PAQ. 
БАШ 
І, 07 
PAQ = P 路 
同 理 
0 0 
b Я! 
397 AHB ihm X яа Pln x р ЕЕ. Е 
BH: 
rank AB =£ min!rankA ‚тапКЕН|. (5) 
证 КМУ, EJ W ТЕ p уя Ёт 维 线性 
空间 , ШЖ jenar t e l, [A.B 8 与 17.， 
FoU Yal ЗЯ V,U 与 W Wan. 2 
ABB. = Су ЈА, 
laen oa) = (B.B. B.B, 


MEE U B w ИТЕН, 4 J: V ЖТТ 的 线性 映射 ， 
由 于 

МА атар. 0) = ОД. 22,7, B.) B) 

= (ур, 2. Ym AB, 
BT AB V EW ЕНЕВ МИЛТЕ V АЧА ау, аг, г, 
а„| М АЗЕ ур, уз. с, y l РЕВЕ AB. 
注意 ,线性 映射 a BJ SR Im Ej 50 }ЕШЕ] 27 В 
@ Im y 才 是 WATZE. ЕСЕ y C meg, H tk 
射 的 象 的 定义 .一 定 有 = € У, y = a) fd y 

Жау = Аа). НР B E.V EU ДЕШИН, 
所 以 Ва € UAE y = Aua) С Тя. АТВ 


Im «ЎА ган Im. 


于 是 
dim ТА s dim Im Y. 
H 3.9.5 8 
rankAH = rankA. qD 
aAa, iH T мй E V p| W НЕ EDEN A E. 
УЖ RRR , EE Ket 5 Кеч E VATA 
间 . 对 于 任意 € Kers HEHE, Җа) = 0. 而 
地 是 线性 上 映射, 所 以 ЖО) = 0. 于 是 sa) = 
着) = 500) = О.о C Когай. 从 而 有 
Кег# С Кегли, 
上 由 此 得 划 
dim Ker: < dim Ker... 


由 3.9.3 有 
p — dim Б = p — dim ims, 
Bp 
dirn Im- = dim [m 2. 
H 3.9.519 
rani AB = rankB. È 
由 式 A 02 BIRKS). 
3.98 3 n 维 线 性 空间 UU 到 zw 维 线性 空 
W 的 线性 映射 ,只 是 p 维 线性 空间 V 到 维 线性 空 
U 的 线性 映射 -证明 
dim(Ker.# Г Im) = dim Im - dim JImx (6) 
Ж ATAR VAU ЮЖ ИЧЕ, ua Jë: 站 到 全 
ЙЧ ҤЕ, БЕД Ке Ej Kerst 是 V 的 子 空间 .对 
于 任意 a| € Ke, Ale) = 0. h у ЕРЕН. 
Ш 30) = 0. ВЖ а) = Ж(а)) = ж0) = 0. 
从 而 a C Ке. TE Кер с Kert. BM, 
dim Ker = dim Кег-й. 
iÈ s = dim Ker, z = dim Ker, W з =< £, B. ffe 
Ке ШЖ ma mu 由 于 Ке Кет, H £ = 
dim Кеп, Br Ын Kesa ФЕ 96 8) 8 a, 
«зуп, ЙЛ Кей 的 基 а.а. 
с. ЇЇ Кег С VV, 因 此 可 将 ор, аз, о, аруа; 
扩充 为 V ац, оз" 
IE а) = В. = s + 1, t. LMK B. € 14. 
ХВ a, € Кеса, = s + 1,5,2, 所 以 АЙ) 一 
Aa) = O. АТВ, € Kerx Вр д, Є Kery Imt, i 
„t. B 3.9.3, т im = p — х, фт мА 
.于 是 为 
‚В. 是 Kers N 1ай Е. 
А, AE Abai + … + 


A i 


rt rart] T a Gpe 


= 3+1, 
= p- г, ВТЕ dim ша dim П = 1 
证 式 @, 只 须 证 朋 , 8.1, 
CET ETETE 
Ай, = ОВЕ, Mi 
Ah ке + АЙ 
= А һө) +7 + Аа, ) 
= (Ала Б t ha) = 0. 


ТШ ҢА, ыа ы + + Aa € Кей Ға. п,‘ z, E 
Кет Жу, ВИ 

Аат Ж + Аю, — Аттор + Азар + 7 + А, 
Ж А.А, 777,4. 是 纯 量 ,因此 

Мат t Azaz t да + (Ааа 

+ {= A,)a, = 0. 

内 于 apap tm asist a, Ж Кеги KAE, M mE 
线性 无 基 的 ,因此 和 1 = Az = А S- Au = 
=- À, = 0,80 А, = … = À, = О. ИЕН, В... 


…, 训 是 线性 无 关 的 . 
其 次 设 8E Ке Б, A 8) = 0, 且 存在 a 
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€ V, 018 B = о). 所 以 а) = 0, оа € 
Kerst, Н Fa азр," вау, a, ЖЕ Kes ЖЕ, 
所 以 

a = арар + азарт + ad, + афтар + 

+ аю, 

其 中 aeyeairl a: EAR. HT AEREN, 
А agag, Є Kerá, PTA, 

B = Жа) = а (а) + + adia) 

+ асур асн) а 86а, ) 
= аайы t U + аф, 
Ж. Kers Г] їй ТАГ БЫН Н Br 
A 1. АПШ B. 8.2. B. B: Kers f) Im2 BJ 
ЖЕ. 
Ж 3.9.8 是 一 个 很 有 用 的 结论 .其 证 明 有 很 强 的 

几何 背景 ,其 证 明 关键 可 从 下 面 的 示意 图 表 痢 出 : 


Kerti 
Кер? 
VEE: ар, e 009 Qp оў дуаа 
А + + { + + { + 
ГЕД Ü, 0, 0; Barhi Жаы. Aap 
Казя 
ај + + + { tf + 


3.9.8 证 明示 意图 


3.9.9 (Sylvester 8k Ж 2816) А В н x 
n 各 nn x p PEBE. ПЕНЯ: 


rankA + rankB – z < rankAB. (7) 
证 R 等 价 于 
rankB ~ rankAB = n —тапЕА. q 


将 m x n ERA 与 # x р ВЕЙ ун 维 线性 
空间 上 到 zm 维 线性 空间 家 与 疡 维 线性 空间 全 到 ЖЕ 
ERHET] U 的 线性 映射 .x 与 36, Bp 

30.8... B.) = (ут. У. FdA, 

Aang) = (BP, B B, 
В ау, аз, 7,9,8, B. Syri, Yrs Za Й 
Æ V,U 与 WW 的 基 . 于 是 由 3.9.3 与 3.9.5, 有 

т — ranks = dim Kers. 
由 3.9.8 与 3.9.5, 有 
rankB — rank AB = dim Im3— dim Imst 
= dim(Kerx | Im®). 

于 是 式 Q 等 价 于 

dim(KerzzZ N) Im. A) =: dim Kerw. {д 
BRA Ker 8 Ke. В D 成立 .从 而 式 
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O, Ü: АС) и {а 4. 


(7) АЗР. 

Ë ”从 3.9.9 的 证 明 可 知 , 式 (7) 中 等 式 成 立 等 价 
FAO 中 等 式 成 立 ,也 即 Ima П Kers = Kerey 由 此 
PARRA 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 . 限于 篇 幅 ， 
这 里 从 略 . 

3.9. 10 《Frebenius 秩 不 等 式 ) 设 4 ,上 与 C 分 别 是 
z X n, X p Ë p X д Ee. ВЕН; 

rank AD + rank HC — rank Ë = rank ABC. (8) 

Ш RD 等 价 于 

rank BC — rank ABC = rankH — rankAB. i 
H V,U,W 与 工分 别 是 g 维 ,pp 维 ,n EE m 维 线性 
з]. ЖОШ А,В ЖС ARRA w HT, U и ЯД 
V 到 上 U ЙЕНЕ] 27,9 Ыр tz, Вр 
A Ут, Yrs = el 
A В.В.) = (у. Fa, y AB, 
“Каар, со) = (1,80, BC, 
其 中 о, rag atgti By. B iyi. yz. Yn 与 st， 
єз, AAE V,U, W УТА. H 3.9.5 A 
rank BC = dim mf, 
rank ABC = dim Imtis, 
rankB = dim 9, 
rankAB = dim Im. 
于 是 式 O 等 价 于 
dim Im- dim з 二 dim ъй dim поси. 39 
由 3.9.8 有 

dm Го: dim пъ У = din( Кеги [) Іп), 

dim [Im — dim Im} = dimi Kers [| 9). 
TEA 他 等 价 于 

dim( Ker. | Im =< dimi Kers [| Га). © 
易 知 шуй? СС Im, 从 而 Ker N аж С Ker N 
ка, # Kers Г\ гай Ked N 660-218] ЖК: 
D 成立, 从 而 式 (8) 成 立 . 

3.9.11 RA En pA. ER :存在 正 整 数 上 ,使 
得 

rank AE = rank AS"! = гапКА*!? = ... (9) 

Е к Л РЕ АЖЫ n EREE NV 上 的 线性 
变换 о ER АЛЕ V оаза, 下 的 方 阵 表 示 
A A ВАИЛ у 

мараз, a) = (отуд, a, A. 
将 方 阵 A 的 秩 rank A 视 为 线性 变换 О АЕ 
数 dim Im (E 3.9.5). 考虑 V БЕН. v, 
,于 是 得 到 线性 变换 的 象 空间 序列 : 
Ims Глам, е m, S T $ 25 [Н] me 与 
[mI ВС Тан ШР ТЕ оа С У, ER p = 
oa) = a) НТ У 上 线性 变换 ,所 


A Хе) Є V. АШ A Aa a)) C Ima", 因此 有 
шты” С I. 1 2,…, 妈 得 到 人 象 空间 序 下 
的 一 条 降 链 : 


Im YD Im. Оз D Im. О, 


dim ит Z dim Do Ес 
由 于 V o Im.” 0, ВТ я ш> dim Ims" > 0. РЕ 
序列 ;dim Im.” | mm = 1,2,…! 足 一 个 有 界 的 非 增 非 
货 整 数 序列 .所 以 存 人 三 正 整数 使 得 dim Im. = 
dim Im "l, Е Im! Im. ,ËBll ns E Iro 
Ву 5 [0], B. Im. imt] 的 维 数 相等 ,所 以 有 
Im = ә 1. 
现在 证 明 , lma = ima Ë ABB a Ы, 
In." С Im. ВУХ а € Imat! , MEE BE 
ViR a = (8) = 18)). 由 于 (8) € 
[Im ,机 Im Z: — Imt, ARTE y C V, E h 
(б = Чу). ЩЖ а = AAD = 
a) 从 而 
ть?! оъ FEA Imt рай? 


—. 


= Чип Im" 2 с 


EH EREM RS 

Im. = Imat) = lm = lm = e 
二 是 有 

dim Im. = dim Im 1 = dim [авай = с. 
由 3.9.5, 有 


rankA* – rankA”'! = rankAtt? = +, 

Н 由 3.9.5 与 3.9.3,dim Kers= n -rank4, 所 
Анори БЕ ЕЕ а, a е 所 
确定 的 楼 序列 Kerg, Kerf, е Kera + ЗЕ ШЕ ЕҢ 
3.9.11. 

39.12 А Еп AR. ЕН: 

гап + А} + тапкі, ~ А >п, (10) 
共 中 等 式 当 有 旦 促 汉 向 是 对 合 方 阵 , 即 A? = I, 时 成 
2L- 

ME 9" ИВА 视 为 n 维 线性 空间 VY 上 的 线性 
变换 у EIS 

Kay my Qa.) = Laa a A, 
ЕФ а.а, a, ЖУЙ Ж.Ж + Pea tu yB r, 
MA п ЖЕК Р н] V EEE ЛЕК УЕП 

Kejsar a, ) = (ауар, an) ly. 

R 3 9.5. 98 ranki, + A) 4 tankit, + A) 分 别 视 
ЭТЕ EB f+ УЫ d- .jy 的 象 пабу а Б] Па 
аб) 的 维 数 dim Imi f+ s) Н dim Im( #- ч. + EE B+ 
аз [В] Sr НН 

dim Im. КЁ) + dim Im(./ Аи) 

= dim (Im( ў y} - [m( f- vi} 

+ dim (imit A [| leals- A. 00 


FB LU Imtz+ + lmit- A V ФРЕЕ a € V, 
有 


а = (#5 Са) +- (本 


由 于 (f+ A a) € тб A (7 5 0С а) € 
Imis а), ВТЕ е € Imit s + imi f- 20). a А 
任意 性 ,有 УС а) + Im(.f— A. FE (+ 
a) + Imis- а) = V. JA TI 

dim (Iml? + w — Imis- y) = ату = n. 
HA 19 1931 

dim Im(.f + w} + dim In 办 

= mn + dim (Im(.Z+ wA Г imi- w}. 
而 dim Im 4) [| Im Z— +) Z 0, E! 

dim Im E + A) + dun Imd- 0) шел. a] 
EPH RY а) N па .以 = 0 时 等 式 成 
立 .出 3.9.5, 式 09 即 为 式 (10). 

现在 设 Imi 0) П Im(.z— 20 = 0, 则 对 任意 a 
€ У,(7- Fa) = (y+ A ay(e)) = (7- 
+ € Im +.) [m= 
S- О Уе a = 0.Ң s E mist а) D 
(7 .及 .由 于 aeE ла о, ИЄ УШ 
得 & = (+ AE BEL- a) = (7 а) (0) = 
0. H Ta Є Imit- а), ИЕ YE WV, 使 得 a = 
CF- асу). РАЕС (e) = (+ U< аА) Су) = 
CF- (у) = 0. 


а = 1167 аба) + (+. а), 


PTE e = 0. MM imiti at O In( 7 二 站 .这 就 证 
ВЯ, (7+ 门 а-а) = 00-27 = 0. 
而 


(J PMH ajag, rap) 

= (01,04,79, 001, — А2). 

所 以 S-F = 0 RF L. - А? = 0, 即 A 是 对 合 方 
阵 . 

3.9.13 H pA) = аА tap А Т +e t G À + 
aa ЧСА) = bà) + б АС! + + БА + bo ЖЖ 
关于 4 的 次 和 / 次 多 项 式 , 其 中 a, 30,5, >= 0, EL 
РА) 和 gt4) BERK. A En 阶 方 阵 . 记 

PCA) = ФА + edt +з + a À + ah, 

КА) = ВА T bi A l+ + b IA thol. 
证 明 : 

таЕр A) + ranka (A) 2 я, (il) 
其 中 当月 促 当 р(А) (А) =0 时 等 式 成 立 . 

证 视 2 阶 方 阵 4 н 维 线性 空间 Y 上 的 线性 蛮 

换 .y, 即 线性 变换 wf 在 VY 的 一 组 基 &1,a2,… e, 下 的 
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方 阵 为 4 ,也 即 

ajag m = ajta ,а„})А. 
于 是 

(араада, ) 一 Caraz ›а„)А?, 
对 非 负 整 数 m, 

И (elima U ад) = bagaz a ) Am. 
从 而 


РС) (араз, an) = Carn ta PLA), 
gef eraz aa) = lana a, (А), 
即 方 阵 АШ И р(А) 5 gA) 分 别 是 线性 变换 ш 
HERR pl 与 9g( fg V а ,аз, с.а, F jr 
阵 表 示 . 由 3.9.5 可 知 , 式 (11) 等 价 于 
dim Impt + dim Ipa( >п. @ 
由 子 空 间 的 维 数 定理 ,有 
dim Impl + dim Img(.2) 
= dim( Imp (A) + Img (sd)) 


+ dimi Impi A Img (on) ). Ф 
£ Impl + табай = V. FHE 
[Impl + mgl = V. @ 


为 此 只 须 证 明 , V С mph) + mgl. ШИЙ, 
项 式 р(4) 与 a (A) BERA, B р(А) 与 (А) 的 最 
大 公 因 子 是 1. 于 是 存在 多 项 式 (А) 与 wi), 使 得 
uA РСА) + vlaga = 1. 
将 线性 变换 АЊА E X, 133 
F= риба) + абз) об), 

其 中 用 到 了 同一 个 线性 变换 йр Ж з E пр 
H, Р YY 上 的 恒 同 变换 .现在 对 任意 z С 六 ,有 
a = Xa) = (pidula) + gw) (а) 
= ра) (и бый)(а)) + gm tl ot (a)). 

HP PC (иб 90) (а) € mpd (4000620) (а)) 
Є Img). NE e Є Тар) + ппс). Н о АНЕ 
性 ,有 V — Impl + mgle) AMEN T A B. Hi 

式 吗 有 
dm Impf} + dim Jmef 

= ту + dimt Imp П 14090) 

= a + dimi йт (5) N Ino( pf} 

229. 
ERRERA din(Ima (s) N табай) = 0, ВИ 
Impl Г (9) = ОВАЗ. ЗКЕН T 00, tE, 
HAOD 成 立 ， 

钢 在 给 出 合式 @ 取 等 式 的 充 要 条 件 Imper П 
Img(. = ORR RET. И Impl) Г] Ima (a) = 0, 
则 对 于 任意 < E V allgla) = 
q( B 00 (ay) € тр) N Iimg( = 0. 因此 
БС) 900 ЖУ ЕВНА Б PU а мй) E V 
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上 的 零 变 换 . 对 任意 ge € пр) П тыб), z € 
Impi ТЕ p E V ,使 得 a = ра) (д), Ы, 
(50 (a) = pA gH) = 0. Ха € (0), ВТЕ 
存在 y € 了, 使 得 ao = glay) АП р) (а) = 
рй аб (y) = 0. 因 而 
к = Ќа} 
= uC ра) (0)) + vlg Aa = 0. 
于 是 Impi [\ пд) = 0. ЕВ, арб) A 
Img) = 0 等 价 于 pAg h ЖУ БВА. й 
рО (9) (ор, аз, е, а„) 
= (ау, аз, an J PLANLA), 

即 рм.) ЖЕ V { Ж еу,о, a, 下 的 方 阵 为 
PLAJA) BETTE aate, 下 的 方 降 
是 零 方 阵 . 这 就 证 明 , 式 (11) 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 
为 六 4J9tAi = 0. 

3.9.14 и ” 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 . 
ERI ERR k, 

V = Ima (D Ker 
ш ЖИЫ 
аз = Imat, 

证 ”必要 性 . 设 Y = m4 Eker. BRE Im. 
© ima. MEH a C im MEERE У, #8 о = 
(B). НТ V E Imat 5 Kert 的 直 和 ,而 有 < У, 
所 以 存在 £ € Ima 与 7 € Kerf #198 = 2+ 0. B 
HEE mot ЕСС 了, 使 得 5E= (р), ТЕН 
= s (E) +. a = (С) + р) = ай) + 
SP (n). HT 7E Kera, Pr A g (n) = 0. Mm o = 
FELG) Є maf. Ща ERTE AKON Im C Ima. 
这 就 证 明 ,Jmsp = Im. 

充分 性 . 设 Ime = m, ЩЩ dia Im = 
dim Гола. 由 3.9.3,dim Кеги = n — dim Ima, 
dim Kert = п — dim Imst, 所 以 dim Келей = 
dim Kert. HE, E a € Kerf W Ala = 0, А 
Fla) = Alata) = (0) = 0, 因 此 Kerat C 
Kert. F EIA, Kest = Kerf". 

现在 证 明 , V = Im + Kerst. 首先 内 十 Im 与 
Kerst 是 六 的 子 空间 ,所 以 Ime + Kert С V. MK 
Hac У, 3 (0) € lmt. hF mA = Im, B 
AFE B€ VR Ala) = АВ). EE 

Ala 一 = 站) = 0. 
从 而 a 一 SE (B) Є Kerf. FE a = 08) + la- 
S ВУ), ЁН e (8) Є ъй a — (8) € Kera. Ph 
Б) e € P + Ker. h а 的 任意 性 可 知 , V — [m > 
+ Kerst. ЖЕЁШЕНД, V = Imo + Kers. 

最 后 证 明 ,Y = Im. Ф) Kera ,为 此 只 须 证 明 ， 
Ima f) Kera" = 0. ËF а С [ms [|] Ker. Mj o € 


іп HHI {4 ТЕД Є V ÝE o = (8). X a| E 
Ker , ЁД (а) = 0. AEA E) = 8) = 
D. FE ñ € Ke ft H F Ket = Ker, ВР 
ОВ) = O ба = (8), a = О.А ШЕН, hn 
П Ker # = 0. 

3.9.15 证明 :对 于 ” 维 线性 空间 V 上 的 线性 变 
Ж ,但 存在 了 上 的 线性 变换 2. Eq МА заар. 
而 县 

dim Па + dim InvB = x. (12) 

Ж H 3.9.3n| 81. dim Ker. = no dim Im. A 
Ш.Ж 3.9.15 Жу, ДІН dim Ker = dim Im 各 
所 以 为 证 明 3.9.19, ДА УҢ ШЖ Kers AT. 

Hi Р „Н Kers i V AFER, ATE V 0 
FEE U ig 

V = U GD Ker. 

于 是 对 于 任意 о Є V, 必 有 了 唯一 一 对 回 量 g, у, € 
Viy € Ке, фе = B+ у. НЕХ V 上 的 变换 
ФР: Та = g+ Y€ Ү,Ф До) = 7, 易 证 变换 
д НЕВ о = B+ yE V, (а) = Y 
€ Кета, ТЦ а) = Ale) = W y) = 0. Hik, 
stAT V НАЗА. HKE , пл = Ker. Ek a € 
Im, WFE ВЕ У, Ва = 6). HT e je v E 
的 零 变换 ,所 以 wa) = AKP) = Ж В) = 0, 因 此 
a Є Ker y, ААТ] 1546 Kerw Б a € Kert, М a 
= 人 + a 所 ШЖ Кете. НЯ AER, Aa) = 
а.о € 4. PTI Ker C, Im. PX RE UE BH , Ira = 
Kers. 从 而 dm Im = dim Kers. 由 3.9.3, 有 
dim А = п dmlna 即 式 (12) 成 立 . 

3.9.16 证 明 : 对 > 维 线性 空间 到 上 人 尾 意 一 个 线 
性 变换 ,总 存 在 上 可 道 线 性 变换 4. ES a 
等 变换 СЫ) = Зы. 

Ж 设 dm Im. = г. ДИЊ 2.9.3 BÍ SI, dim Kers 
= к-к. anita, ЖЕ Kera Ж.Ж а a, m. 
FER V ар, озь 720, B 3.9.3 55 
证 明 可 知 , а), ñ a). хб а, ) E Im ДЖЕ. P 8, 
= а, ) i = 1.2, r. а 4.0... 0. D. 
EA V RE P brno Ву 六 .对 任意 о € 
V,e ТЕЖ 8,8,7, B B a B, F fJ СТЕ 
Capaz a, ). Шо = арб T ауд + o + a f, + 
gaa tutapa Ж V ЕРЕ Zb F: а = 
ай tabt + ad калава + + ad, € V, 
2 (a) = ara) F азе + £ naa, + ауа, ++ 
Apita- 

首先 验证 ,Y LIJE A EREK. а = api 
taafi t" кай, + ауда t e T a B. = буй, 


ЕБВ {toto Є V.A, n 
ВШ, 
Аа + ий = (Qa + рб) +з + (да, + рб, )8, + 
(Аа, 41 + Ф) + 
+ (Аа. + pbp) Ba 
由 变换 .4 的 定 兴 ,有 
Жа + PB) 
= (Аар t рр )о to + (Аа, t pb ya, + (Аа, + 
нб, алдар t (Aa, + ab.) a, 
= Afaia + + ae, + атда ЖОС? + аа) + 
Hiha ton + ba, + Ban + + baz.) 
= Аа) + и В). 
因此 яве. 
ВОСИЕВ „22 ДЕГЕН Ка = а. + aB, + 
+ ай, + asa Bai t + a ñ. B = bib + 68 + ~ 
th + ba B. ++ bB, € V.B. Җа) = 1800), 
йин 党 的 定义 ,有 
(а) = ара + Жаа, + суша t U + аад 
AB) = Вор + + ba, + Буа, T зс + byan. 
H Tao a, ЛУ НЧА ЕТА а) =. Aei 
ја = б, = 12,…,n. 因 此 ,a = B.B AERAN. 
另外 , 若 а € Kerg, ШЇ 
Жа) = азар + араз + + ша, + араар T "° 
+ а, = Ü. 
所 以 al = ax = б = a, = 0, еа = 0. W Kert = 
0. Р Н 3.9.3,dim Im = x - dim Kers = n. ЛЙ 
Im = У.Т d ERA. H T о ВЕ А, V НОЙ 
射 ,因此 ау, Вр ДН]. 
最 后 证 明 ЖЕ ЕЕЕ. Ка = aja + азар + 
+ аа, + asas + + аа. 由 于 así. a, Є 
Кеги, ВТЕ 
Жа) = ара) + ара) + © + а а,) 
= api + aak + + a B.. 
由 变换 名 的 定 尽 ， 
Aa) = 'A( akal) 


= ауа T аза» КЗ + ap 


因此 
(Aa) (а) = аца: + аза;+ e` + аа, = Аа). 
H & KERERE (3802 = Z. 

3.9.17 Ë Yp У. V, Ë m + 2 AARE 
线性 空间 ,其 中 Vo = V, = б.к ЖУ, У, a А9 
线性 映射 ,i = 0,1,-,ю ПН Ker. у = Ima, = 
0,1, — 1.1ЕВҢ, 


Улуу, = 0. 
„=й 
证 考虑 V, 到 Vaa 的 线性 映射 Y. ,其 中 г = Q, 
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hocem. E 3.9.3, F 

dim lm- + dim Kers, = dim V,. Р] 
НД, 4; = 0,1,--, т 一 1 时 有 ima = dims]. 
代入 上 式 得 到 


dim Kor- + dim Kersh = dm Мо, 
- dim Ker # — dim Kerei = — din Vi, 
(— 1}'йша Кеў, + (— 1)! dim Ker: 
=( 1YdimV,, 
(- 1)" ата Kers, + (— 1)” ldim Kerw 1 
一 { 一 ] )” ldim Vi ПШ 
{= 1)”din haz, +6- 1) "ата Kerr, 
= (— ])”dim V,,. 
将 上 述 诸 式 相 加 ,得 到 


>- 1)'dimV, = dim Ker + ( - 1) "dim Ims. 
1=0 
由 于 Кег © Vy = 0, п, © У„, = 0, 所 以 有 
SU- 1Y'dim V, = 0. 
0 


3.9.18 Z R n Еру 上 线性 变换 . 
FE V ЕКИ A БЫ Ща АУ 上 的 
线性 变换 . ME a- АЛИ Kerle- А.) BIETE 
间 , 则 3 称 为 .4 的 特征 值 ,Kerfz- AD КЗ BJA Е 
特征 值 4 的 特征 子 空间 , 记 作 E, ,而 E, ЧЕЗ ТА С 
为 .的 属于 特征 值 À 的 特征 向 有 量 .证 明 Ж А, 与 4， 
基 立 的 不 同 特征 值 , 则 E. П E, = 0. 

证 асе, ПЕ, M| z C E, Ea € E,,. B 
+ bE = Kerl- АЙ Бы = Kerf- Аз, ВТЕ 
-A Ala = 0, HCE- А5200) = 0. В а) - 
Ае = 0, Н а) 一 Аза = 0. 从 而 а) = Дуа 
Җа) = Аза, Аа = Ао, TÆ Aaja = O.H 
РА А.а = О.Е ПЕ, = 0. 

注 ”如 果 线 性 变 挽 vE VAa ,a3,… ,a 下 的 
方 阵 为 A, 则 .x 的 特征 值 À BDE А 的 特征 竺 ,而 
的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 a ооз, 下 
的 坐标 rt 维 复 的 列 向 量 ) 即 是 方 阵 A В Ey tr 
{НА 的 特 入 向量.3.9.18 即 是 说 , 方 阵 A 的 属于 不 同 
特征 值 的 特征 向 量 是 线性 无 美的 . 

3.9.19 B vE n 维 复线 性 空间 YW 上 的 线性 变 
换 ,. 如 果 存 在 正 整数 大 ,使 得 .# = O,W O OJD RE E 
的 .证 明 ; 线 性 变换 .x 为 蜡 零 的 充 要 条 件 是 ,的 所 有 
特征 值 全 为 零 . 

证 З, ШТЕТЕ А Ч = 
0. 如 果 ,7 具有 非 零 特 征 值 和 , 则 :Y 的 属于 特征 信 À 的 
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АЕА] Е = Kerla- 4 及 是 非 零 的 .因此 存在 非 
零 问 量 a € Б, АТ Йа) = Аа. 于 是 (а) = 
Аа) = Аа, (а) = Аа. HF A 0,2 30.8 
Шм (е) = До 0. 39 — ЈГ, ч = 0, (a) 一 
О, HERRER v RAEE. 

友之 设 的 所 有 特征 伪 全 是 零 .如 果 0,8 
“总 不 是 零 变 换 , 则 WV 中 必 有 有 向量 a ,使 得 (a) 360. 
ТЕЕ, Ж a. ay. (a) 部 是 非 堆 的. 由 于 v 
En 维 的 ,所 以 +1 个 非 零 向 量 a,a) (a) 
线性 相关 ,因此 存在 不 全 为 零 的 复数 agrais san 
19 

age + ара о) + бт + asla) = O. 

а, = 0, ор = ор = a, = 0, Ш ЕЗ, 
为 


ang + apa) + Tak (f (е) = 0. 
Ba = = 0,1 -1,ШШ ЕЗИ 
boa + буо) +t Б Ма) + оа) = 0. 
@ 
由 于 .六 Ca) 7 0, ВТЕ Бо, р, б.э ЖЫ. h 
= @b 821 

{byf Бра - + Бы 2 + А Қа) = 0. @ 
记 ЖА) = bat hà += + byot? + AF71 MRO 
得 到 

Рб (а) = 0, 

EMA (А) 即 是 向 量 « 的 化 零 多 项 式 .向 量 а 的 所 
有 化 零 多 项 式 中 次 数 最 小 的 首 一 多 项 式 即 是 = 的 最 
АКНЕ dA) = ca + cià te t е АТ + 
如 .显然 т< ЕЁ — 1, ПА сос, сь ЖЕ. 
于 是 da) 含有 非 零 的 根 Ау. 记 АА) = (А - 
A )'P(A) ,其 中 (4) 是 与 1 一 RS EIN. H T 
АСА) Ж а HEESTA, AiE 

dt (а) = (Ара) = 0. @ 
IBAS (У д.9 РС) (а). BF a(A) E «ЙЕ 
多 项 式 中 次 数 最 小 的 , 因此 8 > 0. H 9 £ (v - 
А008) =0, 即 BE E, .于 是 4, 是 .x 的 一 个 非 零 特 
ЕЁ, ЛЕ АКИН," = 0. 从 而 УДУЙ]. 

Ë 3.9.19 的 充分 性 证 明 是 纯 几 何 的 , НБ] 
阵 方法 加 了 予 证 明 , 尽管 纯 几 何 证 明 可 能 复杂 些 , 但 熟 
JLE Е EA ЗАО. 

3.9.20 ”证明 :” 维 线性 空间 Y ГЕЛЕ ¿BE E 
等 的 , 即 .# 满 足 = :的 充 要 条 件 为 , 了 可 以 分 解 为 
AREFE] E, 与 Eu 的 直 和 , 即 V = E, D Es. 

证 ” 设 心 是 徊 等 的 , 妈 .wy 满 是 ¿Z = x. 设 4 是 .x 的 
特征 值 , 刚 Е, = Kerla- AA 2 0.1 a S: E, БАЕ 


АГЕ СА. (а) — 0, В.а) — Aa. 于 是 Fla) 
=} Да) – àa. H Z =. (а) = Xa), 
于 是 ha = да, ШИА" Aja - 0. a = 0. ДА? 

А = 0. Adk А — 0,1, П.А АВЕ | sk O. 
TA E E CS 六 ,所 以 五 + Ес V. Zika € V. 
ра = (7-а) + Ха), Ви. ay 满足 
Жи -Ala = (£ = 0, (7-01 
а) € Еу, Да) ДЫ /- AG 06) = (. £ — (a) 
= 0,8 о) Є Ec Вас E + E. BI V C F, + 
Es. A V- Е + Es. H 3.918 E.E П Ea = 0, 
所 以 站 = Е ФА. 

反之 设 对 线性 变换 УН V = E, D EO , 则 对 任意 
a£ VAERE Fi,y € Ко. a = B + .因此 
Жа) = T+ 站) .由 于 BE Е = Kerly A,A 
(= (81 = 0 即 ,Xp) = p yE En = Kery, 
Ж ИЙ Жу = 0. е} = B. А.а) = .A3) 
= f=. Да), BLA- 2) (0а) = 0. Н о 的 任意 性 可 得 
ё л 0, В = „. E БАЈ. 

注 ” 试 与 3.5.9 中 等 式 情形 以 及 3,7.1 比较 ,这 里 
ЖЕТЕУ Л.Е. 

3.9.21 证 明 :* 维 线性 空间 Y 上 线性 变换 ,* 为 对 
合 , 即 满足 . 产 :- .9 的 充 要 条 件 是 , 可 以 分 解 为 ,Y 
的 特征 子 空间 E, К. 的 直 和 , 即 V = ЕФЕ. 

Ш Dk. Eu BL Z = ША E АШ, 
W .* 的 特征 子 空间 E, Z 0. Ü a R E, 中 非 零 向 其 .由 
F E = Keri - А, (и А. (а) =й, йа) 
= Аа. BE (a) = Ажо) = Аа. НЗ. 一 ,为 所 以 
Fla) = Aa) = а, РЕ Аа = о. ҚА 1}(@)— 
0. 国 为 = 尖 0. 所 以 说 -1 一 0, 即 1= 士 |. 因此 ,的 
特征 值 只 能 是 1 -1.04 EE 2 VR E + 


E JC V. УЙ аб Vita (f+ ALa) tE 


-ai= je) WG- 207 Aa = (2 - 
Ca) Ш А ARA- AULA а) 
= 0 + Са) € EL B.G. (СУ 
AC Ta) ОР 90-а) = o AEE- i 
Ta) € F. ila € Et E TE VC E + 
Е. AW V -五 + 五 由 3.9.18 有 ,五 | 站 五 | = 
О, V = E, @ Е. l- 

反之 设 对 线性 变换 , 有 V = ЕФЕ. Ш 
eE VV, 存在 BE EF. yC E а= B+ y. Ғ 


E. Xa) - ADA IN Є E, = Kel- 
AETA DB = 0,80 8) = В. ХУС = 


Кеч. y e 分 ,因此 (t+ (y) = 0. Ву) = 一 .于 
是 
Жо) = AA+ Ay) = 8- У. 
(a) = AR-T) 
= М8) - Жу) = B+ y = а. 
Вр. – (e) = 0. Яо 的 任意 性 得 到 , 2 — s= 0, 
В — В Е. 

3.9.22 ИРЕН: п 维 线性 空间 六 上 线性 变换 ,满足 
sË = ХЗ НЕ, V 可 以 分 解 为 .y 的 特征 子 空 
Ħ E F. Eo AAE V = E EDE. 

Ш Ы Е o = R À E EE, Й 
E, = Kerl - AA EIER 5 а Е, ФЕЈ, 
ПЈС Д.(о) = 0, Ka) – Аа = 0,Ш oK a) = 
ha. 于 是 (a) = Аа) = Aa, Ala) = ¿A A2e) = 
Аба) = Ata, На = о, Ы (a) = ба), ЕП 
asa = aa. 因此 (ia -aa = 0. HF a з 0, АТ А? — 
А = 0. РЕА = 1, - 1,0. AW УНА НД І, 
- 1,0. ВЖЕ, E E У, E + E_, + ЕС 
Y. 反 之 设 w € Y. 记 


а = (чё + Ста) + Сё - ACO) 
+ (№ 一 ĝl- а). 
В AUA + 00а) = (а - а), 


- ч = OREL, (и СС + Сар = 0, 国 此 
(2+ Ca) € Kerly- 0 = Еу. BE, Сй 


Са) Каба) = Е.С -A a) € En 
因此 a Є E+E + Еу TE VC E r+ E ;+ Еу. 
从 而 VW = E + E + Eo. FEHER, VEELE En 
的 直 和 .为 此 设 a € У, Н 

z B + yi + T By + у + Ё,, @ 
其 中 所,B EE Е, yi, y; € Е_ |... €C Е. H+ š, 
& € Е = Ker, MAR À EH T zÇ b 得 到 

е) — AB) + Жуу) = 08) + A y;). 
HT D.B. € E PAG- AL) = 0,(У—.9(8,) 
— 0, 8.481) = А.) = 2. ВЈ, у) = 
-= yy. A y) =- y. Nt, 

Жа) = À - у = B> — ys. 


由 此 得 到 
i - B, = у уз. 
НТВ. C EBA pi- БЕ Е, у — y, Є 
E-1. 于 是 
B Ë = yy € E, ЙЕ. 
H 3.9.18 E, E ПЕ = 0, 因 此 品 -让 = 7 — Y> 
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=0.АП В = B., Xi = У. В. IATE 
得 到 

G2 2) € Eof Ea = 0. 
Am ó = 已 .这 就 证 明 ,Y 中 向 量 a AE, E 和 
Eu 中 商 基 的 和 的 方式 是 唯一 的 .因此 V = E, OE- 
Ф Ep. 

友之 设 对 于 线性 变换 局 有 TY = E, СЕ, © 
Eo. 则 对 任意 a € V. fE BCE E, ,y€ E... £C Eg 
使 得 


а= В+у+ Е. 
由 于 PE Е = Berka- 9, (9 (By = 0. 
(а — (B) = (sP q лб у— 2С) = 0. ву € 
Е = Kerfw- 为, 所 以 (e+ Су) = О В? 一 
(у) = (sP а Су) = 0. AEL - (8) 
= 0. +Ë 
{м - а) = (sP -B+ (a — a) (y) 
+ ($ - AE) = 0. 

由 a 的 任意 性 得 到 ,一 /= 0. 即 线性 变换 :满足 2 


= м, 


83.10 方 阵 的 特征 值 与 值 域 


设 4 是 n ПЕЛА ЕНЕ, п 维 复 的 列 向 量 
х E EA 的 属于 特征 值 2 的 特征 向 基 , 则 Ar = Ал. 
НЕЕ > Е Е е" ЯЕ РАУ а, 即 得 
х* Az = Az x=. Н РЕЛЕ АЕ + 是 非 堆 的 ,所 以 其 
范 数 lri = v lro WFS lal? = (z,z) = 
2 工夫 0 其 中 (zy) = z 3 是 m 维 复 的 列 向 量 空间 
Ст ТЕЕ г 与 y 的 内 积 . 因此 
z Ал 
ЙІ п ER руву Bb z [н] C: 中 所 有 非 零 向 量 的 集合 为 
(C"y* ,并 记 

К(А) = 


А = 


х Є (C), 


х" Ar | 
ШАЛЕ КСА). RCA SARA AE А BJ Rayleigh Ritz й. 
记 
FLA) — іж Arl гт, E C'l. 
容易 验证 ,REA) = FA). FAREA Ж A АВЕ 
(the ficld of values). FÆ A € ЕСА). ВЯ, 5 і 
论 -~ 个 方 阵 АТ ШИША 的 性 质 ,可 以 从 方 阵 A 的 
Rayle.gh-Ritz ах ФВ А ЗЕ, 因此 , 应 用 方 阵 的 特 
征 值 的 定 交 以 及 方 阵 的 Rayleigh-Ritz ARARE 
处 理 方 阵 的 特征 值 的 基本 方法 . 许 客 解 题 基 本 技巧 崩 
由 此 发 端 . 
3.10.1 
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设 А Жп 阶 方 阵 .证 明 : 


(1) WE A ER SA, R A = 及 , 则 不 的 特征 值 
70,1; 

(2) WRA RHA. EIA? = 工 , 刚 和 的 特征 值 为 
+ l; 
(3) 如 果 A ЖЖ. ВАТЕ ЖЕЙ k PER AP 
= 0A) A 的 特征 什 为 D; 

(4) 如 果 АЖА? = 一 了 工 , 则 A 的 特征 值 为 
+ г. 

证 (1) EA 是 方 阵 A 的 特征 值 ,所 以 存在 相应 于 

a 的 特征 向 量 x ,使 得 Ax = ar. AE A x = А(Ат) 
= А(Ах) = ААт = Ах. RA A 是 宫 等 的 ,所 以 А? 
= 六 .因此 X27r = А?т = Ат = àr. MMA -A)r = 
0. 由 于 r ЕЕЗ, AT Aa- А = 0,15 = 0,1. 

(2) 设 和 是 方 阵 4 的 特征 信 , 则 Ax = Аг. HP г 
是 相应 于 的 特征 向 量 , 因此 A'r = де. НТА 
对 合 , 所 以 A? = d, AE Atr = Ar = |х = х. Т 
EO 一 1)z = б.З РШЕ > 是非 零 的 ,所 以 2 
-1=0,ША=+1. 

(D 设 AREEN, H Ах = Ar, A ЖА 的 特征 
值 ,z 是 属于 X 的 特征 向 量 . 则 A?x — r, A'r = 
А(А?ж) = А(А?т) = A Ar 一 和 Ar = Аё. 
AA д^ = 0, 所 以 Mr = Айх = 0: z = 0.H +T z E 
非 零 的 ,因此 六 = 0,АШ A = 9. 

(4) R A? =- h H Ar = àr, A ЖА ЧН, 
目 z 是 属于 4 的 特征 向 量 . 于 是 42z = Atr. EA z 


Atx =- Iz =- zx. ЩЩ А + 1 = 0,ËBD38 À = 
+. 

3.10.2 证明 : 方 阵 4 的 属于 不 同 特征 昔 的 特征 
向 量 线性 无 关 . 


证 设 i14z 尖 是 方 阵 上 的 不 同 特征 值 ,z; 是 
方 阵 A ЮЕ РАНЕН д, 的 特征 向 量 ,; = 1,2,…,t. 
如 果 人 存在 复数 ауар ,a ,使得 

@ у 十 ауху + c + qa, = Ü. 
则 
Ü = А0 = Аар + арт + ды) 
= ауАху + азл + + а,Ах,. T 
因为 z, 是 A BATA, 的 特征 向 量 , 所 以 Ах, = Aa. 
因此 由 式 D 得 到 
Аалу + Aaser Кс + Ад, = Ù. @) 
H = @ 得 到 
0 = А0 = Ада + Азау t = + Аа) 
= Ма Аку + ha Mr + + ÀG Ar,. 
由 于 Ax, = Àm; = 1,2," t ВТ 
АТаџху + А#ауло + + Аш, = 0. D 


如 此 继续 , 即 得 方程 组 


[ ary Tum + F am, = Ü, 


Айс, d Азард + + Адл, = Ü, 


I Gy) 
w + AS lary + F Àb las, TÛ. 

Ў п НЕА, ВОВ Ву г, = Zeon 
EENE ЕҢ 中 的 第 j ТУЧ „УЕ 

+a) +t вах < 0, 


а q Азар?! а Аа, сї? – 0, G 
1) 


arat? 


lay ал! + АУ! аза? + + 4% мє!!! = 0, 
记 apr‘) = у, k= 1 ‚2,4 WRO EAF ЕЧЕИ 
…,% 的 线性 齐 次 方程 .其 系数 方 阵 为 
1 1 зе | | 


Al A A, 
Do |А à 4? | 

_ _ l 

М П A5 l КА д 1] 


其 行列 式 detD = Ш (А, = À). W FARAZ A 
互 异 ,因此 дер > 0. “кйш © ижа, Вт 


ari = (), ахі? = “0, ашк! 一 看 ,二 
于 是 ar = 0,1 = 1,2,6. B F z, 是 非 零 的 ,所 以 
a =O; = Len, t AE roet, ERER 
的 . 

3.10.3 йл Ен KAE, M Em УРЕ, РЕ» 
х т ЭЙ Ж ЖЕР, H. АР = РМ. 3EBH ; Jy É: М НЧЕ 
HEFE A 的 特征 值 . 

证 ЛЕТУВЕ МАННА r A мА Р 
ЖЕТЕК А 的 特征 向 量 , 则 Mr = Аг. HF AP = РМ, 
所 以 АР: 一 Р(Мх) = Pr EË., r Em 维 复 的 非 
Ж їй Eo (рл. GEA nx m Е 
PHEA F = рор, ры HP р, Ел 维 刘 
向 量 .如 果 Ру = 0,0) ‚р trapit t + Tupa = 0. 
由 于 охо, Ep Жез, ВИ Pis P130 s Р Ë 
性 相关 .从 而 rankP < m, Р ОУК ТИНЕ Н 
EBE Pr 是 一 个 ЕЗУ. H А(Рг) = 
(Pr), 所 以 4 iA RHEE, M Pr 是 和 的 属于 4 HJ 
特征 向 量 ， 

3.10.4 {Gersgorint 1031) Б E BB y 证明 ;nn ИГЫ 
方 阵 A — Га, НАНА А -一定 落 在 复 平面 Z E +T 
mA 


z~ Ri, = L[.2,.,2 n (1) 
的 并 集中 ,其 中 R, = >) lal. 
[оз-н 


证 设 + 已 方 阵 种 的 属于 特征 值 4 BEHS, 


Rj Ar = А. = (zi, za U r E Ат = Ат tE 
到 


{үлү + ayta Б t airia = Atje 


ра) Tt aada + tt + азыл = Алп, 


a 


ам) 十 apita + 十 аыл„ = Алу. 
因为 xz 是 方 阵 A 的 属于 4 的 特征 向 量 , 所 以 х a EF 
BS 1 > HAE ri КИ Ta hi E K BJ rE T ` 
即 | z! = ахі | zí h к)! е, | д„ ТЕ А50 00) 
中 第 + hr ë 
Gai H agta Eoo E ak -1 Th- T йт E dh kijai 
Ф + ары = Аку. 
则 
(À 一 2 
йк ktt TRL Y O + rr 
两 端 取 复 数 的 模 , 得 到 
ІА ay || > 1 
= [аргу 十 блр 
"+ as, | 
s lana l| z) 1+1 11 Tr l+ 


F а в 15-1 Той ++] 


十 | Rl [адь | 


十 | | | | +l | 二 "十 | tey í T, is 


因为 | z |= тах]! z; а, | z, ПЕТ 
以 
ІА = аы 11 ау | +t a | 
Hi dpt |+ o Гао 1) 


Xr rpl 
Вр 
ГА — а 11р F, | < |. 
由 于 .是非 零 的 ,所 以 | r, 1> 0. 因 此 
lA- a E К. 
这 说 明 ,4 落 在 复 羊 面 Z 上 以 ам ЖШ, R, 为 半 
的 n PRR z а, ' 
R; = эп BES h. 

注 UU amma 出 了 复方 阵 4 的 特征 车 
4{ 视 为 复 平面 之 上 的 点 ) 的 几何 位 置 ,是 关于 方 阵 的 
特征 值 的 界 的 一 个 十 分 看 用 的 基本 定理 .其 证 明 方 法 
主要 是 根据 方 阵 A 的 特征 值 4 БИЛЕП А] ht > 的 基 
本 关系 Ar = Az ,转化 为 讨论 线性 方程 组 也 的 非 霉 解 
r 的 最 太 异 分 量 , 这 幸 方 法 是 非常 由 型 的 ， 

3.10.5 (Brauer,1946) WEH :» BrE E A = 


[as ] 的 特征 值 a EEEF Z putu A 
Cassini БИЕ < bk 

z— ma, 11а та ERR ,1 S& s= px n (2) 
的 并 集中 ,其 中 R, = Y lay la = 12.5 n 


Г. релт 


Ж, Е 
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Ш i c EDBAART А 的 特征 向 量 ， 
Й Ат = Ат, 
афу T aga T e tayar = Ау, 
йо] TI + пул тә ++ пож, 一 Aati, 
йү F anata TOU E qata = Алт. 
设 =, Е х 的 = 个 分 量 ro z, 中 模 最 大 的 
Е, BiR | >, |= maxi] zi l, о 1,5, | x, 1|. 因 
为 + 是 非 零 的 ,所 以 | л,‹>0.ШЖЯу,=хту= = 
„0 = tl 0, 则 方程 组 DEA ац 
= Аз. ЖА = au. 注 意 方 阵 4 的 所 有 对 角 元 都 落 
ERD 所 给 的 站 入 个 Casini ВНЕ ЭЕ 
中 ,而 4 = аы 也 落 在 此 并 集中 , 故 结论 成 立 .因此 设 
түзә Ла роо, PENE. 其 中 模 最 大 
的 记 作 z, ВШ z, = maxi l xil, agl, Га, 
{җы эсу ra AJI z 121 =, 1 D> 0. 考 虑 式 全 
R k. 个 方程 


аксу + dagta Б + ары = Ах, 


ар 十 було +t + apr, = Ал. 
则 
(一 ET 十 axa + + арада + 
давран 十 “二 Cr s 
(А — ag)zi = аңту f арлу+ U + apit + 
Пн Л КОО T Qi Ey 
上 两 式 各 取 模 .得 到 
ІА = ав li za i Sl Ga ll ri I+. a, || ra |+ =s 
十 | аа вр l gaa 1+] аьр | 
[ж [+ +] ag l| z, | 
= (la E! ар lt H дс | 
+ | tp grd | t Гар, l) L xl. 
ІА = а 11 1 lan ll zi | 十 | as |! xa {+ vr: 
+1 apga 11 уру 1+] арат i 
[жю |+ < +] аһ Е Ya i 
= (| ап itl ару 1+ + | ar -1 lt 


| ari] I+ +l Qin | 1 >; |. 


ЕП 
lA— ag lla 1= R, 1 x; !, 
Аа lia E, l. 
于 是 
ІА - аы [a а 1ТЕ | RR 1 лу! z l. 
从 而 


ГА ` “bb | Á 一 аң = ReRe. 
这 说 明 , 方 阵 A 的 特征 值 4 落 在 Cassini SEKI | z 
-apl z- als RR, F, МЕЈ (2) 给 出 的 
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z(a — A Cassini 包 形 区 城 之 并 集中 ， 

3.10.6 【 列 形式 的 Gersgorin 贺 盘 定理 ) HEBH: >: 
阶 复 方 阵 4 = [а„] 前 特征 值 4 -- 定 落 在 复 平 面 Z 上 
п ЧА 

z-a 15 S.J = 1,2,7, н (3) 
的 并 集中 ,其 中 5, = > la, l, = 1.2. 5 n. 


证 设 r 是 方 阵 A УҢДА 的 特征 向 量 ， 
MJ Az = Az. HELA) = (Ах), , В A = Ar. АА 
(А-А) = О. ЗХР, SE r PE x (A' - 
AL.) = RAIER z. BW PL deal At: AR.) = 0. 因 此 
线性 方程 组 (A! — АГ,)у = 0 具有 非 零 解 y. 由 (A' — 
AL )y 二 全 得 到 Ay = Ay PEL y R P ÉE A: 的 属于 特 
ЕА 的 特征 向 量 . 注 意 ,如 果 记 A = [e], 5, = 
аһ. 


Іт 14 рет 


于 是 由 3.10.4, Jr А' 的 特征 值 4( 也 即 方 阵 А 的 特 
E) EREE FH Z 土 形 如 (3) 的 н А 
集中 . 

Ж 3.10.6 的 证 盟主 要 用 到 这 样 的 事实 : 方 阵 A 
УЕН ЕВА 具有 相同 的 特征 值 .根据 这 一 事实 ,局 
样 有 列 形式 的 Brauer 定理 . 

3.10.7 ЖА = [a] н RAEE, popr р, 
是 正 数 .证 明 : 方 阵 A НВА — ЁЛ E BI Z 
FE x 个 圆 盘 
а-а 161 Ура, li = 1,2,5, (4) 


Ё. Га 
+#а 


的 并 集中 . 
证 j 
D = diag $, pa ps,), 

РВУ ЛИКИ) ру. рор, BJ n 阶 对 角 方 阵 . 
A DETER EDAD = [6,] 与 4 相似 .由 
于 相似 的 方 阵 具有 相同 的 特征 值 . 所 以 方 阵 4 的 特 
征 值 4 EEDE DAD 的 特征 值 .由 Geršgorin й 
EE, DIAD 的 特征 值 ;一 定 落 在 复 平 面 Z 上 x 个 圆 
盘 


а b, ISR, i = 1,2,6 E 

的 并 集中 ,其 中 R; = У) 16,1. HT DIAD = 
Жулып 
= 


Eo REEL by = рга pa lsi, S n BDM; =} 
时 有 5, = а,. 由 于 д,р, ЖОЕ, АТЫ | b 1= 


2. | Е ' Ру, ЁШ 


[| 


FEAR ® RRRA., 
3.10.8 FEA Ags A, En 阶 方 阵 A = Га, 18 
所 有 特征 值 . 记 
РА) = marllal Aakhon ГА, 1. B 
AA A Et. ВРЕЛ; 


П н 


IL ` 
A |; 


1001 


(l) ОСА) = nin max 
TPs 20 J i" ln 


2) 1 дад |= [l] Уу Гау". 
:=1 rol 
证 (1) АВА КИЕ МНЕ, ру, f 
5р. EEn ЧЕ (H 3.10.7, 一 定 落 在 复 平面 
2 Кїн AR АЕР, ACARA ғ, 
= n (Ei 


Ji 
所 以 
la па 1 М рта, | 
Ë, їн 
Шай 
因此 
1 ` 
A | sala, l+ r іа, | 
?了 一 


特别 对 FIEF A 的 特征 值 M Аз, аА, 中 模 最 大 的 
特征 值 ), 有 (A) =14 1, 且 
р\А) Ul A = шан! L УБ a, l. @) 


Ја 1 | P, ln 


ROILE n MER p1, pas pa 咸 立 .所 以 OCA) 
一 定 小 于 等 干 所 有 пал} Dala 1 | ЖЖ 
者 ,这 就 证 明了 结论 (1). 

(D MEn RANA = [ay ] 有 一 行 ,其 元 素 全 是 
жЩ А КИЗ] 4ч А = 0. 因 此 结论 (2) 成 立 . 
КИЛ ЛЕ АЛДАН Тт. В АЙ ЕЙ i 一 1,2,…， 


п.р = > la, > 012 D = шаш\ру,р› сәр), 


并 记 万 'A- 5 6, — r = n. WI 


出 Geršgorin AANER. DART ilaia n Н 
Год) b, =< У, 


= 2, 161. 
арз: л 
2. 


FE 


oD А) Ур 
J=1 


H b, = за, ,所 以 


ера) < 0) а = 1, 


1; 1 
设 ay. ns U pa EARED \ А 的 所 有 特征 什 , 则 对 每 
个 = lenn A гр 1 р D 1A) 志 1. 因 此 
| dotD iA [= | муд ен E i. 
而 detD = рур; р, der = (аен). 因此 


ldetA | 


| detD tA |= | der"! || detA = =< 1. 
° ° ° Бура р, 


从 而 | detA 1 риро", ЖАНИЯ T HEL). 
3.10.9 RA En BARFA = га, ] 的 特征 值 .让 
BH: 
lÀ [< min| max 2 Га, Г. пах 2) la [|. (5) 
SF ‚| Жын үчү 
证 FH Geršgorin AAEH, VRET ilgi 
,使 得 


Тер Һ 
2 
因此 
ГА 1-а, 1А а 1 2 1а 1. 
зн 
所 以 
A IS >llayl. 
=1 
从 而 


т 
2 ` 
ГА 1 max 27 | ay |. @ 
1 


кел 
1 


ШЇ Geršgorin ARTANA GARTIS 
i n Ei 


тл 
一 ч 

[А Xl lal 
:=] 


从 而 


ГА 1 max 2) 1а, l, Ф 


Ген 


ER D 1 Ф 81495605). 

3.10.10 ЖА = [а] Æ п 阶 方 阵 , 它 的 第 上 行 
上 元 素 的 模 之 和 记 作 Р.Р, = Sl lay 1,1, 
2," n. WH: 

- 4 | аы К 
rankA > э; рс А (6) 
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其 中 约定 了 = 0. 

证 illas = 1 сь | eb Yai = Z/- 1. = 1, 
2, n. Не h REA EA ВАЕ, = 1,2,…,n， 
得 到 的 方 阵 记 作 号 — [m] , 则 方 阵 吕 的 第 上 行 上 元 隶 
的 模 之 和 为 和 15 У вав A ay l= 
Р,,Ё = 1,2,:-, n, TW H. rankB = тапкА. # P, = 0, 
则 用 Р! ARH B 的 第 上 & 行 ,得 到 的 方 阵 记 作 C = 
Leul ШО Р, = 0 АА, Jr С КЕ TERP 
横 之 和 为 P = > s. = 20а) 
= 1. 而 对 丁 P, = 089 F, 让 让 C mk ежа 
模 之 和 P, = Ута = Уты D lal- 
P, = 0. ME rank = anki = rankA. 对 方 阵 C 用 
3.10.9,Ж 


ГА max P, =1, D 
Ит аел С ЕНЕН. 注意 ， 方 阵 СЕМА 
са = ра = 81 фр, чё. Р, = OB}, cu 
ala 
ТІС = 5 = . B 
男 一 方面 ， 
ТС = 方 阵 C 的 特征 值 之 和 
= 方 阵 C 的 特征 值 的 模 之 和 ， 


于 是 由 式 嘱 与 式 的 得 到 
S Hl < э С ORRERA. O 


EE. I кий 于 其 非 零 特征 值 之 个 数 . 因 
此 由 式 @@ 和 тапЕС = тапка 得 到 
| а і 


У p. & < rankC = тапка. 


所 以 式 (6) 成 立 . 

3.10.11 UE:n 阶 Hermite FRF A 的 特征 什 是 
实数 ， 

证 WA d Hermite AEF A RIFI. z 是 方 阵 4 
的 属于 特征 值 À 的 特征 向 量 , 则 Ar = Аг. 于 是 
T Ar = az az 注意 ,r Ах 是 一 个 复数 , 因此 
{х* Ат)” = (Ar"z)', МЕА лл = Az" zy 其 
tH A A ЮЖ г. АУЕ A Ж Hermite 的 ,所 以 
A" = 上 .因此 有 .ph = àra. AM Аст = 
Ах *гт,Ё А-—А)х* т =0.1йх# н 个 分 量 为 zl ,zy， 
se MJ г у +] ту 12+ + | r, 12. ЕЗУ 


HEHE, с АРА, MERGE д, 不 全 
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З ВШ х* к > 0. ЩА = 4. 这 就 证 明 ,A 是 实 


数 ， 

ЖІ 由 于 nn 阶 实 对 称 方 阵 是 实 的 Hermite 方 阵 ， 
内 此 实 对 称 方 阵 的 特征 傅 也 基 实 数 . 

#2 А n Ki Hermite 方 阵 ,x En ФВ] 
mE. iD z Ar = Re(r*Ax) + imir’ Ar), Ф 
Rez 和 Im: 分 别 是 复数 = 的 实 部 与 虚 部 .于 是 

(rr Аж)" = (z" A Ах) 
= Re(z=* Az) - ;Im(z Ат). 
另 一 方面 ， 
[r Ar)" = TA r= x Az 
= Re(z ° Ал) + ilm(z Ах). 
内 此 imir" Ar) = 0.235, AEE n ЕЮ НЭР) 
Br.’ Ar 恒 为 实数 . MA m Henmite J BE A B) 
Rayleigh-Ritz 商 或 者 值 域 是 实数 的 子 集 .3.10.11 的 
证 明正 是 利用 了 Hermite 方 阵 的 值 域 的 这 一 性 质 的 . 

3,10.12 ЕВН: 阶 实 斜 对 称 方 阵 A 的 非 零 特 征 
值 是 纯 虚 数 ， 

证 ” 设 1 是 斜 对 称 方 阵 4 的 非 零 特征 值 ,z ДАН] 
属于 À 的 特征 向 量 , 则 Ar = Ағ. 于 是 =‘ Аг = 
Ах‘. МОНЕ RIE r A r = az HA 
是 实 方 阵 , 所 以 A”= AM А ВК, ATE A' 
=-A.Tjk x Atz =- т‘ Ar = àx’ xr. W x" Ar 
= Ак. r"> =- Ах", КА + A)r* r. E 
为 特征 向 量 x 是 非 零 的 ,所 以 x 工 >0. 从 而 4+A = 
0. 这 表示 , НЕ. 

注 ХРЕН В А, 记 rAr = 
Ке(х* Ат) +1т(х* Ar), HF x En E RIERA 
向 量 . MU (xy Ах)‘ = (z* Ar) = Rer" Ar) 一 
ilmi r* Ar), V (z* Ах)" = rAr =- z" Ar = 
– Rel z ° Ar) – ¿Im(z Ах). HIE, Relr’ Ar) = 0. 
AAN, РК BE A ERFA) 由 零 与 纯 虚 数 
Ё. УЕА АННА € FCA). АЛПА 只 能 是 0 
越 纯 虚数 .这 是 3.10.12 证 明 的 实质 .另外 ,如 果 及 是 
п ШЖ Hermite Е, ВА" =- A, RJE, A 
{Н F(A) НАИ RR. ЛАТ Hermite 方 阵 
A 的 特征 值 也 只 能 是 零 或 纯 虚 数 . 

3.10.13 证明;n 阶 酉 方 阵 4 的 特征 值 4 7 
1 . 

证 ” 设 z 是 西方 阵 4 的 属于 特征 值 》 的 特征 向 基 ， 
Д] Ат = Ах. ЙОН ЕЕ E] бА" = Ат". 
因此 x A Лх = Mra. 因为 A 是 西方 阵 ,所 以 
A*A = І. Ш r*r = Az >. +° > 0, 
IA = А = 1,AW IA 1= 1. 

Ж ”由 于 wn 阶 正 交 实 方 阵 思 一定 是 西方 阵 , 所 以 
实 正 交 方 阵 A 的 特征 值 a 的 模 为 1. 


3.10.14 (Hirsch, 1900) Л = [a,, ] E: n ИЛ 


阵 . 记 НОА) = ЗА + A") = lwh KCA) - 
F(A- Ат) = [сы]. 显然 ,H(A)* 


KIA) =-К(А),НА= НА) + КА}, ҚА)” 
Ж КОЛ)" ТЯ A BJ Hermite 5 5 Hermite BAr. 
记 


= HA), 


Ma = maxi 1 ay 111 А. ni. 
É À 足 方 阵 A 的 特征 值 ,Rea M Imà 分别 是 2 的 实 部 
与 虚 部 .证 明 ， 


“А [= „МА, | Вед lag nM Aza 
当 А ЕЗ7 8 
i [ma |= Mkia) b, (8) 


Ш iir KONA 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 其 ， 
则 Ат = Ах. ВНА r* ,得 到 т Az = Az +. 
10 = = (zi. улу}, Ж 


r` Ат > CX Eg E.J 


fan ёр ain) fri 
aa aa 7 гэ 
x 
m an2 м Ён Fa 
т] 


i 
í 
Ar = Alzi t? | 
— АЎ уты, = А | z, l 
#=1 в] 
因此 


:> | Fy |: = У Ушып. 
1-1 


ТИРУ 
ГАІ э | 12) = | 


Z arti | 


i і 
n H 
— ki Ë! 
= унана 
I=] #=1 
зх а 
МАУ ра) 


= MaA | Ti | 7, 
È 上 
出 Cauchy 不 等 式 得 到 
em s D. 
ко! 1 1 


因为 特征 向 量 x 是 非 零 的 ,所 以 zx Ма > 
k-i 
0. Ai 


ГА |= pMa. 
其 次 由 Ar = Ar" тЇ г" A r = Ar r. 
玛 此 
r H(A)r = zÀ А Jr = * > ^+ 1 
= (Вед) хх, 
25 КСА) = а (®-уА Эх = Арга 
i ! 23 
= (шА)т*^ a. ú 


其 中 i = /- 1.38 НКА) 5 Вед 分 别 视 为 等 式 
r" Ах = c'r PZA A УЖА. ФЕЯ БАЕ 
В, 即 得 | Бел | 过 mr AMEA | Imi ig 
aAMkiar 
现在 设 A = [au ] ЖОЕ, KAY = HA 
-Aay = CO A +A) =- КОА) B K(A) = 
Leu] ERRIREN RE. 因此 сь = = 1,2,…， 
n Heg Ea AOAN 
1 Tma | (> 1 12) 
= | > сысы | 
Т5: #19 n 
= | 2; Сыта 一 Хат) | 
s= >: | бы |} жыт, — кшт, | 
40 + 
S Mea 2 атр ды». 
由 Cauchy 不 等 式 得 到 
! In KX |. 12) 
k-i 
= Mkia) z 11 
x { э | жыу — лах 212. ЧӨ 
HF 
| кы; > TRE г? 
= (тыщ 一 хс) тке) 一 жт} 
= (тер zy) Tr © Тыт) 
=— (жыгу = ауру). 
因此 
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| ыг T ТУТ, 12 


О, _ _ 
三 一 n 一 ту) 
х. 


хуль) - DDOD 
<O a 122. 
点 :上 
Н 10 得 到 
| Ima СУ гда 7) 
k=1 
"ауу | 12). 


-$ 


= (Мк) 


而 rz= У g 1222 0, 因 此 


k=] 


| ІА =< Mixi a yA wt). 


Ж Hirseh 定 理 的 证 明 仍 是 从 方 阵 A 的 值 域 入 
卑 .这 是 关键 性 一 步 . 而 所 谓 值 域 F(A) 实际 上 是 和 
方 阵 4 所 确定 的 二 次 型 9(4A) = >z" Ax 有 密切 联系 . 
这 样 就 可 以 用 分 析 廊 法 (例如 Cauchy 不 等 式 ) 来 处 理 
Е А 的 特征 值 . 

3.10.15 {Bendixson,1902) 设 六 是 n 价 实 方 阵 . 


记 S(A) = А4 к(а) = 全 3 全 , 则 SCA) 是 对 
Ё, К(А) ВЕКЕ. В А = S(A)+ K(A). 
S(A) 5 K(A) 分 别称 为 方 阵 A ВНУ БЕРТ 
称 部 分 . 设 50А) А УАН ПОЧЕ p 
与 u, 证明: 如 果 4 ERARA 的 特征 值 , 则 


Н = Red = шу. (9) 
Ш ior EFRA 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 ， 
Ш] Ax = Ar, H 
r` Az = Ат“ x. 


Ёш ЖЕШ, JER A 是 实 方 阵 ,得 到 


т^ Ay = Аб. 


因此 
x S(A)z = x` (А А E 
= (ReA)= r. q 
设 实 对 称 方 阵 5(А) BATE REHE pistist sfn 
其 中 p 2 uy шә Ше n MFE н ЗЕТЕ ЗЕЕ О, 
使 得 


5(А) = 
ЖАХ @ 14 
ж O diagl жү, p277 gp) Or 
= (Вед) * О Ох. 08 
іб у = Ох = (yoyr oy) EA O EZK, M 
MENAR. EEE ЗЕ 0), ATA у = Ох >= 
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СУ фав £1 з д) O. 


0. ш 0 得 到 
у дарду, оз" )y = (ReA)y у. 


Вр 


(Кед) у? у = 224 | x 12. 
H T ренү ШЕ "ШЕ н, 所 以 


may" y = а I y 2) < (Redy y 
Ë= 1 


<a Гар 12) = yy. 
EX уз 0, y" y > 0, 于 是 由 上 式 即 得 式 (9). 

3.10.16 1# А = diaglaj di, dn) ЛЕ n ТВ 
AAE, U En 醒 西 方 阵 ,1 是 方 阵 UA 的 特征 秆 ,证 
НЯ: от}! а), lal, ie 和 

=l А l max] | gil, lazda, Га, 1}. 

Ш х А UA ВНР ЯРИНА 的 特征 向 
Ж. UAx = ar. 由 于 U 是 西方 阵 , 因此 U = 
U* ,所 以 由 UA: = А 得 到 Ax = AU" г.н 
РЕ ,得 到 z "At = Az * IT. 因此 

ж* А* Ах = Ar" UU * x. B 
因为 U EEE, 所 以 UU? = L, X А*А = 
diagt | al 12, az， а, 12). 32 т = (zi,z2, 


оха) MEA D R 


[А125 = > 1 в? l> 12. D 
J1=1 
ila = такі aí l, aa l. la, li, 
b = тїш! арі, Laa lytt; та, lt. 
则 由 式 名 得 到 


Pr’ РЕ DESTEK 


(Уг) az z. Ф 


因为 特征 向 量 = ЖЮ, МЫ z > 0. 内 此 由 式 
@ 即 得 
ф<С| à I< a. 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
3.10.17 U, Æ n BEDE U КИЕ k Bt 
子 方 阵 ,A E U, Wi UER: LÀ |= 1. 
证 эл e и еле саваа i, 
172" 


a FER jga Oja HAZLAR F 263828 8 89 k 
REHE APLS <i, а Сара 
p< < k S< n, 
1 2---Ë . 
先 考 虑 U, = U зз)” Un- А Un 的 
特征 值 ,x EUn 的 相应 于 ， 的 特征 向 旺 , 则 U = 


Аг. 岗 此 t ` L = Ат' ‚МУП 


ар Ата el A Žr’. @ 
. А А U, Liia а 
F н EPS y PRU ЯР АИ = Т ,因为 已 为 
зр Сә 
西方 阵 ,所 以 
[Un CT La 
L- UU- | 1 “|| n "| 
Uh ЫМА), Us 


TUAE + Ul Un 


U‘ {7 + 15у Uaz | 
| UU + Uz U; 


>Ш! Uz U; 


内 此 
En + Un Ua L. 
将 上 式 代 大 式 名 ,得 到 
т Ut ro Al rtr, 
ПРИЕ: (a? UAM Са) = r * +. 43 


Ey- Uar Mir О (Ua z) = y” yi0. ВЕД 
由 式 03 得 到 


ГА yta sl z" r. 
HARIH r АРЗА НИ ea > 0. 十 是 由 上 
式 得 到 I A SQ l. А =< 1. 
не Ln — T 


ОРИГ 
E 1.2,---,н ИЮ И, ЕЕ < <<, 
Sna п MEREL ВЯ о, TIRRAN 
第 1.2,… ,5 行 得 到 的 方 阵 记 作 P, 则 了 是 元 素 为 0 或 
1 的 5 МГУ Е PP = 1, = PP , 即 忆 是 -个 两 
У.Н PU E B yE, И H RS ЕЕ URE H, 
сз.» TRIK АР 1.2," ,3 行 得 到 的 , 辐 样 设 
J elar 21,207. н ВНЕ, ЕН 127 jea 
< ло << рн n  ҢМУЛ EET ВЈ, 
+, 列 依 次 调 为 第 1.2. п ЖД EEQ, 
ШО ZETE., mH PUQ E PU I oct, 
PAS, 2 a 列 得 到 的 西方 阵 . 因此 D АИЛ 
阵 PUQ MEEA е ВЕЗЕ ЕЕ. Л па БЕНАЯ. 
Ui 的 特征 值 А 的 模 不 大 于 1. 

3.10.18 ЖЛ жн ПЕТЕ, АА = 1, = 
AA H > ЕВА 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 其,X 
天 + 上. 证明 :or — 0. 

证 ”因为 :中方 阵 由 的 属于 特征 值 4 前 特征 向 其 ， 
内 此 Ar 一 Ar. АОН 98], А' = Ar. 因此 
PA'A -A rx НРА ЕТЕ. ЛА = h. 
ЖА =Г'А!Аг= хс. FEA? l)z= = Ü. #H 
BEA s +1, А-0, PRA z = 0. 


в таар, 


3.10. 19 (Rayleigh-Ritz EBE) А – [a] л. 


EREA. n 维 实 的 列 向 量 空 间 R" 中 所 有 满足 


|+] = vw xx = 1 的 向 量 集合 S$ 称 为 R* 中 zx ЗЕ 
位 超 球 面 . 记 
Кае) = rAr, е6 з. 
ШЕВ: АКА S ЕЕ (z) 具有 最 大 值 5 
最 小 值 4 ,1 与 4, ИАЛ A 的 最 大 与 最 小 特征 
W, ПНЕ /бу) = А 的 单位 向 其 > EJ; EE A Н 
应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 .而 满足 (к) — À, 的 单位 
HE z # А 的 相应 于 特征 值 i 的 特征 问 量 . 
Ш Жу = grana ES 
f(x) = z'Ar 


ац ар ajn | 

42] an йон з | 
= (els ra yn , 

йр н? йун J Я 


= p2 алау. 
К х) ERF rz z, ЇЙСЇЎКЗРА РТ 
Ох) Жж X EBR КИ S 上 的 连续 函数 . 而 单位 
HRE SER 中 一 个 有 界 闭 集 , 所 以 ог) ES ЕА 
有 最 大 值 A ЯМА А, - 
其 次 记 
FIA) = fir) = =Ar| т € Ss}, 


КА) = (а(х) = TA i re R'A jol. 


XT 
昆 然 ,FE(A) C ROA). 反之 设 g(x) = rAr € 
RUAJ EP r € R'A 101.305 = — = MN Му = 


-r'r - 1, ye 5.1 


Р) = yAy = rAr = дл). 
TL 


(2) yiye FKA). HERCA) ЕСА). ВТЕ 
FUA) = R(A). ЖАНД FUA) 5 RCA) 具有 相同 的 
最 大 值 与 最 小 值 . 
ЖЛ y E К" 10i, 使 得 g{y) = A.I. lU 
ВХА) = giy + Ао), œw С R". 


因为 
(yw 
hA) = ябу +в) = Ф КЕ ды 
_ y Ay + А(ш'Ау + уле) + À mt А» 
Уу + Абау + М) + Д? ака 
所 以 АСА) 是 关于 A 的 连续 函数 ,而 且 А(0) = giy) 
= Ау, ВАА) ЖА = 04k Pj KË Ау. XT h (A) Ж 


微 商 得 到 
, d . d (y + АНА(у+ Aw) 
h (À) = ад“ СА) ФА {у + Аш) {у + àw) 
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+ 


= od a A 
(у + Awa (у + Аш) dà `- 
_ (y + Aw АХ у + До) х 
у Аш)! (у 1 Аю) | 
HE 1 ж)! (у + Аш). е 
由 于 
(у +t До АУФ до) 
= улу КАСоАу + УА) + A Аш 
= yy + 2да”Ау + Аа А, 
其 中 用 到 уда = (y Ae) = wiA'y = 


Аш УА (у + Де } 


s Ay ,所 以 
A (y + АНА {у + А) — ody + 2да. g 
Hi 


Liy + До) (y + Aw) 


= [yy + 24шу + А20 о) 
= 2аўу + 2да. @ 
FAD FORRAR @ 4al 
2 Ay + ZA Aw 
Ку + Аш)'б у + Aw) 
— АС) Zaty + dA _ 


(y + дш) {у + Аш) 
因为 ВОО) — ;所 以 
А'(0) = Ay - 24 my) 


77, _ _ 
= yy «А — А1,)у = 


К) = 


从 而 
off 由 一 4 二 小 
由 于 o € К" 是 任意 的 ,所 以 (A - А1,)у = О.М 
Ау = Ару. + 77А 的 属于 Ai 的 特征 向 量 . 于 是 
使 fty) = 的 单位 向 量 уд А ВТА 的 单 
位 特征 向 量 , 同 理 可 证 ,使 F(z) = À, 的 单位 向 最 = 是 
AE ADATA, 的 单位 特征 向 遇 . 
最 后 设 4 是 方 库 4 的 特征 值 ,y 是 方 阵 A 的 局 
ҒА ВЕЕТ, Ш Ау = Ауу. EE уу > 0.10.2 = 


1 1 1 
у. Ах = Ау = Ару = Aoz: H rtr 
V уу Му Vy 


= 1. 于 是 
fz) = rAr = Алік. тЄ S. 
H 
À, =< Ох) S А. 

因此 a, 与 4, 分别 是 方 阵 A 的 最 大 与 最 小 特征 值 ， 

注 1 Rayleigh-Ritz 定 理 给 出 了 实 对 称 方 阵 的 最 天 
与 最 小 特征 值 的 分 析 人 性 质 . 对 于 其 他 特征 值 ,Courant 
和 Fischer 给 出 了 相应 的 分 析 刻 划 . 

2 在 Rayleigh-Rie 定 理 证 明 中 ,证 明了 对 称 方 
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阵 4 的 草 域 FL0A) 与 其 Rayleigh-Ritz 商 中 (4A) 是 相等 
ВТЕ АЛШ FUA) 2 Rayleigh-Ritz Rq (А) Ж 
蝶 实 对 称 方 阵 的 特征 值 是 一 样 的 . 

ЖЗ XJ+ zB Hermie FE A ,Rayleigh-Ritz E% 
HRY. 当然 此 时 考虑 的 是 n Pk XZ УЙ ЕРЕ 2 арс" 
中 ” 维 单位 超标 面 $S CABAR fz) = z" Ах. 

3.10.20 设 4 是 n 阶 复方 阵 A = la, ] 的 特征 值 . 
证 明 : 


mn |r” Ах || А 1% max | z" Ат 1. 


ИГИ [zl = 
(10) 
Ш ” 设 y 是 方 阵 A 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 其 , 则 
Ау = Ау. Неа kS Ass >. 
记 z = 1-5, Ш Ах = А,В hezil = V zt x = 
V yy 
1. 因 此 z* Az = 4. 所 以 


п, |z ArII z ° Az]=14A1 


注 ”不等式 (10) 不 一 定 是 精确 的 . 例如 ,A = 
[, | | IDRE A 的 特征 值 为 1, 其 重 数 为 2. 设 = 
Cem) 是 2 维 实 的 单位 列 向 量 , 则 

xAT=1+ ыу, 
其 中 r? + r = 1.18 z, = æð, x, = sin, ЛЇЇ 


Ах = 1 + sinBecs0 = 1 + L sinz. 


因此 


тах), | atr | 一 П 5 2, 


m min, | z'Az |= ae = 3 .所 以 对 实 方 阵 
AACD 不 一 定 是 精确 的 ,对 复方 阵 更 是 如 此 ， 
3.10.21 4 EnB ДР А = [au] 的 最 
太 特 征 值 .证 明 ， 
А\ = т>) дуан. 
证 ”由 Rayleigh-Ritz 定理 ， 


a 5 pps А. 


ies (EE EY € FM hel = / 
= 1, 
ёАе = 144, ,1) 
ар ар üls i 
х |21 90 Aln 1 
Gn] Gaz drm 1 


і ҳақ = о, 
一 ENV S uy E max Ar, = AJ. 


п sl à 
3.10.22 ЖА in ЕЕЯЧ# ЗЕТ. 证 明 :对 
任意 n EAE y, 
Слу =. LAr H y Ay), (11) 
其 中 等 式 当 日 仅 当 若 向 世 xz Бр» 线性 相关 时 成 立 . 
证 ju 
ЖОЛА) = (= + Ay ALe Ay), 
МА ЖЭ ЕШ. ШШ 
ГОА) = ZA: + 2Ат'Ау + A2 Ay. 
因为 对 称 方 阵 А 是 正定 的 ,因此 当 3 非 零 时 ,yAy > 
0. ВЕД 
MA YAT 
Vy yAy 
A 2 
一 wAvy[(À) + Жду 


ЛА) = уАу(А* + 22 


- TAr (z Ay \2 | 
Ay VAy 


- (улу FAY 
Ау 
(wAr)(yAy) — (Ау)? 


y'Ay 
= САХ ILYA — (w'Ay)2 P 
И y Ay | i 
LAr YAy) ~ балу x 


ча =- АУА) = 和 
[КЖЕ УУ А OE EB, 所 以 F(2) 一 Cr+ 
АУА СЕ 1 Ау) 0, АСЕЛ )( УАу) - Селу) 2 
О. 这 就 让 明 , 当 у ЕЖЕН, (11) 成 立 .而 当 > = 0 
Н (11) 中 等 式 成 立 . 

ACID 中 等 式 成 立 , 则 出 式 地 


^ 
FA- (уау +542), 
YAY 


而 县 当 和 0 一 一 Ву (да) = 0,8 

f(Àa) — (r E Apy Абл + Адз) = 0. 
因为 对 称 方 了 省 A EIEEEI, АЕ z + Ару = О. В.е 
与 y 线 性 相关 .反之 设 . tiy 线性 相关 , 则 存在 不 全 
为 零 的 实数 и 与 二 ,使 得 ar t by = 0. а = 0, 0 
bO H by = 0.Bl y 0. R: KO11 B Дн. 
БЕ а 天 0, 则 由 atz+ 25) -0 得 到 ,x + Ey < 


0. 让 为 对 称 方 阵 A 起 正 定 的 ,因此 F( Ë ) = 0. 山 式 
gh ise, (жАг!(улЛу (Ау)? = 0. URD 
中 等 式 成 立 . 

3.10.23 ЖА B Fn ПЕШ Hermite 方 阵 .证 
НД: yk An 的 特征 信息 下 的 . 

证 ЖААБ 的 特征 什 ,z 是 方 阵 AB 的 机 


应 于 特征 值 4 的 特征 周 量 , 则 ABz = Ас. ЧА EIE 
定 的 .所 以 六 可 道 ,而 是 A 也 大 正定 的 .因此 ,Bz = 
AAT ВЕ z Bz = А" A 1z, 由 于 特征 向 可 x 是 
ЛЕЗ A 二 是 正定 的 ,所 以 z А! > 0. РЕ, 


H JF BEER, ЛАА z Br D> 0. АТА > Q. 

3.10.24 ЖА БА, F Эл РЕ Hermite 方 
EE H WRAK АУЕН. ШЕН]; ЖН Жо» 维 复 的 非 
零 列 向 量 = ,有 


Ан = {х*:)°_ _ = 
А “{к*Н !z)iz" Hz) =1. (12) 
ЕЖ i 
r * Ti y f * 
Кх) — (= H Є: Hz) 


(=* z)° I 
设 Ар,Аз, 是 正定 Hermite ЭЁ H BRETA., A, 
А; Z ZZ As > 0. fr n БТГЕН УГЕ Сг, ig 
Н = U diag(A I.A. AD U, 


所 以 
Н! = U * dag( А, ! ,Azl A. U. 


1 
= x 
(z* DU" + Dz) 
(z" U * diagl Arl. Al, AG I) Uz) х 
(2° 27° diag( À Ay, A ) Ur). 
Jl z = Uz = (zz 器 


А 1 
z) — 5 х 
ә) (r+ 


(allar Ê Аа tA are 12) x 
(Ar |a 2 Ао 1 zo I? + e + À, | r, 12). 
因为 11 22 Ау з mA > ӨЛ AQ 2 AL Z: 
> А! > 0. 


Кә) 


А! 3 3 КЕ) 
| 


Г) < = — = = 


(| .ry 和 二 | z; 2 + 31 y 2)2 
А 
А” 


从 而 
E o z” z) К 
Fa) (= На) БЕ} Ау 
-A N, Bi Cauchy 不 等 式 得 到 


4 40у... ‚(4 
| zl 二 za ++] z, | 


Рх) Dz (mi 74] т, | " BE = 1. 
因此 
l = (z = ` - = 1 
Fiz) (etH lee ЫЕ) 7 
所 以 式 (12) 成 并. 
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3.10.25 я ЗЕКЕ А 是 正定 的 ,证明 : 
对 任意 z EHAE My, BA 
Ах + УА ly Z: ry, (13) 
其 中 等 式 成 立 的 充 要 条 忻 是 什么 ? 
证 ”考虑 2m ИЕ 


Б 
В = . 
-h A” 
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= [2 o] 
lo ani 


А 
其 中 А 与 A-! 是 正定 的 ,所 以 8 = B I, As 


正定 的 .因此 对 任意 я 维 实 的 列 向 量 > 5y, 
[A ZE] 
(т >) _ 1, A` z] 
= riAr + XA U ly - 2r5 > 0, 


HPHH r= у = 0 时 等 式 成 立 . 这 就 证 明 式 
(13) 成立 ,而 且 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 .= = y = 0. 


第 4 篇 ”抽象 代数 


抽象 代数 是 讲述 样 , 环 、 域 等 代数 结构 的 性 奈 
的 -- 门 数学 渴 . 它 的 主要 研究 对 象 涉 是 个 别 元 素 的 
特性 ,而 足 普 种 代数 站 构 的 性 原 , 并 卫 是 通过 不 器 
代数 结构 之 问 的 联系 ( 即 同 态 ) 和 比较 来 把 握 它 们 | 
的 特性 .本 妾 程 也 比较 抽象 , 注重 培养 学 生 从 公理 
ERA Л НОЗ Е НЕВЕ Аа, 
ЕЕ ИАЖ КЕН, А НЙ EE 
S Јаз 92 Ыар. 

本 节 介 绍 集合 论 , 群 、. 环 . 域 的 基本 概 仿 和 例 
子 , 本 灌 程 所 用 的 集合 论 概 念 主 中 有 三 个 ;集合 的 
映射 ,等 价 基 又, 运算 .本 节 主 要 利用 举凡 和 已 证 得 
的 结 沦 来 解 题 . 

411 RAA = BEME A SES В [ИШ 

射 , 则 

(1) FARA 后 存在 映射 c; B 一 六 ,使 得 gr 
一 l ,其 中 1, 表示 集合 A 上 的 恒 等 映射 . 

(2) ГУЛ ЕЕЕ р: = А, Ч fg = 


ls. 

(3) J YB ЕЕ ЯЎ e: В A, igr- 
la fl fg = ls. 

LE {НААМ ДЕ gf = 14 fl = 1 ВОВЕ 
射 g: 卫 -= 人 只 有 -个 . 

解 (О ЛА ВУР, East o СВ, 
至 和 多 有 一 个 4 和 4, 使 得 fia) = Ф.Ш F E X Bh Bf 
g:B— A XF èE B WRH aE А (а) = 
bÈ MERER а 只 有 一 个 , 丁 是 令 gib) = а. 
果 不 存 在 a E A 使 得 并 a) = Б. (Б) 一 c, 其 
中 上 是 4 中 任意 固定 的 元 素 .对 于 这 样 定 六 的 8 ,我 
HE gf- la AAH A a А,Б = уба), m 
HEH rla) 一 5, 于 是 (g(a) = gür(a)) = 
ВБ) < а. gf = la. 

э hH. WE f Faba. Pl A 小 存在 两 个 
ЯШ о 和 a ,使 得 f(a) = Жа). ЖАГ 
每 个 映射 s:8 一 А, ИН (70а) — g(fü(a)) = 
glia )) (р) ба J Wi ef la. 

(2) # /是 满 射 , 即 对 每 个 和 Н, Н a € A 


使 得 (а) = 8. 我 们 取 满 足 此 性 质 的 任意 一 个 a, 
邻 g(5) — a. WEET b € H, (gg) (b) = 
f(g(b)) = fla) = b. FE g = 15. 另 一 方面 ,如 
Ж fe = 15, 则 对 每 个 5 € В, (5) = (fe (b) 
= 1.05) = b. A Фо = gib) tE fia) 
= b. MT f ЙЯ. 

(3) E f:A — B Я, Pla] Н] E Ва ЯЯ 
射 . 则 由 (1) 和 (2) 可 知 存在 两 个 映射 z: B — A ЯП 
:BB 一 入, 使 得 gf = la fa =le Fig = lam 
-gg — g(fg') дік g НЩ £ — lg 
就 证 明了 命题 (3) 的 “一 ”. 而 命题 13) 的 “<=" 部 分 
EC) 和 人 2) з ЈН. 

最 后 , 若 f:A — BEH, g а 是 从 B А 
的 两 个 映射 ,使 得 j= уш = lef g f = la. 
а= Іл = (аР) = д и) = g ls g Й 
完成 了 证 明 . 

Ж ”为 了 证 明 F.A — 昌 是 双 射 ,我 们 常常 不 用 
定义 ,而 采用 4.1.1(3) 的 等 价 条 件 , 即 直接 构造 一 
个 映射 E: B— 六 ,使 得 £: = l ER er = 14. 注 意 
H 4.1.1(3) 可 知 这 样 的 g ЕА), ЩЕ Р ВЯ, 
表示 成 '. 

4.1.2 ШЕРА ВЯ: В СЯ, 
вА = СВХ ЗНО) = fg 1. 

解 【证 法 一 ) 先 证 zf AAH. Ш (Р) (а) = 
(аа) = Є С, Еа) = gtf (а). НЕ 
ЖААЖ (а) = Жа). н £ E BL а = 
а' .这 就 表明 gr 为 单 射 . 

FHE gf 为 满 射 .对 每 个 + € С. z ДЕЙЛ n] 
知 存在 五 E B 使 得 g(t5) = с. ХШ 了 为 满 射 可 知 存 
Жас ARa) = 5. 于 是 (g(a) = g( füa)) 
= g(5) 一 c. 这 就 表明 gf 是 满 射 ， 

HEGO = 广 'g ,我们 只 需 对 每 个 < C 
СВЕВА (кў) (e) = (f lg 100). ре) = ё 
ЄВ, (6) =аСА., g) = с, fla) = в. 
是 (Fig (c) = rc = (0) = а. я 
一 方面 ,由 寺 (gf){a) = g(fta)) = g(b) = с, 
Ы (р) (c) = a. FE'M = a = 
(gf) Сс) КАЕН (р) = plg. 

{ 证 法 一 ) 由 于 f Ж ЯН, PRP ТЕ ТЕЕ 
射 AlB — АЯ 1: C — В.Н 
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(£ lg Мид) — # (g lg)f ГЪ 
= ff = 14, 
СС D = С Эд”! 
一 РАГИ = Ев ШЕ le 
根据 4.1.1(3) 可 知 rA СЭВ, Нр) ! 
= flg, 

注 “第 一 种 让 法 是 所 有 事情 都 放 到 元 素 上 去 验 
证 ,第 一 种 证 水 则 是 利用 4.1.1 以 及 映射 的 运算 ,在 
证 明 中 集合 A, B,C 中 的 元 素 不 出 现 .我们 强烈 希 
望 大 家 学 会 第 一 种 证 法 .这 是 本 误 程 经 常 使 用 的 基 
Á Hu. 

413 设 态 是 任意 非 空 集合 , 则 A 上 的 所 有 等 
价 关系 和 集合 A 的 所 有 分 村 是 一 一 对 应 的 . 

证 ”集合 4 上 的 一 个 关系 一 时 做 等 价 关 系 , 是 
指 它 满足 以 下 三 个 条 件 ; 

ПАБ) 对 每 个 2 C€ A,a a; 

БРЕ) # а 一 上 8, 则 5 一 各; 

СНЕ) 者 a — b 3EE 5 — с, а ~ с. 

集合 六 的 一 些 子 集合 A(iE 万 叫做 4 的 一 个 
分 析 , 是 指 :(1) 每 个 А, 者 是非 空 集 合 ,(2) 任意 两 
ЖӨ +.) € L.A; ПА, = AE), GAEM 
有 这 些 子 集 的 并 集 , 即 点 = YA. 

ДА F ЖК А 的 所 有 等 价 关 系 组 成 的 集合 ,以 PP 
Ж ЛЙРА В НАНЕ тС Е, Ва А 
ТС MEG A ГАРЭ л 分 成 一 些 
等 价 类 .我 们 在 每 个 等 价 类 中 取出 一 个 代表 元 ,这 
些 代表 元 组 成 的 集合 记 作 O A 对 等 价 关 系 的 
一 个 完全 代表 系 ). 对 于 每 个 a € л, Па) 6 
示 & 所 在 的 等 价 类 . 每 个 等 价 类 显然 是 4 的 非 空子 
PE HERE aAa 是 7 中 不 同 元 素 , 则 4 和 和 a 在 不 
同 的 等 价 类 ,由 等 价 关系 的 定义 可 知 [a] [a] = 
KMR a] 和 [a ВАН b, Ща ~ в,а m~ 
.于 是 a 一 .这 就 导出 矛盾 ) ,最 后, 由 于 了 工 是 点 
对 于 x 的 完全 代表 系 , 可知 A = Ula]. 这 就 表明 
ala € 上 是 集合 A 的 … 个 分 析 . 我 们 把 这 个 分 
FER .于 是 我 们 就 定 凡 出 一 个 上 映射 

РЕР, }(т} = p. 
ЖП ШЕ f 是 双 射 .为 此 我 们 定义 另 一 个 映射 g:P 
~ 下 .办 法 是 :对 于 4 的 每 个 分 析 p C P WEF p 
是 把 A 分 成 A,:i ЄЛ, А АРЗ 
一 :对 于 a 和 a EA, 

a ~ аа Жа 局 于 同一 个 A,. 
容易 验证 -- 是 等 价 美 系 .我 们 就 定名 g(p) 为 这 个 
等 价 关 系 . 不 难看 出 gf = lz, 记 = 1,. 这 就 表明 у 
EAA MEG E HIP Ж -一 对 应 的 . 

372 


注 ”我 们 也 可 把 上 面 习题 写成 如 下 的 形式 ; 求 
HAPE, (л) = 加 是 双 射 .但 这 不 是 一 个 好 的 
习题 .认识 到 等 价 关系 和 分析 本 质 上 是 同 -概念 的 
HR ЖЕ ЖЕ] IFEA HAE ERRA 
程 ,在 这 里 ,重要 的 是 在 于 "发 现 ", 而 小 在 于 去 “ 验 
证 .这 也 是 本 课程 最 重要 能 力 的 培养 :寻求 各 种 代 
数 结构 之 问 的 联系 ,也 就 是 去 发 现 它们 之 闻 的 各 种 
同 态 映 射 . 

F 面 是 群 . 环 , 域 的 基本 概念 , 以 及 同 态 向 


+. 
4.1.4 SERAF O UCS) л S 的 所 
ЖА нй ЖЕН „ДШ LK S) 对 于 S 中 的 运算 
ЖМ. 

证 “集合 S 和 其 上 满足 结合 律 的 运算 , 叫 散 半 
H RAZIOA e{ 即 对 每 个 a 5, ае = п = а) 
半 群 叫 含 儿 半 群 ,会 各 半 群 S 中 元 素 e 叫 司 可 逆 的 ， 
EEFE bE S ,使 得 ab = Ба = e RER p ET 
在 , 则 必 唯 一 , 叫 散 a 的 道 元 素 , 记 成 a! .车 会 名 半 
群 每 个 元 素 都 可 逆 , 则 叫 艇 群 . 所 以 为 了 证 明 
U(S) ER, 关键 在 于 弄 清楚 我 们 要 证 半 么 . 如 果 
“ВЕ 105) 是 由 S 的 可 道 元 组 成 的 , 4 
US) 中 元 素 均 可 道 , 所 以 LS) 当然 是 群 .这 是 完 
全 不 对 的 . 祖 据 严格 的 群 定义 ,我 们 应 当 证 明 : 

Q) US) 对 于 S 中 的 运算 是 含 么 半 群 .首先 证 
明 UCS) 是 半 群 , 即 S 中 的 运算 可 以 在 U( S) 中 进 
行 ,这 相当 于 要 证 骨 : 若 a,b EE U(5), H| ab Є 
U(S}{ 至 于 结合 律 是 不 用 验证 的 ,因为 它 在 S 中 有 
结合 律 , 所 以 在 UCS) PIR). 证 明 则 很 容易 :由 
a,b € 105), па 和 上 在 S$ 中 可 道 ,由 (tap)! = 
bla |A ab BES Н [Ж AE ab € UCS). H 
次 要 证 明 105) нА k EH 3 S 中 有 么 元 
Же, Шей ( e l = e), M e E UIS), HAE 
U(S) rRBJZ Jom В US E S ЛЧ. 

D U(S) 中 每 个 元 素 在 UCS) 中 都 可 道 , 这 是 
由 于 U(S) 中 每 个 元 党 a 都 在 5 PAE, TEA b 
€ S, {Ei ab = ba = ee. 由 此 知 记 也 是 3 айл, 
BB p £ 5). 所 以 UC(S) 的 每 个 元 来 4 都 在 UCS) 
中 可 闭 . 综 合 上 述 ,可 知 U(S) 对 S 中 的 运算 为 群 . 

注 “此 题 看 起 来 似乎 不 难 , 但 不 少 人 不 策 道 推 
理 需 要 这 样 严格 . 如 果 没 有 严格 训练 和 习惯, 在 解 
ЯЕ аа, 

4.15 设 避 是 半 群 , 则 以 下 三 条 件 彼 此 等 价 . 

(1) G 为 群 ; 

(2) HFEELX a,b € G, HA ar = b 和 za 
= ТЕС БОЕ: 

(3) G 中 存在 右 么 元 素 e[ 即 对 每 个 a € Сс. 


有 ar а), ME H G th G > SAAMAA 
z (UB z£ = в). 
Ш (1)=>(2):2 G 为 群 , 则 方程 аг = b Mra 

= b PM = a b Hr ра |. 

(27-203): Ра С, Н(2) 中 条 件 知 存 在 。 
£ 如 ,全 得 ae 一 a, 现在 对 GG 小 任意 元 素 5, 由 (2) 
中 人 条件 知 有 .x € Gra = b. PE be = (xaje 
= rlae) = ла = h AMRA e ж СО 的 一 个 右 台 元 
素 . 进 而 由 (2)] {ЖТ ЫШ Н а E G fhas 一 e, 所 
以 如 中 每 个 元 a фй. 

(3)=>(1);:É > Є С. BG) 中 条 件 知人 在 在 а" 
€ Gier = «СИН е С 20). М 
HF r TE Є GI z > = е. FE z z = 


х (те) = zrl z) = xz {zra = (тех = 


ZX e, H r= are- (ағ) (жи )}т ех. 
所 以 对 于 任意 元 素 z {л = ex 和 一 ге. Bi £ 
а 2 жж, НЕЯ x р йо 
Ж г.и GER. 

注 ”看 (2) 中 没有 假定 方程 解 的 唯一 性 ,在 条 人 忻 
(3) 中 也 没有 很 定 古色 元 素 和 和 布道 元 素 的 唯一 性 . 
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条 付 是 扬 注 呈 去 消去 律 和 五 消去 律 , 即 对 任意 无 素 
zay Є G, 

左 消 去 律 : 若 эт 一 ey M > = y. 
ДАЕ: as = ус, | z = у. 

证 # G PE IB] SM z = zy 时 ,将 等 式 两 边 左 
ЗЕЦ 271 АЈ х = y. 同 样 吕 知 右 消去 律 成 立 ( 证 明 
中 并 没有 用 到 如 有限 这 个 事实 ,所 以 在 任意 群 中 均 
有 左 消去 津 科 右 消去 律 ). 皮 之 , 设 有 腿 半 群 局 满足 
两 个 销 去 律 .为 证 台 是 群 ,我 们 只 需 验证 习题 4.1.5 
中 的 条 件 {2) R. SPE а,Ь € С.я ХЕЙ 

f:iG = G, flr) = az (Ht z € G). 
由 左 消 去 律 易 知 了 是 单 射 (ar = ауел = у). ME 


ЖАНСА Се СМК Н у 


а= | /(G) EE F(G)S G, EM 
BRG = РОС). В /为 满 射 . 这 就 表明 存在 了 € G 
使 得 xzr = b. PEAH ra = b ЖС ЧАН ГЕ. 
于 是 G 为 群 ， 
41.7 证 明 下 列 集 和 台 对 于 所 指定 的 运算 是 群 

(1) 行列 式 不 为 零 的 а MEAE А GL (R) 
对 于 矩阵 乘法 . 

(2) ETRE M PEB SARI ESM) 
对 于 上 受 射 的 合成 运算 . 

(3) Zi = [аа C Z,(a,n) = HTE n 
同 余 类 的 乘 靶 运算 (其 中 Z л Н (а, н) 
表示 整数 a п 的 最 太公 因子 ,[a] 表示 整数 o 的 


“п FRÆ). 

证 “可 以 用 群 的 定义 要 接 验证 题 中 二 个 集合 对 
于 所 述 的 运算 是 群 ,也 可 以 利用 4.1.4 来 做. 

(1) 以 M, (R) 表示 阶 实 方 阵 全 体 . 它 对 于 乘 
Жаб, HAREE M,R) 中 进行 并 且 
满足 结合 律 ,而 л 阶 单位 方 阵 是 各 元 素 . 由 线性 代 
数 知道 ,nn 阶 实 方 阵 可 道 当 匡 仅 当 它 的 行 全 式 不 为 
地 ,所 以 M.(R) 的 可 道 元 全 体 就 是 GL (R), 由 
4.1.4 知 GL (R) 是 乘法 群 . 

(2) 以 M(A) 表示 从 集合 A 到 自 导 的 映射 全 
体 .这 也 是 含 么 半 群 ,因为 两 个 从 A 到 A 的 映射 的 
EREA А 到 六 的 映射 ,并 且 合 成 运算 有 结合 
律 , 恒 等 映射 是 妆 元 素 . 进 而 由 4.1.1 可 知 ; 从 A 到 
А ВЕ ну Н HEERA. АА МА) й 
林道 元 全 体 就 是 ВОМ), [Ч S( M) ESE. 

(3) Ц 2, 表示 # М n 辐 休 类 组 成 的 集合 . 它 
对 二 乘法 是 会 之 半 群 , ARAN] 现在 设 [a] 为 
可 道 元 素 , 则 存在 整数 b E zZ Elali] = [1], 
Вр ab = 1(moda). FE ab — 1 = nm, R th m €C Z. 
ТЕЗ d Ва {йл HART. M q iub- пт 
= 1] 的 因子 ,于 是 2 = 1. 这 去 明 a о ER, Bu, 
n) = I. ВМ, (оа, в) = 1, 0-а, да. 
(m = 1)а Etn КАСР ia = ра (rnodn). 
由 (ra) = 191 ; == jtmodn)). 所 以 [0],[aj. 
[22], niin- ljal] E zZ, п 个 不 辐 的 元 素 .但 是 
Z, RA п Ж. ЫЕ b E ,使 得 [如 ] = 
[1], 即 [5j[a] = 1.8 +T Z, Е AtA 
[а 1122 = 12, (а, н) = 10], 是 2 的 乘 
法 可 道 元 .这 就 证 明了 Zi EZ, 的 乘法 可 道 匹 全 
К.т Z; ЖБК. 

我 们 也 可 用 4.1.6 证 明 Z: 是 乘法 群 , 因 为 Z; 
EAR REFERE. WE хл], yl iz] € Z; #E 
гт | =] = [y][z= ] Bl хі == wlmodn) TE п | += 

ук (a у) ОХ а | b Фа SEED). BE н 
с EREE п | z- у. г == y(modn),[ £] = 
[y]. 这 表明 消去 律 成 立 ( 对 于 允 换 半 群 , 左 消去 律 
E KHE ME). 出 4.1.6 可 知 2* АЗЕР 
群 . 

Ж (К) 叫做 实数 域 上 的 阶 一 般 线 性 群 ， 
同样 有 群 GL (Q). GL (C) 等 等 ,其 中 心 ,R.C 分别 
表示 有 埋 数 域 .实数 域 和 复数 城 . 若 A 为 n 元 集合 ， 
ШЛ) Е S ,叫做 ”元 对 称 群 ,8S{1A) 的 每 个 
元 素 叫 集合 A 的 置换 . GL, (R) 和 S(A) 的 子 群 分 
PU ERR НЕ рр. ТЕП А АЕ ЗЕ ЕДК ЕШ ЖЕ 
+. 
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4.1.8 ” 试 决 定 整 数 如 法 和 群 Z 和 有 理 数 加 法 群 Q 
的 自 司 构 群 . 

Ш 群 扣 到 自身 的 所 有 自 同 态 构 成 合 双 半 群 ， 
其 中 可 逆 元 素 就 是 群 恕 的 自 同 构 ,所 以 群 各 的 自 辐 
构 全 体 { 对 于 合成 运算 ) EBE TER Аш CG). 

Ж {ТЕ ЖЕКЕШЕ ЖН РЎ Auz). ГЄ 
Aut(Z),Mi /(0) = 0AA ЖШН 764205 0, 
I bp T Be |a] ЖАИ Ж л ВЕЛ 26704. 现在 令 n= 
KDE Z, WA E qS E m, [дж S HI 
fa +b) = Ка) + f(b). T F: 


Кт) f(l + Lt” 1) 


— О (1) + + /(1) 

= mfl) = тп. 
m Fi- m) 一- f(m) = - rn. 这 就 表明 对 每 个 整 
Ж т ВА т) = ит). TE РКА) = xZ. H+ 
了 是 满 射 ,所 以 пу, = Z, АК п = + 1. В (1) 
=+1.ШЖ /(1) = 1, 由 前 面 的 推导 可 知 对 每 个 эл 
E ZRA flm) = m,f ets S= B 0.4 d) = 
_ 1, m € Z, f( m) =- m REMMER 
艺 的 自 同 构 , 因 为 Дан b)= (a+ в) = а 6 
= fia) + рр). ВТЕ Аш(7) 是 二 元 群 . 

现在 决定 有 理 数 加 法 群 的 自 同 构 群 Aut( Q). 

É f€ Аш(О) ,并 且 令 a = f(1) Є QQ. 则 和 前 而 -… 
样 可 知 对 每 个 整数 m A FOm) = ma. HF Е 
双 射 而 站 人 0 = 0,3010) = a ,可知 a 闫 0. 现 在 每 个 
有 理 数 都 冲 写成 a = mn, ВФ т.п € Z3E⁄FH п 
> 0. РЕ 


та = Кт) = fn ©) = af) = муа). 


于 是 fta) = a = oa. 换 名 话说 ,了 由 它 在 1 处 的 
取舍 a 一 fO 所 完全 决定 . 我 们 把 这 个 映射 记 成 
НЕ, f. 把 每 个 有 理 数 a ВАЎ za ШЕ 
fila + b) = a(a + b) 
= оа + eb = fla) + },(Ь), 
从 而 对 每 个 非 零 有 理 数 ,无 BENERE Q HI HA 
构 . 所 以 
Aut(Q) = (faza € О, а Z 01. 
以 上 决定 出 集合 Autt0 .但 是 这 还 不 够 ,因为 习题 
要 求 决定 自 辐 构 群 ,所 以 必须 决定 Aut( Q! 的 群 结 
H. h ERRIA RRS 
pQ" = Q- 10} АШ), pla) = f. 
易 知 ç 也 是 Ф} (Ф(а) = Ф( 8), = Ўра = 
АМЧ = 5\1) = Д), ЕТЫ ХА. ТАР a 
EQ, 
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(ffa)la) = fafa) = а = fala), 
可 知 Z. = Ps. 这 就 表明 对 什 意 a, p 0“, 
Ф(а8) = Za = Ыз = Фб) ФВ), 
所 以 ЕО" ТЇ Aur Q) А. 由 于 р 
双 射 ,所 以 p 是 群 同 构 , 即 Ao) 同 构 于 非 零 有 理 
ЖО ЕШ. 

4.1.9 实数 加 法 群 及 和 正 实 数 乘法 群 RT 是 否 
同 构 ? 有 理 数 加 法 群 О ВЧЕНЕ О" 是 
т)? 

8 ТЕШ FRR, fia) = 10t. H Ро + fJ) 
= I0#*P = 10° - 10? = f(a)/(8). 可知 了 是 群 同 
Ж.Р 1: В 一 R(ig( a) 表示 以 10 为 
ВОХ), MERA. / ЗАЯ „НП 7 为 
群 同 构 . 这 表明 实数 加 法 群 R АУ РЕСЕ Е 
R*. 

现在 设 f.Q— 0" EAIA OPRA О" 
的 同 构 . 则 有 a C О, Н fta} = 2. 但 是 fta) = 
К + 2) = 50705), PE) = 
+ / Ка) = +42. EN? 不 是 有 理 数 .这 个 矛盾 表 
НҢ ЖОЕЛ ЕЧЕН УЕ ЖЕШИН. 

4.1.10 Bn ЛЕВ, н 222. ШЕ АРЕ 

被 此 等 价 
(D n 是 素数 ; 
(2) Z, Ж}; 
(3) Z, REH. 

E (D=): 8 Z. 的 2 tR AO], 
[1].[2], [n - 11. ШЖ n ER 1,2,5, 
145 n HEH 4.1.70] [1] [2]. [n 一 要 都 
是 环 Z, ВН, HEH Z 是 域 . 

(2):=>(3): H ТЖЕ. 

(3}==(1):Җ РДЕ, E. JS a 
Me RER PEPE, M аб 30. MER ”不 是 素 
Ше = ap. фа, b EZHEL SKa, bn 
1. 于 是 [a], [58] 均 不 为 Z, 中 零 元 素 , 但 是 [a][5] 
=[ab] = `w] = [0] Æ Z, PERE. И 5, 不 
EEI. AILE Z, 是 整 环 , 则 n DERA. 

4.1.11 (1) 决定 加 法 群 Z, 和 环 2 的 自 同 构 
群 . 

(2) 决定 整数 环 Z, 有 理 数 域 Q 和 实数 域 及 的 
自 同 构 群 . 

解 (D RASAR 的 映射 :RR 一 R° 叫做 环 
AS EHE a,b E R,fla + b) = f(a) + 
FHH fab) = Ра) РЬ). ЖЕ К], 
ИА. 每 个 环 R 的 自 同 构 全 体 也 形成 群 . 
我 们 先决 定 环 Z, ВАТА: РУРК, ВА А, 


则 必然 (0) = Ор — 1. 这 里 0 一 [0],1 = 
116/60) 一 人 是 央 为 六 为 加 法 群 Z, 的 站 同属 ,进而 
= #11) = УСТ, 701) ОСУІ 
з О). ВТЕ U) = 1). FE яро, fiL = 
FO ee DO D+ ВЕЧЕ» 
Lee + [I] 一 77. 这 训 表 明 环 Z, ГУН ЯЕ 
等 自 同 构 . 

я Л ВЕ Z mAH. F / EIn 
Z, ВВ. M] /([a] + eD — Саз) ч 
КОБ], 0]) = 0] SUID = [ei 其 :ta € 
Z. MAT PE T ó € Z, 5 ОЬ) D) = 
БР) 一 bla] = ab]. Br DL f Ba fE[1] 的 值 
FID - Le] 所 唯一 -决定 .将 这 个 函数 记 为 fo . 
于 /fo — Гав]. в fu Cp] + ¿c]) = 
f. (lb кє!) = lalh te) = [ар + [ac of 
Р. EINER Z, ЮАНА, ЖА л. 是 双 射 当量 羽 
а Ma HR. FEIRE Z, ВАБ ЖЕТЕЛЕ 6 


йс ЦЕ 


5 - 1л. a] E Z(a,n) = 1! 
—iñhaedale Zii. 
进击 由 于 Лы eD — allael- aleh = 
fu в МИ Zaa; T Газ бо, ЗАО ВЯ р 
2, aE EARRA T RENZ. 

(2) ## ARER Z BJ B t, m) A003 — 0, 
КО) —1.+ ЖЗ SMS л € Z. (n) inl) 
= пј(1) = 2 这 就 表明 整数 不 只 有 垣 等 自 同 构 . 设 
g EAER Q BU P| HPS. 与 上 面 类 似 , 可 知 对 每 个 


É.) = .于 是 对 每 个 有 理 数 a = (м, 


п Ў), - рот) = gün + т = пв(а\. НҒ» 


Z0 fH gla) = 27 = о. ЕНДА ОАЫ 
PATE% Н ГЇ. 

最 后 决定 实数 域 R 的 自 同 构 群 . 设 £ 为 域 民 的 
Н. БЫ Fg . 样 可 知 封 每 个 有 再 数 a. Fa) = 
a. AEE FATER а, Oa) BE ҢЕР ШЖ 
а ЭЛЕ Ж Ma- 序 , 其 中 产 为 实数 .于 是 f(a) = 
РВ) > DCH о 30 910270, AI С) 20, (8: 
> 由 .这 表明 上 把 下 实数 映 成 正 实 数 .于 是 著 o Жр 
是 两 个 实数 .并 且 = > а. Ше- B >D РЕ (а) - 
ED = Ка #)>0,Ш (в) > /(8). ВЕ a 为 
AK. MT AMAA RR a b. а, Са < Б. 
lim a, = а = „бт ba. ВЕ ЕТЕН а, — 
Fiat < ау = b ЖОЕ ИШИН o -= 
„т а, чы Ра) = „ит bn — а. РА fla) — a. it 


MEHL ш RAE АН. 

4.1.12 设 尺 是 含 么 变换 环 , 民 -rr ок Е EB 
EHR, R e] ER R ЕШ (ЖШШЕ И. 
АЙТ S REIA UCS) 表示 5 WEE) n] I z 
AHE 

(1) RAER rj HEI SR +] 为 整 
坏 . 

(2) F R AEH, 

URIs) = ОЕ), 


UR! [iD = j> upr”: ag € WRN. 


п=й 
& (1!) 多项式 环 R[ +] 是 由 系数 属于 R 的 所 
BAET r 的 多 现 式 组 成 的 , 它 对 十 通常 的 加 法 和 莱 


法 是 环 . 环 R[Izj1 基 由 所 有 等 级 数 > epr" 一 a 


tar tatt (a € К) ЕЕ E X ute 
和 乘法 为 


> z > 
1 1 3 

N ant + ХБ" = 2 (a, + ba, 
ü u = = =! 


1 \ И 1 
(Хал) (Ура) = Dor, 
w dl а bh a Ü 
其 中 co = agbase = gaobi t атбас = 


Улар, (a 2 D.M RILI EER. АЖЕ Ж 


舍 攻 变换 环 , 则 RI. J RI[: Ji 5 ES н. 
ШК C К] С RL[x]] Ж H ЕУ ul Bl 
Кге) JEI SR ] АЕ Р — R 是 整 环 . 反 过 


来 , 设 R REIN. R[[z]] PER a = аы” 和 有 


= Ур" 如 果 都 不 是 0, 则 必然 有 下 .) 0, RE 
п 0 


аа — aj С = арр T O, E0, р = фу = з= 
Pr. = 0, А, = D. ТЖ 
ар 


= (арў + a 12271 + (Бу + Brari кее) 


mw 

— k+l 

= ары" ` + > ca r". 
H=P+i "l 


ЖН Á, € R.B +T RERI, ар аф, 28 0. X RHB 
ай 7 0 RMR R [r] 其 整 环 .所 以 R ESE 
—R[[ r 1] 是 整 环 . 

(2) RR 中 时 道光 显然 是 REr] hali r. J py 
Ж, f atarte жал" € UCRLz]), 其 中 
xD a € К,а, 0, ШВ g = ba F bir + = + 
ba € R[+ ]( b, = Ü, 2: 0) tH jg l AF 
Je Ki ВИКО abat”, M nem Z= 0.a,b, = 
ООН ЕЖЕ). ТИН e = 1АЙ n = m 
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= 0, 并 月 agbo = 1. 于 是 чш Є U(R)3EH f = РТ 
这 就 表明 URII] = UCR). 


MER- San € окр g = 


Ува" ER[[z]], 使 得 房 = 1, 即 aobo+ (aob: ` 
п=0 
аби) + = 1. Fagbo = 1, ал ОК). K 


这 来 , É = Slan” Є [к], 并 且 a€ 
ГЕЗ 


UCR) .我们 可 以 求 得 g = Ул" € RI[z1) Ë 
得 z = 1. 因 为 这 相当 十 要 求 


gobo = 1,20 tabo = О, арро + a:b + азба 
= буз, аф, = O(n 22 1), 
r-t 
所 以 我 们 内 需 依 次 取 


— -i __ 0-1 
bo = ар ,bí == ар арбо, 


ba 三 一 uo luib + азбас 


Б = а! аф; (n I) 
BIEI ,这 就 表明 
Ка) = Уатта Є UCR). 
ж= 0 


4.1.13 求证 

1) Ж GERERE S (GE ri x° = 1 在 
G 中 的 解数 ; 则 z( G) =| G | (mod2). 

(2) 对 每 个 群 С, z — z АВСНАА 
ЖАП {МОҢ б 是 变换 群 . 

(3) E G 中 每 个 元 素 & 都 满足 g* = 1,0 G E 
交换 群 . 

解 (1) 考虑 上 映射 : 疡 G 一 全, 大 ae) = о. ИП 
有 ;a 是 映射 了 的 不 动 点 { 即 fla) = ае! = 
аба? = 1ба 是 方程 7* = Р, Ш ЄС A 
жг = 1HR, оза. (a t = 可知 or 
也 不 是 .r? = 1 的 解 . 这 表明 G 中 不 是 x* = 1 的 解 
的 元 这 必 成 对 出 现 .所 以 1 G СС) 是 偶数 , 即 
| G | = z((;)(mod2). 

(2) # о) = a ER СУН jis , 则 对 任意 
TE a,b € С,а 157 = f(a)f(b) = flab) = 
(ab) l = p'l all TE ab 一 ba „ЁШ G ЖОЛИ. 
Ж G 是 交换 群 , 则 对 任意 a,5 E С, ав) = 
(ab) = b le = a lb Y= f(a) f(b) .从 而 了 为 
B САН. 又 了 显然 是 双 射 ,于 是 F NBI. 

(3) # 如 中 每 个 元 素 g 都 满足 g: = 1,W| z = 
g. E G 10 ВОВЕ (а) = а 是 恒 等 映 射 ,所 
以 是 自 同 构 .由 (2) 即 知 G 是 交接 群 . 
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4.1.14 《1) 环 民 叫 作 布尔 环 ,是 指 对 每 个 a € 

R На = a .求证 布尔 环 必 是 特征 为 2 的 交换 环 ， 

(2) 对 每 个 集合 5,4 F( S) RRMA Salz 的 
也 有 映射 组 成 的 集合 .对 于 Ff,g € FIS), E 

(f +g)Xs) = f(s) + gis), 

(305) = /(s)g(s) (s€ 5). 
求证 F(S) 对 于 如 此 定 尽 的 加 法 和 乘法 是 布尔 环 ， 

(3) 说 S 是 一 个 集 台 ,P{S) 是 3 的 全 部 子 集 
构成 的 集合 , 即 P(S) = 1lA:A — s|. 5 BJ T 
集 刀 和 BB, 记 ANVB ls € 5:56 A,s 6 Ві. 
在 定义 

A+B=(ANB)U(BANA), 

A. B= А Па. 
求证 P(S) 对 于 上 述 定 义 的 送 算 是 布尔 环 . 

(4) 求证 环 F(S) 和 PCS) 是 同 构 的 . 

Ж (ОКК. ШЕТ о C R, 4a = 
da? = lata) = а+а = 2а. Е 2а = 0.103 
HHI R НОНЕ 20 ҮЕЖЕ m 使 得 对 每 个 
a € КУН ma = 0, НОА Jy E ЖЕГП 
作 环 R 的 特征 . 如 果 不 存 在 这 样 的 正 整 数 , 则 环 R 
的 特征 规定 为 零 ). 并 且 对 每 个 a € К,а =- а.ж 
而 对 R PARANE, J,a th= (a + b)2 = а? + 
ab + ba + b2 = z+ ab + ba + b. FE ¿b + ba = 0, 
В] ab =- ba = ba. 这 就 表明 R 是 交换 环 . 

(2) 不 难 由 定义 来 验证 FtS) 是 环 , 并 且 由 于 
Z, = |[0], [1] [0P = [0]. [1] = [1]. 所 以 对 
F(S) НЕТ РЕВ Р = ЛШ F( S) 是 布尔 环 . 
(3) 和 (4) 由 定义 直接 验证 P(S) 是 环比 较 复 
未 .我 们 现在 把 P(S) 和 已 经 知道 是 环 的 F(S) 加 
以 比较 . 考虑 映射 o; P(S)— F(S),e(A) = fa. 
R pP) AR AI A ESETE) F 
EAER /, € RSE RIRA E 5, 
1], # s€ A 
faks) = [0], FSRA 
FERE: fa = ЉӘА = B.FE p EB. P(S) 8] 
F(S) 为 双 射 . 再 验证 fafa = fanudfa + fa = 
Рн. EF A + BAG) 中 定义 的 运算 ,这 就 表明 通 
ЖАА р, Н ЕБ) ВЕЈД P( S) 的 一 
个 环 结构 ,其 中 PS) 中 加 法 和 乘法 为 {3) 中 所 定 
义 的 . 最 后 由 F(S) 是 布尔 环 , B] 5 E [B] 28 Н 
P(S) 也 是 布尔 环 . 

Ë 设 尽 为 环 ,S 是 -一 个 集合 ,并 且 9: 灵 一 9 是 
一 个 双 射 .我 们 可 以 通过 p 把 R 的 环 结构 转移 到 5S 
上 来 ,而 使 5S 成 为 与 RR 同 构 的 环 ,并 且 p WER. 
办 法 是 : 对 于 S h>; S a 和 5 定义 a+ b = 
фф (a) + Фф l[a) ab = фр Са) l(b). X} 


FEE RAAE Н пр {ЕЖЕ aris. 
84.2 ”结构 理论 


ЗЕТЕ НЕ . 环 . 城 的 结构 有 关 的 一 些 题 日 . 
关于 群 的 结构 主要 是 子 群 和 陪 集 分 解 , 群 的 交换 性 
HERAT. 关于 环 的 结构 主要 是 理想 ,唯一 分 
ЫА ЛИК. 关于 域 的 结构 主要 是 代数 扩张 和 
ХаК КОҢ ЈАН. 

解 题 时 用 到 的 方法 证 昌 有 :利用 定义 ,定理 ,性 
质 解 题 , 验 计 法 . 反 让 法 „ЖЫ ЇН ТЕ, Ж ЖЕН МИЕ, 
通过 让 年 价 命 题 来 达到 证 题 日 的 ,将 一 个 复 淋 命题 
分 解 为 儿 个 简单 合 题 ,采用 各 个 击破 法 ,等 等 ,这些 
方法 有 时 单独 使 用 ,有 时 联合 运用 , 清 赎 者 通过 只 
体例 大 来 深刻 休会， 

421 PG ESE А, BS GIA Ss GS 
АСВ Г). Ш 
(I 'AB1I-1AJ ВТРАТА ПВТ: 
(2) АВЕС, СТА) = [G : B][ H 


: A]; 
(y G: AD Ву [б: AJG: B]. УФС 
:AJMLG: BE ER, MIG: ANR =[G: AJG 
: B] ,并 且 AB = G. 
Ж (1) A HIB K G ТВ, WJ АГ n t E. 
G PPE EG AH = jabia CA, BERI = PAb 
虽然 不 一 完 是 了 群 , 但 是 为 一 些 障 集 A5 HFE. J 
一 方面 ,BB 又 是 它 对 子 群 4 N B 的 -一些 障 集 (4 П 
K)o 的 并 .但 起 对 于 b,b Є 了 ,我们 有 

Ab = Ab ЗБС Am Є А | В 

ЕА ПВ) = (А ТОВУ. 

хая Н 上述 丙种 障 集 分 解 中 有 同样 多 的 陪 集 , 即 
IAHlZ1AI=IHBIZ1IAPD B BAE). 

[2) БЕ; x] TB B. РИНЕ ЛЖ У 
| n =їб: B]. 


B = ЦАА, m = [B ; A]. 


MG =UU Abg, MẸ Abg = Abg (AiE 
mlj, чуп}, bga, bi! E 六 ,从 而 gg! 
€ b Ah СВ. FPE Bg, 一 Bg RRN у = yM 
T ab E А, Ab = Ab; ,这 也 得 出 i = 三 .这 就 
RHS G G) =G A Abg МАР EG А 
的 不 同 障 集 .于 是 [GG :A] = ma = [G ' B]LB : 
A]. 


(3 АВС СОЎ НЮ B: A r) B] = 


ГЕ - AsH =[G: A] (2) 
пу] 
[G:AD B] = 1С: BB: ATB: 
с: BIG: A] (ж) 


另 一 方面 ,由 上 式 知 [和 :8 | G: AN Bi В 
ЖБИ ИВ С:АЈ | СТАЙ В.С: А. 
ALG: В) AR, MEG: AJG: B. [СТАП 
BLAR ЯШ G: AD B1- IG: AIG: 


| GI IGI IGI cua n _ 
BLB ang Ta Br hO. G = 
AELE анаа aB I= TATIB, 


于 是 | ABI=1 GI H ABZ G ЯАВ = G. 

422 Ër CG MR IA < G, B = GRE 

(1) (A ШБ) =, GA = B sk B s< A. 

(2) #'A IB 3 AA С, A U ËB > с.е 
语 说 ,每 个 样 不 能 表示 成 它 的 两 个 真子 群 之 并 . 

(3) EF a,b E G [EIF Aa - BB. 则 A = Б. 

Ш ()#д=ннщ Жж Вс А,(ЛЦ) B) 为 
BRA, MMA U B) б. Ж (1) 的 右边 不 成 
Шата C ANB#l5 €C BA. 于 是 a.bEA 
UB. mI A ЦВЕТ, Ijab € ЛВ, ВТЕ ab 
€ ARP ab C В.а Є A.B Ta € АН 
六 为 群 ,从 而 bEA. 这 和 bE BNA = ib € В.А 
& Al ЖТА. АЕН, оо Є ВАНЯ. H 
此 AB 不 能 为 的 子 群 . 

(2) AU B= Сб, WrHO НА ВЕ 
єс A.AWG=.AURB=B3REG = АЦВ = 
A. LE АЖЯВЖ С 的 直子 群 相 了 矛盾 .因此 AA 
U B С. 

(3) # Au = Bo, МА = Ва !. 由 十 子 群 4 包 
R1 M G *LHB Б ЕЕ РНЕВН THS І, Й 
然 Вю = B. 于 是 A = В. 

4.2.3 АЙШЕ ДУЛКЫН. 

# ШЕ GERAR p DRH G 是 循环 
ЁТ ВТА АДЕ i G |= 4, 由 拉 格 并 日 定 
H,G PETERE E RA T. B G 中 有 4 
ос a, M G = |i a, gati M a = 1, AAE G 
是 循环 群 . 如果 G 中 没有 4 阶 元 素 , 则 G PAL 
来 都 满足 x? = i. 根据 4.1.13(3) 可 知 避 为 交 搁 群 . 
所 以 所 有 4 阶 群 都 是 交换 群 .再 设 | G | = 6. 我 们 知 
道 集 合 11,2,31 上 的 6 个 置换 组 成 对 称 群 53,1287 
Ву з. н TORIS) = (132),(13)(12) 一 (123) 
Вр(12)(13) 5 (13412). BB. S, 为 阶 数 最 小 的 此 
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Ж “我们 今后 要 证 明 6 阶 群 (不 计 同 档 ) 只 有 两 
个 :5 和 和 56 阶 循环 群 ,所 以 Sa 也 是 唯一 的 阶 数 最 小 
的 非 淘 换 群 . 

4.2.4 ЙС НМ ЕЕ, а E G M a Esa BJ 
素 个 数 为 [G:Cta)], 其 中 C(a) = ig € Giga = 
agi ШЕЕ a 的 中 心 化 子 . 

E Статьн EEEE z C G, 使 得 
b = glag. б ЧЧ ЛЖ ТӘК ШЕЕ Шс 上 的 等 
价 关 系 . 从 而 G А —®Жїє лж Жр. 如 里 
Нр S 28 HT EJ r — OE о ,这 表明 对 每 个 w C 
С АН рар = a В] ag = ри. a С rh 1° 
LRA E. 这样 的 a MERG 的 中 心 元 素 . 所 
有 中 心 元 素 形 成 G 的 一 个 子 群 , 叫 作 群 G 的 中 心 ， 
记 为 CtGY. 于 是 ,如 为 交换 群 当 且 仅 当 CtG) = 
G{ 妈 每 个 元 率 都 是 中 履 元 素 ) .一般 地 ,a € GEP 
ЧНУ У (Ка) = САК Са) ЕС 
子 群 . 

对 于 аш Дїй Жи ag Rh lah, 

glag = Вар ( ЕС!) адһ) = a 

“дА! E C(a)SsC(a)g = С(а}А. 
也 就 是 说 ,a ВУНЕ С e ag ЖИЛ lap 相等 
Н{ НС РЕВ Ca) 的 两 个 陪 集 CUayg 利 
С(а)А 相等 .所 以 上 的 共 辑 元 素 的 个 数 等 于 如 对 于 
TË C) 的 陪 集 个 数 , 即 等 于 LG : С(а)]. 

4.2.5 (Dip ЖЖ, n> 1,G Æp r, 
СОС) 152 р. ШИВ, C 有 非 平凡 ( 即 除了 工 之 外 
的 ) PLIE. 

(2) 对 每 个 素数 p. р 阶 群 必 为 交换 群 . 

解 (l)ijer = 1 C(G) Е БЕЕН ФАН, 
C(G) 中 每 个 元 素 ( 即 G 的 中 心 元 素 ) 自 成 一 个 共 
Жж Fak CG), а АТТАС 
AIG: С(а) 1 AOR. HT[G: С(а)] = 1 G | Z 
i Cta) l- р" | Cla) | 是 整数 ,所 以 [GG : С(а)) 
р BAF. наев CG) пя Сс) G. ВИС 
: Cla)] > [G : G] = FÆLG : C(a)] = р", 
其 中 m > 1. 于 是 将 忆 分 析 成 一 些 共 四 元 素 类 时 ， 
恰好 有 r 类 是 一 元 集 , 而 其 他 类 中 元 数 均 为 р 的 倍 
数 . 于 是 加 = | G = r(mdp), Kik r = 
0fmodp). 由 于 1&€ (6), Ате = СОС) 1221, 
ĦH r= 0(modp) TH r> р. 

(2) 由 拉 格 朗 日 定理 ,G 中 每 个 元 素 4 关 1 的 阶 
рар ШЖ Ср Brouss MJ G 是 p? 阶 循环 
EE. METSA ИШ а = 1 A p. НСТ) ШС 
在 中 心 元 素 a 1, а HRA p. TA G ЯТА 
= ,并 月 A BACO 的 子 群 . 
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НРС РА = ра Рел G 
А, Р p 阶 元 素 . 我 们 现在 证 明 А, Ар. Ab. 
a AB! E GITTA 的 pp 个 不 同 的 陪 集 , 如果 
Аё" = A” НО н< онр l,.W| pw E 
Л.І m — n = b -1.Pl' т — n] Жукі p lu! 
余 类 , 则 在 有 限 域 F, Mim- n, 01. АТГ — 
т], ШЕЕ C Z Не [о-н] = ПТ, 
Ж r(m - n) = 1(шоір) ii rm- n) - 1 = ур, 
JEP y € Z H oz" C АЖУР = 1 A ај = 
pt n) W = Сту д УТЕ Б & A 
Та. КЩ А, АБ, ЛЬ L p АЧ H 
E[G:A]=16G1Z1l1Al1= p7 p= p ДА, 
АБ Ab) 就 是 全 对 A е. ТЕ 
G = Ü дь" = la"b"u;0 < nmp — Ll. 

对 于 G 中 任意 两 个 沁 素 g ЯПА, M ш = ab", h = 
а" .由 于 а" а" 都 是 中 心 匹 素 , 所 以 


gh — атат р" 一 ачар" 


+ n mt " 
7 


hg = атат" = a'ah" Б" 
= д" ep t 
El gh = kg. 这 就 表明 G ЕЛЕЙ. 

426 Ë G NER, M JG B f-3E У МДЕ 
的 子 集 个 数 等 于 [G : N(M) р Nç (M) = !g 
€ бан lMg = МЕ MEG 中 的 正规 伦 于 . 

解 ”局 的 两 个 集合 M 和 S 叫 作 共 四 的 ,是 指 存在 
g€ GTE S = g'Mg. 如 果 M E: CG ñ FEE Hj 
与 МОА я Mz 也 是 G 的 子 群 .车 NAG 
BJ F EE3E H МАЗ FE RE N H 8, N| N tH BS 
正规 子 群 .对 每 个 子 集 M M 的 正规 化 子 N; ( M) 


Е G 的 子 群 .对 于 MARTHA TE g Ме 和 


АМА ,我 们 有 
g Мұ = h Mhehe Meh = M 
Sehl E Noi M) 
SN (M)g = Nol MJA. 
这 就 表明 M BJ g b ñ T 3⁄2 TG 对 子 群 
МСМ) 的 陪 集 个 数 , 即 等 于 [1G: МСМ). 
4.2.7 i N ERG BTA. Ш КШТ ЖНА 
此 等 价 
(1) NIGER N EG 的 正规 子 群 }; 
(2) 对 每 个 gE G, gN = №; 
(3) ММ) = G; 
(4) СУМ 的 每 个 左 障 集 都 是 右 陪 集 . 
E BT NICS Hit gE б, рМ = 
AN 会 对 每 个 gE CNg = gN TAAK 等 价 . 
A :方面 ,再 由 JetfN) 的 定义 可 知人 二 ) #103) 等 价 . 


(2)-е={4) АЈ. ЛЕА, (А) А, ШАРМ 
世人 有 gg HE EN = м 由 于 J ë Мар lz = z 
Те Хе, ГА Ар = Nk Вр PN — Ng 这 就 证 明 

了 (2) ,从 而 12) 和 (4) 也 等 价 . 

4.28 没 企 是 nn MEE mR a RAA To, 
GEEH- Tm 阶 子 群 , 则 G АР. 

解 ХЕРО н ETA elan) Жл 0.1.2, 
-一 | 当中 与 n EAIA EDI AY eln) TE 
ЖЕ hu EC R. 我 们 首先 还 明 一 个 公款 ， 
Хр) 一 ,其 中 求 和 表示 d 通过 NAEL 


数 因 子 .为 证 有 曲 这 个 公式 ,我 们 考 虚 一 个 n 阶 循环 
FEC, TA g RRC, A- -个 持 成 元 , 则 gg 是 x ЖЖ, 
JER С, = gg .中 每 个 元 素 的 阶 
6 н ААГ. E d Бп 的 一 个 下 整数 因子 ,我 们 站 
-F C, н л Ое н 当中 有 老少 

E d Воо. 1л ТВАЕ 2 HT; 

в За МАЁ 

Sd ERE g" = | ААИ ER 

Sd EPEn | td 的 最 小 正 整 数 


Waaa 
= EIRE T | | 的 最 小 正 整数 
Eod 是 满足 FT ОТ га ИТ T% 


tai HŽ) 
TESE 
FEE ИЙ Жү J): # т 的 阶 为 #2, 则 (Cn,1) = 


了 于 帮主 一 站 ‚Дә, ЖЖ НО г< л 


[йы 2 Са, 0) = УАР (4,2) — 1. 
жй НҢ C, Pd 阶 元 素 的 个 数 等 于 满 是 0 < 
diid t) 一 | 的 整数 1 的 个 数 , 即 等 于 wtd) .这 就 
RH Yed )-1C |= н. 

现在 米 证 4 2.8. AF G Ren ШЙ, С ji hr al sú 
素 的 阶 都 是 n 的 因子 .市 题 设 知 对 于 я 的 每 个 止 整 
HAT, GEFA Ка МЕНЕС, ИЦ N. 表 
示 G ha ЖТ N. 1 G 1 = .如 果 
G PRG d Brouss MJ N. = .如果 а 阶 元 素 
в-а EEGI Ка БЕК ЕЕС, ГЖ ЯТ 
Ga = Су РШ, G Ead BIRTE ЗЕН G 的 每 
T d Ис 6 HRAT G Н ЕИ С, 共有 
pid) Аа М, АТУ Ме = FC) ,损人 各 话说 ,我 
们 证 明了 ,对 每 个 4 , n, Na = ОЯ Са) РЕА 


= — - 


` =N ы 2р4} = = n. 由 此 推出 Мм, = 
Sed) 但 是 Маш pld) ,从 而 必 然 对 每 个 4 їл 
“+ 


部 有 N. = (а). ЮЖ q = н, N, = pin? 
че L. X BH С En лж. TE G kE n 阶 循环 
P. 

4.29 RG EARR AEGA — TE Г (ОШ 
А=б,|А1<1{21),Ш GREA ВАНЯ 
群 的 并 . U 22 G 是 有 有 限 的 ,命题 是 省 成 立 ? 

# л Т F S f Pk НВ o g 'Ag = 
дарза € Ai. ЖТ ab € Ag lag = 
пра = b AAAS AgI Bl A 8 
THE РА A 有 同样 多 的 元 素 . 由 4.2.6 我 们 
知道 А 共有 zt 个 共 轿 子 群 A1,A3,…,A,, 其 中 = 


LG: No(A)] BEX NGIA) ig € G:gA = 
Ае DA < МСА). 因此 4 - тү луу © 
LEL ЛА! G I BE = 1,0 АЕТ 


EHAA ARA BIAL! G: ARIETA fr 
EM IFRS. mR 2, WE ALA A fq 2 3L 33 
1. HB. = А, = 11! ,WIJ 


К _ : _ ма 
UA, |= і +108, 1+ ХТА 


=1+ МТА, 1-1) = 19 УТАТ 10) 
б =} 
=#|AÀA -(,-1)<{1|А!=| |, 
D UA < СТ, W GEEA, A, RHR. 


若 扣 是 无 限 群 , 则 命题 不 再 成 立 .例如 取 G = 
CC 一 阶 可 道 复方 阵 乘法 群 ).4 — la = 


(js Gie = O TERT 4 R G КИЕН. n 


-方面 ,由 线性 代数 可 知 GL. (C) 中 每 个 方 阵 都 相 
似 于 个 若 当 标准 型 , 即 对 每 个 a € (С), ЮЧ 


gE Ghal C), Ei a = «(9 AA Є går! ZM 
ЖЕҢ GLAC) 是 A ПТА T EIJ. 

4.2.10 НАКЕ G PJM FEE .H A K 
= l: G = НК.ШЖ#НрРҗ®Ж HI K Фс 
HRE A E H.k € KA hk = БА), С 
= Hx KP Hx K ЖАНИ КЕН, CG 
= G° ЖК G С" 同 构 ). 

EO RGA G SERIER G x G. = 
ienga € Geg: € G! LEIB (к, 
galgi әй; ) = (gigi як). M) G x б ХХ 
运算 是 群 , 双 元 素 为 1 = (1.1) (а.о) = (gil 
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gl). ËR G, x G; ШЕЕ G Ж G: BJ PL. 

HEWER 4.2.10. h G = HK 可知 GG 的 每 个 元 
E r HAREE = hk, HA PAEH, kE K HHA 
HAK- 11! n| Hl Ph k ik — IJ [ДЖ М. 
Bg- hk, PR EHk ЕК, ph = АЁ. 
FERCA АР RPE PF HK = |1}. 
А) іл = p'a l = L Bln = p ФНР = p. 
于 基 我 们 可 以 定义 映射 

лс Hx K, ҚА) = (Ah,k). 

由 上 式 可 知 上 为 观 射 ,并且 

FARAR D = ДАВЕ) = FURR Rk ) 

= f((hh NRR )) = Chh’ kk) 

=(h,b)(h kO = РАБ) АЕ. 
这 就 表明 Г ДЕНЕН). TEAR Aet. 

4.2.11 PL C, AIR n 阶 循环 群 . 则 

(1) 每 个 4 阶 群 均 同 构 于 C, 或 者 Cx Cr. 

(2) Ў n т BERS, M Cx С, 是 循环 群 
的 充分 必要 条件 是 (nm ,mm) = 1, НҢ Ж (ж.ж) = 1 
FF, C, x C, = Сы. 

解 (1) 根据 4.1.13 或 4.2.5 可 知 4 阶 群 G 必 
Ж ЖИЙ. СВА ИЖ, С C AFG 
РАР DARI а Z 1, Ша ЕС 
的 一 个 2 阶 子 群 G1 = [1,а 1 G |= 422 = 
G ,可知 如 中 有 元 素 5 & G1 出 于 5 的 阶 也 为 
2, 具 而 全 又 有 2 阶 子 群 G3 = 11,581 Жар Ml, 
ab YPF (E ab 21,0 b = a! =a TAE 
ab = b, W] a = 1 F.A ab =a, 则 5 = 17). 
于 基 GiG- ILa, tabt МСС = G.M Gi 
门 G3 - 11}.Ш F GERE JA G 中 元 素 和 
G Фла RA 4.2.10 00 G — G, x G; 
{бух (С. 

(2) С, = (a), Ca = KER C, ЖС, A 
ЖШ n а 和 zm 阶 元 素 6 生 成 的 循环 群 ). 我 们 
E C, 中 元 素 & BRF C, x 中 元 素 tg ,1) ,而 把 
C, ЖА АРС, x Ca PAR, A), С, 和 
C, HEREC, х С, ATI. FE аб = (а,1)(1, 
р} = (а, Б) = (1,5) 0,10) = ба. MERTE С, х 
С„ Р ар 的 阶 . 对 每 个 整数 不， 

【ep = 1a = 1 (因为 = ha) 

mat = 18 st = 1 

(ШР = (at), = (1,1)) 

Sa | k EB | £ 

【由 于 a Ma 的 阶 分 别 为 n,m) 
ey[nm] | 天 
(Гот) 表示 n 和 mz 的 最 小 公信 和 数 ). 
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РЕЖ ab ҤЙ n,m] = у ун, т) 


= 1,0 ab HRA am =; C, x C, LRH С, х 


РА 


Сы = Сы Жа = (пуш) > 1, я. т = РЕ 


< пт. С, X Cm 中 每 个 元 素 都 可 表 为 (中共 ) ,其 中 
LEZ EF a №2 Ин 和 [а m ] 的 因 
Т, Mila Б) = (alma БСА) = (1 ү) 
一 上 这 表明 和 x С, PRA nm С ЕШ C, x 
С„ 不 是 循环 群 . 

Ж “在 群 论 中 ,彼此 同 构 的 群 看 成 是 同一 个 抽 
象 的 群 , 所 以 4.2.110 也 可 说 成 :4 阶 群 只 有 两 
+, BB C, 和 Ca x Сат Са 4 П C, x C; 
PER 4638 ,所 以 С, ЖИ C; x C, AE). HE 
地 ,对 于 素数 户 , 立 阶 群 只 有 1 个 :Cr， 

4.2.12 设 S 是 集合 11,2,… ,ni 上 的 全 部 置 
ЖЕЕ МЯ. ШЖ er € Sa 一 
(атара) (Бубу б), 

zor] = 
(тат) та)" rtad rib elbori. 

解 ” 首 先 需 要 解释 一 些 名 词 和 符号 .对 每 个 o € 
Sa lleen) 的 一 个 置换 , 即 a EM eeni 
到 息 身 的 一 个 双 射 .如 果 ati) = a,(1= ¿= n), WI 
“可 以 表示 成 | 2 N . Ш r C Sr 
fo aar В H 6,7,0, А а = 
оао) 5 = жойы, 
(ea) = т(а(а)) (la sn). оба) = ax, 
gias) = ay alap) = аз, Ж ау, ,was RET 
mM a аза) МЕКУ k ЕВ, TEN 
“о E S, RETE H yM ENa = 
(араз ар bby he 其 中 CE k bi, 


123456 
РИТЕ жаа A = H 
Das bjs {КШ ЖЕ]. Ai т Gi 5 1 3 в) 


写成 5 = (12 4)(3 5)(6), 有 时 长 为 1 的 轮换 略 去 
AS Bl z = (1 2 4)(3 5). 

WER o = (баа еа,)\® Б Б) ‚ЙА 
£ r € Spr rla) = wla) = (аз). 
rar l(r(a,)) = mla) = riua, 
ror (rla) = wla) = tla) F£ тат 1 中 有 
轮换 (ztalj rtaz)…r(ar) 儿 注意 асс, KEA 
[6], [Ж от(ар),„гба»у, "7, тар) 也 彼此 不 同 ). 同 
样 地 ,由 于 = PERAI breh) M төт P 
也 包含 轮换 (rt)rtb2)…rt)). 如 此 即 得 
тш! = (таз) ra) (a) Сев) (в) 


тб). 

4.2.13 ЖЫ 5. BIRA IML E. 

B TENES, ВОС, Ш hk on £ C€ 
Si.gNE E N E, a C N Mja ШТА Hu 
Ж pag | 由 属于 N ARAETH EE S, 中 
EE RAAHE. 根据 4.2.12, 我 们 可 以 刻 
划 S, БК t$ т жб. RIEA = € 5, 叫做 型 
IA 15232... 1, .是 指 о 衣 成 轮换 之 积 时 ,长 为 1， 
2," n 的 轮 摸 个 数 分 别 是 420,44,… A, BIA Sy 
HBAR 2 3 (4 5) 的 型 式 为 12131405067. 4 д, 
= ОЕР A 也 巫 略 太 , 比 如 六 而 的 置换 型 式 为 2131. 
由 4.2. 12 可 知 :S, ФЕТ НЧА 42 4 = f] 
有 相同 的 型 式 . 于 基 S, 可 分 成 旭 下 5 4 Ati e s 
类 ， 

ta) 57А 98 -类 ; 

tb) 型 式 21, 与 (12} Henr, 6-1; 

(с) 型 式 3L, 与 (123) Нл, HET, 

(9) 02022, 51012334) Нр, IA; 

(e) 型 式 41, 501224) Яв, ӨТ. 
S, 的 正规 于 群 N E КЖЕ ИЕ Ж Жо р—® 
类 之 并 , mH -—- Et Z лж. 此 外 还 要 | N | E 
| S54 | = 24 的 因子 .由 这 些 条 件 不 难看 出 除了 N= 
S, ЖИ 之 外 ,只 有 以 下 两 种 可 能 : 

(l) Ма), fc,(a) 之 并 ,这 足 S PIB Et 
换 全 体 ; 易 知 它 是 S, 的 子 群 , 表示 成 A.( H| 3 SE 
群 ). 

(2) NN 是 tw) 和 (之 开 , 共 4 个 元 素 :K — 11. 
A = (12) (34), D = (13)(24),С = (14)(23)!,А? 
= B = (> 1,АВ = C Hi In] SI K EBE, ЖЕНЕ 
交换 群 . 

于 是 S, 只 有 4 个 止 规 子 群 : TL K.A, 和 S.. 


4.2.14 H aSa], ЕА, 只 有 平凡 的 
EMF L LA (А, E S, ДИЕ). 
EO BNIA М5 11}, ПАЛ ЭНЕ N 
= A.. 
(а) МКА АК 30% 
换 . 事 实 上 ,由 NAIL ТЯН с € №, о 1, 
E o BEHE onl ФЛ ЛУ НГЕ E hh В SJ 
HER. RIRE a 恰好 将 # -3 个 数 保持 不 动 (于 
是 sg 为 长 为 3 的 轮换 ) ,首先 = 至 少 要 变动 3 个 数 ( 因 
为 关 1. 并 旦 有 变动 两 个 数 的 为 (alea) Ш 
换 , 它 足 奇 置换 ,不 属于 А). ЛЕН о 写成 一 些 轮 
换 之 积 , 把 长 度 最 大 的 写 在 左边 .如 香 = 恰好 变动 4 
个 数 , 则 zz — (ааз) (азал). HI n Z 5, Br) B = 
(азаааз) Є А.е = 2287! = (aras)(aías) € 


N, FÆ ml = (азах) (аза) (аџаз)(аца5) = 
(азали) € 六 ,这 是 长 为 3 的 轮换 .以 下 设 ов 
您 动 5 个 数 . 这 又 分 三 种 情形 考虑 . 

[oz 包含 长 度 之 4 的 轮换 . 即 = = 
(aparasa У.А = (asaza) = A M а| = 
IB = (азазацаз се. ЩЕ > 5 pÍ ala) = 
ala). FE N оо ВАРА tA Ы 
с АСТ 5) 的 极 小 性 于 盾 . 

tu.2) о 中 轮换 长 度 最 大 省 为 3. M s= 
Cadadajtasgs*…)…, 由 于 sg 至 少 变 动 5 个 数 , 从 而 
s А Elama). 于 是 s 至 少 变 动 齐 个 数 ( 因 为 
(apazaz) laaan) E Sp W Bb). BZ g = (азау) Є 


Л.а = BB = ajasa laast AFN, 
W N 中 的 置换 ae | ЗЕ 5 ЖЖ МЫ a 的 
棚 小 性 矛盾 . 


(a.3) о Ж — EE 4} 2 Ж оа = 
lan emae EE DENOTA Reo 
(азазад) E Ap Ao = 881 = (ааз) (ааз), 
而 ос! RER 4 98.28. 

综合 上 述 可 知 N 中 有 元 素 是 长 为 3 的 轮换 . 

(Б) 再 证 所 有 长 为 3 的 轮换 均 是 N 中 元 素 . 我 
Па) 中 已 经 证 明了 N 中 有 元 未 是 长 为 3 的 轮 
换 .现在 设 o 是 任意 一 个 长 为 3 的 轮换 .由 4.2.13 
ос £ S, PHW, MA rE 5, 使 得 r = 
r ler. WR rE A, Me € N.E r & A. W| + E. 
奇 置换 , 由 于 z 5, А g = ЗР ЕРТ ааз. 
S A= (arn) WETEREO = об. W] Ar A 
TEH, B AE A PEY l 8(Pr) = r 18 e 
= rig = o. H NJA, 8 € A, s| Sl 2° = 
(Ar) alar) € .这 就 证 明了 每 个 长 为 3 的 轮换 
部 属于 N. 

(O Жїл ШЕННЕ {ӨҢ ЮЕ м, N = 
А, Ж = ERAR 它 可 写成 一 些 轮换 之 积 .但 是 
(атара) = (аца, (ara, 1) (ааз) (араз), HF 
知 g TRA BRAA ZE A Flora) = 
(la leila, 所 网 可 以 表 成 一 些 形 如 
(la)(2 = a < n) 的 对 合 之 积 ( 以 上 我 们 相当 于 证 
НҢ S, EAn -1 个 元 崇 (12), (13), (14),…, (18) 
生成 的 ). 但 是 侦 幼 换 写成 对 合 之 积 时 ,对 合 的 个 数 
ЖЕЙ. 每 两 个 对 合并 成 - -个 长 为 3 的 轮换 ; 
(laien) = (laza). Р о 可 表 成 一 些 长 罗 3 
的 轮换 之 积 ( 以 上 相当 于 证 明了 А, 是 由 所 有 形 如 
(Тааз) АЙ И ЕНШЕ). RITEC 中 已 证 明了 所 
有 长 为 3 的 轮换 均 属 于 N, TE ТЕ АЕН Р 
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NR N 一 A.. 

Ë 妆 ”=4 时 ,4.2.14 中 的 结论 是 不 对 的 . 因 
为 出 4.2.13 ЯЕ НИДЕ K 是 S, HEATH. 
所 以 电 是 A, 的 正规 子 样 . 

4.2.15 每 个 有 限 群 都 同 构 于 一 个 置换 群 . 

EO ИСЕ» 元 有 限 样 ,G = japana t, 
an| .我 们 有 和 集合 G = ia esi 上 所 有 置换 组 成 
的 对 称 群 5, .现在 我 们 考虑 映射 

GS Sye fla) = =ø (аЄ б). 

ЕҢ о, Eiana! "ВВ, (а) = 
аа, (ls + чоп). Faja € СШС ER. В 
s. (b) — z,( c lapab — асер = с [N Ip aE МР] 
G. lar, ,an! АЕА, Pl o € 5. 进而 ,对 ao 
Є G. (c) = s. (bc) = abe = ogle). 因此 ， аб, 
= о. flab) = сш = gam = fla) (р) BH 
TERRE. XS ffa) = ДЬ), Шо, = m. B| a = 
0.01) = 010) = b НТА САЛ), 
HH Ра) Р G ВМР РСС), СС) Æ S. 
的 -个子 群 .从 而 是 置换 群 . 

Ж 4.2.15 表明 每 个 有 限 群 都 可 看 成 是 普 换 
群 ,所 以 置换 群 是 有 普遍 的 意义 ,在 4.2.15 中 我 们 
是 把 » 阶 有 限 群 同 构 于 SS, 的 一 个 子 群 .通常 + 很 大 
时 ,我 们 总 希望 寻找 一 个 较 小 的 m, fE a 阶 群 G 和 
S, 的 茶 个 子 群 同 构 .例如 A, 是 对 阶 群 ,但 是 它 是 
S, 的 子 群 ,或 者 更 自由 一 些 ,我 们 希望 对 某 个 有 限 
# cG PERIS EA G S. ,然后 通过 这 些 
同 态 来 研究 群 C BUPER hi 3k ЖЕР. SERS EE 
G 的 -~ 个 置换 表示 ,而 通过 各 种 置换 表示 来 研究 有 
限 群 性 质 旦 群 论 的 专门 分 码 , 岂 置换 表示 理论 . 

4.2.16 平面 上 以 原点 为 中 心 的 所 有 旋转 形成 
群 G, jË E. € F] #J F B ЖЕҢ S = 


(= sng TERE. 


| 
|\- sin col 


R Z. 
E 以 l RI 以 原点 为 中 Eh ese Ba 0 
Йй sing 

КА sn нл AA = Ans ЖИ у, ВЕЙ 


- sinf cod 

А; MÆR G 到 群 S 的 同 构 . 另 гт, > ERR 
eR ш Spid} = A... 

ЖЕШ REP S ВЫ, РН Вр. 
出 于 д Є kero S А л 一 (, |) = Agh Є £. 于 是 
ker/ = ZZ. 由 群 的 同 态 定理 可 知 S = R.“ Z. 

Ж “这 个 是 表明 几 何 上 的 旋转 群 殷 同 构 于 实数 
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域 上 一 般 线 性 群 CLAR) 的 一 个 子 样 .和 置换 群 一 
样 ，- 般 线性 群 GL. UK) 和 它 的 子 群 也 叶 作 为 各 种 
ҤЕ ЕЛА”. ЖОН 可取 任意 正 整数 ,K UREE 
域 ,所 以 有 很 大 灵活 余地 .特别 当 K 是 无 限 域 时 ， 
GL, K) 是 无 限 群 .我 们 可 以 用 来 研究 各 种 无 限 群 
G #JGL (CK) 上 的 同 态 ,这 样 的 同 态 叫 作 G 的 一 个 
矩阵 表示 或 线性 表示 ,通过 线性 表示 来 研究 群 的 性 
质 ， 叫 作 群 的 线性 表示 理论 ， 为 群 论 的 重要 分 支 ,在 
物理 等 方面 有 重要 应 用 ， 

4.2.17 (1) 决定 整数 环 世 的 所 有 理想 . 

(2) R n 和 zm 是 非 零 整数 , (n,m) Жл, т] 

分 别 表示 它们 的 最 太公 因子 和 最 小 公 倍 数 . 则 
nZ + mZ = (н, т), ПЕП mZ = [n ,m 12, 
(nZ)(m 7) = nmZ,. 

解 ОАЕ EA, 38 
满足 以 下 两 个 笨 件 :fa) #ñ'a,b C I.W aI + € I; 
(h) #a C€ I,r ER, i ra Жау ATI 5 REZ 
换 环 时 ,对 于 每 个 aE R.R 中 子 集合 aR = lar:r 
€ Ri 是 民 的 理想 ,这 种 理想 叫 作 主 理想 .每 个 理想 
都 是 主 理想 的 环 叫 主 理想 环 , 如 果 本 和. 都 是 环 民 
的 理想 , 则 1+ 了 = jatha € [I € Ji. IJ, 


Џ = Убара, ЄТ,Ь, Є J, >11 E RPH 


理想 , ERE I i 的 和 . 交 和 乘积 . 对 每 个 
环 R 都 有 两 个 平凡 的 理想 , 零 理 想 (0) 和 R. 

现在 设 了 是 整数 环 工 的 非 零 理想 , 则 HAE 
幸 整 数 .由 于 a 二 1 时 ag Aa PREFER. 
令 妈 是 7 中 的 最 小 正 整 数 , 我 们 现在 证 明 | P +P 
(л) = ?2Z. 设 a 是 [中 任意 整数 .由 于 a Щй» [8] 
余 类 [a] 必然 是 [0],[1],…,in - 1] 当中 的 一 个 ， 
FË а = (тойн), Чок н - 1. а = im 
+r Rg € Z.HTFa,n ЄТ, r = а – gn € 
ОНА). ШІ н -1M5 al 
ФЕРЕ TA = 0, Ва = дп Є nZ X 
就 表明 了 二 nZ ААЖ, Шис AALA 
J.I = nZ. n Wm EARNERS, #7, 和 
mZ Y FN ДЕЛУ] BB AS BH ҖЕ 3k Z у ЕЙ ЕНДӘ 
A nZ(a = 0,1,2,…). 这 表明 工 是 主 理想 环 ， 

(2) GZ m Z) = 7 和 是 显然 的 . 另 一 方面 ， 
nZ + mmZ 是 了 同时 包含 4Z 和 mwZ 的 最 小 理想 .但 是 包 
为 主 理 想 环 ,所 以 mzZ+ тї. = rZ. aZ tü Sr b7, `Á 
且 仅 当 a 15. 于 是 + 就 是 满足 7 | n 和 r+ | m 的 最 大 
К, Вр > = (a,b). 同样 可 证 wz O mZ = [», 
т ЈЕ. nZ.) mz 是 同时 包含 在 nZ 和 mm 包 之 中 
的 最 大 理想 ， 

注 nt mZ PRAEH nrt myl, у 


€ Z) JBE t ТИЈ ндъ m= (nn 相当 
于 数论 中 下 面 的 结 录 ;方程 nr + my = hinm. А 
€ Z) НЕЖНА (н.т) A. 
4.2.18 ЖАЛАЛА АН И 
(1) 集合 ,A 一 іг Є 民 !; 存 在 正 整数 n, ТЫ 
a € A! EEH R ДИНЕ. 
(2) V ZA = ХА. 

解 (DD ус ZA WALES n Mm, th 
Зул. FEC s)" = (— 1" € A, 
-r € @/A.3EHH T R E Ir. (a + a yutu = 

У; Сым. НАЕ +); = n i m ВЕДА г z: 


rt, nt 


HB Z m 因此 ту € AA. 二 是 (x + ур" € 
A Brt yE Á А.Х ЖЕНУ 4 ER AIETE. 
Wir E Ra Є / А.Ш л" Є A.M rr)" = 
m" € A. FE rr € VA. BEVA E R 的 理想 . 

(D фае A WATER n ES z” C 
ZA. TE VISA m, EBG’ C A. В >> 
€ АДИ т € ZA. ЖЖ ZA STA. r 
E.B ASJA, TEVA SC V VA REVA = 
J ZA. 

4.2.19 (1) Ж P EHR HREH, Л.А... 
А, 是 环 RR 的 理想 ,P = (Y A, , 则 必 存 在 (1 < ; < 
п) 使 得 P= A. 

(2) ЖА EHR WHEA, Po’ P, ER ЖЕ 
想 .4 二 UP , 则 必 人 存在 AZ =< ny ВА С 
P. 

(3) БАЗА. P ARR AE, P 
R.U P ÆR HRE => X 民 的 任意 理想 4 MR, 
Hh ARZ РЕ ША СРЕД p. 

Й (1) 3 R 的 理想 FP mW НН, АЕ p = 
R EH Ya, C R. ab C РИ Нас P st 
b€ Р. til akta W РОС A 11 = р 
n). 如 果 不 存在 ;使 得 P = A,, 则 对 每 个 六 1 = ; =Ç 
n) HA a, Є А, {Фа & Pila- азата, BJ 
a 属于 每 个 六 (因为 A, PMET e С A), Р a 
e ña, = Р. -方面 .由 站 在 Р(1 =: н) 
理想 的 定义 知 a & РОЯ ДН. 因此 存在 i 使 
P = А,. 

(2) 我 们 村 я 归纳 证 明 命 题 的 平 确 性 . 当 ” = 
1 时 命题 如 然 咸 立 ЕВ n 220 ЕНА н - 1 
成 立 . 如 果 存 在 1 ч 2.b у BETA P, P,.WJ A 


=й, 站 .由 归纳 假设 可 知 命题 成 立 . 于 是 以 
下 设 己 ，…… 忆 彼此 不 相互 包含. 于 是 对 每 个 区 2 < 扫 
is n) BEE a € P 使 得 a & Pi. $ zí = 
aay ag M) +, € P (2 S i = n). HE x, & 
РОЖА И). 用 类 似 方 法 对 每 个 (15 i 
= n) АЕС R 8 ЄР, НҢ >, € PC 
j= РЇЇ), 

ДИЯ (2) 的 结论 不 成 立 XPE г, Р, 均 不 包 
BA. TEA PATRE G З & РС 
Pn) Pa = gitte T gara M € A. EE 
对 每 个 了 均 有 + & PAARE z € P, M gr, =r 


У 


- Уд ЄР. ө, Mir, НЖЖ ЕР, AM P & 


素 理想 矛盾 ) Tš &ÜP R 3 A CÚ P, ЖЖ. 
所 以 人 2) 的 结论 成 立 . 

(3) (>) R P SR EERBJËB AB — P. МЖА 
和 8 都 不 包含 在 PP 中 , 则 有 a 二 A, bE Ba 
& РЖ#НЬЄЕ P.TE ав PEE ab € АВ, 
与 ABL PHF. 

(<=) 设 命题 (3) 的 右边 成 立 ,我 们 来 证 РЖ 
理想 .也 就 是 对 于 a,8 C R ab € Р,# ШЕ z € РЕ 
ñ b € POEA EERS A = aR 和 B = R.H 
尺 是 交换 环 可 知 AB = aR. фа C Р, АВЕ 
P. 由 命题 (3) АЈА А С. РВС Р. 
由 于 R ЖАЛИ а-о: [Сак = А #6 = 
ble B. TRPE aE PRAGE P ARARA 
РЕЖ. 

4220 E RRL, $T a C RA 
(a) = aR. XA UCR) OR R 的 (乘法 ) 可 道 元 全 
ЖОШ 4.1.1 ЖЖ ЕНШ). 元素 a 和 5b ШЕ 
的 是 指 e | ЬШ Б а. ZERA R — |0} 上 的 等 价 
ЖЯ, а — b RE: TF a, b, u Є Ю— 101, 

(la l DESL) (а), а ~ реба) = (b). 

(D нЕ URSU ~ leo(u) = R 

эн! К r € R). 

(3) Жа = Би. u E ULR)>a — b. M E R 
HR, Aja ~ реи € UCR). 

E (аттат C R, hb = ar. TE 
bE (а) = aR MI Z (а), MAES (a), 
HT1€ ЕЁ, Б=65&+1]6Є АЁ = (6) (а), p 
= ахбгЄ К). a | b. 

(2) u € ПОВ) — 1 (HAA o6 UO RH 
得 нт = L.A w 1) 

(1) = R (因为 ww — llu) = (1) = R) 
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== | r (Fp t r €C R (WA all dlr) 

== E U(R) (AX u i1). 

(3 Жа bu, ,u E UCR), Mla) = (b(n) 
= RR = bR = (b), Aia — b BeA RIAI, 
而 (ta) — (5), Ша ~ Б, WA u,v E R Eta = 
bu, b = av, Еа = auv. ЩТ e 0A RAE, 
可 知 1 = uv, fÆ u € UCR). 

Ë ШКА) ЖУ ИЕ Б R - 10| 上 
的 元 素 相 伴 关 系 是 等 价 关 系 . 于 是 展 - 10 分析 上 成 
一 些 相伴 元 素 等 价 类 ,由 4.2.20{3) 可 知 , 每 个 元 素 
4 所 在 的 相伴 元 素 上 类 即 为 eaUR) .特别 地 ,1 所 在 的 
相伴 元 玄关 为 可 道 元 素 群 (CR). 

4.2.21 (D 整 环 中 的 素 元 必 是 不 可 约 元 ， 

(2) 主 理想 整 环 中 的 不 可 约 元 必 是 素 元 . 

Жо (D 我 们 再 次 声明 , ижа ЖЖ 
环 , 并 有 旦 对 其 中 尾 意 元 素 a,5, 由 ab = ЊН а 
= Оз b = 0 这 也 说 成 : 零 理想 (0) ERER). 
“ 吉 数 ”概念 在 一 般 的 含 么 交换 环 R 中 有 两 种 不 同 
HE HTa ER- 101, 岂 不 可 的 元 ,是 指 a & 
U(R)3ER а = be(b,c € В), ШЩЬ — a 或 者 c — 
2 也 就 是 cE URO РЄ U(R)). M a HER 
T, Eja 名 ОПК) ЖНЖ al zy(z,y € К), Ща 
Іх 或 者 a 1y-. 在 整数 环 Z 中 这 两 个 定义 是 一 致 的 ， 
ИНЧО PERA ЗЕ РК E 
АТА (ОХ КҮЛЛЕ). ТВОЕ ВЕН R 是 
Э.Ж Жл. ЖА н] л. E р 是 RR 中 的 素 元 , 如 
Фр = ab(a,b € К), НЛО HI p | a 或 者 
Plb e bla,WJa = pr(> € R). РЖ p = prb. 
H р 0 R З, 1 = лб,» € U(R). 
同样 由 p15 可 推出 a E TCR). 这 就 表明 e EL AS H] 
约 元 . 

(2) 现在 设 К 是 主 理想 整 环 .我 们 要 证 不 可 约 
元 必 为 泰 元 (上 所 以 这 两 个 概 沪 在 主 理想 整 坏 中 是 等 
ВТВ) РЕ РАКА УЕ. WR рТ аА (а, 
b E R) Ер ж Жл). REHE разр. 
如 果 pta Ша & Ср), ВТЕ (а) + (p) ЕСА) 
大 .由 于 R 是 主 理想 整 环 , (а) + (P) = {12) (Є 
R). 于 是 (1) (р) Ж, Bl p = #,s € R - 
UCR 273 4.2.20). {Н р Жи, п], < 
(RD). 于 是 (Ca) + (p) = (2) = R = (1). AMA 
х,уЄ ЁК, ar + py = 1. iH p | ab TID | айт 
+ ру = b. АЊА, Н РЪБ HEE pla РЕ ро 
Жоо. 

注 ”现在 给 出 含 乏 交换 环 中 素 元 不 必 是 不 可 好 
元 的 例子 . 取 R = Z, = |[0],[1],-—,[5]}., ЖТ 
[a] Ж а В о MRA. R ESAT. 2] 为 素 
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元 :因为 UZ = 1{11],[5]},Ж [2] [xjfy], 则 
Жа € Z, fi aÜ [у] = [B]e], Ri -zy = 
2a(mod6), ТЕ 2 | лу. РЖ21 r а 2 1 у, ЁШ2] 
1 z] 或 者 [2 1 [Yj. 这 就 表明 [2] 为 素 元 .但 是 [2] 
= {2][4] ,而 [2] 和 [4] 都 不 是 可 道 元 ,所 以 [2] 不 
是 不 可 的 元 . 

4.2.22 WRA R = Z| 一 2] 是 唯一 分 解 整 
Ж. 

Ш EH RIEA, ЖН: (а) RE 
HERETER А р 2⁄J 338 
ЯН: (5) 车 a = prep, = рро U b Moh р. 
р, ЖЕТЕН ДЖ, = 上 ,并 且 适 当 调 换 
一 下 p, 的 次 序 , 可 使 p, — p, (1 < ч s). ШЕ 
理想 整 环 一 定 是 唯一 分 解 整 环 ( 并 且 ,p 为 不 可 约 
元 elp) 是 素 理 想 ) .所 以 为 证 此 题 ,我 们 只 需 证 明 
R = 允 v 一 2] 是 主 理 想 整 环 即 可 . 

R 中 每 个 元 束 可 唯一 写成 a = a + b / 2, 
фа, € Z. 我 们 定义 Ма) = m = (a + 
bp oa b /-2)= а? + 202. N(a) 20, 
并 且 Nla) = беа = 0. RAHE NUf) - 
NCa}N(B8). 我 们 首先 证 明 R 中 有 如 下 的 “ 带 余 除 
Ж”: бо, pE К,а50, ШЕЕ с.г ER EHB 
qa + ВФ О N(r) < Nia). ЕЩ. Ва = a 
+61 2,8 = +a 一 2, 其 中 a,5,c,d € х. 
а 0H Nla) = az = а? + 2р? з 0) fü 


жам а-в) 
В/а = а? + 26? 


= А+ Ву 2, 

ИФА 和 B 是 有 理 数 . 令 e 和 分别 是 与 4 В В 
离 最 近 的 整数 , 则 1 4 -ce |<. | в-/<-. 
Ж а=е+уу/-2Є,Й = (A + B /—2)e 
= qaz + r, Rr r = о((А — е) + (B- A72). m 
于 B,a,g € RJA r = f- qa € R, HE Nir) 
= Маа e} +UB- OLN T +2) 
< Nla). 

现在 证 R 是 主 理想 整 环 , 设 ER 的 理想 .由 
于 零 理想 (0) 为 主 理 银 ,以 下 设 工 中 存在 非 堆 元素 
a, M| N (a) 为 正 整数 . 现在 令 " EI PEN a) 最 小 
的 非 零 元 素 . 我 们 来 证 了 = (a). 对 每 个 8 亡 了 由 上 
ЖА аг C R, ERB = aa + r, = N(r) < 
Nla). В 8,a € ІЯ 是 理想 可 知 r = 8 — qa € I. 
但 是 0 过 NIr) < N{a). 由 & 的 选取 方式 可 知 必然 
г= 0,808 = qa. 从 而 BE (G y ЕС (ay. 反之， 
He 毛 卫 可知 {a) 忆 了 这 就 表明 了 = (а), К 


主 理想 整 环 . 

4.2.23 ” 足 否 有 了 唯一 分 解 整 坏 不 是 证 理想 整 环 ? 

Ж Si- ЕИ. РРА БИЕ, 
ETEF R[ > ] 也 基 叭 一 分 解 整 环 . 由 于 整数 环 
站 是 唯一 分 解 整 环 ,所 以 和 由 是 唯一 分 解 整 环 . 
我 们 现在 来 证 7[x] 不 起 主 理想 整 环 . 这 出 需 证 型 
想 {2) + (r) ЖЕ ТИНЕ. 上 莒 人 它 是 主 理 想 , 记 (2) + 
(z) - [让 ,二 由 了 EE Я ri, Вр RAEM, 
MERER ARA Тао 各 (站 .这 与 (2) 忆 
(2)+ (a) — (f) TEME у ERRENA, H / 
E ЛАШ] 5 0. ЖАНЕ (Чу 
+2, (Р (РЯ. A f = +1, 
102) + (z) = ttl irl. FE18 (2) + (z). 
MÆTT аСт) РС) EF[x], 重 得 1 2а) + 
хет) FEER TAHRA И Ж, ИПИ К ДЕ Ж 
可 能 的 . 综合 上 述 可 知 (2) + (z) PEEM, E 
ZL.r] 不 是 证 理想 整 环 . 

Ж “ 另 一 个 例子 是 :对 于 每 个 域 F Phi Ni K 
P F or АИВ АЕ НЕЕ. 
ТЇШ ЁТЕ JHI Ет [у] = Ffr,y] 也 是 唯 --5} 
ЖЕ. HE Fir, y] 不 是 主 理 想 整 环 , 因为 可 以 
用 与 4.2.23 相仿 的 方式 证 昌 ({x) + (у) 不 是 主 理 

4.2.24 ШЕН КЕЛӘ Я. 

解 *Ë R = 7 — 3] = атру З.да, 
Є Z REEM. {RAA 4 2.22 那样 对 R HE a 
=a b -3X а. m = а? 十 3 可 ,这 是 
EHER NOD = N(a)N(0), ЗЕҢ Nlo) = 
Оа — 0. RIERA Е UCR). i u E 
UCR), MG v € UCR), 使 得 ww = |, 于 是 
Мамо) = N(I) =1, BFN u ) HN u) RE 
非 负 整数 .因此 NI — luath Зз, 
а? +302 llus b EZD Ж ЯВ Б = 0,а —- + 1. 
Жи=+1, ЮЕ PEER 1 有 二 1. 现在 证 К ыа 
有 元 素 a 使 得 N(a) = 2, 这 是 由 ja? +307 = 20 
有 整数 解 .上 冉 证 2,1 + зар HRR EIJE. 
这 是 必 于 它们 均 满 号 N e) = 4. Ња ES 
Ва = By. 其 中 Д,у € К, ША 一 Ма) = 
NGPA. 由] 上 面 已 让 ND Ж N( y) 不 能 为 
2, 可 知 N(8} = 1 或 者 NiyY) -1,809 — + 1 ak 
y =-= І.Н R PREN a) = 4 的 匹 素 = 必 
为 不 可 的 元 ,从 而 2,] + vw，3 部 是 不 可 的 元 .现在 
Ж ИШ 4—2.2—=!(1+/' 3)(1-/—3).3Х 
是 把 4 分 解 成 不 可 约 开 之 积 的 两 个 分 解 式 ,并 且 2 
不 和 | = v -3 当中 任何 一 个 相伴 { 因 为 (RY) = 

+ lili. —328+2) 这 就 表明 4 在 FR 中 分 解 


成 不 可 约 元 素 有 续 积 不 具有 唯一 性 . HE R = 
ZI - 3] 不 是 唯一 分 解 整 环 . 

注 “我 们 在 4.2.21 中 证 明了 整 环 中 素 元 一 定 是 
不 可 约 元 ,并 且 在 主 理想 整 环 中 不 可 约 元 ERS 
元 .事实 上 ,可 以 证 明 在 唯 -- 分 解 整 环 中 也 是 如 此 
( 见 4.2. 站 6 的 证 明 ), 即 不 可 约 元 利 素 元 概念 是 一 致 
的 .里 习 题 4.2.24 可 以 知道 若 R 不 是 唯 -分 解 整 
坏 , 则 R НАЛА о. AAE R = 
Z 3] 中 214 一 (1+w 3XI- /- 3) 1858 
2 不 能 整除 1 vw З, ТКИ ул, 2 R rü 
Жл. 

4.2.25 (1) БАЕР ВЕЕ 0 或 素数 ,而 环 的 
特征 可 以 是 任何 非 贷 整数 . 

(2) ЖЕАР R 的 特征 为 素数 户 , 则 对 每 个 止 
ER a ,映射 К-К, f(a) = a” 是 环 的 自 同 态 . 

解 ” {1) Ж R RR. 如果 存 在 止 整数 nr, 使 得 对 
每 个 a € 民 ,na = ((na #7 п 个 a 相 加 ), 则 满足 
此 条件 的 最 小 正 整数 叫 环 R RHE. С БУК ЕЕ 
数 不 存在 , 则 规定 R 的 特征 为 0. 如 果 环 玉 有 公元 
素 1, 则 只 的 特征 22 1 时 ,特征 也 就 是 满足 了 1 = 
понеки К Z, Е Ен, AA nlll 
= a] - [0], ЖА 5 是 使 mx[1] = [0] 的 最 小 正 整 
数 m. ани 所 以 环 的 特征 可 以 是 侍 
何 非 锡 整数 (但 车 在 环 中 规定 0 > 1, 则 特征 不 能 为 
1). 另 一 方面 ,如 果 RE, M H n = те (п-1) 
= (m -1)( 1), n 1 О, ЕИО mel 
= 08.1 = 0. 从 而 满足 mn '1 = 0 的 最 小 正 整 数 
必然 是 素数 . 有理 数 域 的 特征 为 们 ,对 每 个 素数 р, 
有 限 域 Z, 的 特征 为 .所 以 域 的 特征 本 以 是 0 或 任 
HRH. 


(2) 设 交 换 环 及 的 特征 足 素数 p, Ка) = a", 


则 flab) = (а)? = af b (HF R EZR) = 
Ха) fib). 为 让 РВЕ B 6, 只 需 再 证 Flu + 


bp) = Ка) + РОБ), ИЕН Са + Б)?" 一 а? + 


好 .我 们 只 需 对 n = 1 的 情形 证 明 即 可 , 因 郑 (a + 
р)? = а? + b 成立 . 则 
(a + b)” = (а+ 8)! = (aP + p)” | 
= (aP 4 af yU = 
一 (ap +” y” 


к т 
= ab +b”. 


А № 
出 于 R В, (а + ht = УС", 
њос = 20 ) ( 一 +1 Е s ; = l 


时 C; н» RA. НТ R AREE p PUE R rh 
(= ікі р 10,0 С% = C = l, FEl 
+ b)! = 以 + 人 .这 就 证 明了 题 4.2.25. 

4.2.26{ 爱 森 斯 坦 判别 法 ) 设 尺 是 唯一 分 解 整 
Ж, für) = aga” + ат" + q'a, ЖЕГЕ) 中 的 
EMR, 3 H +f е F Н Жр. EER 
Hata pla(1=< i= n) p ka, W ex) 是 
Rir] 中 的 不 可 绝密 项 式 ( 即 指 (л) ЖЕК] 
次 数 > 1 的 两 个 多 项 式 之 积 }. 

Ж ШЖ) ТЕ ЕГЕ] Фау, Ш (х) = 
glhir), К gir) = Бот" + Бул + bs, 
hl) = со + ср la o 4c 为 R[x] 中 的 多 项 
НОННА, RHB 1=< Snel, k+? 
= п. AT R ИЕ, Е SDI ЁЛ. p 也 
ETOF: i plab, Mab = wsc ERGa 
Prepad = gugat = rror МОЙ pg ,rs 都 
ER Жал, озар b, = provri Ш 
解 唯一 性 知 p БАНН МУУГАА. Жор — 
р. pla A p~ q Mipi b PAL p 336). EH 
p ар = босо [ЖД p tin fH pteo H pla,= 
бе 而 p Bn lp Жр! с. ПИ pl b, 
则 必然 p te СБУ pte Mp | Бер = а, ,这 
SBATTA) H pa ЛП р lb, TAFELS 
Y 8 р, рр, рТ, THE pb. 1.28 
碟 系 数 

tt Bt dt суб, T 
由 于 右边 只 有 сбу 不 被 p RARA pe, р 
Бе. р ARW), ВШ phan Н i —- 12 
+1-1= 121, X EB FS. Elit f(x) 在 
Riz] 中 不 可 药 . 

4.2.27 (1) 设 p 为 案 数 ,求证 : f(x) = 22 + 
ОЕ ЛЕЗ 中 不 可 约 多 项 式 . 

(2) 设 只 是 唯一 分 解 整 环 , 则 f(x,y) = у? + 
25у? + ry + э ЖАГ, у) 中 的 不 可 约 多 项 式 . 

解 (D 令 glr) = {ж +1). AH glz) Æ 
7Z[xzrj 中 不 可 约 当 且 仅 当 у(х) 在 ZLx] PATE 
【因为 fx) = filz)fo(z)eog(z) = filr + 
1)5(х +1), 并 且 f(z} 和 天 (w+1) 有 相同 次 数 )， 
我 们 只 需 证 明 g(r) 在 ?fr] 中 不 可 约 . 设 tr) = 
арх?! + ar + +a Ща, € Z(0= = p 
= Tan = lap) g(0) fu) р. 现在 把 
gftz) 看 成 是 广元 域 忆 (= 2.) Е РР, 
的 特征 为 ,根据 4.2.25 可 知 


_ _ (<+1) -1 
во) = J(z+ 1) = ру 
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_ (z +1)°-1 

= tll (modp). 
EA 7[ э ] 中 ,这 就 意味 着 ра (1562 р-р). 
由 于 ao = 11 pihai = р, Ж РЕШЕ Ж ЖЕШ 
知 gir AM f(z)) E Z[ z ] РТУ. 

(2) 由 R ЖИНА = R[x] 也 
是 唯一 分 解 整 环 ,并 是 :x ERL] = R' 中 的 不 可 约 
TR. 6 f(z,y) = у) + о?у + zy + z ARE 
Riy 中 的 多 项 式 . 由 于 yi MARAL, у 和 yy 的 系 
л Rl < ТЕ ЖЖП x 不 能 整除 常数 项 x. 
由 爱 森 斯 地 判别 法 可 知 у? + ту? + ry + 二 在 R[x， 
у. 中 不 可 约 ， 

4.2.28 (1) 车 下 是 特征 为 0 的 域 ,. 则 Fir] 中 
不 可 约 多 项 式 在 下 的 任何 扩 域 中 均 投 有 重 根 . 

(2) 若 下 是 特征 为 素数 p 的 域 ,f 为 FLx |] 中 不 
MAHERE, M F(x) 在 下 的 某 个 扩 域 中 有 重 根 的 
充分 必要 条 件 是 了 是 x? 的 多 项 式 . 

解 (1) 我 们 先 介绍 域 玉 二 多 项 式 环 FL z] 的 一 
些 基 本 性 质 . 首先 , F[ z] 是 主 理想 整 环 , 从 而 也 是 
唯一 分 解 整 环 . F[ z] 中 的 不 可 约 元 (= Жл.) 即 是 
F z] 中 的 不 可 约 几 项 式 . 其 次 ,UF[x]) = 
U(F) = Е- 1000 F =F- |0). FÆRT 
非 零 多 项 式 都 相伴 于 唯一 的 一 个 首 1 多 项 式 { 即 最 
高 次 项 系数 为 1 的 多 项 式 } .所 以 下 [zc] 中 的 唯一 分 
解 性 质 可 以 氢 述 成 ,FIz] 中 每 个 次 数 2 1 的 多 项 
A f(x) 可 以 (不 计 因子 次 序 ) 唯一 地 表 成 六) = 
арх) pt r) p (z). AF a € Fpa) 
P(r) 是 F[x] 中 次 数 守 的 首 1 不 可 约 多 项 式 .其 
次 ,F(z) PA n REMAS) E ЕК ЖИ. 
中 恰好 有 „ТЕСТ ШШ). 车 fx) = ао + 
ajx + аул +5 од". EX F (z) = aí + 2a 
жее + na, z" l. UM Fri uc N fz) HERSEN 
当 Fie) = f(c) = 0. 5 — Jm. Ш (fz), 
EaD = (ЕШ РС) f (z) Ж), f( z) E F 
中 没有 重 根 ， 

现在 设 x) 是 F[z] 中 ;次 不 可 约 多 项 式 . 若 
n 二 1, 则 Ar) НАТАН ИЕ n 这 2. 由 于 
域 F 的 特征 为 全, 可知 Г 的 次 数 为 x — 1 2 1. 
Ка) 不 可 约 ,从 而 С) 的 因子 多 项 式 的 次 数 只 能 
En 0. Am х) Ж f (z) ЫЖ. H ЕЖЕ 
Га) RAER. 

(2) Ж Kz) 为 z? ПО £ WU OK. fir) = 


УЈаба?) = Уаз (т) = > paat = 


HEA EAr p ВЫЕ H p О) hF ДО) fE F 
BIAD СЕТЕ F aI ЙАН) ho AAR 
СЕТА Ж ЛА ik 1), ВТЕ (с) = 0. 
而 fu) = А fu) 一 0), 由 上 所 述 可 知 < H: 
POORER RAK, A cE E FEA R 
Е 中 的 重 根 , 则 ir) = irci glr) EP gir) 
E Ffal TE fir) = 2x- egiri + l- 
p OPRA f (с) 0. BETA, f 1C 
RPO = 1 BF Fle] EER RI, п] AmE 
Elri t FEl] 之 和 为 Flel, 即 存 在 Alr), 
В(х) Е F r] $i Alfta) + B(z)f£ (r) = 
LIRA r- cfl 40-1). 但 是 /不 可 的 ,从 而 


必然 РСЕ) BEEF Oi у) = Хуа, M| f (r) 


= Nia = 0. FEE F Pie = 00s n). 
MIE а, 0. ДКТЕ FH — 0, Т С) 89 
每 项 ur Hi a, AORT: EPE р AER RAR 
H] f(x) E z" HEA. 

4.2.29 ЖОН, (т) Е г) PAR 
АГ MR r) E ОАТ АКС E 
TER S l ЫКЫ) 中 有 两 个 不 辐 的 根 xs #05, Д0 
a + B ЖАНЕ. 

解 ” 设 (x) 的 次 数 为 奇数 wn. 由 于 FC(1} 有 2 个 
Ж, КД n 23. ME a = a + p€ Q. (=) = 


üa 1) Ш ОГ PARTALAR, g) = 


РС). НВ. gla) = g) = 0. 由 于 oe 是 /和 g 的 
AHHAR, n ЯН и) 大 1( 让 明 与 上 题 -一 样 ,如 果 [ Z, 
#8) = 1， 则 有 Alr) Bi) € Q[z], #Ë 8 
raAtr) + g(z)B(r) = 1, 代 人 xr = FA 
D= D EF FA iEn C 3) 次 不 可 约 条 项 式 ， 
MEF) A LTA 了 和 六 蔚然 相伴 , BU J * = 
(ч), th, ЧЕ АА АУ (у) = bz" + - 
其 中 5EQ = 0-10 ба) = касо = = 
b(a r" кеб oo i)"br" + =- фа” + (II 
ну). 比较 ir) = (а) 的 最 高 项 系数 ， 
ар —— ер. НБО с 1, Ftx) = 


gir) TEAD -gC 但 是 前 面 已 有 
ШЕР. - нб ), Am (7) = 0, EI Fir) ОГ] 
路 有 因子 г – (На от. СФ). ВТ n >= 
3, 这 二 fir) E Olr] РАЈНЕ. НЮ о + 8 


& Q. 
4.2.30 u (r) = r-3r-1 的 一 个 复 


根 , 试 将 复数 32 +7u + 5) -1 表示 成 系数 为 有 理 数 
的 关 十 z HERA. 

解 “ 域 的 扩张 共 分 两 类 :代数 扩张 和 超越 扩张 ， 
设 РАК 是 域 的 扩张 { 即 指 РУК 的 扩 域 ), 如 果 下 
中 每 个 元 素 均 十 氏 上 的 代数 元 素 , 即 均 是 K[>] 中 
ЖКА ЕИ АКИН.) F U| К 的 代数 扩张 .天 
N FRK ARRI IE. A F= KK 是 超越 扩 
张 ( 即 a ТЕК Б), ДА 并 上 的 有 理 函 数 
W Kir) Æ K(a)/K 是 代数 扩张 , 则 a 是 KLx] 中 
某 个 非 零 多 项 式 的 根 , 于 是 了 = |f) € Kler]: 
Ко) = 0i 是 非 零 素 理 想 .由 于 天 [z] 是 译 理想 环 ， 
所 以 存在 唯一 的 首 1! 不 可 约 多 项 式 lr) C Кх]. 
EI- (f(r)y ,也 就 是 说 ,对 于 glr) € К[х]. 
gla) = ОМА а. (r) MF a TEK БА 
PETR. KO 中 每 个 元 素 都 可 唯一 地 表示 成 а 
+am Tam ДД И пг) А, a, Є 
K(Ü= is n - 1. НЕ Ka) E: K Ен 维 向 量 空 
间 , 称 玉 (e)AK 为 n 次 扩张 , 记 成 xn = К(а): К]. 
于 是 若 К/К 和 KAM 分 别 是 域 的 扩张 , 则 [下 : М] 
= [F: K][K : M]. 

p u у(х) = z*— 3 - 10892 B HT z 
-3z EQ] Ж Н КЕРТЕ Q[ > ) 
局 可 约 , 则 一 定 有 有 理 根 和 (abE 7). AA a 
常数 项 ,5 除 尽 最 商 次 项 系数 .所 以 名 11 Bp ó = 
+ 1,a 1+ 1. 因 此 有 理 根 只 能 是 + 1. 但 是 /(1) = - 
BEO 1) = 一 5, 所 以 了 在 Q[x] 中 不 可 约 ). 于 是 
f(z) ЖЕ u О БЕЛ, [QI : Q! = 
3. 所 以 OGO 中 每 个 元 索 都 唯 :写成 ao + ари + 
arut ha, € Q. Р 3и? + Ти + 550.17 Q(u) 
ДЖ Gu + Tu 5) = ау+ ари tasu", a, € 
Q. MER apsara HH КАЖ 

| = (ази? + aru T aa) 3u? + 7и + 5) 

= agu’ + (За + ?аз) ш? + (Зар + Ta 
+ Sarlu? + (Tao + 5а) ы + San. 
ET (и) = w 3u- 1 0, u? = 3и + 1. 
于 是 
1 = 3a,(3u2 + u) + (3а + 7a2)(3u + 1) 
+ (3ao + Taj + Saaju? + (Тау + Saj)u 
+ San 
= (Зар + Taj + 14а5)ми°^ + (Zao + 14a, 
+ 24а›)и + (Sao + За + 7а»). 
AF1, uu? О РБ [Б] Q( и) 的 一 组 基 , 从 而 
бар + За + Таз = 1, 
] + 14а + 24а = 0, 
(3а + Faj + 1das = Ü. 
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解 这 个 线性 方程 组 得 出 


28 26 7 
(assay ag) = Gii”? 一 1???” 


FE 
7 > 26 28 


н 十 ту; 


2 -1 — $ _ 5 
(За +u +507 = тре [C n t 17 


现在 给 出 另 一 种 解法 .由 于 xz- ro- 1! E 
Qir] 上 不 可 约 , 所 以 它 种 3.x: +7x +S 互 素 . 于 是 
Ж A) BU) Є Q[z] #18 (z) -3x 由 A(x) 
+{3х?+7х+5)Н(ху) = 1. ЖА >z = u, Е и? – 
3u - 1 08 (3и2 +7 + 5)В( а) = 1, 于 是 (3x7 
+u +5)! = Иби). ВЕЕР Biu) Ж гн 
HRE ЕЕ: Н 3л? +7х 65 AR z 3 – 1,18 
到 


z? - 32 - 1 = (а = 106327 + T= + 5) 


+E), 
再 用 余 式 二 x+ 29 去 除 3x? + 7r + 5, 得 到 
7 27 261,,7 26 
Зх rir +5 = (тох до) + о) 
999 
+ 9 


于 是 将 第 一 式 的 装 z + É 代 人 第 二 式 便 得 到 
3х?°+7х +5 


= (学 = 全 Je _ ac-1) 


Са 93а t Tae + 5)) + R 
= (2, _ 291023 - Зт — 1) ~ Е 23. 


29 3 999 
+ 7 )(3z + 7r +5) + 49 ` 
tutal HI 
9 , 234 36 


Bla) Fz - 49217) 


tt _ 
= Ti 26т +28). 
于 是 
(3.2 +75 + 5) 1 = Blu) 
= THU — 26и < 28). 
4.2.31 (1) Жа 二 这 +43 О БЕМА 
式 . 
(2} Ж a = /2 +43 bk Суб) 上 的 极 小 多 项 
Å. 
E (1) 我 们 首先 需要 求 [Qfe) : Qj], 因为 它 等 
+ = СНК. 我 们 有 如 下 的 域 扩张 
El: 
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072.43) 
| 
042) 042 +43) Q(53) 


ЧУ 


H FE 22-24260 ЕВА Т | 72 E 
Q(/2) 对 @ 的 一 组 基 , ГОО?) : Q] = 2. 同样 地 ， 
[Q(/3) : Q] = 2,#9 1.43 6 004/3) 0—8 
基 . 因 此 
ГОС? ЇЗ): QJ 
= 1902,43) : 93ГО /2) : Q] 
= 2190243) : QW2)]. (*) 
再 证 Q2, = Q(/3 +43). ША? + 3 Е 
Ф723). Е 002. + 43) = О? з). я 
Ш.Ш 1172 +943 = (2 +3), 1242 = (2 + 
43): 965 +43) 0045 +43), T Jp € ОМ + 
З). ВВ = (2 +) -YE QR +43) ДЫ 
E Q(/2 ЇЗ) с 002 + 43). 这 表明 О(/2,{3) = 
QW2 +43). (ж ) 式 可 知 
[ONZ +43) : Q) = 2100243) : QW2)]. 
H БУЗ E r -3 的 根 ,从 而 /3 在 QQV2) 上 的 极 小 多 
项 式 UO BEA x 一 3, 因 此 [OW2 43) : Q(/2)1 
= [QW2)W3) : QW2)] < 2. Ж Ж[О(/2,{/3): 
002)1 = 1, 40902,43) = 03). РАЗ € 
0042). ВЗ = a toZ, а, рс О.Ж, 
WAYF УН 3 = (а? + 262) + 2аһ42. TE ab = 
О#8 3 = а? +262. {8А УВЕ. 因此 必然 
[042 43) : 00425) = 2, 于 是 得 到 [FQ(Y5 +43) : 
Q] = 21002 4/3): QW2)] = 4,80 а = 号 + 
мао Б лиа 4 次 多 项 式 ,由 于 a 
是 
Кх) = (x - 2 +{3)](х + WZ +/3)) 
x (х М2 -43)) (х + ({2 — f3)) 
= (22 - {5 + 2/6))( 2 — (5 — 2/6)) 
= (х? - 5)? — 24 = rt- 102? + 1 
的 根 , 而 fir) E Q[z], А fx) = t- 1022 + 
1 就 是 /2 + 3 在 QQ 上 的 极 小 和 多项式， 
(2) 42 +/3X: = 5 + 246 可知/6 E QG + 
43). ОСБ) E 002 + УЗ) AFR, HE 
1065 +/3) : 01 
10046) : Q] 
= 2. 
所 BY2 + 3 tE 00046) 上 的 极 小 多 卉 式 的 次 数 是 


[02 +З): Q(/6)] = 


2.8142 +4/3 6/05) = (r- (2 +{З3))(х + (2 
күз) = x2 — (5 + 246) 的 根 , 而 rir) € 
QGH z] В л? - (5+ 246) {2 13160076) 
上 上 的 极 少 多项式 . 

4.2.32 ТА #Е-—11- 9л. 

BO 设 丰 是 9 元 域 , 则 加 法 铬 丰 的 阶 为 9, 每 个 
TANIERE 9 的 内 子 . 特别 对 F RZ Ж 


le,9 个 |; А0770, 89: 15 = 0 所 以 下 的 特征 是 | 


素数 p FH рт, FE р 3. Р 0,1,203 = 0) 
ЖЕНЫ Е, i n = [F : А, ШЕТЕЛ 
ЗЕМЕ АЙ алы + asna F + agtig EP uj, 
ar 是 下 对 于 FF 的 一 组 基 , 而 a, € 上 ,由 于 每 个 a, 
有 3 种 选取 方式 ,所 以 9 I F |= 3" Р: F] 
= я=2.Ш# (г) ЕРА | PRE 1 аја 
项 式 , 令 a 蚌 六 工 ) 在 上 ;的 某 个 扩 域 中 的 一 个 根 , 则 
[Е (а): Fx] = 2. 1 Fla) i= 32 = 9.0 Falo) 
就 是 9 лй. ТАЈНА ЭК 3 元 域 Fy = 10,1, 
21(3- 0) 上 的 一 个 2 次 首 1 АГЕ, 考虑 
Jir) = att), WREE F [>] 中 可 约 , 则 Z( z) 2 
RA RETAN Р, fO rz) E F, PAR E 
0) = 1 0, Д) = f(2) = 22 0.[ЕШ х* + 1 
存 Flr 中 不 可 的 ,所 以 令 &g йт? + | у 8, B 
02 =- | = 2, 则 Fafal) 就 是 9 元 域 . Fyta) 中 每 个 
元 素 瞧 - -表示 成 ab + азо, HEP anyal 25919 0,1, 
2. 


卉 在 给 出 构 必 3 元 域 的 第 二 种 办 法 . 考虑 
Ет РФ е) = а-а. AT f (z) = 9xË 
-上 = -区 在 了 中 9= 0). РАСЕ), f tz) = 
L. 所 以 下) 在 FF; 的 代数 闭 包 KK 中 没有 重 根 .以 下 
表示 ft 在 户 的 代数 闭 包 中 的 9 个 不 同 的 根 构 成 
的 集合 ,这 是 天 的 子 集 ,我 们 要 证 明正 是 天 的 子 域 . 
# a, pE FMa = (z, = б, K SF, BT 
域 , 所 以 并 的 特征 等 于 F3 的 特征 , 即 特 征 为 3. 于 是 
(e £ B)? = a? + (+ Д) — a? + Ë? = a + ñ. 1% 
Me t B€ FAI = а? = aB. МТ ag € 
F. TR F bB. M Fa a € F a20, HF K у, BF 
a EK ло. На = а (е 1)7 
= (a) l = al 因此 a !1€ F.C 3 FEO 
元 ) 域 . 

Ë 由 上 面 第 二 种 证 法 可 向 :在 F, 的 每 个 固定 
ARSE K 中 都 恰好 存在 唯一 的 9 元 子 域 ,因为 
CREBAT г г 二 上 0 在 KK 中 39 个 不 同 的 根 组 成 
Ё], 

4.2.33 МЕШ € F, p 为 素数 .求证 

(1) z - сЕ z | Г) сэл? 一 cc 在 下 中 有 


根 . 

(2) 藻 下 的 特征 为 p; 则 x? 一 + 一 + 在 FLz] 中 
пў) >P -r oe EF PA p AAAI Hat — z 
-在 F 中 有 根 . 

E (1) 若 局 一 :在 下 中 有 根 a, 则 x 一 c 可 被 
Flr] P REDA z- a 队 尽 ,所 以 是 可 约 的 . 反 
ZË >° -e Ж Flr) FEH, MD улу? — с = 
J(z)g(zy ВЕ fig ҮЙ r) a lp — a IK 
НІ а p - 1.10 2 ЖЕ ИК, 
D apanta Er- с Н п ТАВ, НА a = 
аз, Ша? = c = ойі р). ЖЯ с Ele = 
0 时 命题 11) 显然 成 立 ). 于 是 а, 均 不 是 0. 从 而 
{ае 1)? = 1. 因此 & = otk, 其 中 于 = 101 < 
p). T Рс) 的 常数 项 是 {- D Яа, 7, 当 
中 的 4 个 ,而 这 个 常数 项 属于 下 ,所 以 只 C Е, К 
中 e = 1 类似 地 考 息 (xr) 的 常数 项 ,可 知 а? dy. 
€ F,BErh(t)2= L.H T1< a= p- 1.900, 
р-4) = (d, p) = 1. FEA х,у € 7, 18 dz + 
(p- djy = 1.ЁҢ (ЧУ) (or At) = of C F, 
中 总 =1. 但 是 (at)p = а? = ab = 上 ,这 表明 下 中 
ЖЖ at REMA -c Н. 

(2) 由 于 下 的 特征 为 p, 从 而 下 包含 户 ЛИЕ, 
= 0,1,2. p ll(p=0 EFRR FI = F, 

О 59 426 АЕТ КЕ l= p- 1 的 因子 ， 
于 是 F PERAE = 1 的 根 .从 而 F, 中 户 个 
TREED z = x 的 p 个 根 .阁下 中 元 家 sz 是 
х? отс НН, Ща? — a - c = 0. НАЕТ x C€ 
Fp la+ aj- (a T n)— c = а? + n° — z — n — 
e (аё -а- с) t (n° — n) = 0. Вр а + 
nin € F,) 者 是.r? -xz -< 的 根 .这 表明 (2) 中 第 
二 个 各 是 成 立 的 . 

现在 证 (2) 中 第 一 个 仿 . 若 xz* 一 + 一 c EFP 
有 根 ,显然 xz? 一 z+ c#EF[: |] 中 可 约 . 反 过 来 设 x? 
-x = с Ж Fla] ФА, M t т-с = 
FOz)g(z), ИЧ fiz) р(х) Е F[z 1 Ф 
KA d Ap- айти 1 ИА Ldap L а 
E - z - c ЖЕҢИ ЫП 中 的 一 个 根 , 则 由 
EÈ, at 一 x 一 c 的 全 部 记 个 恨 为 a + nln Є F,). 
而 fx) 中 1 的 系数 等 于 (-- 1) Ж ШЖ 户 个 根 当 
中 的 qa. A S ЕТ К,а + m € F. 
HP m € F, F. Ға € F. RT 15 d < р 
-t,d ЖЕ, 中 可 道 元 ,因此 也 是 下 中 可 道 元 ,这 就 
表明 а = (dod lC F. Tk z — x — c B p Л 
у F F. 

4.2.34 F EARE W] F hua КШ 
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ЖЖ. 反之 ,对 每 个 素数 p AEE a DFE р" 
元 域 . 

В ARR FREDE ES o UE F RHE 
为 0, 则 1,2.3,4,… 是 天 中 无 限 个 不 同 的 元 束 ) .于 
是 FF 有 pp 元 子 域 F, = 0.1.2,7,р  li(p = Q). 
由 于 1 1 有限 ,所 以 下 是 F, 上 有 限 维 向 其 空间 . 设 
n БЕН, ЦЕ: F,] = n, 则 下 在 F, 上 有 一 
组 基 upatu ПЕ Чай ЭОЖ HE: AR hà 
ауну T ayu T + ази, АФ а, Є Е}. HFH а, 
都 可 有 取 户 个 元 素 ,可 知 F = pr, 这 就 表明 有 限 域 
中 元 素 个 数 必 为 素数 震 ， 

反之 , 设 记 为 素数 ,nn 为 下 整数 . 取 卢 元 域 F = 
10,1,2,-—,р- 16р = 0) 种 FF, 的 一 个 代数 闭 包 
R. 则 多 项 式 ir) = zx- x{ 这 里 g = p") fk ( F 
A и ЛАВКЕ Сс) = gre! 一 【= 一 1, 从 
MEO S= 1) 和 4.2,31 中 构 作 9 元 域 第 一 个 办 法 
那样 ,可 以 证 明 这 a 个 不 同 的 根 形成 如 的 子 域 .于 
ЈЕ 9(= p") 元 域 是 存在 的 . 

注 ”由 证 明 可 知 ,对 每 个 4 = pr" ,在 上 ,的 国定 
代数 闭 包 О 中 存在 唯一 的 g 元 域 ( 由 x“ -在 中 中 
的 g 个 根 组 成 ), 以 后 这 个 g 元 域 记 作 F}. 

4.2.35 ЖЕЕ, (а = p") 的 加 法 群 是 个 p 
元 循环 群 的 直 积 . MAAR F, = Р, - 10| 是 g 一 1 
阶 循环 群 ， 

E 我们 已 经 证 明了 E 中 每 个 元 素 唯 一 表示 成 
ауну муш +7 + амы ЖАН шр, шоа, ЖЕ, 
EF, 上 的 一 组 基 ,而 a, € 已 .这 就 表示 加 法 群 F, 
ЖИН н, н; s u, 生成 的 ;个 pp 阶 吉 法 循环 群 
ЮНА. 

现在 考虑 乘法 群 疡 , I F; |= q -1, 所 以 FF; 
中 每 个 元 素 的 (乘法 ) MIE а -1 的 因子, 对 9 1 
的 每 个 正 因 闻 可 .方程 内 -1 = D#EHE89 中 至 多 有 
алё. ЖЕ; 有 d 阶 子 群 , 则 此 子 群 的 qd 个 元 素 
都 是 zx* - 1 =0 的 根 . 所 以 对 每 个 d, Fi 中 4 Br f 
群 至 多 有 一 个 .根据 4.2.8 可 知 F: йа - 1 ИА 
HR. 

4.2.36 RARA F Р, АЈ] -个 域 的 子 域 ， 
a= pQ = (pp)", 共 中 p 和 pp 是 素数 , 则 p= р. 
并 且 F, S= F, ANH | n. 

解 ” 域 上 和 上 的 特征 分 别 为 素数 p р" ,但 是 
它们 都 应 当 是 域 王 的 特征 ,因此 = p. WEIR F, 
СЕ, MJ F. 是 卢 上 的 有 限 维 向 重 空 间 . 设 维 数 是 
t H| КУ ТЖЕ, ЕВ, M Еу 的 每 个 
ДЖЕ -Ki aguy + ази) + + аш, AP а, Є 
Е. БЕ р = 1 Fe |= 1 F l! = g = р", а = 
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mi, ЉТ т. Б m | нн = m,i 是正 整 
数 . 而 g = р", = р T F. УЖ e” – 
х 在 已 中 的 全 部 根 ,而 已 的 元 素 是 =” — x 在 下 中 
的 全 部 根 . 若 a € F, а = а. FE a” = 


h 


аё = о, Bi а Є F, .这 就 


(a) = a” = 
表明 F, = Fy. 

4.2.37 ЖР, EARR, ШУГА ТОЕ Ж > ,在 
ЕДІ) 中 必 存 在 m {КЖ ОЛИ. 

解 ”我 们 知道 在 已 ИИО 中 必 存 在 有 限 
域 P ,并 且 F, ЖЕ. 的 子 域 ,[ Fy : F,] = m. 
T FL 是 om - 1 阶乘 法 循环 群 ,所 以 其 中 存在 元 素 
u ,使 得 下。 = |1, а.ш, = 于 
№ Fpa 一 10,1, H, uppat | ОЛЕ F, 中 添加 
Eu, Falu) = Кы. РГЕ): Е] = ТЕ : 
F,] = ,可知 在 局 上 的 极 小 多 项 式 就 是 FF[zx] 
中 m 次 不 可 约 多 项 式 ， 

4.2.38” 设 下 是 有 限 域 , 则 

(1) 对 每 个 正 整数 n, F>] 中 所 有 次 数 除 尽 
n 的 首 1 不 可 的 多 项 式 之 积 为 zz - x. 

(2) # fx) 为 Filz] P n 次 不 可 约 寺 项 式 ， 
MaE fUr) E F ARRENA 中 的 一 个 根 , 则 
КЕ О ФЕВ У а, ат, а ыза” „Н 
这 个 根 两 两 不 同 . 

(3) 以 N, ЖЕЕ) P z KË ЖА 
式 的 个 数 , 则 DaN, = о", Ж q Ph n ВВР Е 
WAT. HHS №, №, №, Nas Ns 和 № 的 值 . 

(4) 求 出 Fle] 中 所 有 3 次 首 148723 fis 
和 Ег] 中 所 有 2 次 首 1 不 可 约 多 项 式 . 

R (1) 由 于 z9 - = АВО T Е, 
йб "ЛЖ. x ~ zx 没有 重 根 ,所 以 zx” - z fE 
[xz] 中 分 解 成 一 些 彼此 不 同 的 首 1 不 可 约 多 项 式 
之 积 . 设 Ох) 是 其 中 的 一 个 首 1 不 可 约 多 项 式 因 
于 , 则 т) BR a AT En F 0х) 的 次 数 为 a, 则 
Е,(а) = Е. ЖЕ, 的 子 域 .因此 dt | nm. 反 之 ,对 于 
FF[x] 中 每 个 4 次 首 1 不 可 约 多 项 式 f{x), 令 a 是 
Ha) E O PATIR, m) F (e) = Fo. 如 果 
d | n H| F, C Fp FE Є Fm, 从 而 a 是 x - 
+ 的 根 . 换 句 话说 , (z) 的 所 有 根 都 是 ze — x ÉS 
根 .由 于 х# -x 没有 重 根 ,这 就 表明 (r) B zt - 
r HRT SELENA T -rF ФК 
数 为 n 的 因子 的 首 1 不 可 级 多 项 式 之 积 ， 


(259% Дн) F, к] n Кир? УК, 
fr) = аул” tam ве Фала, Є Fy Mj af 一 


а,(0 шя). ок) ОА ро) 


_ ара" 1 aja” lpp a, = Ü 于 是 
feat) = айа" + ааб Du a. + as 
= била” }% + 《ee 中 + 
= бире" + аза"! keeta) = 0. 


这 就 表明 ач 也 是 (л) 的 根 . Р (аб) = ат, 
(oz 9 = qf ,… a 都 是 /Ci) 的 根 (注意 下 (a) 


= Fa ,所 以 af а). ЖЛЕ |: 5 个 根 彼此 不 
[B]. "Ta = TDF PKR. Fr a 222, Tiba / ОС 


MO ARRET AEMET K E ms +). ШЖ a 
= а ДФО #< ўн Ша (1-а) = 
0. 由 于 a 0, TH а Ër! - г ВЈ {ВА 1 =< у 
— ¿=< n — i "z 的 不 可 约 名 项 不 的 次 数 都 
为 ;一 的 因子 ,特别 地 ,a 所 满 是 的 不 可 的 多 项 式 
Ка) Бат ”的 因子 ,所 以 fx) К< н 
1. 这 就 得 到 矛盾 ,所 以 sa атаб 是 fOe) 
的 两 两 相 异 的 n 个 根 . 


(3) 由 {1}) ЖШ 2" - + = Пе JAF L] 
BARRE a 的 首 1 不 串 约 甸 项 式 . 对 每 个 
dl n, Ela) PA № Ta KÄ (аг 
{ПЖ ЕКПЕ ам, И лї — r 的 次 数 是 om ,所 
lA = > QN. 

Ша 

F| Ф 1IK8 Жое ç 个 ,它们 

Жх-а(«Є F.) ИМ = g. HERH g? = N. 


+ 2N,, 于 是 N. = Е 1H gi = N. + 3N; t] 


мм са Мел = 9 二 了 (对 每 个 素数 
Б.ф = М + bN, TE М, 一 T4) дв д“ = 


N, 1 2N, + AN, PIAI N. = Lia 44+ q) 


= dp -g REH д? 一 N + 2N; + 3N; + 


6 N, BJ ЖП 
N, 一 сё -qg lg- q) — (9 - g)) 
= 10 -g -g tq). 
(4) аб Рт) ТАРЕ КАЗКА ІЖ 
ЕЕЕ ТИЛЕУ 1 


жаиа, pas =I с уе 


z-i 

хв + ritr trti ME F ri PAAGA 
ВІ Жау ДООЛ. F Flr] ka RA 1 A 
可 药 多 项 式 必 有 2 EB CB A r? + агт 
+ Br + l, EPa, b E Е. BETET, BY l ЕЕ 
Ку 中 无 根 .于 是 将 x = 1 代入 为 1+a+bt1l=1， 
Fla + b = 1. 十 是 只 有 两 个 可 能 (x ,58) = (0,1) fil 
{1,0). 所 以 对 这 两 个 可 能 ,xr? + 22 + 13122 + z + 
AE iz] 中 不 可 约 多 项 式 ( 我 们 顺便 证 明了 它 
HRR H êt itatta tar tarl). 

1% - га ! 中 所 有 | 次 和 2 次 首 1 不 可 的 
多 项 式 之 积 ,因此 于 A- 三! вала 
+ 是 F,[z |] 中 所 有 2 次 首 | 不 可 约 多 项 式 之 积 . 
HF дв atti = {1+ 47 十 1), 而 入 
FLx ] rB, 

一 

= (z? + 2)° — x° 
= (х? + х + Zr? х +2). 

FE tla trt A a? 2с +2 ЧЕ Еа. 
ш Фф 24 1 95. 


$4.3 АЖЕ 

ЖЕЕП ГА Е ВЕ БЕ ЗЕ ШЕШ УЕ ДОДА А 
不 同 群 和 下 之 间 联 系 的 最 重要 工具 , 是 否 善 于 发 现 
群 之 间 和 环 之 间 的 同 态 ,并 利用 同 态 定理 来 解决 问 
题 , 是 衡量 学 好 抽象 代数 的 最 重要 标志 . 

431 BË K AR, GL (K) алт K BJ zn 
нб yw p KJE ВОЗЕ ВЕ ВЕ, SL, (K) 是 其 中 行 
якта K PAEA) 的 方 阵 组 成 的 子 集 . 则 
SLK) 是 С.К) 的 正规 子 群 ,并 且 商 群 
GL, (KSL, (K) FAF K ' (K 中 非 堆 元 素 乘 法 
F). 

й 设 产 如 一 6 是 群 的 同 态 , 则 imPF = HG) 
EG HTE, U ig. Kerf = 广 '(t1) E G HE 
H TEE РА ЕН. 

J:G Кет *1Imf,f(g) — Кв) (g€ G) 
为 群 问 构 . 这 就 是 群 的 基本 同 态 定 理 . 特别 地 ,是 
аш Н (0204 Kerf = 1: .现在 考虑 行列 式 映射 

де: LT 天) 一 天 ， М = deti. 

H 上 行列 式 有 性 质 dtf MN) = (дем) (аем). PF 
以 det ERAS, HE SLK), TE SLK) 为 
СІК 的 正规 了 样 . 田 一 方面 ,对 每 个 a E К”, 
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а M 为 对 角 方 阵 , 对 凶 元 素 有 一 个 是 e, 其 余 为 1， 
则 dert M) = = :这 表明 der 是 满 同 态 .于 是 由 同 态 定 
иаа к". 

HE ШЛАН СВОТ РНС Bl 
ERTH, АЕНА F: G G ,使 得 H 
HA РЕ, TEARS Н G. -- 点 要 提 到 的 
是 :要 证 明 上 映射 f:G 一 С 是 单 射 ,我 们 需要 证 明 
с 中 每 个 点 的 厚 象 至多 有 一 个 .但 若 у ЖЕЙН Ж, 
为 让 是 单 射 . 则 只 需要 证 Kerf = (1), ШЕ 
明 Кл TE) HEA Kef = f'1(1) 
只 有 一 个 原 象 (上 G da 2 um) 即 可 . 

4.3.2 (1) Æ G EBR NdG,H4G,M(H ñ 
ман, NA NH < с, 并 且 有 群 同 构 NH/AN — 
H/HNMN. 

(2) 若 忆 为 群 ,N44G,MIdG,N = м, Mi 


| G/N 
мам, мум СУМ 并且 САМ Z N" 


ж (1) 由 NdG IJAH Tg E G, Ng = 
sN. TE 

(NHY(NH) ! = (NH)( HIN) = NHHN 

= NHN = NNH = NH. 

所 以 NH E: G 的 子 群 (这 里 利用 了 : 群 G 的 子 
ЖНС УЕЛ HH?! = H, Д НН! 
= jab 1;а,ьЄЕН). мас #IN= МНЕ С а 
知 Nd NH. ВТЕ EMH 

ЛН МЧАМ, А) = АМ = h. 
了 显然 是 群 同 态 ,由 于 NH/N 的 元 素 均 有 形式 = 
АМ (h € Н), А 了 为 满 同 态 .而 对 有 € H, 


h € Kafsh = 1 98N = N 
Sh E Neh € HAN. 
这 表明 Ke; = H ñ N( TE B ## H П 
мам). H AAAA HAH 0 N) = 
NH/N. 
(2) HB Nd GfüN= маям ME 考虑 映射 
f:.G/N— САМ, flgN) = gM. 
这 个 映射 是 可 以 定名 的 , 因 若 gN = М.Ш рр" 
€ NC M, 从 而 gM = g M. BI eN 的 象 和 gN 中 元 
Ж BRETX. BA EWEA. RARE Kerf; 
xT z€ G, 
ЯМ С Кеў: М = M 
(эк € MƏzN C МУМ. 
这 就 表明 Kers = МАМ. ЖА. M/Nd G/N. Н 


СИМ n 
Ë ”本题 的 两 个 命题 也 叫 同 态 定理 ,在 群 论 中 
也 是 很 重要 的 上 具 . 
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4.3.3 设 是 i1,2,…,n| 上 全 部 置 措 组 成 的 
对 称 群 ,A, 是 其 中 的 偶 冒 搞 档 成 的 集合 . 则 当 z> 
2 时 ,4, 是 3 BREATHE, HEALS, : 4.] = 2. m4 
п> 5 BJ 5, 的 非 平 凡 正 规 子 群 只 有 人 

E RHE о 和 z 同时 为 偶 置 换 或 同时 鸭 奇 置 
换 , 则 ог 为 偶 置换 ,否则 or Жар ий. TERI 
f:.S,— I+ 11, 其 中 1+t 1 为 乘法 群 ,而 

Ko) = 1, 若 = EMER, 
1, 车 ao 是 奇 置换 ， 
则 由 上 述 可 知 FERRA. 当 и 之 2 时 ,5, RH B 
置换 (如 恒 等 置 换 ) 也 有 奇 置换 (如 {12)), 从 而 £ 
WEZ, M Кау = A .于 是 4 qdS ,并 且 S ZA, E 
二 元 群 . 因此 [S, : A.J = 2.H | S, := n! 可 知 


LAI = ZE, 

Шон >> 5 BJ, {1 ЕЗДЖ 4.12.1411 ERT 
A, ®ЖАЕЕЛЕЛЕЯ-Т И.Б м SN 天 有 上 如 
RNA M МАЈА, BERRA N = А.Ш 
果 N AEA, 的 子 群 , 则 N 必 包 含 奇 置换 ga. 于 是 
NA, 包含 S, ЯА, 的 两 个 不 同 的 陪 集 A, AeA, 
ELS, : A] = 2, 所 以 NA, = G. B 4.3.2 8 


АТА, 2 М = S В |N D A, (= 


A NI AYL АФ УПА, ФА, NN 
ПА, = ПЕ N ñ A, = A,.# МПА, = А,, 
HIINI=2INDA, = 214, 1 = nl, Am N = 
S- ANNA = ПР, ТМ 2.8, 4 x 25 
В, 5, лл 26 Н AnA, i N 是 一 些 
HETRE S 4.2.129 4.2.13), ЯТ S, 
RA 2 AFATE N AENA A, = 111 不 可 能 . 
于 是 上 面 找 出 的 S. 的 正规 子 群 只 有 |1| A, 和 5,. 

4.3.4 R GAR 

(1) 对 每 个 a € 5G, 映射 AG G, flg) = 
ада Ж Ж СҮҢ HN (m G By 8 AR), #E G 
的 全 体内 自 同 构 KG) = (лса € G| 对 于 映射 合 
成 运算 形成 群 (出 GHA A EHIH). 

(2) 设 CCG) 为 群 G 的 中 心 , 即 CG) = (а: 
ag = ga, HED zg Є С}, ШЖ ЕЛЫ KG) > 
с/С(6). 

Ж (1) H L.(gh) = a(gh)a = aga laha 1 
= н) АА). САН А7 z € 
G,£.(a ga) = g, 从 而 天 是 满 同 态 . X z € 
Kerf Saga! = lg = a'a = 1. 可 知 卢 是 单 同 
$. TE f, Сан. 

对 于 TG) 中 任意 两 个 元 素 天 和 所 , 则 天 记 (g) 


= (Бор) — арра! — ааба) ) — fatg) 
EPa E G). TÆ АШК) ОЖ fa X 
Lf, = a h = £ EGH Bl HAT e # 
T GRATE, WL Al = еде! = zg), Fj £. BJ 
Жый 关 - 也 是 ICG) Ч ARY (С) E. 

(2) Е: рас — I(G).e(a) ~ A H T 
glab) = fa = KA = pp) п р BEBE la] 
# , 易 知 这 是 满 同 态 .再 决定 Кеф: F a € G, 

a € Кеф = £, ЖЇЗ ЧН 

Б, (в) = в (ET z € G) 
supa = g (HA g EG) 
tra € CIC). 

T Кете - (6). Ц G 7C(G) Z KG). 

Ж ЧЕТЕ G, RIRA - 批 自问 梅 ta € 
G) Daz bhf, f, Ay ПЕД]. ЖТТ B Rt 
样 的 大 小 和 结构 由 G) ИСС) 给 出 :当中 心 
CCG)} 很 小 时 .内 自 同 构 比 较 多 . 另 个 极端 情形 是 
C(G) = GOR F Е), ШС) = 
GAG т.а а: ЭЕ Н Г. 

4.35 ШСЖ I G.G] Pr жга. 
b] = abu 'h (a,b E G) ЖШТ. ШС, С] 
R G ht S rr Ж а,Ь] 的 最 小 的 子 群 
(LG, G] H G ВАТАН). 

(OTG, GdG, EE G Eze Н B (V 4 
[бб = ili. 

(2) í G, G 1 ССРМ 为 交换 群 的 最 小 下 
期 子 群 N. 换 句 话说 ,对 每 个 Nd G,GAN 为 交换 
тшнщ, С] М. 

# (DaB oh br л Ж e = [a,5 = 
аба і ПА ab = la, blba Mitlub] E az 
和 户 效 换 了 位 置 ,所 以 [ai ИШ rona . 于 是 对 
每 个 5 € G. 

н la,b]g = (gla)g = [ga]ag lg 

= [gliala E [б.б] 
《因为 [ga 和 a BJ {у ЛЖ. С.С] 是 由 
БҮЗ S: v gu RA PRE, БТ ас, Gle © 
[G.G]. Fg ЖС ФТУ Br bt tua zl С, 
G]g [С.С ЖАС, GIS g UG. бв. 
TËz [G Gla [С.С (WLS S g € G). EE 
iH[ C G 14. 

E G EER, Mati a.h €C G.[a,b] = 
aba h ач pp] = 11. E G 
AHÇE2e393E WA a,b C G DEIB ар Z ba Fila, 
b= атат 8 1, K [C С) 5 11}. 

(2) # 14 G RIF gE G.A = gH 表示 
GZH Ж MR GCH EZAR, МЕГЕ а, 5 


£ Gab = ba, 于 是 atw і) = 1, Mla,bj = 
aba Пен. ЖИС, СЕН БАЖ G.G] 
万 , 刚 对 每 个 a,bE С.а, 6] = aba t E |С, 
G] H, аав! — 1, B) ab = ba. МЮ 
G/H В. 

436 (1) ЗАВИН 2 阶 元 素 . 

(2) # GE 2n ИЕ. Н n В, W| G 2.8 
LHT N RLG: N = 2. 

解 САВИ RIEG gE GS £ 
EHETE ри, а, LUAR. | 或 者 是 同 .- 
集合 ,或 者 被 此 没有 公共 元 素 . H 22 关 工 时 ,g = 
g .这 些 g 了 关 g! 的 两 两 瑟 戌 一 对 ig,g | ,从 而 
这 样 的 元 素 共 个 数 个 .由 于 1G 1 为 偶数 ,所 以 д? = 
1 的 元 素 g 也 有 偶数 个 .于 是 除了 人 么 元 素 外 , 必 还 有 
ERP -iit ЖС t RTR. 

(2) 以 SG 表示 集合 各 上 的 全 部 置换 组 成 的 
ШН о: 506) = S,,,pta) = 本 ,其 中 
а, АЧС БАИЖ, ЕЕ gE С ЛЁ ан .我们 在 
4.2.15 ПЕВ Г o PE 6, РЕА Я 
FB, G 同 构 于 SC) ETI Ime = рс). ТЕНШ 
对 群 of 如 证明 命 革 即 可 .由 人) 知已 中 有 2 阶 元 素 
а.а з1,а? = 1 ,可 知 对 等 个 & € Glg) 
ag = p a,(ag) = a'g = e AREER E n 个 对 换 
(g.ag) 的 乘积 .由 于 x 是 奇数 ,所 以 о, 是 奇 置换 . 
ЖЮ, ERR оС) 中 有 奇 置换 对, 所 以 对 于 
ос) АВЖ ЕЕ АТВ N RIAL оС? : 
N] = 2. 而 这 种 子 群 N GEG) AFATE. 

Ж ”正如 4.2.15 后 面 的 注 记 所 述 ,我 们 通过 置 
换 表 示 о ЕС 同 构 于 一 个 具体 的 置换 群 etGQ) ,由 
置换 群 的 具体 性 质 得 到 与 它 同 攀 的 群 C 的 性 质 . 
4.3.8 和 和 4.3.9 也 古 这 样 的 例子 . 

4.3.7 ”六 阶 群 只 有 两 个 :循环 群 C, 和 置换 群 


S4. 

解 ”由 4.3.6 EF EI 6 BH G HE 2RR a M 
ETEN, [G:N] = 2, 于 是 NN 是 3 阶 群 ,从 而 是 
循环 群 , 即 N = 11,58,621 ,其 中 5 和 5 是 3 阶 元 素 . 
于 是 a & М. G N 有 两 个 陪 集 N 和 aN ,并 且 巾 
NIG Шам = Na. G = NUaN= il, b,b, 
аара Эу Т ЖЕЙН ЙЧ. АЕ ba 是 上 面 6 
А л; Н ——1-. TA ba 不 能 是 1,8,8* 和 at{ 比 如 
Жж ba = 1, 则 a = b ! = 6. ba = Б, а = 
IFA) AERE Bj P] gË: — T B| SEE: ба = 
ab, AF CG Eha Ж Й, HH po = ab С E 
交换 群 .由 а 和 5 的 阶 分 别 是 2 和 3 可 知 吧 的 阶 是 
6. 即 6 阶 G 有 6 阶 元 素 , 所 以 G DRRR C. B 
一 个 可 能 是 b = a 如 .我 们 给 出 一 个 这 样 群 的 基体 
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实现 : BẸ Д 1,2,3! 上 的 置换 群 S,. 5 5 = 
(123),а = (12). 52 = {132),Ь9 = 1,42 = 1,фа 
= (13) = ab2. WW G А53. TE 6 WW R 
+: C, 53. 

注 “我 们 弄 前 面 证 明了 s, 是 阶 最 小 的 非 变换 
H EAR S 也 是 唯一 的 阶 最 小 的 非 安 闹 群 . 

43.8 ШОЛА, pEi СТ 的 蝴 小 率 因 
ша мес С: м=р, МЯ. 

E ”GG 对 N 有 pp 个 左 陪 集 aN(a © С). p T 
左 陪 集 组 成 的 集合 记 成 有 A, 以 SLA) 表示 集合 A Г 
的 置换 全 体 组 成 的 群 .定义 映射 

ss: G S(A) = Sp Pnl) = Ggs 
其 中 o, EB E aN Ў ром. Py EE o, 是 集合 A 上 的 
置换 , 即 a € SA), ЗН pw 是 群 同 态 { 先 证 oy = 
ск, ННЯ p (gh) = pwl а) ромб В )). MERIA 
Ж Kero RH s z € б, 
g Є Керу?вем = aN (对 每 个 a € G) 

Salga € МОЄ G) 

Sg E аМа (GA a € G) 

=g € QaNa '. 
于 是 Kerpw = П а№а HEI N ВАТЕ КЕ Ti Z 


交 ). 特 别 地 ,Kerpw 是 N ЮРЕ FE p IGI? 
М1 | G | Z 1 Керу I=] G/Keroy i= 
ох: С) 1,ру%б) < S. EE ЕС} р! =l S, |, 于 
是 р} руб б) 1=1 G/Kerøy |. AF | G AKerps | 
HARE 户 大 的 素 因子 (因为 | G/ÆKe |= | акс) Т 
k (S, 1= pART) ERAH ЖИС 
于 5 是 1 G1 的 最 小 素 因子 ), 于 是 | G ZKerps ， 
二 .但 是 [G : N) = LHH Кегоу = №, FE: N = 
Kep 6. 

4.3.9 决定 53 的 自 同 构 群 Аш 55). 

解 5, = 11,(12),(13),(23),(123),(132)}. 
设 s E Aut(S,),MWJ 3 Б о HES, 的 2 阶 元 素 映 成 
2 阶 元 素 .所 以 oa PB th 5; 的 全 部 2 ИЛЖ 
BA [= 1012), (23), (13)! 上 的 一 个 置换 . 把 这 个 
置换 记 成 a. 于 是 我 们 有 映射 fAut( S3) — SIA), 
о) = g. 册 定义 知 对 每 个 2a € Awla) = ala). 
由 此 可 知 f 是 群 间 态 .现在 决定 Kerf. 若 zs € Kerf, 
Шо ЖА ESER, АЕА HERU, 
(13),(23) 均 保 持 不 变 . 但 是 S, EH (12), (13) 和 
(23) 4: В йу (0123) = (13012), (132) = 
(12)(13)) Ж о JS, 的 每 个 元 素 不 变 , 即 a 为 恒 
FRR 这 表明 三 是 单 同 态 , 另 一 方 而 ,我 们 由 4.3. 
4129155 的 肉 自 同 构 群 H S3) E Aut( S.) 的 子 群 ， 
并 且 I(S,) = 536054). 不 难 验 证 S: 的 中 心 只 有 
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恒 等 置 模 { 即 具有 它 和 S, ВЯ Т лж РЕФ). F 
E KS) 2 S,, МП AlS) 1 2211053) |=| S | 
= 6 HA f E ñ ДЫШ! AlS! — а 
5(Аз 6. РЕ! L (f) |=. SA) i. BI f tij 
HES .这 就 表明 RRt, TE Аш(5,) 2 S(A) 
= 53. 

4.3.10 0) R P ЖЗ, ВЈ 1 
是 素 埋 想 当日 仪 当 商 环 К^ 是 整 环 ,了 是 R 的 极 大 
MAHAM КЛ EE. R 的 每 个 极 大 理 柜 都 是 素 
理想 . 

(2) 主 理 想 整 环 的 每 个 非 零 素 理想 都 是 极 大 理 

Ж (1) 环 尺 中 理想 7 叫做 极 大 理想 ,是 指 A 
R, H# J LER НАН, J DIJARA] 
= R RER ERARE. ХР RA 中 非 零 元 素 
a, Wa & L HT I+ aR 是 比 7 大 的 理想 ,因此 了 工 + 
aR = R — (1), TE z € ly € R.B z + ay 
= 1,8 ау = 1, 这 者 明 a ERI PE. TERI 
是 域 .将 上 述 推理 反 回 去 , 即 可 知 若 RAI 是 域 , 则 了 
为 RR ERARE MEH 了 为 R ЖЕНЯ HF a, 
b€ R, аб = 0, аб = 0, Bab E T. AFI 
FEH, Ma € Is b C IMa = 0 RE 5 = 
о РЕ Кил OR. 2, RAI 为 整 环 , 将 上 面 
ШИ ШЕП] I EREE RE, ATRAE., 
所 以 由 上 述 可 知 极 大 理想 一 定 是 素 理 想 . 

(2) ЯНЕ е 中 非 零 理想 有 形式 了 = (a) 
= aR RP a Z 0. I ERRE, Ш) o 必 为 不 可 约 
ж. ХИТ TERM = (Б), IC T.M b la. F 
EH «Ж нй жю — a, 或 者 bE UR) Y 
Ьай і =}. I J.M p € UCR), J 
= (6) = 及 .这 就 表明 1 Ed K PPA. 

注 如 果 尺 不 是 主 理想 整 环 ,即使 是 唯 -分 解 
整 环 , 则 非 圭 素 理想 不 一 定 是 级 大 理想 ,例如 R = 
Qtzr,yj 是 唯一 分 解 整 环 . XT TU BD ES ИН 了 = 
(z) = rR,RZ1 = Fly] EEIEIE R, A 
是 索 理 想 但 不 是 极 大 理想 . 

43.1% 设 下 为 域 ,a ВЕЕ Һу, 
Кж 为 a 在 上 的 极 小 多 项 式 , 则 Fla] = Fie) 
= FleJA fi). EPGD 表示 由 f ERR 
Fir) ВЕРН. 


й жж e: Flz]— Еа], ar) = 


Уаш (а, € F) 易 知 这 是 坏 的 满 同 态 . 我 们 计算 
=й 
Кеф: 


бн) giri (EA 7 E a ВЛ) 

[|N A Kete) — (000. TE # H JJ J 
FUA = F al. hF F Ll ЕЕН, 
而 а ДЖ SM fUr) di AS u[ 23 SZ Th Т 
(DE Fiz] HRR. H4. 3.102) 可 知 ! 六 也 是 
К rl ИЖ КИН, 这 表明 F rl 是 域 ,内 此 
Кел Ш EE., БЇ Flej = Fie) (8 8 2] 8 
4.2.30). 

4.3.12 (1) R F EREA EKIA, MRAR 
PK E/F D ЧК, BDP era C E, [EHE = 
F(a). 

(2) # ЕВ НИЕ О Q BJ n IP BR MJ ЕН 
同 构 至 多 有 x 个 

(3) E p lq Д ЖИВО, ШОС pg): 
Q = 4,#Н Фур.) = Qt p + vq). 

解 (l) Es Е.а EE- Е.Е) I. 
FR PE Fiep: F] >. Ж Fla) AE, ВИ 
aa EE- Е(ар). ШГ Fia a): К(а|)] > L. iE 
FEP E/F EARI ERLE : FAR, JH 
必 有 和 有限 个 a ,… ,a € Е. Ра оз.) 
= E УЙЕ КАЕ А К ТАЯ н aghi 
形 证 砚 即 可 ! 然 后 用 归纳 法 就 可 证 明 -Ak n 的 情 
形 ). 于 是 邻 已 - Fla, p. НАЕ: ЕЖЕ, АД 
Ела 和 8 在下 上 是 代数 元 素 . 令 fegir} 
分 别 是 а РЕР 上 的 极 小 多 项 式 , 则 fr) 和 
gir E FP ri PË Ipe. hT EE 
HEE, TA UO УТЕ FEER an Ар 
没有 平 根 (因为 Г) ERSE КО) 的 次 数 小 Т, 
关 此 产 (i) 不 昼 为 0, 再 由 六 x) 不 可 的 知 ( 了 ,f°) = 
1. Ai / AER а, a. ENEN) rr 个 不 
ШЕШ... € О Еда) 5 个 不 同 的 根 , 则 

fer) — (r mbeir ~ag = ар 

gr) or er B.B А. 
ТЕКА) gig r .23 b =Z s), PE а, 
1 zÉ, аға ТЕО ФИА I TE = (о, 一 
о) д). Fm Рр 61 — 8 ( AR 
к= 2 AE s = 1,0M gir)= x - ñ € Fle], 
R- ñ €e F.TEE К(а„#}) — Fa) E F BU 
ЗКУ IHJ ҮШ EE F ЛВ, V. rr С Є 
F {ËH o, t cB, 28 e (+ aB (luc s r .2 Р S s). 
& к арі =. +M К(а.8) – ЕЮ 
HAIE = FOr). Ш Е РСН) Т.В 
вО = O, für - 8) 一 f(a) — O, [Пи 
Ш\л) MI (r ск) ДЗ г Д, НН Е 


ш\л 一 S ax € Кегф=?ши!а) = Ü 
ИТ 


件 可 刘 它 们 只有 这 一 个 公共 根 .于 是 {gl.r) ,flr 一 
as ж. НТ еб) у 一 cr} 的 系数 都 属 
РОК), 所 以 它们 的 最 大 公 因 于 的 系数 也 属于 
FiO, BE Fr). Tiaro B€ Кк). 
明 Fia, D С ЕСН). ТЫ E = Еа, 8) 一 Fir). Вр 
E/F Еа. 
(2) 9. Е:0] = п, ВОЯ РАЖ, BD 
Е = Qla) (а Є Е). Р.а £ Q БАЛ МЈ 
fO) &О тж P n Кт АДИ Д IEN 
Хх) = ат жарт + ау" ++ apd 
+ аба, Є Q). 
B o ЕЁ Н ЕНУ. #5 4.1.1) ТЕВНО г 


理 数 域 上 是 恒 等 映 射 Ti EPERRA S ce, T 


И. н | 


(Уса) 一 Sicgla y У о Bala) Ж: 
1-0 ?7 
定 .由 于 


fülo(a)) = оба)" + ajola)" lit. 
+ айба) + a, 

оба) + абара?) + 
+ аа-а) + alan) 


n- 1 ее 


= gla" + aya баата) 
= g(f(a)) = 000) = 0, 
ВД аба) 也 是 站 zx) 的 根 , 央 此 域 下 的 自 同 构 个 
数 等 于 A(x) 在 FF 中 根 的 个 数 ( 因 为 ata) Є F). IB 
是 flo) E FARRA An ORREN iR. 
И. F 中 根 数 不 超 过 = ,因此 ,上 的 自 同 构 个 数 也 
(3) ШУР + yq € Q(V p, g) TA Q(V p + 
Ма) 三 QGPp wy). 因 此 有 如 下 的 域 扩张 图 表 : 


0072/3) 
| 
00/2) Ф002 +43) 043) 
| 
М | S 

由 于 yp 在 性 上 的 极 小 多 项 式 是 г^— р = 0, АЈ 
ООЛ р) :人 = 2. 叉 因为 /gq fE QU р) БЕЛАЛ 
AHRR т? g ВГОРУ q): (Ур) 152. 
ЕОС ма): ОС) = 1. 则 Q(Yp ,vg) = 
Qt p). В € б/р). РЕ = а + bip, EFP 
ab E Q ВОЛНА ç =at + 2ab vp. 由 
于 1 和 : K QU p) 在 QJ 上 一 组 基 , 所 以 2ab = 0. 
于 是 a 一 0 或 者 8 = D. ща 一 时,g = рг: Б 
= ОН, = a*. 这 商 种 情况 均 不 可 能 .因为 p 和 gq 
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是 不 同 的 素数 .这 表明 [Qtv рм) Фор) = 
于 是 我 们 得 到 
ГОС р.) : QJ 

= [QW о): ОСА) НОС р) : Q] = 4 
ЖН lwa E QU р, а) TE Q(/ p) 上 一 组 基 , 即 
Qp а) 中 元 素 均 可 表 成 a + By9 EPa pE 
QP) ЛАВ ОС) Ж О 上 又 有 基 1,yp. 因 此 a 
= а+®Ү{р,ф = c+ d p HFa, b,c d € Q. F 
E. 


о + Bdg = a і bfp + суд + d М bg. 
EFI Vp. д): Q] = 4, 这 就 表示 1,wYP,Va 和 
Vp9 是 Qt p,q) 在 Q 上 的 一 组 基 , 即 iv y, 
v pa EQ КЖЕ ЖЗ. 

H+ 

4 = [Q p. q) : Q] 

— [Q pag) : Q(V p + va)] 

x [Q(V p +v): Q], 
БОСА +q) : Q] 1,28 4.3 p + Є 
Ф.а +Z p = a € npa jasa 
在 @ 上 线性 无 关 相 矛盾 .于 是 [Q(Y 太 4 ) : 
І. ФНО р +g): Q] = 2 ГУИ 
极 小 多 项 式 足 2 次 多项式 r? tar + b.a 5 Є Q. ÉZ 
ERRA р + q 和 a ,由 市 达 定 理 知 V p+Y + а 
=. а. (р +) а = b. WH: 

5 =- (р + а +V b +q) 

=-—(а{р + ац +р+а+2у рф), 


即 
(b t p+ д) + ачр + adg+2 ра = 0). 
ARAI VA g, pa fE Q НАЗЫ ТЕ T 
是 [Q(Yp +q): Q] = 4, 1 Q(V p + /0) = 

Об p. Vg). 

ВЕ: Н ГО (М р/н): Q] = 4,3 
HH 43. оя (ур, оО A sÉ. БТБ a 
€ Об p g) ШОС p q) = (Ка). TE а #E 
Q 上 的 极 小 多 项 式 у(х) 必 是 4 次 的 .现在 设 f(x) 
的 4 个 不 同 的 很 为 o1,63,a3,a4( 它 们 属于 复数 域 
Cha = al. 必 映射 

nae) — О[а] > C (a = 1,2,3,4), 


其 中 对 Q[ a] PERY calor€ OPa Sca’) 


= = с. 这 个 映射 是 订 定 义 的 ， 因为 着》 ca = 
Vorto EQS 


к\т) = Хо! 一 Yer E€ =, 
-0 ü 
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W z(a) = О.А) е) AA f(r} 是 极 小 
EMA). 于 是 

к\т) = FIzrintzrlpafr)EQlzrl]. 
由 于 а, BE) ВН, Tl z(a.) = Ро )А Со) 


= 0, m Уе = = Da, 所 以 of ca) = 


а) а УЗЕТИ, ТАРИ оу 都 是 域 的 同 态 ,并 


且 对 每 个 & E€ Qala) = а. FE a, (Ур)? = 
mtp) = р. В a (Vp) =+ / р. ЕЕН, су (q) 
=+Vq. HF (о) = ву(А = 1,2,3,4), aras, 
as, a4 АЫ, ЕДЫ, Qla) = Q p. V q) S| CBS 
3% 4 F |н] 8 =, 也 彼此 不 同 , 并 且 分 别 为 

s p) = V p. (Vq) = Vq (o, R fa S£: 
Ж), РЖ (урд) = у ра. 

(Vp) = Ур,о\Уд) =- Ха, FR 


sav ba) =- у pg. 

ss p) =- Ур,о3(У9) = Ја, + Ë 
vv рф) = V Pq. 

aal p) =- үр (ма) = Ма, 于 是 
ov ba) = Ур. 


(В Ф(а) = QW PND EQ БАДЫ, ур, q, 
V Py, 由 此 可 知 ,m 均 把 QO р, т) Ёк F ph sil 
Об p. V qa) tF АЗ В 此 外 每 个 m 也 是 
单 同 态 ,因为 Kerm 是 域 О(а) 的 理想 , 如果 Kera; 
有 非 零 元 案 z, 则 因 域 中 + 可 道 , 从 而 1 = 1 l € 
Kera, , 即 Kera, = Qla). FE a, JE Q( a ) 的 所 有 元 
ЖИВАН 0, 但 是 a. (V р) =+ p 关上 0 所 以 必然 
Kera, = (0), H в, 是 单 同 态 , 这 样 -Ж, EER 
oh — 1,2,3,4) ERO pva) 的 4 个 不 同 的 自 
PCH 4.3.12(2) 知 此 域 也 只 能 有 4 个 自 同 构 ). 

现在 证 明 Q(v p +g) = Q(V p, V q). Wk (r) 
为 vp +Yg 在 QQ 上 的 极 小 多 项 式 , 则 和 由 4.3.12(2) 
KODESA PIA oi p TQ (A 二 1,2,3,4) 均 是 f(r) 
的 和 根 .但 这 4 个 数 土 Wp 二 V9 BEARR. ETA F(x) 
ПЛК 224, РА Ору): ОЈ ТОС p, 
44): Q] = 4. 这 表明 [QC р + / q) : Q] = 4, 因 此 
Обр +a) = Q(Vp ма). 

注 Җи L К Ее — КАЖ 
的 例子 АНЕ КОН А IP] EJ ШЖК 
Ж. 

4.3.13 БАБАН n2 .7 1, NR B) 
BE НІ гз i= н А, + 1 = R.M 


有 环 同 构 
КА YL r Y: D £, 

= RA X ВИ x = x RL. 

8 AEA H AR. RMR EI 
M FERR RX R = V(r,r ):r € R,r € R'| 
EX (р) irrg) = 
(rare б кууту ) = (уға. h ЭП Rx R’ 出 
КЕК, ЕР R 和 R' 的 直 积 ,类 似 可 定义 多 个 环 
的 直 积 .现在 作 上 映射 

Г) 

Ак) = (rimedii) (поо), rimdi, )). 
这 里 我 们 用 = (той!) Ra- РЄ I. Я 
кто}, 表示 r 对 理想 1 И Жу + L.E R ZL 
ос. 可 以 间接 证 明 / Aja. XPF z € R. 

rE Ker ғ == ((modl,) (1 =Z í == n) 

sire pilai n) 

rE LALA AA. 
FE Kef- АПБ Пс O 1„.ЖИЕ FEARS. 
HRSA Н ® ЛЖ ЕНИ + = А+ = 
R.T Ë 

R= ВЕ = (1 + T 082 + h S R 
(BE L C h DI S А). 

FE R = h+ bhh. Па РЕЙКА = h+ 
Dle I. РЖВ n € hiyo Ma € 1, а + 
кү = l. М 

Оку = Стю ) Опо), O( madh.) 
Жр A r C ROSS í n) 使 得 

Fira) = (O(modl,) ltncodr  ,0(modl,))., 

ЖО) = (O(modl ) „Отоа ), e, 
于 是 对 RRAT x Rb хох ВА, PERDR а = 
(almodi js a (то, )), барме Коз га.) 
= e Hit / EARS. Ш ИА EEE MEE 
КИ П YI 2 ВА X R/I xox RZL. 

注 “这 个 结果 是 中 本 筒 余 定理 的 扒 .因为 了 
R 为 整数 环 Z, miros m, 基 两 两 蔬 束 的 正 整数 . 令 
L = (т) = тА (16155 н) ғу i= н 
H.F + L = (mom JAS 7. 了 于 是 4.3.13 中 某 件 成 
MIMBA TI ГОЙ YI = тутот, 
т, 【最 小 公 俏 数 1 = mima m. IWA B GE 
Mm = тутуп, } 

Jf: Zm f, fm f, x Femy Хе X Zm, Z., 

füa(moda)) = (atmoadm) а Соот), 
almodm, }). 


(ri лоу ғр £ r), 


l(modi,)). 


写成 数论 语言 便 是 : 设 mima, m, EMA ЕЖ 
的 正 整数 ,mm = тутот, ДОЧЕК аз аз. 
<an ARA RH 
y = ¿a ((meod> р) 
| = qo (mod) 


均 有 整数 解 . 并 且 全 部 解 形 成 moda 的 一 个 同 余 

4.3.14 设 p 是 素数 ,n Rim JEER. q= р". 
g = р" = g” ЖРТ | 

N:Fe = Fo Nia) = a a. КИ 


四 
ú 
= ач 


— 


Та) = а+а" + a + 
+a ' 
求证 N 和 了 都 是 满 射 . 

解 ВАЮЕ МОЕ) С Р, MATAN С Fy 
我 们 在 第 4.2 节 后 商 几 个 题 中 介绍 了 有 限 域 上 一 些 
性 盾 . 比 如 说 ,Fy ЖЕ, 的 代数 闭 包 只 中 满足 x? = 
< 的 所 有 元 素 组 成 的 瑾 . 设 E Fy MO = 0. WI 


щаз IM. = а ! = і. ЕЁ М(а) l= 
(yc — t Вр мба) — Ма) TH 
N(a) € 上 .同样 地 ， 


Tla) = (a + at + af + 


T:P — F 


тї 


т-2 


+a +a 1) 
= дї і дб tes + а + а 
= Fla) (Эрат — а), 
于 是 Т(а) € F ЖЖЖ МНТЯЕМГ, HF, 
的 映射 ， 
由 于 Ма) = Оба = 0, AE N: Fi 一 下 ,并 


Н N EE Е Т а C€ Kur Nai i = 1, 但 是 
ДЕМ, Fy 中 至 多 有 和 一 Алва, 


于 是 | Кем «аі БЫА ЕП 
的 同 构 
Fg Кет = Im N С Кү. 


从 而 9 一 l =1 F; |=! ш l=. F; Ker N = 
“m 

1 = gy- L AE, | ImN (= | F; | = g>l, 
g-i 


即 Im N = Fio BB N: Fe F; EMEA HUN: 
Е, ~ F, BA, 
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TF; — F, ЖЕЛЕНИ, ЭУ 


m] 
Та + b) = (a + a? + s: + ñ ) 
1 


+ {b+ Ө + "+ р ) 
= (а + Б) + (at + В) + 


ml 


+ (а ' +6 ) 

= (a +b)+ (a 1 h} + +": 
+ (а 1 ву" 

= T(a + b). 


对 于 a € Fpa € KerTt%a + a + s + as = 0. 
于 是 | KerT т qg". АРЕНИ Е. Ker T = 
аСТ) =< Р, пр 
q 一 | F, 121 шщ T) |=' F, Кет | 
>24 = д. 
于 是 (Т) I=1 F |, В Im( T) = F,, P. Ñ 
Ti F, ж F; 是 满 射 . 


жож 线性 规划 


$5.1 单纯 形 法 


在 线性 规划 的 求解 方法 中 ,单纯 形 法 是 最 重要 
的 和 最 常用 的 ,在 使 用 单纯 形 法 求解 时 ,线性 规划 
应 化 为 标准 形式 : 

min сүт сатр 0 4 cer 
k ser Бары = б 
+ азах, = bx (LP) 


s. Kk. аур Тар.» 


Qali F ayt Ке 


аы E pota + vo + аы = обы 
сб бур = 1.2, m) 
或 min ex 
вл. Aw = (ТР) 
x = Ü 
х = (rima г) 是 线性 规划 (Lb) 的 
An ITE КАЕ х, ,x,,，,…,x，, 对 应 的 
ЖЕ Л Яаа, a, a, ЗЕЕ MRA 
жн 
В = (а, G, U, ) D 
则 对 应 B 的 典 式 为 


|e + amrat + Olaia = Ë 


Qa T+ gazta + т + 0252 = Ë 
4 


э | I 2 
| 
L Fel TL + „125 + + “шпн 一 Bin 
其 中 
(el Qa. ‚аы! = Ва, 
(j = l.2,-" н) (3) 
Сй. бу," ' З, y, = Klp 4) 
ЖА 
бан rage ats nr, ) =ë, 
(í = 1,2," m) D 
检验 数 л, 的 计算 公式 为 
А, = 4, Уса, {у Є R) ©) 
rl 
这 里 民 是 攻 未 本 变量 的 下 标 集 . 主 元 列 标号 o 是 最 
ШАК А, 的 最 小 下 标 , 主 元 行 标号 p 是 使 
% - = min’ Ж а > Ü: T 
jy Cay 


成 立 的 最 小 下 标 . ag 76.6, PAR ASME r, 为 
SETE ЩА SGE R), 前 的 基本 可 行 解 
ШЕЕ ar ЖЕ, 

单纯 形 表 中 最 左面 一 列 是 当前 基本 可 行 解 中 
HEPER n ,xm RAE -AEAEE 
ШЕТ ЕЕ 81,8, .BB, ,中 间 部 分 是 典 式 的 系数 
oa, 最 下 Саю, BRA TFA E НВА 
值 的 相反 数 

下 向 分 别 介绍 关于 最 优 解 的 唯一 性 BE E ht 
的 选 收 及 初始 解 的 确定 的 是 日 太 相 关 方 法 . 

5.1.1 证明 非 退 化 的 基于 可 行 解 x 为 (LP) 的 
叭 一 般 优 解 的 充分 必要 条 人 忻 是 ,x 的 所 有 非 基本 变 
量 的 检验 数 均 为 正 数 ， 

证 ” 设 非 退 化 的 基本 可 行 解 x 的 基本 变量 

ж = Bit, = Вур = Pus 
BRADO = 1,2,--- ,m1), 基 矩阵 
B= (аза узуп, ). 
必要 性 ;使 用 反 证 法 . 设 y ELP) 的 唯 - -最 优 
解 ,但 x 的 非 基 本 变量 的 检 将 数 中 至 少 有 一 为 零 ， 
Ёл, = 0 ЖШ] BARRE е ү, ал, aur 
Éa, 0 (í = 1,32 m), $ 
ЕЗ = B = aM (i = l, 2ce, т) 
Sr. = M @ 
l = 0 G £ R,; = r) 
其 中 M ЖЕ@ЕЖ M x = (rr zz ro Ж 
(LP) 的 可 行 解 ,对 应 的 目标 函数 什 Z 为 
Z = Zar Mapy 
= Zo 3 r. = Z, 
Kdi Z = 之 < 人 是 xz 对 应 的 (LP) KY HERIR, 


tBEB(LP) 的 最 做 值 ,从 而 x 岂 是 (LP) 的 最 优 解 . 
НЕЯ M 的 任意 性 ,与 x 是 LP) 的 唯一 最 优 解 予 
W. 

若 rraga ny 不 全 小 于 等 于 零 , 取 


* = min! E lap > 01 
а. 


сај > 0. 以 ap HET EHAE ITAR 


移 ， 得 到 另 -个 与 x 不同 的 基本 可 行 解 ,其 对 尊 的 
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(LP) 的 日 标明 数值 也 是 21, 57 x АСР) 的 肉 一 最 
HETE. 

ЕА DOl € R) Ш x ELP) 的 
ЯКЕ. Hx] H MARTIE 

= = B, - > аду (U 二 上， 2, эт) (@ 
А) 的 任 一 беру 的 可 行 解 x 一 (rl, 
ху, РУ НЕЕ 
2 = 2+ 2 Ану 


В x Е. EH xF; € R ,至 少 有 一 x >0,А 
而 Z” > Za ЖЕҢ х 是 (LP) 的 唯 -- 最 优 解 . 
注 RARA- -个 具体 的 例子 .对 线性 规划 
min gry + £o + ta 
81. 2r| + r+ 2rs = à 
32, + 325 + хау = 3 


4 (= Ü, r; Z Ü, z+ Z Ü 
可 以 求 得 某 本 可 行 解 (0, 们 ,二 )7 是 最 优 解 ,并 且 
非 退 化 ,最 终 单纯 形 表 为 


由 于 21 = B > 0, 因 此 (0， Z, 是 唯一 最 优 
Ж. 
тт РАННА, Д А, 2003 Є R) H 
REFER ЗА А, (LP) 的 最 优 可 行 解 
- 定 不 了 崔 一 , 但 是 (LP) 的 最 优 基本 可 行 解 可 能 不 
唯一 ,也 可 能 雁 一 .下 面 分 别 举例 说 明之 . 
5.1.2 求解 线性 规划 


min— r,- 2г 
! 2 


s. t. | + ry = 4 
+> + х4 = 4 
хт 2х2 + x, = 10 


220 (3 = 1,2,3,4,5) 
解 ИЖАТ (2,4,2,0,07 是 最 优 
解 , 并 日 非 温 化 ,最 终 单纯 形 表 为 


HT à, = й,[1Ж4(2,4,2,0,0)7 EW: RRR. 
选 а = 21Е Ез, EIB 


从 而 得 到 另 一 基 机 可行 解 (4,3,0,1,0) 7 ,也 是 最 优 
Ж. 

Ж “RPI ТИЕ, НТА 
有 限 的 ,因为 基本 可 行 解 的 个 数 总 是 有 限 的 . 一 般 


Mb. I хо 互 不 相同 ,都 是 (LP) 的 最 
忧 基本 可 行 解 , 则 对 满足 条 性 
Da = la 0 (k = 1,2,0) @ 
的 数 ГАЕТ 
= 2y T 
都 是 (LP) 的 最 优 可 行 解 .这 样 ,(LP) 的 最 优 可 行 解 
AARET. 


5.1.3 求解 线性 规划 
mia 45у + 373 
ST 3х + блр + 3r -dr = 12 
22 + z3 = 4 
2,220 (у = 1,2,3,4) 
解 ”可 求 得 基本 可 行 解 (2,1,0,0) ERER, 
并 且 非 退化 ,最 终 单 纯 形 表 为 


由 于 A, = 0,8) (2,1,0,0)! PERAR, E 
是 唯一 的 最 优 基本 可 行 解 .因为 其 余 三 个 基本 可 行 
解 40,0,4,0) 所 其 中 基本 蛮 量 分 别 为 fi,z3izra， 
zyra ra) ЖБ ДЕД. 同时 ,容易 求 得 该 线性 
规划 的 所 有 最 优 可 行 解 为 

(2,1+2k,0,3F) (k > 0) 

注 ”如 本 题 所 示 , 当 (LP) 的 最 优 基 本 可 行 解 唯 
一 ,而 最 优 可 行 解 不 唯一 时 , (LP) 的 最 优 可 行 解 也 
是 无 限 多 个 .事实 上 , 设 x 是 (LP) 的 唯一 最 优 基本 
可 行 解 ,x 是 (LP) 的 异 于 x 的 最 优 可 行 解 , 则 对 满 


是 条 件 a + н — | BJdES н Hl ”= uy + 
нх 都 是 (LP) Ж í r 8k. 

上 面 三 个 是 都 是 在 最 优 解 是 目 退 化 的 基本 品 
行 解 的 荣 件 下 讨论 的 .四 一 步 吉 以 讨论 退 花 情况 下 
最 优 艇 的 唯一 性 问题 ,这 里 不 再 讨论 . 

还 需要 指 汕 的 是 ,使 用 单纯 形 法 求解 {LP) mr. 
EIFLE) 的 明 优 基本 可 行 解 时 的 检验 数 均 非 
负 , 但 这 并 椒 是 说 ,(LP) 的 任 一 最 优 基 本 可 行 解 的 
性 验 数 一 定 均 韭 负 . 

5.1.4 LP) 的 东 -基本 可 行 解 对 应 的 单纯 
形 表 中 ,有 之 0, 能 否 断 定 该 基本 可 行 解 一 定 不 
Ж ДЕЛШ АЕН НЕ ЕН IE. 

解 不 能 断定 该 基本 可 行 解 一 定 不 是 最 优 解 ， 
х= rpari t) ЕОР) Mi -基本 可 行 
E ERMA B ITAA IRER EN Z ,检验 数 a, 
< б.т, 为 进 基 变量 , з, AREER ЖТ -次 基本 
可 行 鲜 的 转移 , 新 基本 可 行 解 x = (z) arí е. 
ra 对 应 的 日 标 函 数值 为 

7 = 2+ “Аш, = + Ашу 
ЄК 


特别 当 .4 = 0 时 ,Z = Z. 而 这 时 车 x 的 检验 数 均 
非 负 ,x 和 x 就 全 是 (LP) 的 最 优 基本 可 行 解 ,显然 
它们 都 是 退化 的 , 例如 考虑 线性 规划 


mn rs 

8.1 l гү 2 ra + 5 тъъ = = 2 

5.1. 3 1 3 a 6 31 4 3 
гу Күз + 2203; + zr = 4 


1:20 (у = 1,2,3,4,5) 
使 用 单纯 形 法 求解 , 单 弓形 表 依 次 为 


第 一 表 对 应 的 基本 本 行 解 x， = x3 一 2,7, = za = 
буту = 1: 一 x4 = 0, 已 是 最 优 解 . 们 А, = 一 + < 
0. 


Ж ”这 个 结论 吓 用 于 使 用 两 阶段 法 求解 (LP) 
时 , 当 第 -阶段 中 已 只 代 到 日 标 丽 数值 为 零 时 , 即 
nj 转 和 第 二 阶段 , 尽管 这 时 还 可 能 有 贡 检 验 数 存 
在 . 

5.1.5 É x (Р) 的 基本 可 行 解 ,基本 变量 为 
ГИ ,经 过 单纯 形 法 的 一 次 迭代 得 到 基本 


可 行 解 x .证 明 


y = x+ ñd 12 
其 中 8 按 式 合计 算 ,d = (4,45. .4„)!, 
| Riya Ë = i= 1,2, m) 


а= 31, Ë = g 03 
б.о же 
ПРЕ Уа 


证 Bray = Biz, = Ва, = 8. 
ЖЕ В O ТЕА, АЕ М Ж ЛЕШ 
х, 蛮 为 基本 变量 ,并 且 取 值 8: 

2 = min б | а„ > 0! 
ВЕФА E {Л Ж ЧЕ ЖЖ ЛЕШ, 取 值 为 零 ;基本 
变革 xr 变 为 非 基 本 变量 , 取 值 为 零 , 其 余 基 本 变量 
仍 为 基本 变量 , 取 值 为 

z = 8 att{i=12. .mip) ® 
综合 起 米 , 止 是 式 42 ЖП B. 

注 式 必 表明 ,在 单纯 形 法 的 -次 夺 代 中 ,从 基 
本 可 行 解 x 转移 到 新 的 基本 可 行 解 x 可 以 看 成 ,从 
x 出 发 沿 方 向 d 前 进 到 x ,前 进 的 步 长 为 县 .这 能 保 
ETEA а 前 进 时 ,在 满 吓 可 行 性 的 条 件 下 ,使 
目标 函数 值 cx 有 最 多 的 下 降 . 从 几何 观点 来 看 ,就 
ЖЫ. (ЫР) 的 可 行 域 的 - -个 顶点 出 发 , 沿 着 可 行 域 
的 :条 过 前 进 到 一 个 相 倒 的 顶点 { 这 时 可 能 上 出现 两 
种 特殊 情 帝 :… 是 沿 着 可 行 域 的 一 条 边 能 一 直 前 进 
下 去 ,目标 函数 值 无 限 地 下 降 ,对 应 着 (LP) 无 有 限 
解 的 情况 ;二 是 0 = 0,x = “对 应 着 是 退化 的 基 
本 可 行 解 的 情况 ). 用 式 19 描述 单纯 形 法 的 一 次 选 
代 , 能 与 古 线 性 规划 中 的 大 多 数 算法 的 作法 -… 致 起 
及 ,并 能 与 求解 (Lb) 的 另 一 种 方法 一 一 有 效 集 法 

5.1.6 FAHA О ВЕ а ЖА ЖАА, = 
са IEF a 是 最 小 的 负 检 验 数 . 

证 ШЖ х 的 韭 基 本 变量 的 
检验 数 


x, =? = 
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Са f _ 
À, = G > сга, — с — еВ а, G E R) ї 


Ж ев 一 (ca c © у (улоу 
ум), 
а, Ё# = {,(т: 1,2,5) 
Dt 一 lo, 其 它 
Д] д = ee - еу, 
-e (6-5) — edj € R) © 
这 里 
d = еу = (4.454)! 
А = р = 1,0,6, т) 
d| = А1, k=} D 
lo, RE 
当 ，= ОВ, A DRAED, d, = d, Ag = са, = 
c'd. 
Ë E= 10 915 
a = |с! |а, leoste,d,) 
这 里 созбс,4,} ER с #ld, ARAZ, MAIN 


GT - |е ое.) G € R) B 
тїт Ee 5d, KARRIK -MERUN AR 


Х.Ж. щл, Ов, KA >: Ma >0 时 ， 


Ж < a = 08.3 = 于 
ЖЄ 民 , 考 虑 从 基本 可 行 解 过 出 发 , 河 方 向 出 
前 进 :x = x+ adig, > 0), М 
Ar = Ах + BAC — y) 
= В+ 8,(а, – Ay) 


me 
л 
= a li y 
sL 
го 
^1 1; 
Daya 
— — 21, 9 an — 1 — 
Ау, = =] H = BB а-а, 
in \ Tmj 
ed нц 


于 是 Ах = 8. 为 保证 x 20, WA x 04, 220. М 

而 可 得 
. Ë | - 

б стт 1а >20 Q € К) 19 

FIR ЫА ИЙ, сох = ¿ly + өс, 

= x+ дА, 5 À, LOR < ey A >08, 

сіх > ey; A,- ОЕ, cl = dx. ЖЯ x B. 

(LP) 的 最 优 可 行 解 , 则 沿 a, Ji L 09 ET n +; Ж 
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都 是 (1L.D; 的 最 化解. 

当选 联 负 检验 数 4%, 进行 基本 可 行 解 的 转移 时 ， 
日 标 函 数值 的 下 降 量 为 - 02, .这 时 ,将 原 基本 可 行 
х 中 的 非 基 本 变量 .x, TARA EH, BEA 6. 
于 是 , 进 基 变量 每 增加 ] ,日 标 函 数值 下 降 旺 为 | 4 
|. 从 而 选取 最 小 的 负 检 验 数 4, ,可 以 使 进 基 变 其 每 
增加 1 时 ,日 标 函 数值 的 下 降 基 最 大 .但 这 并 不 能 侣 
证 这 次 基本 可 行 解 的 转移 可 以 使 目标 熙 数值 下 降 
最 多 . 

5.1.7 ”对 线性 规划 


піп = 95 = 2,75 
sl. beg - 259 + ту = ] 
бх; + lra + та = 6 


r 220 (j = 1,2,3,4) 
的 基本 可 行 解 x = (0,0,1,6) 7 讨论 目标 函数 值 沿 
Утрау, 的 变化 情况 . 

Ж R= ;l,21,yi = (0,0, -3,6)! у = (0, 
0, = 2,2)',4, = (1,0,3, – 6)7,# = (0,1,2, 
- 2), дра e'di =- 5,45 = e'da = 一 2. 这 样 从 x 
ША Лг а, Wi EJ Н Pn ga РТ F 
降 . 
5.1.8 和 在 每 次 基本 可 行 解 转移 时 ,如 果 按 照 使 
目标 函数 值 下 降 最 多 的 原则 确定 主 元 到 标号 , 导 由 
相应 的 公式 . 

解 TEMETETT xH Fid 转移 到 新 基 
本 人 可行 解 x ,这 时 之 0. 自 标 函 数值 的 下 降 基 为 - 
ӨА,.0 按 式 ОРЕ ЖИЕ Нр Е КЕЕ Ж. ЛУ 
ЮЕ лр g ME 

fA, = minj on, 


= min) min{ | a, >O D 
a <0 Qa 


f} 


注 ” 对 题 5.1.7, 具 基本 可 行 解 x 一 ‘0,0,1,6)7 
进行 转 称 时 ,如 果 按 照 通常 的 作法 , 取 o = 1, 得 到 
新 基本 可 行 解 x” = (1,0,4,0)! ,日 标 函 数 信 的 下 
降 其 为 5,x' 不 是 最 优 解 .使 用 式 O 确定 主 元 列 标 
57,0 = 1,05 = 3,А1бр=—5,А;8#› = — 6, W а = 
2, 得 到 新 基本 可 行 解 x”= (0,3,7,0)7 ,目标 函数 
值 的 下 降 量 为 6,x 已 是 最 忧 和 解 . 对 前 一 种 作法 ,由 
于 x 不 尽 最 优 解 ,还 要 继续 选民 ,这 时 刚刚 成 为 进 
基 变 量 .ri 在 下 次 选 代 中 立即 成 为 离 基 变 量 . 

5.1.9 在 每 次 基本 可 行 解 转 移 时 ,如 果 选 择 前 
进 方向 按照 使 目标 函数 值 治 该 方向 的 下 降 速度 最 
大 的 斋 则 进行 ,从 而 确定 主 元 列 标号 ,导出 相 庶 的 
2 №. 

解 BEIRATE xH Ed O, < 0) $ 


EEM E AT ITRE MA БАЕ ak iY а, BJ F 


BERE A 
сек ВМ — Л) 
l 04, || O [4 | Га, | i 
BRDA Та л. > ey AT 
À _ Ра 
га] E 
Е + У) ал, 
\ 
ЖН. ЕЙ o 的 选取 应 满足 
As o 
ү! 
| À 1 
› | 
= minš Е PIAS 0, B 


1 + Уа } 
注 аа. š 1.7, IE Ç < 确定 土 元 列 标号 . 


А 5 4/46 
‚1+ ei t a5 46 
Àa 2 
3 


` “| i «Т + 0 
-9 < 地, 因此 g 1, 得 到 新 基本 可 行 解 x 
一 {41.0,4,0) ,月 标 也 数值 的 十 隆基 为 5. 

这 样 ,有 二 各 确定 主 元 到 标号 的 大 法 :11) Bh: 
小 的 负 检 验 数 ; (2) ео 00; (3) 按 式 B. 一般 说 
来 , 接 照 第 二 种 方法 作 , 可 以 减少 严 代 次 数 , 但 付出 
的 代 愉 是 每 次 远 代 的 计算 蕊 的 增加 .第 一 种 方法 最 
简单 .同时 也 是 实际 工 最 常用 的 方法 . 
5.1.10 设 在 单纯 形 法 的 基 次 夺 代 时 ,nm 为 进 
EER. ЗЕЕ. ЕВО DIERN 
„ымм ,ai HEHH 


=” Г I 
ММ i + за» + ty 1 + > а? т -0 2 


并 给 出 几何 解释 
证 НРК 
üy T gs 1.2. 2. т.г = р) 


Gpr 
|, А 
44 т — ` = 
т аз r а 


Яе = 1 6 M HHI < б.а > 0,48 А, > D. 
Pi 


у 


À, 3 ` > 
= (I+ 2185) 


一 А1 一 Уа) 
1-1 


HUAFA НЕ л, 与 4, 符号 相反 ,是 得 成 @. 


几何 解 释 ; 式 外 可 以 写 为 
ч ! "a ` 
aj l+ Dar ~ l+ ` 
根据 式 © Н 
À, à, 
al lal 


其 中 а, АУТ AXAT eld, E БА, 
MAEA ИЙ x 相关 的 方向 , 进 e a 09 8149 
cos(c,d,) = — cos(e,d,) 

HT А, < 0,А„ >0, 从 而 
e, d, ИЖЭ = x - cd, HEA 

ра, 5d, EBA BJ H i 

注 (LFE) ЮНАКИ ТЕ с'х = WE n 
维 补 间 中 的 族 彼 此 平行 的 超 平 面 (在 二 维 空间 中 
中 一族 彼此 平行 的 直线 ) , 其 法 线 方 加 就 是 c. 如 果 
M. x th RHI E d, 前 进 使 日 标明 数值 下 降 , 那 林 在 
挝 代 后 的 x 处 , 沿 方向 直 前 进 一 定 使 县 标 天 数 值 上 
升 .这 样 在 下 一 -次 迭代 时 , 周 刚 成 为 离 基 空 量 的 x, 
一 定 不 会 立即 成 为 进 吉 变量 .该 个 结论 由 A 之 上 ,4 
> 0 即 可 得 到 证 明 . 

5.1.11 使用 两 阶段 法 求解 线性 规划 


min —32 + rt 3r; 了 4 


Б.Т. - бу} Ixy t ra |= 9 
zit 2r = ху + ra= Ü 
– 315+ 34 — ra= 6 
= Ор = l.2,3.4) 
解 S W.N RZ ШАТЕН =< 和 
гє, ШЕЕ ИЛ 


min g+ tg 


sd. = brat Sry + ryt Ts =9 
TIF 22 = ға t ora =0 
— Jurat Jaz 274 +z = 6 
TD = 1,2,3,4,5,6) 
МО пт 0,0,0,0,9.6) WEER n = 
Esd T Pity = ze ЗА ЙЕ ЖЕК 


为 
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BIENUNC1.1,3.0) 站 ,最 小 值 为 7. 

注 “将 钱 性 规划 化 为 标准 形式 {LP) ИБ, b 
РОТ, ЖОШ A 的 列 向 量 已 有 (0 
< k < m) 个 不 同 的 单位 坐标 向 量 , 则 兵 要 再 引进 
m 一 到 个 人 工 变量 即 可 ,辅助 规划 的 日 标 困 数 就 是 
这 m 一 点 个 人 工 变节 之 和 ,从 而 可 以 减少 人 人 工 变 基 
的 数目 ,这 种 情况 在 引进 松弛 变量 时 是 经 常 发 生 
的 . 刀 外 ,人 在 第 一 阶段 的 送 代 过 程 中 , 某 个 人 工 变 量 
一 旦 灾 为 非 基 本 变量 , 它 的 任务 就 完成 了 ,从 而 可 
以 把 该 入 工 变量 以 及 单纯 形 表 中 相应 的 列 删 去 , 凡 
减少 计算 量 , 但 是 松弛 变量 即使 是 非 基本 变量 也 不 
能 删 去 ,必须 一 直 保 留 . 

有 时 ,在 tLP) 中 ,她 阵 A Е БН н 个 不 

同 的 单位 举 标 向 量 . ШЕН, #5 b 22 0н] Ж (11Р) 

的 一 个 基本 可 行 解 ; 否则 , 为 求 !LP) 的 基本 可 行 

解 ,按照 通常 的 作法 , 需 再 引进 若干 个 人 工 变量 . 此 
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时 ,为 碱 少 人 工 变量 的 数目 ,只 要 引进 一 个 人 工 变 
量 zi 苑 可 ,辅助 规划 为 

тип Tatl 

st, Ал ery = b © 

x20, åy Z Ü 

其 中 e 是 分 量 全 是 1 的 m Ф.е = (1,1,5, 
I) T. 

Te піп! ё, |; = 1,2,'' m] = b, < 0, д] 
于 单纯 形 法 的 基本 可 行 解 的 转移 , 取 主 元 列 标号 g 
= x 十 1, 主 元 行 标 导 为 户 , 进 行 一 次 选民 , 便 可 得 到 
辅助 规划 的 一 个 基本 可 行 解 .事实 上 , 冶 设 A - 
era = b ERRERA A = 下 ,其 中 = irs 
Ta Eas Ea) b = (B br ba GA H 
m x (п + DEER, MEA @ я +147 
有 m 个 不 同 的 单位 坐标 向 量 ,并 有 

b, =- b, > 0 

b = b, Б, Z: Ü (¿2 р} ë 
由 该 基本 可 行 解 开 始 ,求解 辅助 规划 ,这 与 两 阶段 
法 的 第 一 阶段 相当 . 

上 述 方 法 称 为 单 人 工 变 基 法 . 

5.1.12 求 满足 约束 条 件 

dri 十 232 + Rz < 3 

Za t 6z; ~ 6z; =— 1 

21 t2n 2m <- + 

T] 220,02: Z: Ü, ra = 0 
的 基本 可 行 多 

W ”引进 松弛 变量 ra, xs, rs MALEH x; ,得 

到 辅助 规划 


min xs 


в. 1.Ат +209 + 853 + Tá - жу = 3 
2x1 t 6ra “Oxy trs, +< = 1 
Ti+ Zra- 273 tara T= 


r 220 (j = 1,2,3,4,5,6,7) 
RR o = 7,p = 2, 进 行进 代 并 计算 检验 数 得 到 


4 -一 一 1 5 l 
ТАО АТР (0.0 ,-- 57.0.3). 


5.1.13 ”使 用 太 M 法 求解 题 5.1.11 中 的 线性 
规划 
min - гр + rat 33 — Ta 
5.1. — бз›+ Sry - z (= 9 
xit 225 — ху + z Í = 0 
- Зту+ 3д3- 254 = б 
= (у = 1,2,3,4) 
解 “将 求解 原 线性 规划 转化 为 求解 


mn = Дру rat bra- 3 + Мл + rs) 
s. I. — бглу 5r; ! Tat rs = 9 
dit 2ra — жу + xÀ = 0 


— rat 237 Zra + =ó 
z, 0 (f = 1,2,3,4,5,6) 
其 中 M 是 足够 大 的 正 数 ,初始 基本 可 行 解 是 (0,0,0， 
0,9,6) “基本 变量 是 到 = Ts Te, = гү өн, = хӯ. 
代 过 程 中 的 单纯 形 表 依次 为 (检验 数 用 о, OR): 


得 到 说 规 划 的 坡 优 解 (1 ,1,3,0) ,最 小 秆 为 7. 

Ж ”在 上 述 求解 中 ,我 们 只 伐 设 М P iS KB 
正 数 ,把 М EHSA, MART M 以 确定 的 数 
їй. 所 然 也 吕 以 事先 对 4 赋 于 一 个 足够 大 的 殉 定 
倡 ,但 一 般 说 来 ,不 容易 确定 M 究竟 该 取 多 大 为 
好 .而 且 M 过 大 容易 引起 计算 误差 . 

与 题 5.1.11 的 求解 过 程 相 比 较 , 可 以 看 到 ,使 
K M 法 和 使 用 两 阶段 法 分 别 求解 时 , 壕 代 过 程 
中 的 基本 可 行 解 序列 是 完全 一 样 的 , 这 不 是 偶 然 移 
现象 ,事实 上 ,这 两 种 方 法 本 质 上 是 一 样 的 . 

5.1.14 RA MM 法 中 的 检验 数 向 量 g = r+ 
uM. W p 正 是 使 用 两 阶段 法 时 间 一 个 基本 可 行 解 
对 应 的 单纯 形 表 中 相应 于 辅助 规划 日 标 函 数 的 检 
台数 了 向量 ,而 ? 则 是 相应 于 原 线性 规划 (LP) Неко 
ЗО Ша ВГА, 试 证 明之 . 

证 ”对 线性 规划 (LP) , 设 瑟 六 0. 使 用 是 防 臣 法 ， 
REALCE y Éra tm Tua ,辅助 规 
划 为 

min ely 
St, Ax+y=b @ 
x= 0,у22 0 
其 中 e = {1.1,…,1)7. 使 用 大 M 法 , 则 将 求解 
(LP) 转化 为 求解 
min elx + Mey 
sl. Ах+у=Ь @ 
x= 0, y = 0 
设 多 的 某 个 基本 可 行 解 中 的 基本 变量 为 x, ， 


мау (1 = #| rT бы =. п 十 У, ЛА 


AERA 


Fia Qll UF 


Cza 2,44] t 


ЕТЕ o= loj, dr, Opn) AR 


2, = Š >а,» JER > 
0, 其 它 
Ct = Gor tm = M. 
如 日 Fin to 中 至 少 有 一 -个 大于 nn ,对 应 y 
两 阶段 法 的 第 一 阶段 . 为 方便 起 见 , 不 妨 设 1 м, 
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Poush Enn + lE pbe tant mil 


= з= т) TEH; € R 1112, ni В, 
в, = ©, > уса, Уса, 
ба roal 
-gT са, — Ма, 
r=1 r oat] 


= 7 + Ми, 


=p- WV 
т, = c, ‚Са, 
1-1 


m 
` h 


六 aA % 
máje R [| я+1,т+2, n + ml BJ, 
=M- Yera - ма 
= r, + Ma, 
其 中 
-Daw -1- а, Ф 


ЧЕЛИ ЕНЕН, 由 于 @ 和 B 的 约束 条 件 
完全 相同 ,对 局 一 个 基 不 可 行 解 所 对 应 的 单纯 形 表 
中 的 a, 各 是 完全 一 样 的 . 这 时 的 检验 数 


i “Мај Є R Y 112. nl 
?=',+] 


S- DE RNIa+L, @ 
п +2,,л + ml 

比较 式 ®Ф.@ ж @. Ж, = mU € R)T r 则 是 
相应 于 原 线性 规划 {LP) 目标 函数 的 检验 数 . 

ШЖ; U 均 不 超过 ,对 应 了 两 阶段 法 
WREE AR Mj E RAIL ,| 时 ， 

б,— GT үзү = t, D 
而 当 7 € КГ інж, н +2, n + mi В, 

s = М— Eca = r, + Ми, 
其 中 

т = Уда, = 1 @ 

1 一 上 
当 使 用 两 阶段 法 时 ， 
е = Уеа Єк П і1,2,:. ні 


_ 1 г 
А = Е эса», Є ЕГ ln + 1,+ +2, 
I 


не Q, WD LG. А, = е R), ) ,而 Wa 
相应 于 辅助 部 划 目 标 函 数 的 检验 数 . 
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М т = (тутуута) (т, = 0 Ë 
R) Ж р = 一 人 = 0,; € К), 
得 证 明 . 
iË ”在 大 MM 法 中 计算 检 恰 数 时 ,相当 于 在 两 阶 
段 法 中 同时 考虑 (LP) $ F tr 83% Aihb Bh aq w 09 H 
WAR F ral ten ,Xt+w 中 有 基本 变量 时 , 接 
RA OQA DHARE o. HT ME- TEBRK 
的 正 数 ,因此 ,车 д, < z, BA о, < а,, AmA 
段 法 中 的 第 一 阶段 的 选 代 过 程 完 全 一 样 (这 时 对 两 
阶段 法 确定 主 元 列 标号 的 方法 要 补充 规定 :; 当 有 多 
个 检验 数 py 同时 达到 最 小 负 值 时 ,应 比较 模 应 的 r, 
{8). 34 rit1 ,znr2，… ;a+m 全 是 非 基本 变量 时 , 技 
ВО ОТТА о, ERE EAER БУ, 
AFTAG PA e = 1, 故 只 需 根据 式 全 中 的 5 其 
可 ,这 与 两 阶段 法 中 的 第 二 阶段 的 选 代 过 程 完全 一 
样 .从 而 大 M 法 和 两 阶段 法 在 质 上 是 相同 的 . 


$5.2 对偶 方 法 


线性 规划 的 对 偶 问 题 是 线性 规划 的 一 个 重要 
部 分 ,包括 对 侦 定 理 , 互 补 松 弛 条 件 和 对 惕 单纯 形 
法 等 内 容 .对 侦 定 理 和 互补 松弛 条 性 具有 重要 的 理 
EME ,对 偶 单 纯 形 法 有 着 广泛 的 应 用 , 它 弥补 了 
单纯 形 法 的 不 足 , 从 而 完善 了 线性 规划 的 求解 方 
法 ， 

对 钱 性 规划 

min ex 

si Ab (D 

x = 0 

及 其 对 个 规划 


тах b'y 


si Ауе @ 
y= 0 

ТТА ШЕ ЛАТ ВЕНЕ Я: 

(1) ©: Ж O RATTA ЕЧ, EERE 
最 优 解 存在 ,并 且 两 者 的 目标 函数 最 优 值 相等 . 

(2) DA ®© RRA TITE, IMHE. 

(3) CHI п, П — 1-2] 
行 解 ,这 时 ,有 可 行 解 的 线性 规划 无 有 限 解 , Нея 
数 最 优 值 无 界 . 

从 而 对 上 述 两 个 线性 规划 ,不 会 出 现 一 个 有 最 
忧 解 ,而 另 一 个 无 解 或 无 有 限 解 ,也 涉 会 出 现 两 个 
都 无 有 限 解 . 

以 上 是 对 偶 定 理 的 内 容 ,并 用 对 于 以 下 一 对 线 
性 规划 ,对 侦 定理 也 是 成 立 的 : 


тіп ex 


3 


so Ax D 
х0 
max bl, 
st А'у c @) 
5.2.1 ”对 线性 规划 
min efx 
8.1 Ax = e Н} 
x = f 
设 A ФАЦ t ОН Ax" с, ED 
ВУАН. 
证 “局 ) 的 对 偶 规 划 是 
max егу ， 
вт. Ay < € @ 
y0 


Ках 基 多 的 可 行 解 ,也 是 多 的 品行 解 ,根据 对 
偶 定 理 , 名 和 国都 有 最 优 和 解 , 且 x” 所 对 应 的 其 个 
规划 的 月 标 涌 效 值 相等 ,因此 x* Б) ШЫ © ИЖ 
RRR. 

5.2.2 构造 一 个 中 和 加 者 无 解 的 例子 ,再 构 
E-t OA 0O ААИ. 

解 min — x, -zz 

St fp дә 2 1 
++ r. = 1 


+= 0,z, Z= Ü 


和 
max | + уз 
St yy] 
ур y2 5 1 
y = б, уз 2: Ü 
都 尤 解 ， 
mn = 25р ra Žr, 
#1. a ә тау =3 
тү ra +r; = 2 
лей (U = LAJA 
利 
тах Зур + Зу; 
St 
тм фо & - 1 
rt 2 
уз 5 Ü 
都 无 解 . 


5.2.3 MEH ARRU Q 有 最 优 解 存在 , 则 
对 任意 b ,线性 规划 
пип сіх 
st. Ax = b F 


x= 0 
不 可 能 无 有 限 解 . 

证 HXH ЕШ. ORRU D 也 月 最 优 
解 ,当然 有 可 行 解 . 注 意 到 O ATRA OAH 
同 的 可 行 域 , 央 此 若 包 无 有 限 解 , 则 由 对 储 定 理 知 
(D 的 对 俩 规划 应 无 解 , 即 无 直行 解 ,产生 矛盾. 

注 ”此 时 ,外 或 者 有 最 优 解 .或 者 无 解 .因为 它 
的 对 偶 规 划 的 可 行 域 可 能 有 界 , 也 可 能 无 界 . 

5.24 ШТЕТЕН H. 


0 
A-GA) 650, = | ‚|с жо 
c 


(T Re т x m МАБ ЕЕ A, E m xin н) Н 
ВЕ, Б kË m ВЕ, с Rn 维 向 量 ,c En- rm 维 向 
E) ШЕРДЕЙ IREA E ТАЛЕ. 

证 ФЕВ QD F.A y = e ДЫ 


I 0 
= (9% 
E Í [e] = 


у 0, Ауе". 

ЕВС НЕ с 220, Е 
ВОНР B TAF ,这 样 Фф 不 会 无 有 限 解 , 即 
@ 有 最 优 解 .根据 对 侦 定 理 ,四 ШЫН ШЇ. 

设 两 个 规划 的 最 优 解 分 别 为 x” 和 y" , 则 有 


1 
(LA) = br" >.) << © 
1 


ЖН efx" = Ву. 

出 多 的 第 二 式 知 ,y" 01А е0, х" > 
О.Р ex" 20, М Fy 20 ЕА в > 0, 这 
Њу" = О, ВУНЕНИ DAE -RA y = 0. 

注 ”本题 的 线性 规划 用 分 量 形式 可 以 守成 


Д 


А NY. 
min 24 c, 
= те 
ч 


sl. 十 > gu = bli = 1, m) 399 


x, =0 G =l, n) 
Иә > Qi = Lesm)g 20G = m + 1, n). 

5.2.5 证 明 Farkas E W: Ax = b,x >= Ü ARR 
充分 必要 条 件 是 АТу 0, Бу ож. 

证 ”考虑 线性 规划 Cp С, ЕНК е = 0,Ш y 
= 中层 吕 的 可 行 解 ,由 对 佛 定 理 知 ,Ax = b,x > 0 
无 解 的 充分 必要 条 忻 是 O 无 让 限 解 , 即 A'y < 0, 
By > ОЖ. 

Ж Farkas 定 理 也 可 以 叙述 为 ,ax = bx 220 £ 
解 的 充分 必要 条 件 是 А'у =< 0,b'y > 0 无 解 .或 者 
说 ,两 个 等 式 和 不 等 式 组 

[Ar=b  |А'у<о 
|220 loy > 0 
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不 可 能 同时 有 解 . 这 个 结论 也 称 之 为 取舍 定理 . 

与 Farkas 定理 紧密 相关 的 是 Farkas 运输 定理 : 
Ах = 有 一 个 解 , 且 x 之 0 的 充分 必要 条 件 是 当 
АТу 2 0 W ,# ВТу 220. 

另外 ,考虑 不 等 式 组 Ax <b EET x É 
充分 必要 条 件 是 当 Aiy = 0 ЯП y Z 0 BF, ВТУ Z 0. 
该 结论 亦 称 之 为 Gale 运输 定理 . 

还 有 一 些 类 已 的 结论 , 这 些 早 论 都 可 以 仿照 
Farkas 定理 的 证 明了 予以 证 明 . 

下 面 讨论 互补 松弛 条 件 . 线性 规划 东 的 可 行 解 
xz 利加 的 可 行 解 了 是 最 优 解 的 充分 必要 条 件 是 


x'(Aly- е) = Ü 0 
y'(Ax- b) = 0 @ 
НАА Е. 


特别 对 线 福 规划 国 的 可 行 和 解 x 和 加 的 可 行 解 
y ,内需 满 足 式 Ф, x 和 ? НАНЕ. 


互补 松 凶 条 件 O ЖП 02 用 分 量 写 出 
ap- e) = 0 lynn) @ 
y (pix - b) = 0 (¿ = 1,5, т) 14 


其 中 A = Caer) AT = (pi. pm). 
Ж у = renna у = Cys， 
эы)! 分 别 是 线性 规划 中 和 加 的 可 行 解 , 则 它们 是 
各 自问 题 的 最 优 解 的 充分 必要 条 件 是 对 所 有 的 i = 
1, = l,e, n, MAL 
х, > 0=afy = c, 
а?у < созт, = 0 
у> 0px = b, B 
pix > b=>y, = 0 
526 已 知 线性 规划 
min r + бху + 3r + блу 
5.1. rit Zr + 222 3 
Эту + 工 ?十 rs+ 24226 
хуб Жш” 2 
Ti + zs = 2 
z = 0 (j = 1,2,3,4) 
Н} ЛЖВ кї 1,57 = xi = 2,x4 = 下, 利 
用 互补 松弛 条 件 ,直接 求 对 侦 规 划 的 最 优 解 . 

Ж ”这 是 形 如 名 的 线 福 规划 ,其 对 偶 规划 形 如 
D, ЖФ х = (тү,та,хз, жа} Г, у = (бур,уз, уз» 
эз)”, А = aa dd b= (bibb ba) se 
= (с1,сә,єзәса)1. 

由 于 т >0,z7 >б,х{ >0,ШЩ 001$ 
ay’ = ely = 1,2,3) 00 
注意 到 出 第 四 个 约 东 条 件 知 л аз 22,08 уу 
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= 0, 代 人 方程 组 G P, E 


J” + jy; = 8 
|>! +y; = 6 
уз + уў = 3 


Жут =2,у; = 2,уў = 1,532 = 0, АН, 
划 的 可 行 解 , 也 是 最 优 解 . 

io SERS 

G = Ix | gir) 0, = 1н) їй 
ИШ x€ В" tE x€ СА, 8 z (x) = 0, 
则 称 约束 z, (x) > 0 E x 处 的 有 效 约束 {或 起 必用 
约束 ); 若 g(x) > 0, 则 称 g(x) 室 0 是 x 处 的 非 有 
效 约束 {或 不 起 作用 约束 ) ,这 里 ,gy(x) 是 x 的 线性 
函数 或 非 线性 函数 .类 似 地 ,可 以 对 尺 ( с бй 
有 效 约 束 和 非 有 效 约 束 . 

特别 地 , 考 虚 线 福 规划 (D 和 名 的 约束 条 件 ,对 
它们 的 可 行 点 , 鬼 有 相应 的 有 效 约 束 和 和 非 有 效 约 
束 .出 互补 松弛 条 件 可 知 , 吕 各 的 最 优 解 其 有 下 
列 性 质 : 某 一 个 规划 的 某 个 变量 联 正 值 , 则 劳 一 个 
规划 与 之 对 应 的 约束 必 是 最 优 解 钼 的 有 效 约 束 ; 某 
一 个 规划 的 某 个 约束 是 最 优 解 处 的 非 有 效 约 束 , 则 
另 一 个 规划 与 之 对 应 的 变量 攻 等 于 0. 

有 效 约束 是 个 重要 的 概念 ,由 此 可 以 得 到 求解 
线性 规划 的 另外 一 种 方法 有 效 集 法 .在 非 线 性 
规划 中 , 有效 约束 的 概念 和 有 效 集 法 也 是 很 有 时 
的 . 

5.2.7 ”对 线性 规划 D. Ext = (zr, 
A 满足 
条 件 

c 一 DAFP 一 У! A enn = 0 


'= т=+1 


Pix’ bli = 1,5, т) 
хў ZÜ (j = 1," n) 09 
А; 20 (í; = 1," m + n) 
А; = ОСО m +n ЕНН S , 455 
i T SIR AS х" 处 的 有 效 约束 ) 
其 中 AT = (р, Da), e, 是 第 ; 个 基本 单位 向 量 
(j= 1,-… ,7), 则 x' 是 中 的 最 优 解 . 

证 ”这 时 ,中 的 约束 条 件 Ax 6 TASH pix 
Jal = 1," т) W (D RIBAR D PÉI y = 
(Ai...) 只 须 证 明 ,x A yt = (Арс, 
АТАТ" си ФЕ Ф.Ф ЁЛ]. 

由 式 G 的 第 一 式 可 得 . 
e= Al ~ (Азад) = 0 Ü 
从 而 


c= ATP + {Aa Авы) Z Ату? 
对 加 的 第 | m PERI рх zbli = 1, 
мет) PR x” КРАНУ Я: рх = 办 .有 
А (рх* b) = 0 @ 
АЕ Ж рх 22 b (; = 1, m) PEY x” ЯКОЕ 
ARAR: pit > b АКИТА = 0, 从 而 也 有 
D, Уд QO) вт -起 , 可 得 
у“ (Ar’” -pb)- 0. 
对 CU ЮУ mti- mi n CHRR, 20 
(3 = 1 n) PE x' ВА ЦЕ r? — 0,84 
Да 0 动 
对 其 中 的 x” 处 的 非 有 效 约 划 :r > 0, 而 这 时 
Aaa = OARE А.к; = 0, @ 合 在 一 
起 ,可 得 


Ar {px - b) = 


УА = 0 @ 


Amil 
‚! г. „|+ 
r’ (Ay CD) 一 x : 


Азал 
= ХА; = 0 
r 


BE EEEH х" E. Q BB K SRB ЗЕ 
是 式 修成 立 , 还 可 以 证 明 式 名 也 是 x* 5 QD ШЖ 
优 解 的 必要 条 件 { 由 于 让 明 用 到 较 多 的 数学 知识 ， 
这 里 从 路 ). Ж Фф 就 是 数学 规划 中 著名 的 
Kuhn-Tucker 条 人 忻 在 线性 规划 中 的 表达 式 . 
Kubn-Tucker 答 件 简称 汶 K-T 条 件 ,也 称 为 最 优 解 
的 - - 阶 必要 茶 件 .kK-T 条 件 是 数学 规划 中 的 基本 结 
论 之 一 ,这 -争论 对 带 大 约束 的 非 谍 性 规划 问题 意 
XEK. 

对 线性 规划 中 ,KT 条 件 是 最 优 解 的 充分 必要 
RFA” УЕ ТЕ. 
对 线性 规划 D 也 有 相应 的 铺 论 . 

52.8 х" krieto) ERAH © 的 
最 优 解 的 充分 必要 条 件 是 , {Т ЖЖ ТЕШ А" 一 
(AF Адан) ТЛЕ 


m тїт 
ъа 1 + 
e- Daip- SA, м — Ü 


га r mi] 

р!х` = b (; = 1," m) 

r 0 {р = iyen) @ 

А EÜ {т — m +, „т + тп) 

А-О Чарот Т, НЯ m t j 个 约束 条 
аў >0 时 ) 


证 ”只 证 明和 充分 性 .只 须 证 明 x" 和?” — ХАТ, 
A 满足 A сЕ И: D Врт. 

Ж ”结合 题 5.2.7 和 5.2.8 的 结论 ,可 以 对 更 为 
- 般 的 线性 规划 


пип ex 


зд. орх = b (í = l,-". >) @ 
pix Z б,(# = m + 1," , m + I) 
讨论 最 优 解 的 充分 必要 条 件 ; 
х 是 万 的 最 优 解 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 磁 
THEA” = (w+ WE 


Рт mtf 
с Alm- Daip=0 


i ? mtl 
px = bG = 1,5,2) 
px 22 b (i = m + 1," m +) @ 


А ZD (¿= тніс, тв) 
А =0 СФ >т+1,Ң рх? > b, FP) 
5.2.9 求解 下 列 线 性 规划 
(1) min — z>— Z; 
8.1. TI r> лу 25-1 
3, — r> туд 2 


(2) min Жр 0) Лу 


8. р Ty — rÍ 1 
Тр z, — r4 2 


(3) min у 十 гз 


8.t.— Бр жр ra Í 
др 5р аз = — 2 
E (1)—(3›0% ЖЕНШ. pj = (1,1, 
—1)7.р; = (1, - 1, - 1) 7,6 =- 1,8; = — 2.38 
们 使 用 题 5.2.8 的 注 求解 . 
11) 此 处 e = (0, 一 1, 一 中 7, 式 吕 中 的 第 一 式 


№ 
0 -1 1 
Е ка -1|= 0 
-1 -1 -1 


有 了 唯一 解 2? =ar = 十 > 0, 因 此 只 须 证 x* 满足 
plx* = БЖ pix* = 2 即 可 ,也 就 是 求解 方程 组 


ж x t 
=Z Ti о лу T T =- 1 


дү z — r] 2 


解 为 rr = 一 了 zi = 621 = 2 k XER 


FPO. 
(2) 此 处 e = (1,-1,- 11 K Ф -R 
为 
409 


| 1 -1 1 
= 11-4 -1|- А7 -1{ = 0 
- 1 -1 -1 


有 有 唯一 解 47 = 0,А =1>0, 因 此 只 须 让 x” 满足 
plx" ZZ bip. x" = b; 即 可 ,也 就 是 求解 


|= рх — 43 =- l 


tri лу ола =—2 
两 式 相 加 得 到 z + z 2 SBORT 一 
zy + xi -2 联 立 求解 ,得 刘 


上 述 不 等 式 组 有 无 穷 多 个 解 :zf SC а 
一 让 ,1 下 十 为 任意 实数 ). 
(3) 此 处 c = (0,1,1)7, 式 因 中 的 第 一 式 为 
|0 -1 1 
:1 АТ 1 
加 


- 
РА 


[| 
有 唯一 解 A47 = Az = - 方 < 0, 因 此 原 规 划 无 最 优 
#. 

对 偶 单 纯 形 法 是 求解 线性 规划 加 的 方法 О 
BI 8 5.1 中 的 (LP). 

Ë x ELD 的 基本 解 ,B REEE. £ x 的 检 
验 数 艾 非 负 , 则 称 x 是 (LP) 的 正则 解 ， 

设 (IP) 的 初始 正则 解 为 *, 基 化 阵 


一 1 


В = (а.а, ) @ 
从 正则 解 x 开始 的 对 侦 单 纯 形 法 如 下 ; 

1) 计算 B 1. 

2) 计算 x = (z a ) = Вів. @ 

3) Ж z, = minjan ISS ml. %8 


这 里 p RE CARTRE FIR. E =, 之 0, 则 求 
得 (LP) ВЕ: T р 为 主 元 行 标号 , 转 4). 
4) Hj € R(x 的 非 基本 变量 的 下 标 集 ) ,计算 
ар = (B'la,), @ 
其 中 (B а), 是 向 量 B !a 的 第 p 个 分 量 . 
5) 车 对 所 有 ; € RR 有 ws 之 0, 则 (LP) 无 可 行 
解 ;否则 对 使 a, СОВУТ : 


À, = сб CBB 'la, 30 
其 中 四 = (а У 
6) K о. 
2 -= marl lap < 01 GD 
F Tiy 
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这 里 g 是 使 上 式 成 立 的 最 小 下 标 . 
7) 021,62 с, :计算 


B'a, = Caig r Bmg) D 
ERER 

1 S a 0 

9 

1 ДЕ 

Em=|0 ;- “O |80 8 

Ü --- = 229 = 1 онхот) 

Р] 


в) ЕВ В, 2). 
上 述 过 程 ,可 以 在 单纯 形 表 上 实现 . 
5.2.10 用 对 偶 单纯 形 法 求解 线性 规划 
тіп 20) + лт» 
зт. eitn > 3 
4ту + 3, Z: 6 
жү + 2x3 = 2 
zi = Ü,z> 2 Ü 
解 ” 引 入 松弛 变量 rs,z4,zs, 化 为 
піп Arit x 
s.t. 35р +T Z;-— t3 
£xz 十 3л, 一 14 = 
ху +225 — 5 = 2 
z, 2 0 (j = 1,2,3,4,5) 
х = (0,0, - 3, - 6, – 2)' ЖЕШ, ЖЕЕ: 


B= {аз ‚„аа,аз} 


-1 0 0 
= | 0 -1 0 |= в 
0 0-1 
св = (0,0,0)7 
х = 13 =- 3,1, = 2ч = 6,2, = zs 二 一 2. 易 


见 p = 之 为 主 元 行 标号 .计算 
B'as {-3,—4,—1)7, 
B'la, = (-1,- 3, - 2)” 
а» = (Blah =- 4,00 = (Ваз) =—3 


-3 
A = 2- (0,0,0) l-a 
-1 


-1 
Аз = 1- (0,0,0) oj- 


g = 2 HEIER S, а, = 07) 二 一 3 为 主 元 ,用 非 
Жж Чу = А2 蔡 换 基本 变量 Т T Tn D F4, 


B'as 一 (eava22.a32)! 


-( 1, 3,-2)/ 
1 
г-ро 
_ _ 1 
Ем = Ens |0 т 0 
2 
0-1 
1 \ 
-1% 0 
EnB '=|o -b o >B: 
2 _ 
0 + -1 


(0,1,0) =cg 
第 RA RAR. 
Xy 一 (дови), 
= (zi tp rs) 


= ВБ = (- 1,2,2)" 


b — 1 
1 34 
B 二] ( 35313) 
I _ l i _ 242ү 
B п, = { q’ 3 ' ) 
_ 5 __ 1 
ч 一 14 T 3 
3 
_ > _ 4 |__2 
Аб = 2—-(0,1,0) 3 3 
5 
| 3 
_ 1 
3 
a4 = 0- (0,1,0) -4 =з 
22 | 
3 
max| À: = пах! Ż -i =- 二 
"alan 5 ' 5 


q = lgu =- Ža ЖЖ ri, 


B'a = Cananea)" 


taft 
| 


Е.В"! = _ 4 3 
5 5 
L 1 
(2,1.0)'==єн 
ЖЕКА. 
Хн 一 (apet г)! = B `'!b = (2.8017 


得 到 最 优 解 = Тл; = Š m= 12. 


Ж ”使 用 单纯 形 表 求 解 ,单纯 形 表 依 次 为 


使 用 上 述 算法 求解 (LP) 时 ,或 者 求 得 (LP) 的 
最 优 解 ,或 者 断定 (LP) 无 可 行 解 ,不 会 出 现 (LP) 无 
有 限 解 的 情况 ,其 原因 如 下 : 

因为 上 述 算法 是 从 (LP} 的 一 个 正则 解 开始 
的 , 当 (LP) 有 正则 解 时 , 其 对 偶 规划 一 定 有 可 行 
解 .事实 上 , 设 x 是 (LP) 的 正则 解 ,其 基本 变量 为 
хэ, ЖИЕНИ В = (а, с.а, ), 则 有 


xn = (жт! = Вір g 
z 0{(Є К) 

їо ep = (сотне, aF 
у = (ВТ) leg D 


用 N RRE A В 后 的 列 向 量 形 成 的 矩阵 : 
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N ш (а, Сз ) 


' ©“ % 
s€ R (i= l, ,. n — m) 
并 记 см = (c, ЛӨ, „) @ 
й] х РОСТИТИ 
À = ey - (kB NOT 
— су = N'y >D 39 
Н 39 198] By = ер, р 
ату = c (i = l,“*, m) К 
Н DIFE Мух см, Вр 
ау с, (2 = ,nm) Фф 
ERARE- Е, Вр Ату = e AT у ДЖУ ЩИ 
D 的 可 行 解 . 


根据 对 侦 定理 ,(LP) 或 者 有 可 行 解 ,或 者 无 可 
行 解 ,而 不 会 无 有 限 解 

当 (LP) 没有 明显 的 正则 解 时 , 则 可 以 从 (LP) 
的 一 个 基本 解 出 发 构造 正则 解 ,然后 再 用 上 述 算法 
求解 

设 (LP) 的 基本 解 * 的 基本 变量 为 xy д, 
非 基本 变量 ¿(j € R) 相应 的 检验 数 为 „Н 
AG € R) 中 至 少 有 一 个 小 于 零 . 考虑 (LP) 的 增 广 
规划 

T 


mn ex 


st. x, + Sz, = М 4 


Ax = b 
x = Ü, xo = 0 
其 中 со 是 新 增加 的 一 个 变量 , M 是 任意 正 数 . 
增 广 规划 Ф 的 基本 解 的 基本 变量 为 ro,z ， 
„з, , 非 基 本 变量 为 zU Є R), 相 应 的 检验 数 仍 
ж А. 


À, = miniÀ, | j € R| < 0 g 
则 用 zx; 替换 xzo PERAE, ERE ЈЕДНЕ, ET A 
使 用 上 述 对 偶 单 纯 形 法 求解 qh ,并且 ， 


(1) 27 Ф 98, (01Р) 也 无 解 . 

(2) & O ARER. MLP 或 者 有 最 优 解 ,或 
者 无 有 限 解 . 

5.2.11 证 明 

D 车 加 有 最 优 和 解 , 且 ro 相应 的 检验 数 1y = 
0, 则 !LP) 有 最 优 解 . 

(D ЖОНЕ, НА >0, 则 (LP) 无 有 限 
Е. 

证 ”为 简单 计 , 设 (LP) 的 基本 解 x 的 基本 变量 
riu. ra 非 基 本 变量 为 rr 风电 的 
初始 单纯 形 表 为 
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表 中 最 右 一列 可 以 写 为 

1 .1+00 M+ BAB. Ü. M+R 0 M+ 
z 43 
其 中 M 的 系数 与 表 中 左 数 第 二 列 ( 即 典 式 中 x, 的 
系数 和 zo 相应 的 检验 数 ) 对 应 相等 . 在 进行 造 代 
时 ,所 得 到 的 各 个 单纯 形 表 中 最 和 一 列 中 M 的 系 
数 也 与 表 中 左 数 第 二 列 对 应 相等 , 记 各 的 最 优 解 对 
记 的 单 环 形 表 中 最 右 一 列 为 所 ,让 BL Z" 


左 数 第 二 列 为 apaw ano АС M 
В’ = а5М+ (1 = 0,1,--- т) @ 
Z` = A M + Z B 


其 中 д.2 ESM Жр. 

不 难看 出 ,对 初始 单纯 形 表 中 基本 变量 为 zo， 
xi ze 的 情况 ,也 可 以 证 明 上 述 结论 . 

(1) 设 生 有 最 优 解 

是 
Н A = 0.9 9,“ 对 应 的 加 的 目标 函数 
ЇЇ Z(x")=—- Z" -- Z,55 M 无 关 . 令 
х* = (тү зәт) 

х" 是 (LP) 的 可 行 解 ,其 对 应 的 (LP) 的 目标 函数 
W Z(x") = Z(x*). 现 证 x* EL (LP) 的 最 优 解 .车 
(LP) 有 可 行 解 x = (ху, ,т„)”, Ratu BJ (LP) 
的 目标 函数 值 Z(x) < Z(x*), S 

x = (M — 2 „жуул, 


афа, EEEN ФАВРАН 
Z(x) = Z(x) < Z(x*) = Zr" ), 而 这 与 y* 是 
gp 的 最 优 解 予 盾 . 

(2) #Ф Ж ЕШ 


х* =( ‚лї узул) 
并 且 А > 0, 因 为 x* 对 应 的 单纯 形 表 中 

Ве 220 ( = 0,1,5 ,эхп) 
[ШЕШ @ nj 841 


Ga 220 (7 = 0,1,---, т) 
x“ 中 的 基本 变量 取 值 一 般 与 M 有 关 . 
HADA,” 对 应 的 千 的 目标 函数 值 
Z(x*) =- Z* =— MM M - Z © 


信 (абула), M x" (LP) 的 可 行 解 ， 
其 对 应 的 LLP} 的 日 标 二 数值 Z(xz'"') = Z(x'). F 
于 M 是 任意 正 数 , 当 财 一 ee 时 , 吕 行 域 太 界 , H EA 
画 数值 бх") оо, Шр) 无 有 限 解 . 
注 ”本题 的 结论 也 可 以 表述 如 让: 

(1) # @ ЖЖ fm x`, ННН 
Z(x*) — Z(x*) 与 M AX, MCD 有 最 优 解 . 

(2) ЖА AREE x ,日 目标 蚂 数 最 优 值 
Z(x") 一 Zax 与 M 有 美 , 则 (LP) 无 有 限 解 . 

ЧООРУ 有 最 优 解 时 ,其 最 优 解 就 是 d 的 最 优 
解 x" 中 除去 xo 以 外 的 部 分 , 即 х". 


例如 线性 规划 
min llr- 2 2r + 3.3r; — 4.524 
8.1. zi 十 r> tira = 5 


=í + Алу + ха + Эл = 4 
a Z 0 (j = 1,2,3,4) 
其 增 广 规划 的 最 优 解 x” 对 应 的 单纯 形 宕 为 


x" =(M 1,3,0,1,0)7,2(х*) = 0. 由 于 if 一 
ORE Za”) 5 MEX, ДАМИН ЕИ х" = 
(3,0,1,0)7,2(х*) = 0. 
又 例如 线性 规划 
min zı + 3ra- 256 
КИЛЕ + Жа— des + 7ле =—5 
12 — rit+rs -rg 一 | 
dat Зла + х5 Ors — 8 
z 20 (j = 1,2,3,4,5,6) 
其 增 广 规 划 的 最 优 解 x” 对 应 的 单纯 形 表 为 


3 
1 
2 
_ 2. 
И: 
16 
3 
11 
3 


М+15 M Mil M-3) 
6 '3' 2 ` 6 “° ' 


=! 
Ї 
— 
= 
= 
= 


Дх”) =- Зин = йй 207905 
М 有 关 , 则 原 规划 无 有 限 解 . 
5.2.12 设 人 的 一 个 最 优 基 本 可 行 解 ”= 
xg А 
( |ж 
(1) # z 是 基本 变量 , 则 x" 与 MER. 
(2) 车 zà 是 非 基本 变量 , 则 x* 与 M 有 关 ， 
证 (1) 当 .rw 是 基本 变量 时 , 则 在 x” 对 应 的 
单纯 形 表 中 的 堪 煞 第 二 列 元 素 egg, amo 中 
只 有 …- 个 取 值 为 了, 其 余 均 为 0. 设 ту 是 第 大 个 基 
本 变量 , 则 aa = LRR an = 0. PH, НОЯ, 
x 中 的 基本 变量 
тї = pt = Bilem ik) 
从 而 x* 与 МЖЖ. 
(2) 当 xf dt EBE, Pata. aoo, 
ало Ж@ТЇ#Ї ДРА х" 与 МБЖ. 
+ 题 5.2.1t 注 中 的 两 个 具体 例题 ,分别 对 应 
了 本 题 中 的 两 种 情况 . 
当 第 (2) 种 情况 发 生 时 , (LP) 的 目标 函数 值 
Z(x*) 可 能 与 M 有 关 , 也 可 能 与 M 无 关 . 当 
Z(x*) 与 M АЖЕ, (LP) Ба, АЕ, 


解 的 个 数 是 无 穷 多 个 , 见 下 例 . 
їшї -~ x 
St. — др 22 лэ = – | 
zz ++, = 2 


z =Ü (= 1,2,3,4} | 
其 增 广 规 划 的 最 优 解 r 对 应 的 单纯 形 表 为 


此 时 , хо 是 非 基 本 变量 ,x* 与 MM 有 关 , 但 X08 = 0, 
АКА ЫБА ДИЕ x* = (M 一 2,2,M -1,0)!, 
Z(x') =-2, ЇЗ M > 2, x" 都 是 最 优 解 . 


$53 有效 约 来 方法 


M $ 5.2 中 引入 的 有 效 芍 束 的 概念 出 发 ,可 以 
得 到 求解 线性 规划 的 男 一 种 方法 一 一 有 效 集 法 + 
与 单纯 拱 潜 等 价 ,但 与 求解 非 线性 规划 的 方法 更 为 
接近 , 吕 以 处 理 更 一 般 形式 的 线性 规划 . 
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对 线性 规划 


min elx 
sI ах = biT 1," m) Ф 
ах Z: 5 (i= m V l,m i) 


引信 下 面 的 概念. 

称 满足 T 所 有 约束 条 件 的 x 为 只 的 可 行 解 ， 
TARRAA ATTE, IA D. RA 站 为 一 西 
EEFE х` Є р.х C D A сех" < 
ele MR x" R Q) 的 最 优 解 ， 

Ë x € D.,#E x ВА RRA FERA 
成 的 集合 称 为 在 x 处 的 有 效 集 , 记 六 ЕС), Вр 

Fíx) = [filalx= h} D 
显然 F(2£)SƏ]|1, ml. 

对 x € D, ЙМ D 中 任何 线 眉 的 内 点 , 则 
P x ADRA. 

Xt r E рика, ATE 8 > 0, 使 得 
对 0< 0 =< ж 

х+в € D D 
ИЖ; d 是 x 处 的 可 行 方向 . 

对 呈 , 如 果 人 性 的 车 于 个 约束 条 人 忻 的 系数 a, 是 

急性 无 关 的 , 则 称 这 些 约 束 条 件 是 线性 无 关 的 . 


5.3.1 设 xz 所 甩 , 则 zx 是 D 的 项 点 的 充分 必要 


条 件 是 .在 x 处 的 有 效 约束 中 ,有 п 个 是 线性 无 关 
的 ， 


证 ”必要 性 . 设 x 是 中 的 顾 点 , 则 对 十 任意 的 非 
THE d 以 及 任意 的 实数 > 0,x + A Ax- [4 Ж 
БЕШЕНЕ F D. IRE x 处 的 线性 无 关 的 有 效 约 东 


HARUDE п. ДЕ x 处 的 有 效 集 为 F(x), 则 以 y 
为 未 知 变 重 的 齐 次 线性 方程 组 


aty = 0 (; € К(х)) @ 

有 非 鹤 解 .从 侧 对 十 述 方程 组 的 任 一 非 零 解 y, 只 机 

8 > 0 充分 小 ,x+ fy Mx - 外 都 属于 口 ,产生 矛盾 
因此 在 x 处 有 个 线性 无 关 的 有 效 约束 . 

充分 性 . 设 在 x 处 存在 着 nn 个 线性 无 关 的 有 效 

约束 , 记 x 处 的 有 效 集 为 F(x), 则 x 是 满足 方程 组 

alx = bli € Е(х)) ®© 


的 唯一 解 . 现 设 x 不 是 的 顶点 , 则 存在 着 某 个 数 
є (0,1), Мх е D, E D,D A х), 
得 
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х = ох) + (] — ajx” @ 
显然 x 2 хо ЗАКЕ х 不 能 满足 方程 组 O, ME 


KEET) Є Ftx), 使 得 
axin > b @ 
+E 


ajx = а {ох (1-а) 0) 
= aa Í D +(1- аах‘) 

> ab; + (1 — а), 

= b, 


产生 矛盾 .从 而 x ЖР 的 顶点 . 
Ж xz C 也 , 苦 在 z 处 的 所 有 有 效 约束 线性 无 


关 , 则 称 x 是 非 退 化 可 行 解 ; 香 则 称 为 退化 可 行 解 . 
# 万 的 某 个 项 点 是 丰 退 化 可 行 解 , 则 称 该 顶点 为 非 
退化 顶点 ;否则 称 为 退化 顶点 ， 


这 样 可 得 如 下 结论 : 设 xE D, W x ED ЧЫН 


忙 顶 点 的 充分 必要 条 件 是 ,在 x 处 怡 上 有 nn 个 有 效 约 
东 , 并 且 这 n 个 有 效 约束 是 线性 无 关 的 . 
5.3.2 ”考虑 线性 规划 
пип x=; 一 7) 
s.t. р жуг®— 1 
жү t луш” 1] 
z = Ü, z, 220 
的 可 行 域 的 顶点 „Ж НЕ ЖЕЛЕ (kn, Ие e JE B (kñ? 
# ”其 可 行 域 有 两 个 顶点 (0,1)' 和 (1,0)' ,其 
中 顶点 (0,1)" 是 退化 的 ,tt,0)7 是 非 退 化 的 . 


5.3.3 设 xe 丰 ,是 万 的 非 退 化 顶点 ,为 简单 
计 , 不 妨 设 


F) = Hl, mm + yai @ 
5 А = (арза) @ 
HW AE BES, 
di 
A'= | @ 
а: 


MI] 4 是 x 处 的 可 行 方向 的 充分 必要 条 件 是 dE 
M, 这 里 


M= У аф 1а, 20.3 = mil 


з= т#і 
Ф 


证 ”必要 性 . 设 d 是 x 处 的 可 行 方向 , 则 存在 8 
六 站 ,使 得 对 站 过 有 安生, 有 


а(х + ай) = bi ,ny) 


站 二) 二 
内 而 
的 本 二 站 人 1) {2 
RREH. d В Pia), ,a БЕНЕН ВИР: 
ЗА р ЕВН АТА = 了 可 得 
11, i=j 
' 10, ғ5) 


ВПУ ЕЕЗ ЊУ БИН ЫШ dad, 张 威 , 因 
此 


(;,j = L, mn) ў 


d 一 У ad, q 
j= m+] 
现 设 某 个 a < 0 (n + 1 b S н), TEAR 
B 可 得 
а (х+ d) = alx + 9 У ой, 
ГЕИ! 


— b, t fa, < Ё, б 
Ati х + М ЖШ ЁК Жах = К d E z 
处 的 可 行 方向 矛盾 .从 而 


а, 220 (р = тові.) 


ЯЛ. dE м.ге Fix) HEM g > 
0, 
а(х + ñq) 一 alx + 0 У) gald 
1= ht+l 
_ |, (i = 1," , m) 
Е | b; + Oa li — m + ],"”', m) 


09 
从 而 x+ 04 WE x 处 的 有 效 约束 . 
对 x 处 的 非 有 效 约束 
alx Z= bl? = n+41l, p+) 07 


有 

al(x + 60) = nlx + fald 

> 5 í ñiq (¿= n+ l, m +) | 
# atd ®0(з=яа+1, e.m + OWES = оо: 
nE 


， alx 一 五 
д = mni- — 
a, 


га < 0,п +12 


ож +} Ар 


则 对 0 < 0 = 8, 
а(х + а) 2507 = n rl, .m 0) 
因此 x+ Є D,E d E z 处 的 可 行 方向 


Ж “在 本 题 的 条 件 中 Ж x* 处 的 有 效 集 下 Ex) 中 
除去 1,…,m УКИДЕ Дн tlee, n ME 
milom + ЮА — me, АТН ЯНАР] 
结论 . 


5.3.4 在 题 5.3.3 的 条 件 下 ,并 记 


AA le Q 


则 x 是 线性 规划 中 的 最 优 解 的 充分 必 记 条件 是 


А220 (7 = m+]... n) Ф 
证 ”容易 看 出 
д, = dli = en) @ 


DEMEI ВОНИ ИНЖ А, < 0 (m 
+11 =< n). НАЯ 5.3.3 PAR Ф, o, = 1.а, 


=00 = m+l1, 187524) M d = d, Ex it 
的 可 行 方向 ,从 而 存在 3 > 0, 使 得 


x+ (4 = x+ @, € D (0 < 058) B 


с'(х +) = сіх + Ge'd, 
= є'х + б, 
< e!x 


这 与 > 起 © 的 最 优 解 相 了 矛盾. 
充分 性 . 设 式 多 成 立 . 对 任意 x D, 令 d = x 


хат РДЕ AN 


х+Ё = йк + (1 - Oxe D (0 =<6= 1) 
@ 


这 样 4 是 x АКИЯ ТОУ ШЕ 5 3.3. E a, 220 
(J = mtl, e,n) Е 


А А 
А 
d = > a, © 
3 mtl 
于 是 
_ 一 ЕЛ ` 
сіх —с!х = єй = > acld, 
a= ml: 
Vos 
= 2, аА Ü 


у= m+I 
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因此 eTe :> cy ЖЕЙ x E D 的 最 优 解 ， 
Ж ЖШТ 5.3.3 的 注 . 
5.3.5 对 线性 规划 


min xT rs 


8.1. Эту + xa = 0 
р Tra =- 1 


z, 205 > 3 


试 判断 顶点 x = (2,3)7 和 x = (3,0)7 是 否 为 最 优 
解 ? 

解 c = (1, – 2)7,а = (3,1) ‚а, = (1. 
—1)Г,аз = (1,27. КЕ, х.х АНВАТ 
点 .在 x 处 ,F(x) = |1,2| 


А = (aaz) = Ñ ! |, 


їз = 00 = + >0 


BE х EBE ЕРЛЖ, FG) = 11,3],А = (а, 


i fë- 5 -53 
Hl a 3 
5 5 
is = с =- 4 <0 
因此 不 是 最 优 解 


53.6 ”在 题 5.3.4 的 条 件 下 ,如果 存在 某 个 А, 

< 0 (m + 1< q < а), ЖН 
ата, 220 (i= n + 1, ут + l) D 
则 线性 规划 中 无 有 限 解 . 

证 取 d = 64,0020), MERES. 3.3 T3 d È 
x 处 的 可 行 方向 . 令 x = х+4 = х в, MR 9 > 
0, 
alx = а!(х + ñd.) 

= am + 8074, 

= {ғ 109.9 1,9 + 1, 8) @ 
ajx = all + 04, 
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= ajx + fald, 
= b, + Ü > b, @ 


ar = а (x+ dd) 


= ах + tald, 
= alr 
> 0 = ntl, e.m + 1) © 


RO- 四 表 明 ,对 任何 9 >0,х=х+®%,Є D. 
这 时 


clx = ¿Tx + a, 

= Ту + a, Фф 
4 0 — eo F|, cx —— оо, EB sk ТЕ О 无 有 限 
Ж. 

注 ”由 题 3.3.4 和 和 5.3.6 可 以 看 出 ,它们 类 似 于 
单纯 形 法 中 最 优 解 的 检验 和 无 有 限 解 的 判定 步 又 . 
进一步 ,玉林 以 类 似 于 单纯 形 法 中 的 顶点 的 转移 ， 
对 有 效 集 进行 调整 , 便 能 得 到 求解 一 艇 形式 的 线性 
规划 D 的 有 效 集 法 . 

5.3.7 ”对 线性 规划 


min 一半] 十 Tz 十 六 3 


8.1. gi = 3 f3 =- 2? 


了 | z- 2322-4 
ri = Ü,+, Z Ü 
# АВ ЇН? 
Ж с=(—1,1,1})1,ер={1,-1,-1)”,в; = 
(-1,-1,- 1) ',aÍ, = {0.0) ,a = (0,0,1)7. 


容易 验证 ,x = (1,3,0) 是 非 退化 顶点 ,F(x) = 
{1,2,4}, 


_ 1 -10 
A = (nj aza) = -1 -1i 0 , 
-1 —1 1 
“Т 1 _ 1 
di 2 > 0 
А = | 并 | = 1 1 
d _ Í 
ш | 7 2 0 
dr Ü -1 1 


1 = (A220)T 
= Ale = (= 1,0,0) 
ФА = 一 1<0. 这 时 四 di = 1 > 0, 因 此 该 规 
划 无 有 限 解 .事实 上 ,对 > 0, 


xta- (12210,3 18,0)7 
都 足 品 行 解 НЛ АУ ЕРАЗ. 


е(хъ 4) = 2 8 
Ща оо BF.2 — Ü —=— оо. 


$54 整数 规划 方法 


整数 规划 包括 全 整数 规划 ,混合 整数 规划 以 及 
0 一 1 规划 .常用 的 求解 方法 有 : 制 平 面 法 .分 枝 定 界 
法 ;求解 0 一 | 规划 的 隐 梳 举 法 . 
许多 有 地 并 日 有 实用 意义 的 问题 都 与 整数 珊 
划 有 关 , 首 先 考 虑 运输 问题 . 
5.4.1 《和 运输 问题 ) 把 某 种 物资 从 m 个 产地 ( 产 
В дра) 运往 п 个 销 地 (销量 分 别 为 


, ), Ra = = №», 把 单位 物资 从 第 i 个 


产地 运往 第 j 个 销 地 的 运费 为 问 如 何 确定 第 i 个 
产地 运往 第 у 个 销 地 的 物资 运输 二 ,使 得 满足 需求 
并 且 总 的 运费 最 少 ? 


© ш} за, = DA, жааан 


销 平衡 的 运输 问题. 
没 第 i 个 产地 运往 第 j 个 销 地 的 物资 运输 最 为 
1],… ,x ), 则 上 土 述 运 输 问题 的 


EME = |p, mj = 


数学 模型 为 


SK 

- Уу 

min А СЕ 
1 )-1 


Ж | 
sl Da, = aţi = lype, т) 
一 


1 
Мы, — РО) _ lpn} D 
1-1 


жузе) (т = lj = 1, м) 

注 ”运输 可 是 的 数学 模型 是 个 线性 规划 .在 D 
H,HE а, 和 销量 都 是 整数 ,出 该 线性 规划 
一 定 有 整数 最 优 解 ,尽管 在 约束 条 件 中 没有 对 变 其 
的 整数 要 求 . 为 证 明 这 …. 结 论 , 先 引 人 下 剂 概念 . 

ЖЖ ЕН їл ж КЕЛЕГ, ДЕН З 
detB =0 Ж 152 - 1, WF B WYRE. И жя x x 
BERE А 的 任 一 子 方 阵 孝 是 单 模 阵 , 则 称 4 为 全 单 
БЕ. 

5.4.2 ”在 慰 准 形式 的 线性 规划 (LP) 的 矩阵 A 
ХАНЕ 并 旦 所 为 整数 癌 量 (每 个 分 其 均 为 
整数 ) . 则 (LP; 的 任 一 基本 解 x 部 是 整数 向量 . 

证 (РУЙ к 的 基本 变量 为 xz ' 
ол, ЕНН + (U € R) ,相应 的 基 策 阵 为 


B.T xg = {л е, M xn EA EH Brg = b 
HIRE, r, = 0()Є R). 
使 用 解 线性 广元 组 的 Cramer 法 则 ,得 到 


z, = e (1 = 1, т) С) 


其 中 方 阵 D, 是 用 向 其 8 Ж Б 的 第 i 列 后 所 得 .由 
TA Ба ВЕ АН A 的 元 素 者 是 整数 ,并 且 
detB = 1. 这 样 ,B, 的 元 素 都 是 整数 ,detB, ЭРЕ 
Ж, з, 均 为 整数 ,x 为 整数 向 量 . 

5.4.3 ЖЛ = [ay) mxs 的 元 紊 均 为 0,1 或 - 1, 
匡 太 的 每 列 至 包 有 两 个 非 零 元 素 . 那 末 及 为 全 单 模 
矩阵 的 一 个 充分 条 件 为 :能 将 A4 的 行 划分 成 两 个 集 
合 Ti 和 T, ,使 得 

(1) МА 的 某 列 合 有 两 个 间 号 的 非 零 元素 时 ， 
这 两 个 非 零 元 素 所 在 的 行 分 别 属于 TT 和 T. 

(2) 当 А 的 某 列 含有 两 个 异 号 的 非 零 元 素 时 、 
这 两 个 非 零 元 素 所 在 的 行 同属 于 T, Т. 

Ш 设 Q@ 是 上 的 任 一 上 阶 子 方 阵 ,根据 全 单 模 矩 
阵 的 定 六 ,只 要 证 明 detQ = 0 或 1 或 -1 即 可 .下 面 
使 用 归纳 法 证 明 .由 于 а, = 4 或 1 或 -1, 故 过 = 1 
时 结论 显然 成 立 . 

RIRI A KHE- -k -lD PTAR ER 
T AER A 的 任 一 上 阶 子 方 阵 Q 的 行 询 式 ,其 仅 
可 能 有 以 下 三 种 情 访 : 
(i) ОФ#Ж я 0 ас = 0. 
Gu) QQ 中 有 … 列 只 含有 一 个 非 零 元 素 , 则 将 datQ 
按 此 列 展开 ,由 归纳 假设 可 知 ,derQ = 0 或 1 或 1. 
GD QQ 中 每 到 都 有 两 个 非 罕 元素. 由 条 件 (1) 
和 (2) 可 知 ， а 列 ,都 有 下 面 的 关系 
226 = (j= l,e А) е 


上 式 表 明 Оита анн i detQ = 0. 
544 在 运输 问题 中 +, RE aG = 1,…， 
m) b U; = ] m) 都 是 整数 , 则 Q) 有 整 数量 优 
Ж. 
证 DEUP BER, КЕ A E (m + n) X mn 
阶 矩 阵 


到 п] nn 
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b = (aqa br b.) 
є = (сү. Clas Cala Cnr sm. 
sr) 
х= (кро гоно 
„Жын! 
HIRE A 的 元 素 均 为 0 或 1, 日 A ШЕ ЕИ А 
HEF лж LR T, = il," ml, T>, = im +1， 
m + nl WAR 54.3 H.A Ер. 
显然 (D 有 可 行 解 


Tina atla 


„тұр = 1,5,8) © 


Uj А 
ху = Еч (i= l|," 


нр Ў 27“. рз 又 标本 数值 > У), © 


> 0, AFH, 因此 т 必 有 最 优 解 . 

如 果 把 各 的 前 知行 元 素 对 应 相 如 ,后 交行 元 素 
对 应 相 加 ,两 者 再 相 减 ,得 到 一 个 零 行 向 量 , 这 说 明 
A Wm + п НАК, AE А Ж (А) < m + 
nn. 男 一 方面 ,把 А 的 第 2,3,… ,ж + n THR 1,2, 
n+ 1 ТЕ 
成 的 mx + z 一 1 阶 子 方 阵 的 行列 式 计算 出 来 ,其 值 
小 等 于 零 ， КШ кА) > т+ни-—-1. 于 是 xr{A) = = m 
+п—1,ЁЁ 0 ËJ ж + 个 约束 条 件 中 有 一 个 是 多 
ЖИЕ. 

Ea 3: РУ НО АЕН Я EE 
为 A RP BJ SW P ША b '. W| А” АЕ 
B.B bp 为 整数 向 量 ,由 题 5.4.2 HI 

min cix 

st. Ax = b ©) 

х2 0 

的 任 Фр Е КЫ. 

ЧУ 的 最 优 解 即 为 名 PISAR T O HREH 
一 定 可 以 在 基本 可 行 解 上 达到 ,从 而 名 一 定 有 整数 
REH. 

注 ”运输 问题 的 数学 模型 ПО) 是 个 线性 规划 ,可 
以 使 用 单纯 形 法 求解 .但 由 于 该 线性 规划 具有 特殊 
的 结构 ,因此 有 求解 的 专用 方法 ,常用 的 两 种 方法 
基 表 上 作业 法 和 图 上 作业 法 .在 求解 运输 问题 时 ， 
它们 比 单纯 形 法 更 加 简单 和 有 效 ,其 中 用 表 上 作业 
法 米 得 的 最 优盘 是 基本 可 行 解 ， 

5.4.5 {分 配 问题 ) RHA n А Ar. A, Win 
种 工作 Bi,…,B, ,不 同人 人 做 木 同 的 工作 支出 不 一 
样 , 设 А, ТЕ В, 的 支出 为 cj , 现 要 分 配 每 个 人 做 
一 任 下 作 , 问 应 该 如 何 安排 ,才能 使 总 支出 最 少 ? 

ж F 

1, ЧА, WTE B, 时 


|o, A, ЕВ, 时 © 
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则 上 述 分 配 问题 的 数学 模型 为 


чл 
У Хе, 
г 1р1 
s.l. У! —1{ = lpn) 
=] 
а | " 
> r, iy = 1, n) (8) 
171 
ху = о 10. J = 1,0, n) 


注 ”在 上 述 模 型 中 ,x, 只 能 取 值 和 或 1, 即 为 0 一 

1 变量 .分 配 问题 的 数学 模型 是 个 0 - 1 规划 . 

关于 分 配 问 题 的 求解 ;(t) 可 以 把 ® 视 为 Ф) 
ВОР), EDPS пм = м, = b = l(i,j=1, 
< n) RRA 5.4.4 А.О 有 整数 (并 且 只 
是 0 或 1) 最 优 解 .这 样 ,可 以 使 用 求解 运输 问题 的 
ЖЕЕ ЕҢ 她 .不 这 这 时 ,基本 可 行 解 是 高 度 
退化 的 (基本 变量 的 个 数 是 2# -1 ,其 中 有 = 个 基本 
变量 取 值 为 1, 其 余 = 一 工 个 基本 变 芋 取 值 为 加 .这 
ВВЕ РЕНАН ЕИ А ВАТ 
降 ,计算 效果 不 理想 .(2)》 可 以 使 用 求解 整数 规划 的 
制 平面 法 或 分 枝 定 界 法 以 及 求解 0 - 1 规划 的 隐 梳 
举 法 求解 含 .但 加 是 有 着 特殊 结构 的 0 1 规划 , 因 
此 也 有 专门 的 求解 方法 ,例如 匈牙利 算法 . 

5.4.6 【装载 问题 有 一 般 集 装 箱 贷 船 ,其 最 大 
载重 量 为 5. 现 有 "种 不 同类 型 的 集 装 第 可 供 装 载 ， 
设 第 ; 种 集装箱 每 条 重量 为 a , 装载 一 箱 收 费 为 
gU = 1,2, ,7 ). 求 使 贷 船 一 次 载 货 收入 最 大 的 
装载 方案 . 

解 ” 设 装载 第 ;种 集装箱 xz 
的 数学 模型 为 

max Хе, 


8.1. Уа < = b б) 
2; о, 且 为 整数 全 = loen) 

+ 图 是 个 整数 规划 ,可 以 使 用 割 平 面 法 或 分 
梳 定 界 法 求解 .但 是 当 5 较 大 ,而 n,a c 相对 较 小 
时 ,可 以 先 反 各 个 z; 作为 连续 型 变量 , 求 得 相应 的 
线性 规划 的 最 优 解 . 如 果 最 优 解 不 满足 整数 要 求 ， 
可 保留 其 整数 者 分 , 舍 掉 小 数 部 分 , 则 结果 显然 仍 
是 名 的 可 行 解 ,并 且 相 应 的 目标 尔 数 值 与 最 优 值 的 
相对 误差 也 比较 小 ,于 是 可 将 上 述 可 行 解 近 似 作 为 
T 的 最 优 艇 .但 当 上 述 条 件 不 成 立时 ,一般 就 不 能 
这 样 处 理 了 . 

Е Оф, АТ а, 只 能 取 值 0 或 1. 即 x 是 0 
- 工 变量 , 则 O 成 为 0 -1 规划 : 


п 
HAX > Cet 
J= 


箱 , 则 上 述 装载 问题 


ul 
` _ _ 
клы ` нк, S= ф ШШ 
1 


= 096 liz = l,e) 
T 是 кайн TRU pla — 
旅行 者 在 n { и ТРОЕ НЕЛЕЕ A f E h Л 
ЖУБАИЫ b. ВИТА АО ТИТА 5 


aysa, Boe. ca WITE DE АЛАЙ ur Sor дА 
组 全 使 总 价值 最 大 ? 


Oih PPR j 件 物品 
10, 不 带 第 ) 件 物品 
可 以 使 用 动态 规划 的 方法 求解 O. 
54.7 (ОЖЖ mR) АКЕН n JA 2 
司 所 在 地 城市 ， hE, RART oz. v 推销 商品 ， 
每 个 域 市 必须 太一 次 也 只 能 去 -次 ,最 后 回 到 城市 
训 - 各 城市 之 问 均 可 直接 连通 ,城市 w ,ww 之 间 的 趾 
离 为 属 , 同 如 何 安排 巡回 推 销 员 的 旅程 路 线 , 使 他 
所 走 的 总 距离 最 短 ? 


(= lipen) 


м ix 
全 FRERE IRA 
Кк т, | а 之 行程 T 
0. 否 则 
则 旅程 路 线 的 总 路 离 为 
x, 
— = ы 
其 中 c(i 一 1 я) дй М. 


BI ТЕЛЕЛЕР ЕН ВЕЛ ú, 为 起 点 的 行 
程 .因此 


У, = = 1(#= 01,55,89) B 
mizus uht 段 以 ” 为 终点 的 行程 ,因此 
Do ут) @ 


ТЕТРИ - 定 能 
Ж ЮЕ ДЕН АП; -条 旅程 路 线 , 可 能 出 现 多 个 回路 
的 分 割 现象 .为 此 ,还 应 沪 增 加 E А, ЛЕ 
НИХ @. 这 时 , 当 把 个 城市 任意 分 
成 非 空 的 两 组 S A S. 后 .只 需要 求 在 旅程 路 线 中 
至 少 存在 - 段 以 S 中 某 个 城市 o 次 起 点 ,并 以 S; 
中 其 个 城市 o 为 终点 的 行程 即 可 ,者 雇 5S 表示 集 分 
ll, 的 性 - 非 空 的 真子 集 , 则 上 述 蜂 求 可 表 


不 为 
5 Wr, = 1 д 


rE Sj 
注意 到 1.… ,x; 的 非 空 真子 集 共 有 2” -2 个 ,因此 
HU Ф 前 约束 条 忻 也 让 2* 一 2 个. 
这 样 ,六 四 推销 员 问 题 的 数学 模 坦 为 


ul ы 
. A 
пир У У 


А УТИ: 
r Ú ;= 1 


sS. t. Ув = 10 = lpna) 
‚1 


Ма = 10 = L= ,n) © 
> шыг 1 (对 11,…,n| 的 所 有 非 
ЄК ЕБ 

FATH S) 


z 二 D0 或 1(i,7 = l,o) 

注 “巡回 推销 员 问 题 又 称 为 货 郎 担 问 题 ,是 个 
古老 市 著名 的 运筹 学 问题 .篇 是 该 问题 的 0 1% 
划 模 型 中 的 一 种 . 直面 再 介绍 利用 三 下 标 站 -- 1 变量 
建立 该 问题 0 - 1 规划 模型 的 方法 . 


i 
1 ,如 果 旅 程 路 线 中 第 Ez 

К = | 行程 是 从 o So {0 
0 ,否则 


现 城 市 个 数 为 # ,行程 段 数 也 是 ” .第 1 段 行程 
只 能 以 城市 TI 为 起 点 ， а ИН ДП To 中 的 
ЕЧ -个 为 终点 ,因此 


Узы = = | D 


第 2 段 、 第 3 段 以 至 第 | 段 行程 每 次 只 TREM 
- -个 城市 o 到- -ARTE v, А 


УУ = 1(k = 2, 


nl) ® 
2; < 


最 后 一 段 行 程 必 须 以 城市 vo Ja, BES 
可 以 是 城市 u). u, 中 的 全 一 个 ,因此 


У, = ] 19 

对 在 一 城市 wl = = 2,…,n), 为 保 让 在 旅程 路 
线 中 有 一 次 且 仅 有 -次 以 v 为 起 点 ,要 求 
Уа G= 2 п) 


GAI e LAE = atk = a My = 1) 

Ф 

对 任 -城市 w() 26, п) ,为 保证 在 旅程 路 
线 中 有 一 次 旦 仅 有 一 次 以 v 为 终点 ,要 求 


У ето = 2. ү) 

(= ШЕ — Т, ЩА = R:3 =<1,Ш; — 1) 

Ф 

ЕЕЕ ERKE „Бїт ШЫЙ 

то, ВГ, £ + 1 БТЕ т, 为 起 点 .对 

ЖІБЕ, ШД о, 为 线 点 , 则 第 2 段 行程 必须 以 
т, AB: 
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(: > 3) B 


dn = ap = 276007 Z 0) @ 对 式 四 求 最 小 值 ,以 式 四 — @ 为 约束 条 件 ， 
对 第 2 段 到 第 n- 2 段 行程 有 加 上 对 变量 取 值 为 或 1 的 要 求 , 即 可 得 到 近 回 推 


x = Ух 销 员 问 题 的 又 一 种 0 一 1 规划 模型 . 
о ЕТЕН А EAO- 1 规划 模型 是 很 复杂 的 ， 
f= @ 变量 和 约 东 条 忻 都 很 密 . 但 上 述 约 束 条 件 并 非 全 部 
对 第 nn 一 1 段 行程 ,着 以 为 终点 , 则 第 ” 段 行程 必 жЕ Нара, 
须 以 m Эй ДЦК а: 显然 ,使 用 求解 0- 1503093898 JR Ea] 
с ГОМ 推销 员 问 题 是 不 适宜 的 ,需要 特殊 的 求解 方法 .可 
Dj re жн] 2, ‚п > j) @ | _ 
a 以 使 用 图 论 或 动态 规划 的 方法 求解 ,但 至 今 尚 无 一 
FE, MEE PER ии 种 有 效 方法 能 够 对 性 意 n 求 得 问题 的 最 优 解 . 
сити + > > 2) сат + 20 сиза, 


1- 


= 
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第 6 篇 复 变 函数 


ЖЕФ: ЖЖ бу АЛЕ ГК 


FARLA T m S ЛЕЙТЕ BH , PH BF ER ва Sk 35 
АРА) 极限 lm (=) = A 的 定义 是 ;对 于 任意 
a = ЫТ] 


є > 0, ВЕЖА д > 0,ША]-—ИОНИАО <! z 20 
< Az AA 1 f(z)- A |< е ля. РЖ х АЕ 
F.H z EHTEL U) н] Еу АР zo 时 . 
fiz) 的 极限 值 都 是 A. 这 样 ,就 可 以 通过 在 某 些 特殊 
Зу Та ВАЗЕ АЕ В - 些 问 题 .例如 , 若 能 找到 两 个 不 
FHI r Ж зо 的 方式 ,使 РС) 的 极限 值 不 同 ,就 能 断 
Ж lim f( z) 不 存在 .并 由 此 解决 一 些 与 概 限 有 关 的 问题 ， 


如 清 数 的 连续 性 .可 微 性 .解析 性 等 . 
6511 MARR 


$ 6.1 


的 连续 性 . 
解 由 于 : 当 20 yx Оф, 8 
lm (z) = 07 = (za), 
ШҮ, (z) 在 复 平面 (不 作 特殊 再 明 时 ,所 提 色 的 复 
平面 .全 平面 均 指 开 复 平面 ,如 不 会 无 穷 远 点 oo 的 复 
平面 } 上 的 点 x 天 0 连续 . 


я = rr iy, M 


z x + m 
[е Сууу! 
于 是 , 当 = {Ж у = mri > Ü) QA TER ы A 


х + Вих 1+ т 


Im f(z) — lim = 
1—0* е м + mx V l+ m ` 


ЖЛЕ m 这 个 极限 值 不 同 , 从 而 linyf(2) TE. 
因此 (=) 在 = = 0 RER. 


6.1.2 WAAR „> 
0. = 0; 
2) = Í 
f Гах, z Æ Ü 


— л «аше = m. 
Ж ”分 儿 种 情形 考 
虑 在 点 xn 的 连续 性 : of 
(1) z, = 0. H + 


96.1 


当 = 沿 射线 age = 0,(— xm < 8, < к) Е zo Bf, 
ftz) 趋 于吉. 由 于 高 可 以 取 不 同 的 值 ,因而 , f=) 在 
z 一 上 0 不 连续 . 

(2) zp = z(< 人, 由 定义 当众 二 半 平 面 趋 于 
zy Bh, (z) Т r; z ДА ОТ OFDM Pt, (z) 
BTF- x. 所 以 ,F(z) 在 负 实 轴 上 不 连续 ， 

(3) EEA зо И zo 为 中 心 ,8 为 半径 作 癸 ,只 要 
ó 充分 小 ,这 个 加 总 可 以 不 与 负 实 铀 相交 (图 6.1). 于 
B, Iz- zalig stt, A 


| агл 一 agza |< arcsin —Š — = ф{8). 


' Жо | Е 
LASO, (8) 0, ЛИК a, E 206) ЛХ 
于 任意 给 定 的 < < 0. WA lm f(z) = fle). 
Ú 
综 上 知 除 原点 及 负 实 轴 外 ,F(z) 在 复 平面 上 处 
613 研究 函数 


É 
E = r(cosg + ising),r > 0, 


Кә = 0 < e= 2z Bl; 
(2л, ще = 0 BJ 
Ж (11)zo=0 是 上 六 sz) 的 不 连续 点 .这 是 由 于 , 当 
z 向着 正 虚 轴 趋 于 0 时 , 恒 有 


С ОТ + 2 i= 2-2, 


它 不 可 能 性 意 地 小 . 
(2) 对 正 裤 输 上 的 每 一 点 ху, а) 也 不 连续 .这 
是 因为 , 当 = 从 上 半 平 面 趋 于 zy 时 ,gp — 8, 从 而 
| (z) = Ра) |= + 32 5 >. 
(D 对 于 其 它 的 zo, ftz) 连续 .事实 上 , 记 zo = 
roco (0) = arcsin ©, ЯТЫ 6.1.2 完全 相同 的 方 


ОГВ ЯРИА: 


| f£(z)— fzo) l = Z! 
Тр Че! 060) 
>. 
Фо gå 


2 
ШЕЙ RL. 4 РАЯ, | Fz) = F(zo) 1 可 以 小 于 
性 意 给 定 的 正 数 e, 所 以 , F(z) 在 zo 连续 . 
6.1.4 设 * 沿 着 通过 原点 的 射线 趋 于 ee 点 , 试 讨 
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论 下 列 函 数 的 极限 ; 
(1} Да) = z+ ë; 


# (1) == re”, 当 9 << hot > 


(2) р(х) = tgz. 


z +e Z| ех |—| z! 


| A} =e 
= er to (к а оо), 
当 0 =+ > 时 ,cosg = 0. 
| Же) ] >| 1-1 е 1 
= y- |] = ° {rt оо), 
E < 8 < ŽE moos < 0, 所 以 
I fiz) |> ео — оо (r+ оо). 
综 上 讨论 , 当 z 沿 着 通过 原点 的 任何 射线 趋 于 
со 点 时 ,都 有 fe) 一 co. 


(2) 依 定义 
gir) = r= S 
ee . 2 — 1 
= PET => е + р 
Ë z = r” 4 0 < 8 < х В, 
| es |= e 22 = pro „б (z —+ со), 
所 以 
lim g(z) = і, 
3 — w < 0 < 0 BF, H 
-2r 
g(z) = 一 和 
É 
ре |= | е | = її {у (r 2+ со), 
得 
lim glz) =- ү, 


4 a = 08 z F| ,tgz = tglt к), Ц r—=+ оо 
时 ,g(tz) 没有 确定 的 极 眼 值 ， 
6.1.5 ЕВР ce Ж limsinz. 
BE “x< iyoy ATM BEX 


‚ ‚, ab) еб) егу еу | 
sing = siniy = 577777 = буг" = ishy, 
4 

| sinz |= | shy |— со ( 8 у — œ Rf) 


从 而 , 当 = НН оо 点 时 ,sinz ШЗ оо h. 
注 6.1.5 的 结果 说 明 , 当 < 为 复数 时 .正弦 函数 
sinz EAA. 

与 一 个 区 域 联系 在 一 起 的 函数 的 解析 性 ,在 复 变 
函数 里 起 着 重要 作用 .解析 函数 的 定义 如 下 :车 复 函 
数 /(z) EE D pikak ari, Mar f(z) 在 口内 解 
析 , 或 者 说 j(z}) EEI D ARRIRA A FO z) 在 
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点 ху 的 某 邻 域内 解析 , 则 称 fO z) 在 点 zo 解析 .由 于 
区 域 是 开 集 ,所 以 fz) 在 口内 解析 ,就 意味 着 它 在 
户 内 的 每 一 点 解析 ,如 果 Ос) 在 zo 个 解析 , 则 称 zo 
是 =) 的 奇 点 . 

6.1.6 ”研究 函数 f(z) = «Мес = z° + izy 的 可 
微 性 和 解析 性 . 

解 ”研究 函数 的 可 微 性 和 解析 性 有 多 种 方法 ( 参 
看 6.2.1), 下 面 从 定义 出 发 来 考虑 . ik Az = Ax + 
¿Ay , 则 


Af (z+ Az)Re(z + Az) — zRez 
À ` Ак 

Веле 

Az 


= Rez + Reðz + z 
= z+ Ar + т 
于 是 , 当 z = 人 时 ,有 
р АЁ р _ 
г = в - оз ае 0 


__Ах _ 
Ат + Іду 


550,0 Ат = 0, Ч Az = 1Ду — 08,9 
li âf- z. 


im 
Ar 
Ar" 0 


x 
mål — 


hm = z+ z = 2zx + iy. 


ar 
由 + > 0, 易 知 上 述 两 个 方向 的 极限 值 不 相等 .所 以 
lim SË 不 存在 . 
综 上 得 知 , f(x) 在 x = 人 可 微 ;在 任何 其 它 点 > 
A O 都 不 可 微 .从 而 这 个 函数 在 全 平面 处 处 不 解析 . 
6.1.7 О УС) 在 < = 0 解析 ,就 称 
Ка) 在 < = со 解析 . 试 在 诸 复 平面 ( 即 包 含 co 点 的 
复 平面 ) LARAN f(z) = expi 一 一 | 的 解析 性 ， 


z-i 
(2) ER AEE А AMARE) ,存在 以 1 
为 极限 的 点 列 j z,) (x = 1,2,3,…), 使 满足 
Im f(z,2) = A. 
证 (1) 由 复合 函数 的 求 导 法 则 , 当 > 关 1] 及 oo 
时 ,有 


1 1 
fz) =~ lz- peel, = 1!- 


BRAR fe) 在 除 = 1 及 oo ВОЗЕ Е 
析 . 又 
Hx) = ool) 


ERATE z = 0 解析 ,从 而 依 定义 ,f(z) 在 x= 
mm 解析. 
下 面 讨论 (е) 在 = = 1 的 解析 性 . 令 = = z € 


R, Ji 


lima ep- = >. lim api — = 0. 
з Са) 不 存在 ,所 以 Де) х = ERLE 
z=1 E е) 的 奇 点 . 

(2) # A = 0 或 %w, 则 由 (01) 的 证 明 中 串 见 ,只 要 


Иа | 是 办 上 净 于 1 或 1 的 点 列 ,就 有 im (z) 
- 08 оо. 
HATOR yaaa 


exp} 


JS Р ЖОКЕ Ж] | zi WEER 在 方程 两 边 取 对 
数 , 得 


= ]n i А 1+ ғарА + 2nni. 


1 
І II A I< (agA ran)i + 10" = 0, 


+1,+2,.…). 


则 dimz, = 1, Н exp 11| = АМ 
lim fz) = A. 
ЖЕЕ lim Ое) 存在 ,有 时 可 通过 在 两 个 不 同方 


向 取 极 限 ,得 到 岗 个 形式 上 不同 的 极限 值 . 由 于 这 滑 
个 极限 值 应 相等 ,从 而 就 可 以 得 到 一 个 复 的 (或 两 个 
实 的 ) 关系 式 ,著名 的 Cauchy-Riemann 方程 { 简 称 CR 
方程 ) 就 是 这 样 得 出 来 的 (参看 下 面 6.1.8). 

6.1.8 (1) П Р w- fz) 一 w+ ha, R 
Тае 205 ЯЕ, зи, S 一 定 存 在 而 且 相等 
м девна. 

y еу 
- 22. PK HM Aw = e+ Az) — ff z). 


(2) И ибх,у) K мт) 作为 二 元 函数 可 


微 ， П lime Š E йт 22 „ЖЕ, Шр le) nf 
M. 

Ш (I) Az = Ах + idy, H] 
Aw 1 


а(х + Ак,у + Ду) – ибх, у) 


шәл Arny + Ау} 一 my 
取 Ду = 0,48 


， Aw . 
ш Ке” = lim 
A Ас ч 


ulr + Az,y + Лу) — ulr, y) 
Ду 


Az + 
_ ди 
Ре 
Жал, = 0,48 
рр, _ wt Аг,у+ Лу) (х,у) 
Mm Re д =ош Ду 


_ ёт 
Озу 
ди Jy 4. 
ВТ „СУ 存在 且 相 等 . 
dr dy 


类 似 可 证 (1) 中 的 第 二 个 结论 ， 
(2) 设 limRe S 存在 , 则 由 (1) 的 结论 ,有 5 = 
EE и(х,у) 及 v(x,y) ПИЙ 


3 “нл 


ди = “де + Ау 
м 


' + обо), 
Ду = ar + Š дуду + ole), 


АЮШ a (Py o = v ( туа (лу)? бу B 333 | 
B. Ë 


Re Aw = Re Au + iu _ Aur + Дилу 
Ах Ат + P. (Ar) + (лу)? 
B sy Ах 
= бидо + 5 зуду + “у 
дт 


+ (2.25 + Fy + 000) 9 


Ф Ас = Ay > 0, 并 利用 (1) PEER = в, ,有 


Аш lou u, дъ ди 
Re a 2 дт Tay lart 2) 


Ju laga ar l glp), olp} 
ar 2 эу tar + jt P + р > 


FF EA 
А Ай! дм lon А дъ 
КА Fe Az дл 2 ay | Эт? Фф 
xÆ) PLFA 
ôw _ ди m 
limR Az дт ы 
Ау=й 
HF lim Re 3 存在 , 故 由 由, 他 香 
AO Ах 
Jl Sa dv _ 
2 (95 тү) 一 0, 
即 
ди __ dv 
Яу — Ду 


这 就 证 得 и, ДЕ CR b. AT / (<) 存在 . 

从 以 上 几 个 例题 可 以 看 出 , 沿 特 殊 方 向 取 极 限 ， 
说 得 中 具体 一 些 , 江 着 一 些 不 同 的 方向 去 考虑 (或 计 
TH 一 个 复 函 数 极限 ,对 解决 复 变 国 数 中 的 一 些 与 
极限 有 关 的 问题 有 着 重要 的 意义 ,这 种 方法 是 数学 里 
的 一 种 重 旧 思想 方法 一 一 AAK, TERRE LE 
的 体现 .在 解决 各 种 数学 问题 时 , 常 要 选择 一 个 适当 
的 最 ,然后 从 两 个 {或 多 个 ) 不 同 的 方面 去 考 碟 { 如 计 
算 或 估计 等 ) 它 ,从 而 得 到 一 个 美 系 ( 等 式 .不 等 式 或 
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其 它 关 系 ) ,这 称 为 算 两 次 ,公称 Fubini 原理 . 算 两 次 
这 一 方法 ,在 数学 里 到 处 者 能 见 到 ИШ, oe tE WS 
法 题 ,然后 用 加 法 检验 ; 列 方程 (这 包括 代数 方程 . 微 
分 方程 等 ; 解 应 用 题 , 常 旺 <“ 为 了 得 到 一 个 方程 ,我 们 
必须 把 同一 个 量 败 相同 的 方法 表示 出 米 ”(G. Polya Җ 
4 数学 的 发 现 》, 欧 阳 绛 中 详 本 第 37 页) ;在 者 虚 与 重 
积分 有 关 的 问题 时 , 常 要 交换 各 分 顺序 ; 等 等 .这 都 属 
于 算 两 次 的 思想 . 


$6.2 CR 方程 及 其 应 用 


复 变 耳 数论 中 关于 函数 的 是 微 性 及 解析 性 有 下 
面 的 判定 定理 : 

定理 1 HA f(z) = u[2,y) + (г.у) ТЕ 
KIR DHE, I F(z) 在 点 z = x + iy € D нй] 
ЖЕРЕ: С дЫ elr, y) 及 u(z,y) 在 点 Cz， 
у) а. ЖАТА (х,у) WE C-RA ERR CR Ж 
PP) 


mH f(z) 可 微 时 ,可 以 用 直面 公 式 之 任 一 计算 导 
数 : 


ды СА Әт ‚дф 
© ат 


ЕЛ ‚ды тр Au 


dx ду дуду 


D 内 可 微 { 即 在 万 Р) HEERE: — G Ж 
ulay) Ж olz у) E DATH, AA D РАК E 
CR FF. 
CR 方程 实际 上 大 个 一 阶 偏 微分 方程 组 ,在 复 

变 责 数 中 有 疙 广泛 的 应 月 ,首先 是 美 于 函数 的 可 微 性 
和 解析 性 的 判定 . 

6.2.1 = Az) = z° + cy 的 可 微 性 及 
解析 性 (和 参看 6.1.6). 

E ”由 题 没 ,a = ru- zy КП Y mF 


ВА РА Е. В F 
Пи Ән дұ дт 
Ja T tay = О. ‘Dy 
it CR 方程 成 为 
2r = x 


解 得 x = у= 0. СЕЕ Н z = 0 成 立 .于 是， 
由 定理 1,7(z) 在 点 x 一 0 可 微 ,9 
FORS oo = 0. 
АЯТЕ кз 0, Fiz) 不 可 微 ,所 以 这 个 隔 数 在 = 
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= 0 不 解析 ,在 = 关 人 0 也 不 解析 
6.2.2 证明, 国 数 fix) 一 fx+iy) 一 v| zy | 
== 098 C.R ha. fH iz) 在 x = 人 0 不 可 导 . 
解 ”F(z) 的 实 部 4 = / | xy 1. ВБ o == 0. 
J 


FP: | (0,0) = lm — — и{0,0) 一 0. 
pase | йй) 一 0, Ur 一 uy 一 和 .所 以 ,CR 方程 在 
一 0 成 立 . 

如 果 令 > 沿 射线 


T5 HOt оо) 
у= & 
(ae; 昌 是 不 全 为 由 的 带 数 ) AFON, 


G) Д0) (G) -sa 


z а +" 
这 说 明 极限 jm LEAO 不 存在 ,所 以 ,7(z) 在 = 
= 0) ЖА. 

Ж 6.2.23 ЯЗ СЕ Е, н = azyl 
PERAH. 这 个 例子 还 说 明 , 仅仅 从 函数 
(z) 满足 CR 方程 ,还 不 足以 断定 它 的 可 微 性 . 

6.2.3 BAO ERR DARHT, HE DARE 
下 列 条 件 之 一 : 


(1) (=) = O; (2) Ref( z) = Ж; 
(31те) = Ж; (4) | Fr) [三 常数. 
M F(z) Е D іну ЖЖ. 


证 ”这 里 只 在 条 件 (4) 的 情况 下 证 明 ,其 它 情况 可 
ZEMER. i l Се) |= ССЖ) С = 0, 则 显然 
A fiz) = 0. C 0,10 f(z) = u + iv, M 

и +? = C, 
两 边 对 *,y 求 偏 导数 ,得 
Zuu, + 2ш, = 0, 
Zuu, + 21, = Ü. 
Ж С-К Л , 48 
ни, + wu, = Ü, 
ти, + иш, = Ü. 


把 这 两 个 式 子 看 成 是 关于 u, Ko, 的 齐 次 线性 方程 


组 ,由 于 其 系数 行列 式 =- (2 + 02) = — C2 560,4 


REFRE u = о =0. ШШ CR Ë, B о, = 
ay = 0), ШЙ u = Cy, v = С {С.С ALERO, 
以 fiz) = C, + С). 

6.2.4 (=) ВТА, n 和 s 是 两 个 正 交 向 


Ш.Н, п У 能 重合 于 s, REN: 
du дә ды дт 


Ən ab an 


证 法 ! ЖЮ n Аз 都 是 单位 向 量 ,并 令 m = 


(соза sina ), M] 5 — (eps8.sin8),8 = — + a. TE: 
CR 方程 ,得 
г) м г) H ‹ 
Пп et раа, 
1 | J 
je 7, fos 有 + F. smp 
З 
Josing + э Са 
диц Ə3 
= J 1 y ana 
所 以 
Ju ,ov 
Jn Ay 
同 理 
ди _ ды 
аҳ JR’ 


证 法 2 用 单位 复数 ex Е a M] ç = = = 
іе, В = a+ F AFF HERI OESE 
间 取 极限 来 计算 它 , 令 Ar- re WE 


М "| 一 = 
Fle) = 加 = f(a) 
r re 
_ 1 li 6 F rosa, у + rina) ~ uir, y) 
e” or к 


‚ ‚= Р кєй, y + капа) 一 UT 
m ] 


T 28 ре 
= (зн tion): (b 


HS Az = re, УҢ 


ды „р _ du „ди [у 
/ (=) 一 GE + 36) = 109: і Эк? 2) 


比较 加 及 加 对 ME 
ди _ де дш _ дф 
пи д5" 2% 7 в 


注 ЖЕНСКА НЕГ". ШН я BE 
1z | 三 的 外 法 线 单位 向 量 ,s 是 | z | = ;的 道 时 针 
方向 的 切 向 单位 向 量 , 则 

d 3 d d 


da Ë ду” J. — rip? 
这 里 (r .gg) EREE ОЛЕН ЧТ СК 


方程 是 


Пу 1 Ju ды dy 
ду r ap де" "ar 
6.2.5 Belly EY- Eti PRAHE ГӘ A 
有 一 阶 连续 篇 导数 ,xz = L) = (5, р) + iv(€,7) 
是 也 内 单 叶 解析 函数 ( 即 双方 音信 的 和 解析 函数 ). 则 


7 3: А 8? LŽ = 
gE tap TIO СЕ + 52). @ 


证 = ~ O miz с f£ (z) = ilr, 
у) + ВИт,у). E, шро Тү ОК РЁ ЖЕ 


则 ,有 
HE = Heist иур» 
ны (ыле -| uppe) t: t TE Р ар 
+ {мате t ишу} ye + usya 
= ие} + 2 t atey + Hyt 
{ мт T+ nye, 


чы = ныт + Duayt + ишу t игу 
+ ну 
所 以 
#a T no = {2+ жүнү. + 2(.гр + лдын + 

(уб + уну, + (лез жыш, і буш + Yg) Hy- 
H CR ЛЖ TE = уулу =T ye; 有 

Tet Tm = D, yee + ya = D, 

eye + rey = Ü, 
x 

+£" z$ = уу =| £ (t) 12. 
КАП 

иш + Wm = | f (E) Бы, + и). 

Ж вае (D Ta: ans ибт,у) Æ r, y 的 调和 和 
ЮЖ ТЕҢЛИ ТЛ а = (КУК, u Ег, р 80 
ТАТРЕ Ж; БЕ, ы ЖЕЕ, т КЕЛП, WEER Е 
= f Ч=› ZF, u EN a, y HARARE, Жы 
EHAR О) 的 导数 (8) ЕНЬО) ti 
ЖИ НКЕ С АЕ RT ШИГ Н m E И. 

5.2.6 ”我 们 知道 ,车 f(z) =- x+ 所 在 区 域 六 内 和解 
Br. e,o ED рН Е ВТ: 反之, 如果 在 单 
PEH D MIP E TER (у) (а olr. y)) BÈ 
可 以 确定 以 vlr 为 实 部 (或 以 ъ{т,у) NER) 


ШШ ТРА (ж) = w+ 记 ( 相 差 一 个 常数 ) ЖШ 
#т.у) Ç 
elr, y) = [| | ) С t 了 dy tE @) 
ЫЕ 
-4 _ {ту) Jy du 
(0 ulr, y) = | a z -z dy + Сз). 


АФ {ку} D 内 性 一 动 点 , (соз ур) 是 口内 -E 
C C2 ЕЗ. 
求解 折 栅 数 的 =) ,使 其 实 部 为 调和 函数 gr sy) 
-snzrcbhy, 且 满足 条 件 _ FED) > 
解法 | ORP, R 
apy) = (0,0), 积分 路 线 
为 图 6.2 所 示 折 线 , 见 


блар) 


т = һи -= sin.rshyd; 
cosrchydy + C 


(ту) 
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= |, 一 sinrshüdr + | ses; chydy + 
= cos rshv } C. 
所 以 
х) ut ju — озшш chy + тоокпу + (7 
= ыгал созту | ecosysiniy + С? 
= anir + y) + G — sing + Ci 
H /(0) = 站 得 C= Mi /\т) = sinz í +. 


解法 2 vt,y) TRAA CR AH ЖЕ 
分 计算 .由 
z == z 一 一 Snzshy， 
ди 
ду = 5, = = совхсћу. 


把 第 一 个 方程 两 边 对 x 积分 ,得 
u= | — sinrshydr = cosrshy + ely). 
HE о КАЯ E, fq e (y) = 0,ф(у) = C. 
ЕД о = ссёлаһу + 局 .以 下 与 解法 1 相同 . 
6.2.7 j 05) = u+ io ERAR, Н а-о = 


(х у(х? + daryt у), u Жо. 
E наи 
u- u= atiriy 3ry — уў, (5) 
得 
u, = а = 322 + бху — Зу, 
即 


e, +t u, = 3(2° + 22у — y). 
对 y 积 分 ,得 
н + u = Злу + Злу? 
© 式 及 б) 式 分 别 相 加 ., 减 ,得 
2u = x +t бху -2y + ф(х), 
2р =- х + блу + ф(х). 
Ни и, = 2,,18 
За? + 12у = фо (жк) = лу, 
Фф (z) =- 322. р(х) =- z + CC 为 任意 实 
数 ) ,所 以 
= Jy- y +С, = — а + Зу + C. 
5.2.8 Жи—=нҥн(х°- уг), АЖИ PSS FO z) = 
и + r. | 


解 ” 对 本 题 必须 先 看 定 何 时 ul- у?) EAA 


у + plr). (0) 


А du 
п. — 21 q ia de dJ? 


du 
и„—-—2у Др» =- 24 + dy ч?” 


du 
ағ? 


因而 an = и, + us = = 4( x2 ryo A = 0, Вр 
= 0. ТЕД 
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н- A+B- A(z2- у) +В, 
这 里 六 ,是 为 任意 实数 .下面 求 Дос) 的 虚 部 а, H 


о — н, = 2Ау 
得 
- |2Aydr = 2Ary + бу). 
ВЕЩ з, u, = 2А, р (у) —б.ф(у} = CI 任意 
实 常 数 ) ,所 以 
diz} = Alr? _ у?) + B+ rAr} С) 
= AŻ + B + С = Ас* + С, 
ZEC- B+ C, 是 任意 复 常数 . 
563 RAA 
НЕ APE Т, Ы АО 18 FE 


ЖАН ТЕН ВЯ w = Argz(z == 0) 的 多 值 性 造成 
的 .我 们 所 道 ,对 于 每 一 个 复数 = ,有 
Argz = игре + 2ал(п = 0,+1,+2,.…) 

这 里 及 以 下 用 args 表示 z 的 任 一 个 特定 的 辐 角 .通常 
还 把 落 在 区 间 (-- r,r] 内 的 辐 衣 作为 辐 角 的 主 值 ,也 

用 агре 表示 . 

多 值 函数 的 一 个 重要 问题 是 :对 下 一 个 给 定 的 多 
值 函数 ,如 何 选取 适当 的 支 割 钱 把 复 平 面 审 开 ,以 分 
出 它 的 单 值 解析 分 支 ,并 对 指定 的 单 值 解析 分 支 作者 
种 计算 . 先 简单 地 回顾 一 下 有 关 的 基本 概念 . 

(D н: = бе) :个 多 值 函 数 .如 果 = 
= «($ co 点 ) 具有 这 样 一 个 特性 :在 点 a 的 充分 小 
ФО 点 是 指 某 图 外 域 ;:R<1s1< оо) р, ЕЕ 
一 条 包围 a ВНЕС, Ч е АС БАЈАН 
СЕ — Ы ii a, SER fOe) 
会 从 一 个 值 变 成 另 -个 值 , 则 称 a О 02) 的 个 
支点 .例如 ,= = 0 K z = so ЕР Атах 的 支 
点 ,此 外 , 它 再 无 其 它 的 支点 ; 根 式 也 数 Ye{n > 2 8 
自然 数 ) ВУНЕ w = Lor 也 只 以 0 及 со 点 为 克 
点 ， 

(2) 支 割 线 : 用 一 条 约 妇 用 钱 把 一 个 煞 值 函数 
天 中 的 所 有 支点 部 连接 起 来 ,这 条 了 曲线 叫做 A(z) 的 
ж. 

(3) 单 值 解析 分 支 . 设 F(z) 是 区 域 D рро И 
函数 , РО) ОРУН ИЕ ВТР WE fiz} 在 局 内 
每 一 点 的 值 ,部 等 上 F(z) 在 该 点 的 一 个 值 , 则 (z) 
称 为 多 值 函 数 F(z) 在 DD 内 的 一 个 单 值 解析 分 支 ， 

例如 , 取 负 实 轴 (或 正 实 轴 ,或 从 原点 出 发 的 其 它 
射线 ) р АРЕН А ГОА 
HA H < PHG 上 ,已 不 存在 把 支点 包含 在 内 部 的 
И] REE G 内 就 可 以 分 出 根 式 丽 数 9 及 对 数 函 


数 的 单 伸 箱 本 分 支 . КУТЕ ЛӘ, 9 у З] 
同 取 法 ,分 支 也 就 不 间 

6.31 # т = ЕЕ (rit khi pas. ЗЕТЕ 
ЛН еу Ка) ат). 

їй RRR TABH ERAI, w- Z= Йу 


TERR PA ЕЙ ЖБ И ЫШЫ 
Wy — „Ае exp! үс: (0 < argz < 28), 
т! 二 ii 2л, 
下 一 YEARPTT 3 ЫЕ 
изм — нуу TE 
e> tiy Api? 3 ‚+ 


这 里 exp. h 即 是 e”. ТЕП ЛИЕШ АЕ Y А) 
СИ О < arma < 2020 < arge < HE, 

= < апе <2хл.Щ Ра) = ¿E - ;是 位 于 第 
-个 和 角 域 内 , 收 管 合 题 没 条 件 的 是 第 二 个 分 支 w. М 


- 
- |- JT! jy 
XBL g i 


wk iT expl i Л +27) expi НЕ | 
— соч A ГЕТ A = 1 (73 一 2} 
依 守 艇 计算 法 则 ,有 
dr Jl za Ly 
dz 3 3z °° 


值得 注意 的 是 ,让 算 导 数值 时 ,上 式 丙 边 的 了 = 必须 取 
1] — r Ж.М 
wt S 10 = 101430). 

注 “一般 说 来 ЈА, АЕ Ж {ЧАГ 
Пр ж. ЕА БСК р — ВА, Н ЖАН 7 
ЕИЗ -E EK FE) 的 值 ,就 可 以 根据 
办 角 的 连 经 变化 来 确定 该 分 支 在 共 它 点 的 值 .对 本 题 
也 可 以 先 计算 ji Ве ЧА: 


у + ekr 
expl; S 35 一 Ë 0,1,2 
Ме = 201.4 
‚дл 
ехрг то — 1. 


ВЛАД РА н ЧЕН НЧ ЖЫЛА, Н] ЕДА, 


wy r г [expt ио! dr < арх < бл. 


Жах < атас < бл 这 үе 内 ,有 arg(- ;) — 4z+ 
5 m BI 
wio- i) бгхрь Hr, 
6.3.2 КЕДЕ уа) оа ае 为 正常 


数 ) 在 割 去 线段 - 过 > 过 各 的 = 平面 上 可 以 分 出 两 
个 单 值 解析 分 支 . REE: — ¿ = < = a 的 上 


沿 限 值 为 - hlo > ОУ 的 那 支 在 点 x — 2а 处 的 一 阶 
м ЕТАН. 
f(z) = ма а | 
х expli МЕЕ - a) y Amir t a), D 


的 支点 .对 十 任何 за 5 а,а,о, fE z, 的 充分 小 的 
邻 域 , 使 点 -aa 及 吕 痢 不 在 此 邻 城 内 . AAA 
作 一 条 和 色 舍 点 ч) MARAH С, XT C Eng -点 
ЯБ Arg(z — a) № Arg(z + a) НЛ p Ж 
фә. Жок ИЩ C EBDA — ЈА Sr Sah. o, 
及 су ЖУЗУ, [АП РАЖ IB 4543. с pE 大 <) 的 

得 和 伍 作 -- 杀 内 部 包 会 点 4( 但 不 包 会 点 - &, 也 不 
通过 点 — a) 的 简单 所 曲线 i, 对 Ci 上任 一 点 = ,以 
pi 及 gs 分别 表示 Argir ~a) 及 Arg(x t a) 的 某 特 
定 的 值 . 则 x АСС 的 正 构 统 行 一 莉 时 (图 6.3), фу 
将 增加 27, фо 未 改变. 所 以 ,用 正式 可 知 , fiz) 的 辆 
第 将 增加 


图 6.3 
HAMAR 2) 的 值 要 改变 一 个 因子 e = - 1. 这 说 
H a рс) 的 支点 . 
EE, -a (е) у. 
对 于 吕 点 的 邻 域 1z1> a E- ARR EC 
AAR о Жа, К r CEt M, р 及 
о КАЗНЫ 2х. Am /( z) 的 辐 前 增加 


2л + 2m _ 2л 
2 一 一 . 


ЗЕ Н ЖЕН ЖЕЙ Ва АЗЕ e = 1,FBI {Н Ж 
А,В oo 点 不 是 ftz) 的 支点 . 

ВГ) REEN -a 及 a, 所 以 .在 制 去 线段 
7a al 的 平面 上 能 分 出 它 的 两 个 单 值 解析 分 次 ,其 
О 


— z мош х т 
Кб = о = ру. © 
ОЕ: (z) 
f (21 = Ra (=) 
od x 
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再 提请 读者 注意 ,计算 导数 值 时 , 丙 边 必须 取 回 分 
交 . 下 面 计算 是 中 指定 的 分 支 在 x = 2а 处 的 值 .对 于 
这 一 支 , 若 规定 在 割 线 | a,a] 的 上 沿 ， 


арт a) = rm.arg(z + a) = 2л, 


ч Ë “л И 


则 
f(x) = | 2 a | el 
=- V |g -a li (-а< z< a). 
P ЖАЛ КЁ ЖЕН FIS Shi u uye A ЛЕНЕ 
求 . 当 = 沿 图 6.4 中 的 曲线 C Mi- ara) 的 上 沿 变 
到 点 24 时 ,argtz - а) К — nagle +a) KER 
而 对 这 - 支 在 = = 2a 有 


ар(=2 — a) = Ü.,arp(z + a) — 2x, 
所 以 在 = = 2a аб) = EE = .所 以 


Оа) = мр2 аде" | = Ҹа. 
再 由 @ з Ж 9 
„ 2 
f За) = 万 ， 
1 _ _44? l. 
v3a 34а 33a 
# (1) 车 z 沿 图 6.4 中 的 上 曲线 C;, 从 制 线 的 上 灌 
EALA 2a 时 ,argt z+ a) 变化 2x,are(z -ay 变化 r， 


因而 在 = = 2a ару 2) = 2645 — 3x. 仍然 是 


Ка) = Z | 22 а? | ea |.- 2. = За. 

(2) MEBER ШИЖ Н: P(x) 是 一 个 多 
TR ДЕНЬ (z) = ZP(z) 的 所 有 支点 的 集合 
Tisi Plz) = 08k ос}. 对 本 题 ,co 不 足 支点 . 

6.3.3 证 明 : 把 = 平面 得 当 割 开 后 ,能 分 出 j (zx) 
= Fa- z) 的 三 个 单 值 解析 分 支 , ДОШ {КЕЩ + 
= 2 取 负 全 的 姥 倍 分支 在 z = ;的 值 . 

证 站 z) 的 可能 支点 是 0,1 及 co. 仿照 6.3.2 的 
方法 , 易 知 0,1 都 是 支点 .在 со ЩН] ИЩ |> 118 
性 作 -简单 闭 曲 线 局 , 则 点 0 及 1 都 在 C 的 内 部 , 当 > 
滑 忆 的 正 同 运行 一 周 时 ,x 及 1 z 的 辐 角 都 获得 增 
量 2r, 从 而 xz(1 >) 的 辑 角 增加 4r ,vei 一 z) 的 


Биш. . 床 以 ,函数 值 将 发 二 变化 (变化 一 个 内 子 
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Оа) = - 


ea эе 1), В со ДЕ F(z) 的 支点 . 
取 实 轴 上 的 射线 {(- оо, 1] JERE, ТЕЙ УЗИ 
开 的 = 平面 G 内 就 可 以 分 出 f( =) 的 二 个 单 值 解析 分 支 ， 
令 z== rei, l = = rye, Ш 


fU z) 


= Ç rer) expli 25) + pie) + 20 
(х Є G.k = 0,1,2). 
当 = =2 时 ,r = 2,0 = |. p = 0, = я, Д] 
50) = Tep] i + Dl = 0,1,2). 


HANY k = 15, (2) 取 负 值 . 故 所 取 分 支 为 
filz} 


= ri(z)r;.(zj)exp 
HE p (2) É o, (2) 的 取 法 ,有 eí(:) = 2 P27) 
_ ÍR цыр 
= 4 ‚ВК 


m IR 
АЧ) = ттен, E+ 
L! 


3 


Фб) + ф(х) + 2 
|. 


= 1 
6.3.4 З БОЕО < = << 1 kE ЖЕ, {ЕНТ 
fi C PKP Hu RN 
Ка) = Uel 0р2) 


的 一 个 单 值 解析 分 支 , 已 
知 此 分 支 在 割 线 上 沿 取 
实数 值 . 试 求 这 一 支 在 
+ i ВН. 

W ЫК) 表示 题 
设 的 那个 分 支 , 若 规定 在 
HEROS = 所 1 的 上 沿 有 

argz = 0, 

are(1 — z) = 0, 
Д С) 在 割 线 的 上 沿 联 实数 值 .于 是 ,由 图 6.5 及 上 
ЖАД ГЕЛИШНИ ЕН 


л 


argi = су, аг(1—) = 一 才 . 
从 而 


Ini = Fi Inid — i) = ny2 – Fi- 
ЖН — АЕ SK NEN, i 
oa a EPU P _ 1 п-в а-ә 
fü) = 2i =g "e 


1 . | 
= 了 exp Fa - p) |e exp| рО - #) 


= 2510 4, 


同样 ,由 
аш 1) = ү ши | (= 7}] = 
得 
П i) = itenim, 

注 МЕЕЛУЗ Н, EE БА ЛАА, Ж. 
ERE CREAREA PR E с ТЕЕ. ТЕТ © ЕРА 
数 的 单 值 解析 分 支 在 指定 点 zo EN, Ж W Hs ik E 
的 辆 前 求 出 a 及 有 闫 匆 一 些 点 的 辐 角 ,这 在 计算 中 
是 很 容易 出 恒 的 . 

63.5 ВТР Jir} 一 іа 1 在 > 一 上 处 的 
解析 性 . 

Ж ФТ РА Lnz HEARR œ, AM 
fO) 的 可 能 支点 是 使 于 | 为 0 或 oo 的 点 , 即 - 1 及 


z 
ПА Ж 0, ER Arte + 1) B Angle 一 1) 的 选 定 
的 值 , 则 


fü) = La Z = Lale + 1) -Lolz 1) 
= 112 +11 Iniz-1+;(0( — 6) 


在 z= = 1 的 邻 域 1z -11<T1 内 任 作 包含 点 工 的 简单 
闭路 г, т i 的 正 向 线 行 一 周 ,9, 8 27,0, 未 改变 , 因 
而 fiz) 的 值 增加 — 2x .所 以 ,1 是 fie) 的 支点 . 同 
М, 1 是 F(z) 的 支点 .这 样 , F(z) 在 割 去 实 轴 上 的 
线段 . -1 上 的 = 平面 上 可 以 分 出 无 次 多 个 单 值 解析 
分 支 . 任 取 一 个 确定 的 分 支 ,对 这 个 分 支 { 胡 用 Loz # 
不 ) 有 
gle) = Cl) = Ln Le, 

TR gi) E = ОЕТ, M A z) S ТЯ ЖЕ 
со 处 解析 (参看 6.1.7)， 


6.3.6 EHAN tw 一 Arcsinz 用 对 数 表示 . 
解 TOE S w = Arcsing 是 sinr ЙЕ РЕЙН. 于 是 


z = sinw = Leer = е Т”) 
故 
(ev шт" – 1 = 0. 
解 之 得 
в = ity l-i. 
所 以 


w =- iLn{iz + мр z). 
E RW 88 FEE En (FAR MIES 
加 + Z. K M IE КИН J IE B. 
Ë ШЕ Л НЕНЕН JU E 5 = ff Pi 3⁄ 
Areross .Апчые, Areetgz Б A FOX HU PR Se Arcshz， 
Arorhz ,Arcthz ,Arcerhz ЭЖ лун Ж. 


6.37 е ФИНЕ (а) — е TE 
z=] WAA АЕРА (с) = x"' 在 < =e 的 
HA i. 

解 е ЕР) 在 1+ :的 值 是 单 什 的 , 即 

ОА! + í) = e(cosl + ;sinl). 
而 eV!' 作 为 gtz) е e НЕ A.S {Н.П 
gle = expl(] + ғар; 
= explil + :)(1 + 24л7): 
= e! {esl + jsinl), 
k = 0,+],+2,®—, 
RE £ 一 0 时 两 者 相同 . 
6.3.8 ”试问 在 介 数 域 中 (x 六 与 3 时 告 相 等 ,为 


什么 ? 
解 ” 设 z - re”, 依 一 般 每 函数 的 定义 ,有 
z = expiaLnzgi 


= explalnr + af + 247), 
(z) = exp| Вах“ | 
= explaBlnr + 2869 + 26z)i + 288881, 


z — explaBLnz| 
= ехріа ғ + ей{(#+2юнту!!, 
ХН ё, н, т 都 是 任意 整数 . 由 此 可 见 , 当 且 仅 当 
Zafer + 288 > 2тайт = 21б! 为 整数 ) 
B|] kaf + n 一 тай 为 整数 时 ,( ?与 -3 相等 .因而 
遇 者 一 般 不 相等 . 


复 积分 


复 积 分 昆 研 究 复 活 的 一 个 重要 工具 ,解析 函数 
的 -- 些 表面 上 只 与 微分 有 关 的 性 质 { 如 解析 函数 的 高 
价 导 数 的 存在 性 等 ) 都 恒利 用 复 积分 证 明 的 .这 是 复 
盟 亚 方法 论 上 的 - -个 显著 特点 .本 节 主 虚 讨 论 复 积分 
的 计算 及 估计 . 
6.41 利用 定 交 计算 


rf — dz, C:lz-a | = p. 
这 里 及 以 后 约定 ‚Т ЙЕН ЭЖ ШЕ БЕЛЕ (ШЫЙ 
针 方 向 ) 取 的 . 
Ж ”被 积 丽 数 一 在 曲线 C 上 连续 , 故 所 给 积分 
存在 .这 样 就 可 以 对 曲线 C {ГАШ ЭШТЕ. 
把 C #йл 个 相等 的 驱 段 .分 点 按 止 向 依次 排列 


$ 6.4 


为 


za 一 а + paži _. ET, z, = g+ ре" 


` Z| = a + gtu Qa = g+ р. 


— 


这 里 w= “Вес, (k = 0.1. n 一 1) 的 中 
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点 5 = а + 7. MRES 
I = эз К, Aa ( Ашу = y+ zal 


1-40 


— эз үре еен _ ө уд 
= Жуз? — е) = lim Sisina 
ШГП: "теа к 


n-i 
. NTa.. Ж 
= lim 2,2isin 一 
т-ту ri ” 


.a т 
= lim2insin = 
me H 


п 
6.42 ”计算 复 积 分 通常 有 三 种 方法 ; 
(1) 如 时 曲线 C 是 峙 直角 坐标 方程 给 型 , 则 可 化 
成 第 一 型 曲线 积分 计算 . 设 f(z) = а + зо Ап 
dz = dr + idy, M 


| Fede = | (u + todda + idy) 
= | ude- зу + {| таг + мау. 
"C c 


(2) 古 忆 用 参数 方程 给 出 , 设 为 


z = z(t) = rl + ру) (ае =й), 
则 可 用 定 积 分 计算 ; 


[Кош = MEON 
(3) 利用 和 留 数 计算 ;这 将 在 3 6.8 中 再 讨论 . 


6.6 
УШ CREMER: 1212,0 < атре 


< z 的 边界 . 求 积分 | + dz. 
解 РОТИ 


是 大 半圆 周 :z = 2000505 т); 是 线段 :zs 
iwa. rg 1): CI 是 小 半 图 周 : = = “(O< < 
;C4 是 线段 := = r(1= == 2). НЯ C, E C; E 

Ирети C, ЕЯ 
z = 209,5 = 2076, dz = 210840, 


| 4х = ТЕ = x. 


С, 2 
再 用 化 成 第 二 型 曲线 积分 的 方法 ,计算 沿 Cy 及 С, E 
的 积分 .在 C, 上 有 

z = x = xr,dz = dz (El dy = 0), 

Г 

|. 4 = | dx = 
同 理 

| Ždz = | ду = | 
所 以 

ЕЕЕ: 
8.4.3 REIRA, 分 别 计算 积分 
I = | Eer, 


这 里 C 是 上 半 单 位 圆周 (起 点 在 2 = 1). 
(1) 被 积 函 数 取 /1 = 1 的 一 支 
(2) 被 积 函 数 取 /1 = - 1 的 一 支 . 
E ”计算 包 值 函数 的 积分 , 先 要 根据 题 设 条 御 的 
分 支 , 确 定 出 积分 路 线 的 参数 变化 范围 ， 
(1) 因 y1 = 1, 故 上 半 平 面 的 辐 角 变化 范围 应 是 
0 到 x. 在 曲线 CC 上 z= (0< 806 л), ШЕ = е2, 
dz = idf Ak 
I= [isao =—2(1-). 
б 


(2) BVI = - 1, 上 半 平 面 的 辐 角 变化 范围 应 取 
2х Ж] Зл, 
I = И = 901). 

Ж Ж#Ж "ИТШ rik RAR. 如 对 y1 —- 1 
的 一 支 , 作 变量 : = =, 它 把 上 半 单 位 圆周 C:1 z! 
= 1,29 = аре = Зл Е HEMA Ci: 

:1|=1, тани <Ç SF „НВг = 2,1842 = 2tdt, 
所 以 
=- 2—4. _ 
і = Í. di = 2) 4. 


因 被 积 函 数 F(:) = 1 在 :平面 上 解析 ,F(1) 是 它 的 
一 个 原 函 数 , 故 
1=2: 17:=2(-7). 
6.4.4 HREH a,C 是 从 原点 天 点 x = e“ 的 直 
线段 , 问 al- z < a < x) 取 哪 些 值 时 ,积分 
i = | etde 
С 


存在 . 


解 出 所 设 积分 路 线 C Br atis B| B АЧ e 


的 方程 是 := = rat0 < r< ECLA L = 


l s 
= лош Tasa — апо}, = еек, FES = 


rig 


{— | p база rana) dy 


当 coge 22 (0, Вр гЗ «а Ер, 


Е Я 


下 而 考虑 cosa < ОРН. S c = — сове > 0, 
O 式 石 端 积分 (不 计 积 分 号 外 的 因子 ) 的 实 部 为 


хт Er] 
h= f е Зоос), 
1 


这 里 = = sina. PHR > 0, МЕ у = (гу, 


ег. 
l = срј s eserde. 
гу Ку 


ТЕ ы ТЕЛЕК, ЖЕР ТЕГЕ ЇНЇ 22 -- -Z 2a 
+ 二 .在 这 个 区 间 上 有 cosz E, FE 


2 Ы 
2 + r: Iari E E, 
3 e ~ | er — ч 
006704 = зу y dr = >. 
Zar- ЖО m3 x 3 


RER РЧ n ЖО КІМ, ТЕЛДЭ] 
BLE 


` 
\/ 
一 


X7 
FEB ЗНС АУ Cauchy 准则 知 , 积 分 Г, ЖЕК. 
№ eesa < D Ње, ERA T ВУ. 
6.45 在 复 本 的 许 允 论证 和 计算 中 , 常 要 对 积分 
ТЧЖА. 其 方法 是 基于 长 大 不 等 式 ; 设 f(z) 是 曲线 C 
上 的 连续 汕 数 , 则 


Е 


<) Поа ме, 


RER ТН В | Р(х) | ВУЗ — BU HH £k #! 
分 ,i? 88 С ЕК, М 一 max | fiz) | (z € С). 
在 其 体征 计 中 ,除了 用 到 一 些 熟 知 的 关于 实数 的 
不 等 式 外 ,还 要 用 到 关于 复数 模 的 几 个 不 等 式 , 如 ; 
'Re= 《或 


у Жш sl z Hle dl, 


[me 61 z is | Мек |+] Ime l, 


їз | =, | | = 
i 


Ti Vaiia 


[ду + zt eet z | e |+! ву. 
设 lr) EBR D: | = |> К.О 5 argz =Ç a((0 < 
a s 2л) PEZE, HTETI IR 
limzf{ 2) = A. D 
没 Ca tt FOAMEI: | zl- R ,0=argz S a UE 
Ш = = R), WEB: 


ГИ Г е)ағ = Аа. 
` K 


由 所 设 条 件 О), ЕВ е > 10, 存在 正 数 KK, 当 
|z > KH, f 
а) А |< е. 
TE," R > KĘ, A 


- Í ков -| Aas 
сы с x 
zf(z)- A. Í e 
= |, z de <q Ка 
= g. 
结论 得 证 . 


Ж “用 完全 类 似 的 方法 可 以 证 明 下 述 结论 :如果 
ӨАИ, С к) ERM Cu: z 一 a+ (a < 0=< 
B) LE, Himle - а) х) = k IEĦ: 


lim| /(z3)dz = (8 — a)Ë. 
A С ` 


这 两 个 结论 ,在 用 留 数 计算 定 椒 分 时 常 被 当 作 定 


理 使 用 . 
6.4.6 WE a Sb = a+ (s, t ER, o> 
0). 证明， 


Ге e al у Ге. 
证 ”因为 


5 
| erdz = e |9 = е — ee, 
q 


所 以 


+ 
Ге е | = 1 j едт | 
а 


h 
<| | e" | dz. 


ње gti] | = ez ko > 0 B] Ща т 
БЕ, | et ls e |. АЙП 
lem ее 1 (b — a) l š | e=, 

6.47 Ü f(z) EKE Нн, СЕ DD la, 
上 为 端点 的 直线 如 ,证 明 存 在 复数 1.1》 sS l. n t 
Є С, В 
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AB- f/(a) = А(ф- a) (t). 


证 hF 
Ë 
(ә = |] (yaz 


«|. „Раг, 
Xd, f (z) «С 上 的 连续 性 ， Є С, 
и dz 110) 1-а. 
所 以 
| Ж») Ка} SI ГС) р-а. 


如 果 f (£) = 0, 由 上 不 等 式 得 56) - fla) = 
人 0, 要 让 的 等 式 显然 成 立 . 如 果 F (t) 0, 


д = itb} — jia) 
(tb — a) 
BI 


ДЬ) flat — 
Аа ТВ аут 1 


H 
КЬ) Кау = AFLE- a). 
"6.4.8 BIO 是 给 定 在 一 条 简单 曲线 (封闭 或 
不 封闭 Ci 上 的 连续 函数 ,对 于 任何 不 在 曲线 C 上 的 


F,(z) = |. sat (m = 1,2,3,.). 


证 明 : 对 一 切 ,Fuvtz) 在 其 定义 域内 解析 , 且 
F, (z) = пЁ„,у(е). 
证 1206 С, "i 
ВЕД ó > 0, ЩЕ C # 
В К: iz- zú |= 2ë BJ 
外 部 [图 5.7), 则 对 于 满 
Elz- l< ë BJ: z 
БАК Є C. 
| = > ó. 
TË WEA 
| Filz) — F(zo) | 
үч. | ар 


= |: 


>) |), 


8 6.7 


Кс тра i 


- _— f __ 
— í zn | f (£ — z)( É — zo) |11. 
НРО (EC ЕЖЕ, УКК | 在 忆 上 也 连续 , 设 M 
= тах) (EEC) L ҢЕС НЕЕ] 
ё z 226, 16-е > ЕМ 01 < 
å) fa 
| Filz?) — FU zo) < M | z — zol. 

所 以 
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ВРС) = АС) 
这 就 证 明了 Fi(z) 在 zo 连续 
SAD ВАЛО 在 曲线 C ЕЁ 
续 ,再 令 


б) = |. ТЕ & С), © 


ПАШЕ ВЯ, A im Ci(z) = G(zi)( 这 即 意味 


善 全 式 申 的 积分 可 以 在 积分 号 下 取 极 眼 ) .所 以 


z n 


lim 
x “xh 


_ fA) 
= taf, (E а)ба 2 20)“ 


= = lim | .4 AD. d£ = бт С1(5) = Су (0) 
= |. аг = (zo), 

即 F| (za) = Fl za). 

故 命题 对 п = 1 成立 . 


一 般 情形 用 归纳 法 证 明 . 设 命题 对 a = 让 成 立 ， 
ЇЕ X 
FE, a (z) = Firit zo) 


oJ B p 
T | [一 dŠ f. (Ë 一 z) 

[ (E) £(t) 
арн: |= тув 


— КЕ) -| ED 
Ap (Ç - zP mn) Ë Í. { су) 46 
st, КЮ 
= (x 2). (Е хуне 一 m) 
MES ГАО __ 
‚|, ig- z) (E 一 z) |, 44 т 
= [z — 20) баб) + Gie) — Gil zo), @ 
这 里 


_ ft) 
Gata) =]. TRY 
-| АЮ 


бз) = | тунт 


= | Лр dt. 
ce (£ — х0)* 
Съб) = | па. 
A 


| Gaito S гш rE lz- А 


昌 由 归纳 假设 知 , Съ (z) ТЕ za СН ЕС E 
连续 1, 即 lm Giz) = Glz6), 于 是 ,在 加 式 两 边 取 极 
ат 


限 , 有 
lim Б) = Frrt eno). (2) 


Вр F, (z) Æ МТ ЖЕБЕ УА 
Буба) _ Ey, Iza) 


ZZ — “D 


(i (z) 一 Gak zo) 个 


= Gatz) + z zo 
AD ŽEH, Giz) 在 =n 连续 ， гара IE а 
б» (za) = PG, Ú жу! ДЕГИ 00) 用 的 ). 于 
А.Ф 式 两 边 邻 x 一 zo HER, B 
Fy (zo) = (Ë + Gert za) 


3108) 
-Gt vf, (£ 2014 
- A.. 
= (Ë! oa Sidt 
= (Ë + l)F,,2U шу). 
ЮС n = ËP + ТЕТИР. 
+ ASTR x 的 积分 
к) = | Ва 


2mic ë r 
EKA Cauchy 型 积分 ,这 里 C 是 题 中 所 述 曲线 .本 题 是 
解析 了 出 数论 中 的 一 个 重 此 结论 . 


56.5 利用 重要 定理 解 题 


解析 函数 是 一 类 有 着 良好 性 质 的 冰 数 ,首先 是 
Cauchy 积分 定理 和 Cauchy 积分 公式 ,它们 的 最 -Ж 
AE: 

Cauchy RoE RDE- ERARA M 
单 闭 曲 线 己 为 边界 的 区 域 , f(z) 在 也 内 解析 ,在 闭 区 
域 万 - C í D 内 连续 , 则 

| Ade -0 0 

这 里 СНИ E 
在 其 上 行进 时 ,区 域 当 
总 在 其 左边 的 方向 , 即 
边界 CEH. 

当中 是 多 连通 
域 , 它 的 边界 基 复 闭 路 
C = Ca £ CT + CY + 
"4 (C UE 6.8. X H 
С ЕШМ JC. Bm Eš] 
Б 2 f dn) „ШШ (Т) Ç 
ДУ 

| әш = |e аа 


+ |, Жа L =- + | 9388. 


Cauchy 积分 公式 D (+) 满足 Cauchy 积分 定 
理 中 的 条 件 , 则 对 于 区 域 D E -Aa (с) 有 任意 
е, НАРАА: 


_ 1 [ K.. 
Fiz) 一 Iai С t- 2955 


п == n! 1109) ... 
f° М) = л] (К- 251196,7 = 1,2, 
利用 Cauchy 积分 公式 ,可 以 推出 关于 解析 图 数 
的 许多 重要 定理 , 解 题 时 较 常用 的 有 : 


Cach 不 等 式 ” 设 fs) 在 圆 域 D:|1z 一 a |< 
R 内 解析 ,在 半圆 域 万 RESE, m 


1 
| а) «МО, н = 1,2,---. 


这 里 М(К) = max | у(х) 1. 

EAJ Cauchy 不 等 式 作 估 计时, 若 能 选取 适当 
ЁК, МОРУ "ТВЕА. ЕВЕ ЕА С 
Ж 6.5.4). 

最 大 模 原 理 Ір) bk DAIT, H. 
Рх) 不 为 常数 , 则 它 的 模 | ftz) ;在 人 口内 取 不 到 最 
АЙ. 

2# f(z) ЕВ ЖШ DD 内 解析 ,在 闭 域 D = C + 
局 上 连续 ,日 f(z) 不 为 常数 , 则 Ke) И {ЕЛ C 
ЕЖЕТ ИШТ 上 的 最 大 值 . 

лолу Шс 定理 ”如 果 整 图 数 { 即 在 全 平面 解析 的 
М) 在 全 平面 上 有 界 , 则 (z 必 为 常数 . 

Morera 定理 。 如 果 六 =) 在 单 连 通 域 刀 内 连续 ， 
НЯ D AREA A 


| Лә = 0, 
则 =) 在 上 Dn 内 解析 . 
6.5.1 Biz) EWA | z | 氨 t 内 解析 ,有 目 /(0) 
= l. 
(1) аен: 5, + (+ у Ја = 2 
TI- izli- Ж ~ 
+ f(0); 


(2) ДАГ, Lag = m+ 5700), 


jn ef )sin2 б dê = x – 0). 
证 (1) 由 Cauchy 定理 及 Cauchy 积分 公式 ,得 


_ 1 f(z) . 
жй = 2] ass] уба) 48 
| Ќа) dz] 
21 = Ё z 


= 2F(0) + 0 + f (0) =2+ f (0). 
(2) Ë z = е, е = i948, $i 
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24 FO) - 二 | ， 2+ +-1у {Ча 


5 2 + (29 + есе) е?) нав 


T Iri 


= j 3%) 02 + 2cos8)d8 
ua Laa GR + 号 时 )， 
_ m. РА 
7 2[2 ву.› 8 
|2 А бе?) хт 7940 (Ж - Б). 


WD e= 即 得 要 证 的 两 个 等 式 . 
6.5.2 Bin) ЕШ. | z 一 a |< RARR iÑ 
证 明 对 任何 ri0 之 + < RY 都 有 


f(a) = Z [U Rel Ga + ниб) 17449 


证 “从 签证 的 等 式 的 形式 看 ,用 Cauchy 积分 公式 
把 (а) 用 积分 表示 是 解 本 题 的 入手 点 .在 圆周 С: 


1z-al=r 上 ,有 zz= те (б< 8< 2=),3F2 fla 
十 re) = ufr, 8) + ivir, 0), H 
1 f(x) 
f (a) = 1] зде 
= +J (ы + io)e дб. @) 


为 了 把 © йз WH Н АЙ о 消去, 应 用 
Cauchy 积分 定理 ,有 


0 = | Adz = SNE + р) еа = 0. 


marui Б НЫ ЕЕ „1% 


2x 
-A | (и = ru)e аб = 0. D 
9° 


Dar 


DAM AHM, 1 


Pla) = (се 0)e 40 


тк 


= А “ны уба + res) le 230. 
тк 
6.5.3 1 f(z) 是 整 函 数 , 如 果 对 于 某 个 正 整数 


п, 


ыл ÉZ 0. 


则 F(z} 是 一 个 次 数 不 超 过 я – 1 次 的 多 项 式 ， 
证 ЕЎ, 我 们 只 要 证 明 对 一 切 复数 z, 有 
(ж) = 0 ау. 
由 所 设 知 ,对 任意 e > 0, ЕЕ > 0.2 | z i> 
RR 时 .有 
| Ёа) |= є, 


即 Iz) = el zl". 
对 任何 复数 z, 取 充 分 天 的 止 数 R ,使 lS 
R EBI I= ЕАИС: 15-1 
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Ri 的 内 部 ( 即 对 圆周 如 上 的 所 有 点 二 ,有 151 > R). 
于 是 ,对 任意 C€ СЖ 
‚С е! "= z |+ Fi)”, 
从 而 
max | Жу e z I+ RY. 
再 应 用 Cauchy 不 等 式 ， 得 


(к) е + RI) = w! Ж lya 


Е, 


= 12", 
ШЕ z 是 确定 的 自然 数 且 e 可 任意 小 , 故 f(z) = 
0. 
6.5.4 i F(z) 在 1 = | 之 1 内 解析 ,日 


1 f) I<—— z< 0), 


求证 ; | t=) (0) |< {я + л, 
E HE rO + < 1).Ш Cauchy 不 等 式 , 有 


7100) = 1 ñ r". @ 
TARKAS e (r )= 17 一 的 最 小 值 . 由 
а А, 1 
0 aeni 
вні ry] t+ _ 
7 12707 1 
ap 
r— n(1 — ғ) = Ü. 
解 得 


п 
ntl 


由 于 ro 是 区 间 (0,1) 内 唯一 一 斑点 , 故 gir) 的 最 小 值 
是 


fg = 


к\а) = (я + DQ +L" < (я + De. 
于 是 ,由 Фа 
| EPO |< (n + 1)1e. 
6.5.5 证明: 不 存在 这 样 的 函数 , 它 在 闭 单位 图 
| z | 过 1 内 解析 , 且 在 单位 贺 启 C 上 的 值 为 一 
证 法 1 БЕН E RG AHHAA, 则 由 
Cauchy 积分 定理 ,有 


|а = 0. 
ENE C E, fe) = 过 ,又 有 
|а = | Та = 2л}. 


证 法 2 (ЕЕ ДЕЗ АУРА, ДР АЧЫ 
ВИЕ 4 z Z 0, Н Cauchy 积分 公式 ,有 


РА {+ КЕ) I 1E 
S = Zade {- 296 Отв к 595 


Е 55 ` d, pet [уч š 


= „(mi — 2mi) = 0. 
Вр е) = 一 O00 x 1 之 1), 再 由 连续 性 ,得 Ж) = 0 
(I zl 各 1). 这 与 六 zx) 在 1%1-= 1 时 为 -- 相 不 后 . 


6.56 (=) а. ПЕ M, 使 对 - 
切 复数 : ,有 Refir) < М.Ж: (z) 为 带 数 ， 

Ш F(z) = о! ПШ (е) 是 整数 ,区 对 - 
复数 z. H АРЕН 

ГЕС) = е < „М. 
FH Ке) Е ЕРА L. FH Liouville ДШ, РО) fB 
УЭ. МП, (z) 为 常数 . 

6.5.7 йт) EBER C ЕАН, 
ECE Kol- MM 为 正常 数 ). ВЕНН: f(z) 
不 是 常数 , 则 在 C ARETES ep fE feee) = 0. 

Ш 记忆 所 闭 闵 区 域 为 D = C + D, НЕХ 
M,e EDH, 8 | б<)! М.Ж ЫЙ € р, 


fie) e D.M) giz) = x 也 在 五 内 解析 . 青 由 最 大 


М HEE = € р, 
Габ) 11 | max -L 
fiz} ee | f(z)! M 
从 而 
| Ж} 12 M 
所 以 f(z)1= М.ҤЩб.2 .所 证 结 H f f( =) B 


TAR АЙ РЕКА ЈЕ. 
6.5.8 ШЕН Schwarz 引 理 ; 若 函数 c) ТЕЕ 

| = | 之 1 AR, ERE fF(0) = 0,1 е) Е, 
ТЕЙ = < 之 1 内 ,有 

| f(z) |= 1 z 1, (б) 
E 

| FO 151. 
如 果 六 式 成 立 等 号 ,或 者 在 单位 间 内 存在 - :点 zo Z 
0, 使 性 式 成 立 等 导 , 则 


ба) — е, 
这 里 是 实 常 数 . 
证 БЕНИ 


glz} = f (D <| =< < 1). 


由 所 设 plo) EELA] ОЧАТ. X. IH PH ir 
有 

limps) — lim — Lel. 一 mfz 0) = /' (Dy, 
2 — DE (с ) 的 пер. иш (0) 
FOW с 在 国 1 z |< ARA. 


EA 1; |= 7 之 1 上 ,有 
| plz)| = 


出 最 大 模 原 理 . 这 个 不 等 式 在 闭 周 ! 
令 一 1 取 极限 ,得 

Геб) 11 (1 z |< 1), 
Вр E RA O REY. 

车 | (0) 1= 1, 8 p0 1= 1; 若 看 在 一 点 
2000 < 1 ао 1) 8 | f(z0) =l zol, ER pizo) 1 
= 1. 这 黄种 情形 ,都 使 p) СТВА 
最 大 值 , 由 最 大 模 原理 ,pfz) 为 常数 ,从 而 ф(х) = 
еба 为 实 常 数 ), 即 /(z) = e“. 

56.5.9 Ж f(z) 在 闭 图 | z1% R 内 解析 ,让 明 : 


= 1 
s 
m 


= i= r 内 成 立 . 


(DO 对 圆 域 | z |< RAS A 
К -izl 0 
э |, арр <) 5° 
-Alite 221709 = Fz) D 


атана х= Е 
(2) Ф z = е, = Refir < R) 有 


` R? – 2 [= Ве) 
К) = z |, Е? —2Кгез(8@—ф}+ 1290 


(8) 

证 (1) 道 分 得 
1! + z“ Вафа tz | 
£- z R°- (£ — =)(R2 — zt) 
_ Rte __ 
 (£- z)(R2: — +) 

故 O 式 中 前 一 等 式 成 立 ， 

Жо = 0,0) IR ou 


这 由 Cauchy ка. 
A < = 0, P | z |< Е, Cauchy 积分 公式 ,有 


„Кеа = Fz). @ 


| z 12 


>= 
x 
| ау 
r t - (Кё) 
Alz RIR I> R, MAM 
[Ж к< R AA, StI = 0. 8р 
1 1169. 
уе R? ү = 0. 19 
OAA D AHE, DME DRR EA. 
(2) z = ref, = Ве, CU- В, = 


R? 
E а 
(E «МЕ? 


=], Ош -- 


— БЕ) а 
р (R2⁄2) 


zü) = E- XE- z) 
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= t` - z |° 
= Ве R° — 2 Rreos(8 - оф) + r°]. 
一 个 等 式 是 应 用 余弦 定理 而 得 . y 
dë = ¿Re'd8, 
FCE) = JERA), 
将 以 上 结果 应 用 再 


有 ОЕ) 
即 得 @ R. 


Ë (х,у) EMAD: | z |= RARIK 
Ж. fE D PBU VPR (z). ибх, у) = 
Ве). HAT 0) RR. ЕТЕ @ АРДА; 
部 , 即 得 用 调 和 函数 的 边界 值 表示 其 内 部 值 的 
Poisson 公式 


ulr, g) 


2x RA 
Zalo “POO RE C 2Rres(0 p) + rae 
ZE (5,8) = нх, у) = u{roæð, rsin, ul R, 8) 
= {Reosd, Кеіпб),О= < R,0= рф<2лт. Ж Ж 
于 调和 函数 的 命题 ,都 可 以 用 上 述 方法 ,通过 解析 隔 
数 米 证 明 . 
6.5.10 ”证 明 下 述 定理 (无 界 区 域 的 Cauchy 积分 
ДА): F(z) 在 闭路 售 及 其 外 部 区 域 咯 内 解析 , 且 


lim f(z) = À = es, j 
- f(z) + A, z € D; 


L.f Коа = 

Iri cE- Az £ СКА р. 
证 (1) x € DR, 

以 充分 大 的 R 为 半径 作 图 

DP:1z1= 呈 ,使 点 = 在 复 用 

ER L = 了 +C- 的 内 部 (图 

6.9). 由 复 闭 路 的 Cauchy 

积分 公式 , 丰 


十 -上 fO ар, m 


im | Fiat = 2=;AÀ. {2 
EKE, A limfe) 一 A WHEE е > 0, 存 在 


EAR, | 2 ЕВ, | f(z)— A I< е. ХЕ 
到 


| dt = 2 
所 以 
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Маги || Ea 


T 式 得 证 . 
E DARAS К + оо RRR, HA ТУ АЖ 
项 得 


Lj Коа =- f(z)+ A. 


Zrile 
(2) 33 z € D BF, Cuby 积分 定理 ,有 
1f дї) 
дат] 一 z3 = 0, 
即 
If Ff L Рф 
Tale а = зе], а, 
$ R—+ ЭБИН 得 
1[ A% 
2л: Ç — 29 = A 
$6.6 复 级 数 


复数 项 级 数 及 复 函 数 项 级 数 的 收 襄 性 的 讨论 是 
基于 实数 项 级 数 ( 特 别 基 正 项 级 数 ) 的 有 关 判 别 法 . 
解析 隔 数 有 两 种 无 穷 级 数 展开 式 : 

(1) Ú (=) EA a т, (2) Еа 点 的 某 邻 


J]⁄EK:;lz al< РОЈ Taylor 级 数 
Де) = Ñane а) н 00125). O 
这 里 


a = а) = z | трн, 
C 是 圆 K 内 任何 包含 点 a ABARRA. FRA DH 
асе 
R = fa HBa RERA) 的 奇 点 的 距离 | 02) 
(2) RA a (=) КИ рд, /(») 在 去 心 
4 D :0 < | z — al< RATRI Laurent Ж 


Kz) = > а(х 一 a)", 
这 时 
-l EE) _. 
а Е 2319 (n <= 0, +1, +200), 
СЕРВЕ Ва ИАА, R ЖЕНГЕН OAM 
ХЕ. 


6.6.1 试 证 明 : 当 = 是 实数 时 ,级 教 》 SOE з 
ЖЧ * 不 是 实数 时 ,此 级 数 发 散 . 

证 当 * 是 实数 时 ,对 各 有 
1 


=<. 
n 


gng 
n? 


由 于 调和 组 数 У) 点 收 策 , 故 册 比 绞 判 别 法 ,所 给 级 


ЖАПЕ. Жоп PERR, Fes r+ (y> 0), Ш 
由 

， Í ， ,= ing 

sinnt = >, (e = в") 
sy (e ny r рза Hr) 
得 


aung |= 2 >L (e _ 8) —= оо (n — оо у. 


| 一 
н? 2.2 
故 所 给 级 数 发 散 


6.6.2 ”讨论 函数 项 级 数 了 一 я. 
"m-l 


@ Pule) = =E M 
z(] 一 z”) 


еЗ! 
u (z) 7 I 一 рт" | 
由 此 可 见 , 由 于 当 | I< LF, fim z" = 0, 所 以 
M (e) 
PaE 


lin 


lim 


= |z < 1. 


由 下 项 级 数 的 Dalamber МЯ, У) а.е) И, 


КЕГЕ. І 
# lz iZ ЫЕ 
| u, (z) 122 | < |” 


> КЕЧ 
f п — co П, 


1 a (L x = + 
бе| та ] 有 时; 
lz 1218. 


l+ zl" |, 

这 样 , 当 nn 一 so 时， ИЕ › ЖЖ О, ЕАК. 
Жее < 1), WD rir ҢА N, л> 

NA zl” <4, TEH п> NA, Н 


| z |” . к 
= 
y 
l-izl 1-- 


| и) 1 


ю|— 


而 常数 项 级 数 2》 г" Т, Н Weicstrass 判别 法 ， 
所 销 级 数 在 闭 域 : z |= ri < 1) р онаи , 但 在 
|z |< LAI IRON. 

6.6.3 Е.К (ат — z" l) ЕЮ | 1 
rir < 1) РЧ TEB] |; 1 内 非 -- 致 收 
#. 

证 іх (е 之 ]) 时 ,有 


[a = (а), 


ан У + rj” ТОД, М Weiestrass 判别 法 ， 


БИТ {ЕНИ | z . н РСЯ. 
НРА ЕТЕ n 项 和 (部 分 和 } 是 
S,(z) = (z—1)+íz*° — z) + ° 
= 2" 1, 
ТЕНЕ «(1 z 1< 1), Ж CBS MIPS SK Sz) = 
lim 5„( г) --1.Ħ eN 诸 言 叙述 就 古 : 对 任意 同 定 
z 及 任意 = > 0, 存 在 正 整 数 N, 当 > N 时 ,有 
15,62) 5 (5) 1= 151" < z, 

一 方面 , Е А E АО) н. BL z = 
5< DA = А50) S.C) 1 不 
可 能 任意 小 .这 就 让 得 所 给 级 数 在 | z 1< ] 内 非 一 致 
С. 


6.6.4 证 明 ， аа тр гуз Тав S(=) 在 


复 平 而 去 掉 全 体 下 整数 的 区 域 р 内 解析 . 
证 з: S(tz) 在 任何 点 z ТЕР. 
як, 在 区 域 DARTS o THAKE K: 
z-al <å WH KAKES H zld alt, 
故 存 在 充分 大 的 Ro i k > konj aE е 
从 丽 , 当 吉之 下 时 ,对 关内 的 一 切 点 <, 有 


| ( z" _ z" 


-A 
ZF 


l 1 1 
| = Ë |? 5? I1- = |: 
£ 
< 1. 1 2 
те урап ОЁ 
Ё 


因 调和 级 数 2 S 1 1, MiS ikih Weieerrass 判别 法 .所 
设 级 数 在 К KEOUA. 又 级 数 的 每 一 项 一 
都 是 K 内 的 解析 函数 , 根据 关于 复 函 数 级 数 的 
Weiestrasa 定理 ,此 变数 的 和 函数 Sl) Æ K 内 解析 ， 
从 而 Siz) 在 域 万 内 任意 点 zo 解析 . 

Ж ”本 题 所 给 级 数 在 区 域 D iq 3E— е, Am 
不 能 对 区 域 D 直接 使 用 Weiestrass E BE IH ЕН РАЙ Н 
的 旧 求 是 证 明和 函数 Stx) 在 局 内 解析, 故 可 对 吕 内 
的 点 用 逐 点 证 明 的 办 法 . ЈЕ Е Р ра и, ЕВН РАЗ 
ПОИ FRIE. 

6.6.5 ЖЫ fír) = үзг 在 > = ОЛЕ 
AES SY. 

解 方程 0 的 两 个 根 a = 
exp! iE} B= J2exp! _ бл 上 ,就 是 f(z) 的 全 部 
奇 点 ,因而 要 求 的 大 级 数 的 收 化 半径 为 

R =minlla - 01, 18-0 = 2. 
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^+ 2z + 2 = 


HIP 2 ,有 

Ка) = = -二 (一 L.) 

i туф GS z- Ë 

ыала С) в) 
11 -- 1 Се 
— - 0060)" 


~ 
l- m =k 


同 理 , 当 > <181 时 ,有 


L Olza 
z- A PRD 
EA, MH z |< mint a 上 = 时 ,有 
1 
(2) т а SE + meri). 
] 1 
因 
1 


= 5:2 С араа (n + lri] 


- ек T (n + 1)хї 1 


= Oin (n + 1)т, 
所 以 
` _ 1 1 -niL 3 H 
Ое} = 万 之 2 Zain 4 [z + ljr”. 
+ NSS ҖЕНЕ ЖОНУ Уз 
情形 相同 ЦЕ ҖЕ ШЖ . 逐 项 微分 、 


逐 项 积分 和 代 人 法 等 ,但 由 于 引进 了 复数 ,有 时 在 运 
算 上 更 方便 . 如 对 本 题 的 特殊 情形 :求实 函数 


1 
Рох) = 2+2к+у?°? 


E z = 0 КИНЕ ОЕТ. IVIR ЗЕ Ж, ЖК 
这 个 展开 式 是 较 复杂 的 . 
6.6.6 :(- 1:1) 320, раф f(z) 
4 一 E z = 0 B) Tayor ER. 


© 4+4@ + 

解 ” 解 方程 2? - 4xt +4 = 0 RÜ f(z) 的 全 部 

Яу гүз 一 2t+iv 1- 2. ЕР |= 2. (а) 

在 圆 : | = !< 2 内 解析 . 令 = cosu ,得 
å- ғ? 1 

4-—4тсви + zi t T -wu Z in 
2 


=- oema уу" -iru 


у= 


у? сэтш z 


=] + 
二 一 
1 2"! 


-5 — an, g | < 2, 
= = 


H = fa ЯЛЕ ЫЕ, ЕЗЕН О ДАЙ 
T= col пагтссов#)(л = 0,1,2,..) 
是 一 个 关于 上 的 次 密 项 式 , 称 为 Чебышев SMI. 
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6.6.7 Wok TIAR: 
cos2 2 COSNZ 
() C = 1+ 39 + ap Тр ti 
siz in2 їйї 
(2) 8 = ЖЭПЕ ү ЭЛЕ эл ү, уыл: | 


1! 2! 
解 由 指数 函数 的 麦 级 数 展开 ,有 


о — A.L т\н 
Cris Die 


rz] — „ættinni 


= exple е 


= e= (cos sinz + ¿sin sinz). 


同 理 


C- IS = e%=( cos sing — sin sing). 


两 式 相 加 及 相 减 ,并 分 别 除 以 了 及 27 即 得 


С = г" сов 5. = etsin sinz. 
6.6.8 Ж /(z) = (In ӯ - НОЕ 
нана ате ЕРЕН Rez Z 1 A4% 


线 ,lnl = 0 的 - - 支 . 

Ж J e(z) = тту = 
БС, #60) = 0, 
ва) = Ta) = SE (n= 1.2.) 
tt g0) = (s - 1, 


LARZAN ТЕЙ 


2 
gle) а ++ еа < I), 


Fiz) = Un + y = aaz? + азж + б + а" 
+e (Iz |< 1). 
ОНЕУ РЕ Д], Hi 
А 1 1 
nD aa 
— Í 
BCED 
] 1 1 1 
= ажр) + (р) +" 
+С +0) 
= (+++ L) нр 2). 


5.6.9 Ë f(x) = 一， 
z“(z — 1) 
COPE flr) x = 0 的 Laurent КЁ}: 
(2) Ж fie) 在 图 外 域 : | z 1 > 1 内 的 Laurent Ж 
F; 
(3) Wa = 0.:,co,3K f(z) E а 点 的 Taylor 展 
F. 
ЖЖ (ОВ ЖРТ ar pm z = 0 及 
z = i WP ДЕН J E 0 之 | -— i 1< R 
HER R = | i - 0 1= 1. Р 


1 1 L 


ТЕ -") 


= > + 


x РЧ 


= Se И z-a < 1). 
Во АЛЕ 
b= (ly =-4 5 Deziye 
- So- DC (y. 
所 以 
As = гі SO DO 012—7), 
DEIS Nk 
1 ] 1 
ТЕ НИ PY 
从 而 
Мау = 5 с» «|> 1). 


Жо-о 


(3) A a| = 0,; ,59, 故 在 z IJ Taylor ЕЕЕ 
12 R - minila- il, la -011. 用 待定 系数 法 ， 


可 求 得 
ët- l 
f(s) = 22 = -1 
而 
1 l -1 И 
> > ata (1+ 2—4) 
-4yo D&G аа <la>), 


di __ -— Y — 1 _ n y 
5 = (L) = DX Jin yrl 


ERO DO DETO 


= -t N- DŠ 
所 以 ,在 | > КТГ 
Кә +5 —— 


= z 
Є + 1 
- Ук бп +1) 


„plakan 
I 1) [ а"! 


Сут 0)" 


а-а 1<1а- + } 


解法 2 ЖЕНЕН ИИ А7, 
ж (1) 
Ку аба ас), 


则 


Lf Ez) ye 

2л) ge iet 
„if. 1 А 
Е >l. zig id 


ZE CHERA = - = rir < 1). 


\- | э L 5. - 
11 а(х) ag Ч п +250. В 2 =< 


йу 


- 2 时 ,gtz) 在 妃 所 围 区 域内 新 析 , 因 而 a, = 0. 当 > 
> 一 2 时 ,由 Cauchy 积分 公 成 ,有 
1 1/22 
а, =l. (xz — i)" madz 
_ L __ da!) 
© (я +1)! ел ' 


= (1) 7и +2) L 
= (-1)%(и +2) 50. 

ШИН] 

SC D: (w + 2) С - р)" 


"= -1 


f(x) = 


= Ме + D 


Iti _ STS 
注 比较 本 是 的 汉 促 解法 可 见 ， HIR ER 
]) 要 简单 -- 些 . 由 于 两 数 在 级 立 奇 点 & 附近 的 
larenm 展开 (或 在 解析 点 о 附近 的 Taylnr 展 开 ) 1% 
系数 是 唯 : 黄 , 故 只 要 设法 配 成 1z - a)" КЕНИП 
可 ,这 种 方法 对 有 理 函 数 或 形 如 不 zx сш) 的 图 数 特 
别 适 用 . 
6.6.10 а, 
(1) ЕНИ: 


|] 1. 


1 л ‚ 
——— = Р.б)" < 1< 1) 
V 1 — 22 + > Fari 


а 


AHRR : = ОНЧЕНА ЗУ 1, R. 
l g, 


P.G); зг е 1)", 
(2) МЕЕН: 38382 
(m + DFP, ait) tln + DP + sP, it 一 站 
(n = 1,2,3,--). 
证 (1) 关于 z= 的 方程 x* – 202+ 1 = О ВРЕ 
gert C l= ti l- (k = 1.2) ВИ 
= 1.48 


б=т + (1 (2) — 1. 
1 ., 
所 以 ,F(z) = Жм: 
ТЛ, Fiz) 5 XH АО 2 ИЙ 
z: < 1А ТРИ К. A TE | z 1 之 1 内 可 展开 成 
HRA D. ЕЕ ИЕ] 
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1 
Рт) = >|. g! Мэр ЭО + z zdr 
RE C E is l< 1 的 包含 原点 zz = О РАЧИ Sa. 
闭路 , 作 替 换 
V Io 2+ = 1— mo, 


即 

2ле — t 

xz 

在 此 变换 下 ,x = ОЖ ао = р, CERUA л = 
于 其 内 的 闭路 C. 


g == 


МТ 2 4 = – 9 2з 

Р — 1 
de = = 2002 一 =w 1) да, 
(wt — 1)? 
EH Cauchy 积分 公式 ,得 
р CG Da. 
Palt) ы РИ ши 
= 一 -i п = 0,1,2, 


(2) ез TA 他 的 两 边 对 z sk ,18 
(t— z)X1 228 + 52) 3⁄2 = X, (er L 
用 1- 2tz + :2 RERA, 并 对 左 方 用 国 式 , 得 
: Pe 


= {1 —2¿ + Dp 
展开 并 作 哑 指标 变换 ， 得 


SUP = >P, 12" = (mn + [}Р, z" 
"=й п=й 


— 2! ‚Ур ‚ө DP, 12”, 
m= 1 
Вр 


Р, ш ПЛ + 2116 + 12Р, 1 7 (2n + 1)2Р, + 


aP le = Ü. 
比较 等 式 两 边 的 系数 ,得 Р, (2) – (роб) = 0.8 
gn + IP. a(t) -tln + Pt{i) + нр, (t) = 0, 
п = 1,2,3, 
注 (DEAM PG) Ж-М: Ba 次 多 项 式 , 称 


为 Legendre 多 项 式 .全 式 表明 : 1 
iz & 


是 Legendre FAAJI iP lia = 0,1,2,3,…) 的 
RRR. Legendre 多 项 式 及 其 母 函 数 在 数学 物理 方程 
中 有 重要 应 用 . 

(2) 本 题解 法 中 用 到 的 比较 系数 法 ,是 基于 一 
函数 在 确定 的 区 域内 的 Tayler 展开 (或 Lanrent 展开 } 
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的 唯一 性 . 


6.6.11 设 : 上 是 实 参 数 , 且 在 0< 1 I< co 内 ,有 


f(z)=expl3 (z 270) = hi) Ф 
证 明 
1 ?= . 
„= „|, cosk sin nöd 
(n = 0,+1,+t2,.…), 5) 

证 ЉАМ OERO | x 1 < ор 
的 Laurent 展开 ,由 系数 公式 得 
E-i 


27111 dz. 


= 地 ,于 是 


ехр!-- 
Jatt) 7 =l. 


RE CRAN >=. 在 C 上 = 
2т ази) 18 
2.62) = = s. 


RE 1 “пуй de 
— l | airing- ni) 
= x= dë 


= - | cos( tsinB ~ иб)а8 + |” sin( #sin@ — п0)а6 
ЕК. = 2 – 8,18 


2。 
N sini fsind — n8 dg 
0 
= |, sinf- 1sing + пф ~ 2пт}(—4ф) 


=- sink sing - „0)00, 
因而 
[ышык — н@ё)аё = 0. 
所 以 
А 1 2т ‚ 
а) = 去 | соз( train - 20)d 
ËF PE (r) (n = 0,+1, 寺 2,…) 称 为 第 一 
类 Bessel А, 这 是 一 种 特殊 函数 .加 式 说 明 函 数 
exp (z - ВОР 的 母 函 数 ,@ 是 
Ihi 的 积分 表示 .这 类 函数 在 数理 方程 中 有 着 重要 
应 用 . 


6.6.12 证明: 
(1) 340 <1 z |< Е, 


тате те 


(2) 对 任何 复数 zlimf1 十 žy = e. 
证 (1) Ве MERBRT He = 2.71828… H 


gz” 
-islet t К! 
<| па + l... вс) 
z 2! 3! a! 
=(e-Dizi< Fizl, 


= (3-е) аі gizl 


(2) МЕЕ ВОЯ =, z ir AFEN 
Є 于 л. Б А 
ЖУ, үт War akata е > 0, 存 在 自然 数 ,使 


“H 
{F 


| гё! рТ? -e 
GDL rD) TES 


M HIC Mh t PB A 


ESTE ORTER 
1+ =) LGGD 
_ } La 
= 1 z +31(! PEE 


] 1 
rA Epe 
上 式 右 端 是 一 个 关于 chin KEIR, 2 的 系数 是 不 
超过 十 的 正 数 于 是 , 取 n > p SUS 


点 一 1 
(1-2 Је + 


ге - (1t = SA - {| к"! 
< rei 
l | 2 
+ 
2 ppl] 032 
GEDI I PETI to] 
= эп -人 1 Ча 
а-а „а-у е, 
МИО л ЖУ, н oo BJ. # 
i 
zll- (1- 11,2 ое 
0 
БОШУ „ЛГ {ЕВ NOHE N > р), п > N 时 能 使 
Ге (14 =)" ES Æ e 
eE. 
6.8.13 o EA a t, Н 


jieti fleten Pie) жуз = F(z) 
ТЕ a СЯ. ЕНН 
(1) A(z) 在 全 平面 解析 ; 


(2) Fie) 在 全 平 向 解析 . 
Ш (BS ela) КЖ. ана Ж 
件 有 lim (а) = 0. TE TER ҖЕ N. a > N 


а) 1. 
ІҢ (е) а Т РАЙ о ВАВ: z — a! 


< р 
п} 
Ке) = уш (а a)". © 


AF, щом, 有 
а a) 


< атам |. 


而 Taylor ЭЗ Fe - о)" ЯЗ 
п= 0 ` 


R = im igap pIj = ma + 1) = o. 
FEO ЖОНЛЕ зр аад, АТ, (z) 在 全 
TE. 


(2) 因 Ye ) 收 敏 Н САВ Сапсћу 


ЖИ. HEB e >00 FEHR N Ha > N H. 
有 L 
[P a) te £ Оа) [< (р = 1,2,6). 
因而 对 任意 取 定 的 正 数 R EAA za Е, 4н 
= NAHER 

| 5: eo 

к=н] 

a ре (а) 

Е ГЕРЕС" m] a-a)” 
- J ageet PPa) ут 
< > mi(R+la De = ta, 


жанын D) O(a )ЖИ кес R ERKA. 
由 于 ВЫ H F(x) ATERN. 


JK 3 ж, Ж. 3 Q Ж 


ШЖ Ae) 在 a АЖА OMR] 2 - 
a |< p(Ü < o + оо) ДВТ JE TE a 点 不 解析 , 则 称 
Laurent ERA, НҢ У RANET: Вр Ko as. 
极点 和 本 性 奇 点 . ВАЗЕ ЛЕ ГЇ ЖБ BJ r ат А FPF В 
性 状 有 着 本 质 上 的 差异 : 

(la ÉE /(z) 的 可 去 奇 点 的 充 要 条 件 是 ; 
limf( z) = At 有 限 ). 由 此 知 , 补 充 定 祥 Ма) — А, 
a 是 入 =) 的 解析 点 . 

(2) a ЖЖ) 的 极点 的 充 要 条 件 基 : limf( z) = 


$ 6.7 


(3) a Ef z) ш ЙИН ПЛ SE EFL PE a кт, 
的 某 去 心 邻 城内 ,有 
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Ка) = #7, 


_ a)” 
这 里 m ААЖ, ф(х) к a 点 解析 ,日 pla) > 0. 
ЖР, a Жс ) 的 m 级 零点 ,也 是 4 Afi) 的 
m ЖК л ВТЕ АФ. 
(d) a Be f( z) ЖЕЙ ma ИЛЛЕ REE: AS fr E 
有 限 或 无 限 的 极限 . 
С ЕТЕУ ЕРАЗ igk лл ёр. ШЖ 所 <) 在 
某 个 图 的 外 部 区 域 ;R < z |< оо 内 解析 , 则 称 o° 
НОЕ (е) RIDAN. S gO = rC ), 若 5= 0 是 
ООШ КАН „И = сой Ж fix) 的 相应 


ЭЖ КИТ ка. 
留 数 ( 或 称 残 数 ) Q bi ay PR ЖСН ii ГАЕМ 


盒 , 有 着 广泛 的 应 用 ( 见 56.8). 0 a E (=) ЮМ 
яла, ШЧ 
УЕ КЕ 


称 为 函数 Cr E a 点 的 留 数 , 沁 作 Res[ (z) а]. 06 
里 C 是 一 条 在 点 的 充分 小 的 邻 域 内 的 包含 a 点 在 
其 内 部 的 闭路 .由 Lanrenl 级 数 的 系数 公式 ( 见 意 6.6) 
可 见 ,Res{ y(r) a] PTF (z) É a KR) Laurent ER 
HARE e -a 1) 系数 ,这 基 计 算 留 数 的 -… 
BHE. F afle) bm ARA MEATA: 

Кез[ (е), ] 


` (m АШ m alke- a)"f(z)]. 
特别 地 , 当 m = 1 时 ,有 
Res[ fF{z},a] = а) (а). 


lim( = 
RE а) = БИ Н Р(а) 0,004) = 0.064) 
> ООХ] а 是 f(z) 的 一 级 极点 ), 则 

Res[ f(z),a] = TeL, 

6.7.1 Pta AEA z) RAAM g( z) 的 本 
ETA, АШ а 是 /(z) + g(z),/(z)g(z), 
fzjAg(z) É gle) Tiz) 的 何 种 奇 点 . 

ЯЯ ШАТИ, (z) 在 去 心 邻 域 :0 < | z-— a |< R. 
内 的 Laurent 展开 中 不 会 x — а BSI K PE e (z) 在 去 
心 邻 域 :0 < | = — a |< R, 内 的 Jaurent 展开 中 含有 
TREN z-a ВЕ, ВАТ (е) Жоке) 在 去 心 
部 域 :0< | z - a |< КК ~ minl Ri, Е) PEARS 
EREM x 一 a ВК. ВТР а Be f(z) + g( z) 的 
本 性 奇 点 . 

对 其 余 几 个 函数 ,从 Laurent 展 开 式 不 易 说 明 ,可 
利用 虹 数 在 弧 立 次 点 附近 的 性 状 来 讨论 , 先 用 反 证 法 
ПЕР а ER F(z) = (е) =) 的 本 性 奇 点 ,车 否 , 则 有 
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lHmP( z) = BARRAR). XH a Er) ЧАЯ 


Му а) = AARD .分 几 种 情况 讨论 : 关 A 
#0, gle) = ТШ), и (е) = 是 (有 限 或 无 


ЮА = 0,B Z 0,Wjimg(z) = =°:# А = 0,8 
= 0, fla) — O,F(a) 0, Pe (=) Ж 
Fir) 的 零点 ,因而 ,在 & Sa РАН бс) = (š 
—a)#%e[z).,F(z)= (一 pa 0, plu) 
= OMET N, ее m ita Egle) =) 的 解 
йышт > п, а gir) 的 极点 .总 之 ,在 各 种 情 
ЖКА ЕТИ Е 这 就 证 得 4 Efire) 的 本 性 
аң. 

同样 的 方法 ,HJ 证 a те Жо 的 本 性 奇 
点 ， 

Ж “ал о) 的 极点 及 ибх) 的 本 性 奇 
点 , 则 4 仍 是 f(z) E бе), ое), Д йй 
НА. Т АС НЕНА. ДЕР, Н 6.7.1 还 可 以 
得 知 ,着 a ERRA 的 本 性 奇 点 , 则 a 是 的 
本 性 奇 点 .6.7.1 及 这 些 结论 在 判别 某 些 明 数 的 育 点 
的 类 型 时 很 有 用 ， 

6.7.2 W (=) = 


бер д ЖЕМ. 
# ”容易 看 出 x =-1.0 及 3 是 ft<} 的 所 有 有 限 
MTAA. е x = 一 1, 记 


Ке) = 


(z— DEE + pp RABE 


glz) 
(=+ 1)3" 
这 里 g(x) = Ç сезер 5. Ш р(х) а= -1 解析 ， 


H (= 1) = чиш е, Ж-ТА f(z) 的 二 级 极点 . 
同 理 可 说 明 ， вун 级 极点 ;z = 0 的 情况 
要 复杂 些 ,因为 。 = 0 不 仅 使 /(z) 的 分 母 为 零 , 也 使 
f(z) 的 分 子 为 零 .把 f(z) 写成 

ЕТЕ 


2 рылат _ 
fiz) = z l 374 Dš z J x 


(а) = Ç Ë z = 0 是 (zx) 的 可 去 奇 点 ,定义 


J(0) = 十 ( 关 0),p(z) 在 z = 0 解析, 所 以 z = 0 是 
f(z) 的 一 级 极点 . 
再 考虑 点 . 令 < = TM 
g . 1l 
1- 380 4 g 
不 存在 ,所 


g = fH Dq 


Hime (1 - 3g) *(1+ gy 3 = D. limsin = 


A t ОЕ F (1-30 1+ E) ` VR anl z 的 可 

Жанн: Р, 6.7.1 的 结论 ,5 = 0 E: 

БОВАН В z- oo E. © 的 本 性 奇 点 . 
6.7.3 ЖТЖ (=) = (a УМ 


sinz — sina 
数 ) 的 各 奇 点 的 类 型 . 
М FBAR f(z) 的 分 母 


fz) — ыт = sina = 2sin — 


ЕЁ ш, im, 二 287 + a Жет, = (2b + Dr- 


аё = Ü, ' 1, + 2 中 ,以 下 分 两 种 情况 讨论 : 
11) Ха ж nur + yim = 0, t1, +2,00 Bf. 
ф (z) — wsm — cose 2 0, (z ) — osr — 


-cosa / DAT z É z 都 是 gtz) 的 一 级 零点 ,所 
以 它们 者 十 f(x) 一 PPS 的 “级 极点 . 


(2) а= mw + — > 时 ， 有 (x) 
= 0,5 (51) — – па = — sina 22 Ü, g” (дь) Z Ü, 
й = Жз, 都 是 g(x) 的 二 级 零点 ,所 以 它们 都 基 
Ох) 的 二 级 极点 . 
KW lima, = oo ,所 以 无 穷 近 点 是 极点 的 极限 
КЕЛЕ /(z) 的 一 个 非 狐 立 奇 点 . 
6.7.4 证 明 : 在 闭 复 平 而 上 只 有 一 个 奇 点 , 而 


= 0,4 (z, ) 


< r оо 内 有 如 下 的 Lauren: 展开 式 ， 


fiz) = Сух + Cn + с + с: + С, = © 
从 而 
Tm ГУС) - Су] CUB E). 


所 以 бс) — C z АЗЕ 89 48 ЗК, А iz- 
Ci: = CUSCO В (=) = Сус + СЕ TER 
性 函数 , 它 导 分 式 线性 函数 的 特殊 情形 . 

6.7.5 设 f(z) = Plz) 是 不 可 约 有 理 真 分 式 函 


Qir) 
GETAT = 1,2, т) 是 Qir) 的 全 部 零点 ,级 数 为 
пь ;让 出 


成 市 A. 为 复 常数 ， 
证 ”由 题 设 条 件 ,ai 是 x) 的 ni 级 极点 .于 是 在 
а 的 某 去 心 邻 域内 可 展开 成 Laurent 级 数 ; 
Ау? 
Ка) 一 Саун" < 
这 里 ф(х) 在 а, 解析 ,显然 а, DÆ Фіх) 的 no 级 极 
点 ,于 是 又 有 


Ап 
eat ф(х). 


glz) = + ө + 


# - a)" ттер! P(e z), 


НОВЕ H RAR FO = y 必然 是 -个 分 式 线性 两 
数 , 即 


- ат + б 
Ќа) 一 “+ 2' 
这 里 se ,prod ВЕН, Н ad- bc 25 D. 
Ж ЖАЛАУ f(z) 的 -级 极点 是 有 限 点 zo, 出 所 


i fis) Elz zy > 内 可 展开 成 Laurent 级 数 : 
站 = Л, + Уе — от)”, 


АСО. НТ УС) А зо АВТ, о fe z) = 
АА 为 月 限 复数 ) ,从 而 


за (z) - 二 =] = A. 


FE 
Ка -上 1- = Уса = 2o)" 


z — zp 


Ao НУН IERT sy. 再 出 Liouville 定理 ， 


有 F(x) — = CRR. РИШ 


人 Ге +C -Er 
Ка) = Ct = = (Ca = Czo} 
Z — tg z — Z 
Н. az 


be — С z) (С Сту) С 0. 
ЖЖ РС) 的 -级 极点 是 > = eo ИЕ z! 


А. ilr} 在 a: Е Н аз 5 (=) 的 п 级 极点 .这 
EER PELEH m 次 ,得 


Кх) = SSA 


式 中 h(x AETI ну) = Бов 
ЖИА „Ий f( z) = 0. 于 是 ,在 心 式 两 端 令 = 
= о З Ша (е) -小 因 而 jz) 是 全 平 而 的 
有 界 解析 函数 .再 由 Liouville 定理 ,得 h (z) = СОЖ 
BOE lima (z) = 0, 得 C= 人 0. 结论 得 证 . 

6.7.6 【Weiestrass 定理 Ya 为 所 =) 的 本 性 奇 点 的 
充 要 条 件 是 :对 于 任何 有 限 或 无 限 复 数 4 ,都 存 在 -- 
ЛЫ а 为 概 限 的 点 列 iz,1t 即 x 一品 时 ,x 一 oa), 使 
得 


y tAth. D 


lim /(z,,) = A. 

证 ”者 命 题 中 所 述 条 件 成 立 , 则 必 不 存在 有 限 或 
ЖИИ ша z) ,从 而 a Efe) 的 本 性 奇 点 .下 
面 分 两 种 情形 证 明 条 忻 的 必要 性 . 

(1) #А = co. Hi T z Erir) 的 本 性 奇 点 , 故 
f(z) 在 a 的 任何 邻 域内 必 是 无 界 的 (省 则 ,a Ez) 
ВУ а[ уар л). ЕТЕД ЬЕ) a 为 极限 的 点 列 ， Жн! ! ,使 得 
lim f(z,) — 0 = A. 
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(2) 2 A >= оо. ҮЕ a 点 的 任意 小 的 分 域内 ,都 
有 这 样 的 点 z 存在 ,使 fiz) = А , 则 结论 已 经 成 立 . 

若 不 是 上 述 情形 , 则 必 存 在 点 a 的 充分 小 的 去 心 
8 КЕ KWF) А. 


І 
plz) = КӘ ТА 
Кау) ЕВ а (а) ЕНА (2 
Ж 7.6.1 后 的 注 ),. 于 是 ,由 前 面 讨论 过 的 情形 ,存在 
以 a 为 极限 的 点 列 } ,用 使 得 
hm oz.) = э. 
从 而 
lim fiza) = A. 
Ë 6.1.7 ШАШ f(z) = =i 验证 
Woeiestrass 定理 . 
6.7.7 WARR f(x) = sin 2 验证 Weiestrass 定 
=m. 
证 ”由 于 在 =1>0 8 auren 展开 式 
_ 1 1 l., 
fe) = зр 
E > = D Ë: (е) HRERS. 
ЖА = eSP] =, = 1. В, Мл соні, 
z Ü. Н 


. . n 
lim fiz} = limsin — 
Кын aka 


= š limshn = оз = Д. 


ФА > о. З 
sin + = А 
= 
得 
1 = ArcsinA = 1 Latia + МТ А?), 
即 
-一 
Іл(А + МТС А?) 
_ z 
In( A + 1 А?) + 24m 
于 是 , 取 点 列 


Н 
z, = ——O AI n = 1,2, 
(А + V T- А?) + 2м! 


有 z, = 0(n 一 0% 时), 且 满足 条 忻 
КК) = À (n = 1,2,—), 
所 以 
lim glep) = А. 
6.7.8 证 明 ; 对 于 任何 有 理 函 数 f(z), 必 存在 这 
样 的 有 理 函 数 g(x), 使 gtz) 在 单位 圆 | z |< 1 内 解 
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HAE Izt 1 上 17(z) = l (е) l. 

证 ”我们 把 满足 要 求 的 有 理 函 数 构 造 出 来 . 首先 
注意 到 ,有 理 函 数 f(z) 在 | = |< 1 内 的 奇 点 都 是 概 
点 , 设 乒 xz) 在 1z1 近 1 内 的 全 部 极点 为 四 (= 1,2， 
т.т), ОША m. ЕЕН БЕРН 


plz) = Lfl- al] ylz) 
在 1 = |< ] 内 解析 ,因为 当 | = |= 1 时 ,有 


|z-a,|=lzz-azl=ll-azl=laz- 11, 
Ж 

т 一 Чу 

~ l=], 

a; z — 1 
йе 


кб) 19 


чык l 


М1, 95 1) = 1). М a, |< 
E] + > 1,0 plz) HRERL бна 


УК. P ARAR gir) 在 | z | 之 1 内 解析 ,结论 得 
6.7.9 R tgz 在 其 所 有 极点 附近 的 Laurent 展开 
的 主 部 ， 


解 Н сове = 0, 2, = nz + > (n = 0, £1, 


+ 2,').[Ы oz, = 一 sinz, = — 1 3 0, ЖЕЕ 
cosz 的 一 级 零点 ,从 而 都 是 tge 的 一 级 极点 . 因 


ESTESE 


Res[tgz,z,] = 284 |, 5 1, 
Cos z п 
所 以 ,tgz 在 KJE D :0 < | z -- =, |< = AR 
Laurent 展开 的 主 部 为 
Res[ tez, 2,} _ 1 
z — z, = 


z — нт 一 
2 


6.7.10 Во 点 是 f(z) BJ — 4 JÉ vr ñ sa (Р 
f(z) ЕЖЕ D: | z | > 及 内 解析 ) , 则 称 


1 
二 | f(z)dz 


为 xz) 在 % 点 的 留 数 , 记 作 Res[ (х), со J. i C 
是 口内 的 任 一 闭路 ,并 取 负 方向 这 个 方向 使 оо 
点 永远 在 它 的 左边 ,因而 可 以 看 作 是 筑 оо 点 的 正方 
向 . 

(1) EH: РАЖ E со 点 的 留 数 等 于 这 个 函数 在 
中 点 的 邻 域内 的 Laurent 展 开 式 的 贷 一 次 方 项 的 系数 
反 符 号 ; 

(2) ж) 在 闭 复 平面 上 除去 有 限 包 个 点 ap, 
аз, ,а, № со УРЕ ЕНА: FCE aaa, 
а, Ж оо 点 的 留 数 和 为 0, 即 


һ 


“ры рар) + Кен f. eo) — Ü. 


证 (DRAEK D: е | >> REAN Laurent 
展开 式 为 
flez) = У) с" G 


СУРАШ z — RiR К), М 


2r 
| z" dz _ Кут ented 
J ü 


r Im Галт N 
=- lil] "оон + 1)840 +), sint + 1840] 
- Zai n = l; 


Ü,# n> 1. 
Wii ЖШШЕ И, IE 
Res( Z,92) = 2) ўсх) 
C- l - 
Sal, 29: = C. 


(2) H BW iS А, ,对 区 域 D ра НЕ E C. = 
aya, a, 都 在 C 的 内 部 ,由 留 数 定 理 有 


Кра 


Уво, а) = 
只 由 定义 有 
l . 
Reff, œ) = |, fizidz. 


所 以 
Уке, а) + Reff.) = 0). 
k=] 
yao S D oge 
6.7.11 Ë /(z) Er ol a ŽŽ .B 
ВА, Н айс 1,0 B WOR Де} fE S ВУ 
数 . 
W e pE) - 线 极点 , 故 
Rest ya) = lim z = а} х) 
(22-1) | = (а^ — 122 
z (= — B) a (a — В) 
Са? - 1 _ о _, 
T ele- f #. 
[н] 
=? — z ' 
Res(f,8) = ЧУ, а-а = p-a. 


由 所 设 = ВВА ЧО, z = ОЗЕ f(z 
So 下面 用 两 种 方法 求 Res( f,0). 
(1) 由 极点 的 留 数 公式 ,有 


四 d r... (z 107 
Re(f.0) о рр CG - а); 


Tir a ар 5 0:02 - a)(z — B) 
- (= — 10-а) + (== Hh | уш 


1 的 二 级 极 


= 5 – a + й. 
| иар (z 1)? .. ' 
(2) Жн “SG 二 而 在 = 01 Taylor I 
式 的 一 次 项 系数 TA 
22-1) 全 ) 
zo oA а z-a zvř 
_ (= - 1) 1 z _ 1 = ,... 
=. бая) A = t) 
ЕРО (L Дуа 
u a – В з а) С 2225 J: 


Huri ,其 一 次 项 系数 为 
L 1 1... 
r 8 
ШЖ Sl) z =0 Laurent E ВУЙ :次 方 的 系 
$r, ATE 


Rest 0) = a + Ë. 
最 后 ,由 6.7.9(2) 18 
Resi у, 20) — – [Res( fa) + Relf, д) + Rest 7.0) ] 
= а + й. 

ж ” 当 极 点 的 级 数 较 高 时 ,为 了 避免 汗 算 高 阶 导 
B EERE Laurent 展开 的 负 一 次 方 系数 .特别 是 
яца Р ,为 求 其 在 极点 a WBR AES < 
Сока, ЗН :的 升 旱 排列 ,然后 施行 长 除法 以 求 得 
:1! 的 系数 . 


6.7.12 求 有 理 函数 f(x) = 
MARANER. 
Ж M2432 = 0,18 = ENESE Кой 


上 半 平 面 内 只 有 & 一 和 i = ©; 是 四 级 极点 ,人 = z = a+ 
t 得 


(2+ E тзг” 


a 
fz) = + 32258 
z жаў 
3402 - а) lzeta Fr li + 20)* 
а‘ + 4а + ба?ї t datt + et 


3343601643 + 3243. + 243282 + Ва + 1%) 
2 3 


і i, £ ҺЕ 
Е TAC ва з ш 
所 以 
2 ус _ та 
Кебу FE =з. зз © 5765 


6.7.13 fir) Agir) z — ОЖТ, Н (0) 
Agiz) U z = 0 930, ЕЕН, 


г.б) „ү Sb doby 
Кез ty] bš : 


这 里 q, 一 117900), b, = — т (0) (h = 一 Ü, 1, 2, 
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3). 
Ж ВАЖЕ, А 


ШЕ АЛКИН ' + ар + 


а = 244 ) a 30) 


к\т) = Буз? + haz? t es q bit Ке 
(b, = z O „62 5 0), 
设 
Да) _ an + ajz 十 ... C C 
giz) bhe tbi а z 
即 


44) + ат +." 


= (ра + баш + }( 5 十 - +} 
= bCa + (bC + С) + 
比较 两 边 系数 ,得 
an = Салар = b, CO + ВС. 
解 之 得 
| Re(.,0) = C, = 


abs 一 aoñs 

6 
Ў а(х) ыд a AEI ATE F ЭЙЕ 
FAIR Rolet) BR a 


(l) a 为 f(z) в, m PNA 
(2) а Hiz) 的 # RER. 
E (1) Ва 9 Р) А m К, ДЕ a КИНДЕ 
Ырн 
A) п 
(с) Ба Ж.А (а) #0, 


6.7.14 


则 


£ Ce) _ — m „ Ete) 
fis) seca pe) 


H Fyd 0, Aa Ef (z)/f(z)BJ— ят. X 
由 ele) 在 4 点 解析 ,所 以 a Bele) 502) 的 一 级 机 
点 .于是 


Кораб Ra] 


= hm( z _a)g(z)[— + 15] 
= — mgla). 
(2) Жа (2) BJ n З, Д а КАЖ 
内 有 
х) = (zx а)%(х), 
这 里 piz) Ea 点 解析 ,日 (0) 520,95 6852 
相同 的 方法 可 断定 a E ы( Г ИРС) BJ — SR 3 
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点 ,并 求 得 


Кои (е) сга: - (а). 
6.7.15 ”怎样 分 出 函数 (а) - 2 的 各 单 值 解 


析 分 支 . 悚 z= 1 及 z= 一 1 ха оган, 
并 求 出 fz) 在 这 些 点 的 留 数 ， 

解 为 使 z =+ 1 是 六 z) 的 于 立 奇 点 ,必须 使 支 
割 战 下 通过 这 两 点 . 取 从 原点 出 发 的 ,不 是 正 或 负 半 
ЗНН ЯТ; агра = а(0 < a < 2л,а Z m) AAR 
线 ,分 出 Lnz 的 各 单 值 解析 分 支 : 

(Lnz), 
(а — 2л < arz < а,Ё = Ü, + 1, +2,е), 
它们 都 在 x =+1 解 析 . 而 (x? -~ 1 1 以 x = 十 1 为 一 
级 极点 ,因而 除 对 应 于 Lol = 站 的 一 支 , 即 (Lnazj = 
Inz, е) ЖИ z = 1 ATERA, + =- 1 为 一 级 
慨 点 外 ,对 所 有 其 余 的 分 支 ,f(z) 都 以 > = + 1 为 一 
级 极点 .所 以 


Resi pizh 1l = Res LPT 
eeh 


— [n | z 1+ агре + 22Ёт 


Член ‚1] 


= lim( ~ Do = knmi, k >= Ü; 


RelA, —1] = lim (+ +1) Олен 


=- (+) 


96.8 ЖУУА 


留 数 有 许多 应 用 ,这 包括 ; 复 积 分 及 定 积分 计 
算 ; 解 析 函 数 ( 特 别 是 多 项 式 ) 的 零点 分 布 ;Laplace 变 
换 的 计算 ;等 等 .积分 的 计算 是 建立 在 下 述 定理 的 基 
ЊЕ. 

留 数 定理 iD EDRR 3318 ИЕС H 
ОГ KA Уб) 在 D 内 除了 有 限 个 奇 点 ai， 
ax," a, 外 处 处 解析 ,有 旦 在 C EE, m 


678 = Imi Уе f(z) a]. 
Er 


6.8.1 计算 积分 


d= 
е КЕ 
这 里 C ДД Ж 2 + у = 2x + 25. 
Ж #WECHEM(z- 1 +(y- 1 = (2), 
是 一 个 以 {1,1) ABb, /2 为 半径 的 图 周 ,被 积 函 数 


| 
fü) = ZU DNO + D 

打 有 3 个 奇 点 :1,i R-i rh BR 12; РАШ 

C 的 内 部 ,它们 分 则 是 РС) 的 二 级 太一 组 极点 .于 是 


Resi (а) = im Ee IFz)" 


2 - 5: 
:dz = + 1 2 


Ке (51.2) 一 limt zilis) 


km- l od 
Te IP +O) 47 
所 以 
I = 2miiRes| 六 + Res[ А). 
m. 
= - 51 
6.82 计算 积分 


CHAR o= 4,7 为 整数 . 
ЮЙ РЫ (=) = > rapi] t CASI — 
个 可 能 的 奇 点 > = 0. 因 = |> DEP, # 


Ë 

152 pee Ит: 
РАА 

Е 7 

he a ТА. Еа а А р, ВО 

= Кез (2) 0] — О: n ze. ТЕ, кани 

К-КЕ а = Res /(с),0 = = А у. 所 以 
Ma <- l; 


I = riRes[ fiz), 0] = š 9+2 
IF 4 Di БЫ 


fz) z" 


- 1. 


683 ”计算 积分 
п „15 i 
人 TD 


解 WEAR Ao) -共有 7 个 奇 点 , 即 
к + Аю, (k = 0,1.2,3) Ж 


=i 2exp! 
甚 中 前 6 个 奇 点 都 站 如 内 ,把 这 #6 个 极点 的 贸 数 邦 计 
Н НЫК ЕТИП, ХШ КЛЕН ЛКЕН. Ж 
让 可 以 利和 6.7.90) 的 鳍 论 妆 考虑 ,根据 上 述 结 论 ， 
Ko 在 这 6 个 极点 的 留 数 和 等 二 - Resl (=), оо]. 
内 而 
I= 2xiResl /(z),2°]. 
因为 在 ee Ы: |: |> 并 内 .有 


J(z) — 一 一 
z(1 + 2 


2 


la- "ХІ 3. S +"), 


кетй, 因而 Re (= ),ю=]——], 
所 以 
і = 2ni. 


注 ”利用 留 数 计算 沿 闭 路 СУН. ЛЖАН 
孙 数 (=) 在 己 内 的 译 点 比 C 外 的 奇 点 名, 一 - 般 说 来 ， 


= 


ЕН RRB „К f(z) fr. C КФ ула BJ 


HRL 
6.8.4 UoD ЙЕ! е ТСР ПЕД: 
(l zcN 
(L-i z Ë) fee) 


= OOC: (к=н 

(2) # | = |< 1, 

Са) (=)! sif КЕЛ. 

证 当 | z |< l, 函数 pit = 


A Е САННЕ = * 是 一 级 极点 ,日 
ке {0.21 = иш = zg(t) 
= ffl- zz) 
= {1-1 = IA). 
所 以 


эн LOE у а Аа). D 


(2) 在 名 КАЧ, t = ehta 


1 Гал , | xe ‚ү. 人 
25], Кеа с Jed = (1-1,2) =), © 
XE е1 1,49 
1 — ze | = 1090270 х) =. r 
=Je⁄ z реб zl, 
从 而 
1 - ze" 
её 1 Zh 
HE ©) ARMIR, 08 
(1-1 212) 1 кө 
ЖИН бе" 7] 
Im 
L кез! | dó. 


68.5 ”利用 留 数 可 以 使 许多 定 积分 和 广义 积分 
的 计算 大 为 简化 ,首先 要 熟悉 .… 些 标准 模 式 的 计算 方 
法 . 对 于 转换 出 的 复 积分 中 的 被 积 函 数 是 单 值 丙 数 的 
情形 ,有 3 种 常见 的 标准 模式 

模式 1 19 R(sinf, cs) ДЕ sin0 ,cos0 Ж Я ра 
数 ,并 日 在 10,2rj 上 连续 , 则 令 = = e*, 就 有 


rar 
|, R (sin0 ,cos0)46 


-2! =+, бх 
-| RË 3 O e 
Eme- T Н ИТААТ R 
H Басар, п НЕ ЖЯ. 
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模式 2 Шу) 022 етай, a (=) 


пЗ РА, Ж ША, Q(z) 比 多 项 式 Pir) 至 少 
高 两 次 . 则 广义 积分 


r= ада 
存在 , 且 有 
了 = 2лї X Rel e)a], 
这 里 alk = 1,2,…,n) 是 函数 f(z) = БОЕ 在 上 


Q (=) 
半 面 ;Imz > 0 AKARA. 


模式 3 设 f(z) 在 Imz >0U 内 有 有 有限 多 个 奇 点 
在 实 轴 上 有 有 限 个 一 级 极点 or 
"аж. Blim К) = 0.ШЖҖ m > 0 时 ,有 


Чүй,» 


> p| fejed = 2л: 2 Res[ (2) е" ад) 
TI 


+ "Уә Heje, х,]. (3) 


这 里 ， v + рк Cauchy Ma EE. ER ELAMAN 
部 及 虚 部 , 即 可 求 得 两 个 积分 : 


v. po] осет,» . p| f(z)sinmardz. @ 


WA (к) ЕКШ СИЯ, 95—207 УД 
分 的 主 值 定义 为 


v. pf Са) = lm |" fdr. 
ШЖ f(z) 在 [al 内 有 一 个 瑕 点 cla < е < 
5) ,第 二 型 广 六 积分 的 主 值 定义 海 


yo pf f(r)dz = lim [edz “| ЁС ах] 
а г) а rtr 


显然 , 当 广 义 积 分 存在 时 ,其 Cauchy BIERE 
在 ,并 且 两 者 相等 :但 反 过 来 不 成 立 , 这样 ,在 利用 @ 
式 来 计算 四 中 的 两 个 积分 时 ,车 它们 在 通常 意义 下 
存在 ,算出 来 的 就 是 通 背 的 积分 入; 如 果 两 个 积分 在 
通常 意义 下 不 存在 , 当 Рс) 满足 前 述 条 件 时 ,可 算得 
CKE. 

由 于 模式 3 ERRER ERRA Р.С mal 
题 外 , 较 少 给 出 其 一 般 形式 .下 面 对 这 个 模式 作 一 推 
导 , 并 籍 此 回顾 用 留 数 计 算 定 积分 的 思路 ， 
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БЕШ А F(z) = е rje” ,这 时 积分 闭路 不 
能 通过 各 极点 т,() = 1,2，…… 门 ,采用 绕 过 奇 点 的 办 
法 处 理 ! 以 下 为 了 书写 的 方便 ， 假定 六 zy 在 实 轴 上 有 
两 个 极点 z 4. z. E. zí < a) MRAR 
C= Cat[—- Rre r] + в [у tre- r] + 
C + [5 + r,.,R], 
ЯДРА 6.10 所 示 . 这 里 Ср 是 上 半圆 周 : 12: = R(imz 
之 的 1C， ДС," ЖАЯ ту, к) 为 圆心 ,r 为 半径 的 
位 于 上 半 平 面 内 的 半圆 周 . Р 充分 大 且 r 充分 小 
В, АРА a (k = 1,2,… ,7 ) 都 包含 在 己 内 .于 是 由 
留 数 定理 得 


| FO) de = | Fod t [E Pioa 
+ |. F(z)dz + [E Foz 
F 1*7 
| .ds 十 | F[z)dz 


= 2m Уке F(z),a,]. Ө 
由 Jordan 引 更 ， 有 
limf „Че = 0. 
由 引 理 2(Jordan B| 8323138 2 将 在 下 面 叙述 ) ,有 
imf Р(е)4е =~ riRes F(z), 1] 


limf F(z)dz =- riRes[ Fiz), z2], 

ж 

于 是 ,在 DA S R — оо, r — 0 取 极 眼 , 即 得 
v p| f(r)emdz 


= 2л Y Re f(z)e>*,a,) + ziRes[ jir), тү] 


+ 了 ResL fire" хә]. 
利用 留 数 计算 定 积 分 时 常用 下 面 3 条 引 理 作 积 
分 估计 . 
引 理 1 MRH REAK, A e) EAA : Се: 
z = Rele < 0 = В) LER, Blimzf(z) = 0. 


t, оде = 0. 


ИЖ Де) = БЫЗ анна, QO) 
EDEP ЖКН. а |, gyd = 0. iË 
式 2 的 推导 中 ,就 要 用 到 这 个 结论 

引 吾 2 MRH p 充分 小 时 ,jz) ТЕШЗ C: z 
=A + (a £ 0= B) 上 连续 ,县 imt x 一 а) (ж) = 


Б, 
lin | 08е = He- adk 
特别 地 ,着 4 是 ИС йо 级 极点 . 则 
lim], #\сэйс = i03 a)Resl f(x),a]. 
引 理 | 及 引 理 2 在 6.4.5 及 其 注 中 已 讲 过 ,在 积 


分 估计 时 ,中 理 1 被 用 米 估 计 太 加 上 的 积分 ,而 引 理 2 
则 用 米 估计 小 同上 的 积分 ， 


Jordan SR WMR R RAAR , fO z) ТЕШУ 
Ch: lz = Rime >- аба ЭЛН, al< 


R) + 连续 ， Blim fü) = 0, WZ E FRA zm ,有 
iml Гле" — Ü, 
И 


М =e 


计算 积分 
Гел då эн, 
ор (常数 a > 1). 
g Ha>1l, 一 在 0,2x] Fitir. k uk t 


积分 可 应 用 模式 1 计算 , 令 z = >. iB 


-| 24: 
1z1 一 = + 2а - 1 


BERB а) = — Z 一， 有 两 个 一 级 零点 ; 
z=- iati a - 1,25 =- ta -iva – 1. 


PRBI algi ai> LENAR + 在 积分 
HAZA. h LA 
I = 2m:Res Р), дат 


3 
— =: Н z + P _ ] | =% 
= Iri —  — -- 2л 
221 + 21081 va 1 
+ 
6.86 ЖІ = N ppi 


Ж 1+: = _ 0 的 4 ТИ ЖН HD K Ж (е) = 
点 ,它们 都 是 Ий, 其 中 位 于 上 
半 平 面 内 的 有 有 两 个 ， 


РА злу 
тү = g xs = ea 


4 20) НА 


РЕ Ür) = wa 是 ( до, 
数 .由 模式 ?得 


2 


— dx 


= HGS 


— лез (е), кр + Мез] firj]! 
l n amta 2л 
— mi ge mA + 1, Уе) — уйт. 
= 2 _ 
6.8.7 求 税 分 了 = | L А ‚ шат, fa 为 


0 + р? 


TARO. 


解 MERE f(z) = (z й 二 六 平面 内 


KTM F y| — o b: K z = 0. 由 模式 3 
得 


£ 


Ë +? L b? ‚+ 
-a tp ух 
= 2m Rol flziet bil + дек РС)" 01 
= 2ле h — mi, 
ШЕНИН 
жое 2 _ ү ai 
| а В Sing р, 
т r? + b? Ка 


再 注意 到 原 积分 I P КЕТП РӨ Е НК. 1% 


Г = re T). 


= mlle" — |}. 


TCT 
d 


6.8.8 жге рае. 
解 ATERS x = 2 附近 , W TA А 


=e = OG BARAT ЖК 
不 存在 , 只 能 求 积分 主 值 . f(z) = miz 在 上 


— 5 + 6 
半 平 面 内 无 奇 点 ,在 实 负 上 有 两 个 一 级 极点 z = 25 
z = 3. 于 是 由 模式 3, 得 


v. p| für)e= dz 


= m |Res[ fü z)es.2] + Res f(z)e: 3]! 
ml- 2602 + isin2) + 3(cos3 1 ¿sin3)] 
部 得 


а, lI 


取 
I = ml2sin2 - 3sin3). 
ЖИ Ер — tE ЕА: 


v "ë = n gi = m(3cos3 一 2cos2). 
6.8.9 ЖИРІ ~ |" 2286—40, 


分 析 НЕВУ, 


1= 了 5 5- ЧО 

如 果 把 cos56 表示 成 ось BJ 5 k ИЙТ, E НЕЕ 
成 为 соно HERRA AAAA ЖИ X 5 PR I 
HE EER cos50 = Re .就 容易 想到 用 模式 3 
中 有 最 实 部 的 办 法 处 理 ， RAMENE. 


E K= E r= p=. s п: ш 
I = —ReK. 
t< «(п B =< л), ДА 


lÍ sŠ 


K= 了 Se 2 5299 
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这 个 积分 的 被 积 函 数 有 两 个 -一 级 极点 * = 3 及 z= 
2, 只 有 x = -у 在 单位 圆 内 , 故 


. l =° l 
D pr. 1 = 1 
K = ZT i Кез (1 + z2y' 2 _ 


Кі 
— й — К: 
= 29 Суу 1-12 = 48 
БЛ 
lp, Ka 
1 = 方 ReK = £. 
6.8.10 对 :三 那些 不 属于 前 面 诽 的 几 个 标准 模式 


范畴 的 定 积分 ,利用 留 数 米 计算 它们 时 , 关键 在 于 选 
取 一 个 合 通 的 辅助 函数 及 一 条 相应 的 辅助 闭路 ,从 而 
把 定 积 分 化 成 沿 闭 路 的 复 积分 .辅助 函数 志 其 是 辅助 
闭路 的 选取 是 很 不 规 贴 的 . 一 艇 说 来 , ЗЕ ДЛ ЮЧЮ 
F(z) REAGE H 2 — rf, Fir) = у(х); Ф 
ReF(+) = f(r) RE mflr) = ftc}( 这 里 (z) 
是 要 求 的 定 积分 的 被 积 两 数 ). 辅助 闭路 的 选取 床 则 
是 :使 潜 加 的 路 线 上 的 积分 能 够 通过 一 定 的 办 法 个 计 
出 来 ;或 者 能 够 转化 成 原来 的 定 积分 ,然后 通过 解 代 
数 方程 的 办 法 求 得 要 算 的 定 积分 (如 后 面 6.8.11). 
但 在 其 体 选 择 时 ,形状 是 多 种 多 样 的 ,常见 的 有 : 半 回 
形 围 道 .长 方形 围 道 .扇形 围 道 .三 角形 转 道 等 等 . 此 
К, АШ ШИЙ ЕН ДЕНЕ ЖБ БЕ. 

求 积分 (5 ае, 


8 ”根据 这 个 积分 中 被 积 у 
ERRER, ка = ж R 


Кх) = > , 它 是 :个 
全 平面 | 的 解析 隆 数 (2 = Ü 
Ж 六 z) 的 可 去 奇 点 ), XAF 


积分 | 一 < 一 qx 是 发 

散 的 , 故 积分 闭路 上 不 能 包含 整个 数 轴 . 试 取 图 首 
C- [0,8] + Ca + С, 

这 里 Ск 是 四 分 之 一 C 是 圆周 ; | = 1 = К,0 < ag 

< 庶 轴 上 起 点 为 Ri, 终点 为 原点 的 线段 (图 


6.11). FRAR (5) 的 可 去 奇 点 ( 即 解析 点 ) , 故 
积分 线路 不 必 绕 过 原点 .于 是 由 留 数 定理 ,得 


er 
| Кә = |, F ас + | Ош 
' | де -0 @ 
1 
НОГЕ Е = = гу, 
+. _ Ü е У Ë у 
| че = |, ғу 


450 


А 


Ве. 


е ORRERA 


R . =r е Y z 
COS — а e £ 
2) — + | 
fÑ + d Cg 


z 


由 Jordan 引 理 ,有 
limf с, de = 0, 
X £ = z, 
| Te = k. Eag, 
这 里 Ca 是 圆周 = [= REA ЗАНАД, IE 
Jordan 引 理 , 有 
limf, “az = AN Eag = = 0. 

这 样 ,对 O реА R — оо DER, HHG I = 0. 
6.811 求 积分 1 = | Eear (常数 a > 0). 
解 ВВА 

Рб) = £ 

由 shz = 一 isiniz = 0, 求 得 f(x) 的 所 有 青 点 为 z = 

плі(п = O, + ,+2…), 它 们 都 是 一 级 极点 .由 于 

As) 在 上 ,下 半 平 面 内 都 有 无 穷 多 个 栖 点 ,不 宜 取 半 


圆 形 围 道 作 辅助 积分 路 线 . 转 面 考虑 取 - 一 条 边 在 实 输 
上 的 长 方形 转 道 .这 种 长 方形 围 道 ,应 选取 得 使 说 上 


面 水 平 线 的 积分 与 实 轴 上 的 积分 只 差 一 个 常数 因子 . 
一 般 可 取得 使 上 面 水 平 线 过 离 实 轴 最 近 的 一 个 育 点 
Ci) ,当然 ,对 积分 路 线 上 的 奇 点 要 绕 过 去 . 具体 说 现 
在 取 的 是 如 图 6. 12 所 示 的 围 道 
С=С ксн Св Св [А — r] 
+C + К,Р]. 


6.12 
在 这 个 围 道内 没有 f(x) 的 奇 点 , 故 


= | Aaz 
ы |А + |. + + |А + А + |= idz 


+| ясак, (8) 


对 各 段 路 线 上 的 积分 估计 或 计算 如 下 : 
EC Ее = R + iy(Ü < y ду, 


了 E toy) ' _. 2 
| I) | = = „йз | >= Foe к? 
这 是 因为 1 oe |, ре Тат WH КА, 


15 
i [. Аа) 


|7 бз 


А 
aR R -=D (R - ж o); 


БЕ Гоа | < 0 (R ©], 
Сә lar = r A дк += z), Me 


`. ьт) 


R Sh( zr + 21) 


И ea. 
=== £ i dx. 
J, shr 
IP] EE 
T x = -wm e= 
|. Adz eaf Edr. 
tmf Adz =- mRes Ра), л] те", 


а, fez)dz =- ziRes_ f(z),0] =- ir. 


ой) КБР R — co 最 极限 ,并 应 用 以 上 结 


(l 上 е) И Чг = mili- е), 
ИП 
| ра dr = mi 
o Shr 
再 比较 两 边 的 虚 部 ,得 
I = яф. 
6.8.12 K Fresnel 
积分 ; 
| i cos d.r 
И 
及 6.13 


a 
` 

| sina" dr. 

ll 


Я RRMA /(z) = expri Вб. 13 所 下 
的 一 角形 围 道 
C = O,R] + C| + С. 
W (z) Æ СЕЧА, k 
Ü = 179: = [эры |. + |. @ 


ЕС е R4 ¿(D S уз д), 88 


R 
B (z )dz | s | 1 expli(R + гу)? Фу 
| J 


“к А 
= |, АБАК, = БО e Еу 0 (R = oo), 


тү 2 _ Ian M L 
ДЕ = геру} = 
= 


exD1 1 Tidrik 


在 Ca Б.а = rexpi 
б и К), dz = 


с ія [2% 


|. а =- exp! | 


这 样 ,在 @) р R — ос 取 极 限 , 得 


е 7 dr， 


| ede l+ if” o-ar _ 1+ ут 
Ü ` ЧЭ #о J3 2" 


这 里 应 用 了 概率 积分 [ Q" az = Ja Н 
的 实 部 及 虚 部 ,得 


! 


ые] 3 Е ә”, А _ 1 ЕЧ 
| ваба = | sinridr = 7A 2: 
设 т.п ЖАВ, Н m< n К: 
=> 2m 
1=| ЕК” д. 
J 227 + 1 


Н RRENA) = 27 авн, AS 


6.8. 13 


I 
母 比分 了 至 少 高 两 次 .f(z) = | Т^, 有 2n 个 一 级 
极点 


z, = expli” Sk = 0,1,2,7, 2n- 1. 
如 泉 用 模式 RTRA y | 
实际 上 是 取 半 圆 形 围 道 ) 


来 计算 . WK D M OK fiz) 
ЁЙ Т.Е [Bi PJ 89 п 
个 极点 z (Ë = 0,1,2, 
en- 1) 的 留 数 及 它们 
的 和 . 若 改 取 如 图 6.14 
所 示 的 扇形 转 道 

C= [0,R] + G. + CG, 


HR > ІН, ARAH = = exp| 2 i ЕСЕ. 


6.14 


| Аа = ИДӨ + | + | 


Cr t 

= DiRes, f(z), 20] 

= 2л: Энг!" | 1 ыш 

—_ A! Imel 

n 
дї р +l., T 
2н 

由 引 理 1. 有 


lira! 708 = 


在 С, 上 ,z= мехр =! (О sZ гаг), й 
2т + 1 | л" 

- тю М 
vult 


dr. 


EEN 


l. ба =- exp 
I 
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这 样 ,在 @0 式 两 边 令 R — co 版 极限 ,得 


expl 28 + laji 
j=- mi, ___2п 
я L- expl e+ w? 
n 
— T “一 一 
2027-2 l, 
6.8.14 在 计算 基 些 定 积 分 时 (例如 , 当 被 积 函 数 


中 含有 inr, REAR z(a 为 实数 ) 等 时 ) ,选取 的 
辅助 复 函 数 是 多 值 明 数 ,这 就 要 对 此 多 值 函数 分 出 央 
确 的 单 值 解析 分 支 ,一 切 的 计算 前 必须 对 指定 的 单 值 
分 支 进行 . 

模式 H Melin TRUH) (2) EEEX 
轴 上 无 极点 的 有 理 函 数 , 记 为 实数 但 不 是 整数 , НЙ 
足 条 件 : 

mms Rt) 一 0, Боа 21"? (е) = ü. 


则 

十 om 2 i кы 

| пса) = piia D Re[eR(z),a ), O 
这 时 E] stl rn 是 Riz} BJ Br 8 ЧЕ ЖШ.” = 


е де = lni z |+ iatgz(Ü < argz < 2z). 
证 ҢИРИ Cr) = Ri), КИ = 
= 0 É x = о 为 支点 的 多 值 函 数 . 取 正 实 轩 为 支 制 
线 ,在 这 张 割 开 了 的 = 平面 内 能 分 出 f(z) ВО (АЎ 
ПЕ. ЮЕ: 
Ка) = R(xz)ephz, 

Inz = ln} z {+ гаре, 0 < argz < 28, 
这 一 支 在 支 制 线 两 岸 的 值 分 别 是 : 

ТЕ ДЖ Е: 了 (x) = Rir), 

ТЕ ЈЕР: f(z) = (ze PRC) 

= em PR (r). 

ИШИ С = C, + Ca + C, С, 6.15): АЛЕ 
EA Е + = rir > O) 处 出 发 , 沿 实 轴 正 向 到 .x = 
R(E Ci) ,再 沿 圆周 Cg: ! z = 民 的 正 向 转 一 周到 
ЕЗШЕ z = Ке?” 处 ,然后 沿 正 实 轴 的 下 岸 的 
HHA) r = ret 
(BB С), ВЕЩИ 
ЖС, : | z |= к 
ШЕЕ = 
RIBH R 充分 大 
时 , (z) ЮРЕНЕ 
点 aaye a, 都 
ТЕП C 内 .于 是 
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| сеа = Ел + | л\ш 
+ emf’ fr)dr + [че 


= 27 Уве (z) saa]. р 
由 所 设 条 件 ,有 
lmzf(z) = lma" (=) = (0), 
іта (х) = limz (а) = 0, 
故 分 别 由 引 理 1 28138 2,48 
jmf че = 0. 


ij f(z)de = 0. 


这 样 ,在 ФКН К — co, r — 0 НИЕ 3F38F3E BR 
18 db ох. 


计算 积分 = | 1 пз: (14 p <3, 
p> 0,1,2). 
] + p < 4, 


. 1 
Hp + _ 
lima (1+ 22) 


. + 1 
lin 2! "уу = Ü. 
ftz) 共有 2 个 二 级 极点 :i 及 - i PE, p> 0.1, 


2 时 ,由 D R 

1= 7 Ке f(z),i] + Res[ (x), — ili. 
由 于 模式 4 ЮР, АА СЕВЕ 0 < 
Зя 
э. 


argz < 2x, XH} argi = 5: argl— i) = 


Res[ f(e) i] = im al ЕЕ ] 


0 
= гет = Pi api H лї}. 
同样 

Ке), = i] = He 0)" 


Mot Dr 


E ы 


— _ ^2 
2(1- ауе" Пе" 


r-e) e? п(1- р) 
2 1+ É pm ` 
2 


4cos 


6.8.15 计算 积分 了 = wp) edt (D< p< 


l). 


diz) = hz, 3. 
E Fre, M (1 +?) 
кш 这 足 一 个 以 = = ORe = = аена AR 
і = vf 1 rd. 如 图 6.17 所 示 的 辅助 闭路 
ОО Оо л. " aa С = |r, R]+Cr+Í-R,-r]+ С,. 
BEMER) = PT -到 定单 人 解析 分 支 : heysta , 
ас! = в, Æ C 的 外 部 ， 故 
lnz = IDn! z |+ rargz(Ü < aygz < 2л). f(z) 在 己 所 围 区 域 
НЕС) ETRA Е ЯЕ з = 1, 故 取 如 图 6.16 内 可 分 出 单 值 解析 
PTRA EDE (C, ECAN жа. H АЕС Га = 为 
jms 六 < ) = ар = 00220), 其 二 级 极点 ). 约定 
P ARARE: 
hm 2702) = т T = 0 (Fi p < 1), Ing = 1п| z |+ iargz(Ü < argz < 2л). 
则 
Res[ fiz}, i] = lim q ЗЕ z)(z = 1)°] 
d [пт 1 1 ，， 
dz (z + т}? | ri СД; t q mi. 
因 In: 是 主 支 , 故 jni = 了 所 以 
Re[ f(z),i] = EPE, 
由 鱼 数 定理 ,得 
. а [8 Inz ‚ Үү. 
2miRes[/(z),;] = f (1 + 2232 iy + | әче 
本 6.16 -| р. Рв + f беда. 3 
故 下 面 分 别 讨论 @ 式 右 端 各 积分 : 
lini] f(z)dz = Q (D ÆR, r] = {т > 0), 于 是 
Roo j [пт = Inr + iede = ede =— г. 
四 | 2604 0. A N lnr + im 
r f(z)dz = {- dz) 
由 些 利用 留 数 定理 ,可 得 | 只， 了 JR (1 + r°) 
А А R | : 
(I-et Пур + lim fz)dz + йт] fiede. - |, алуа. 
ШЕ 2,17 ú > (2) 在 CR К, = Re?{0 = = zy, A 
. — — л? 
lim G Jdz = mRel 2 lo o Inz | = | InR + ;@ |= v aR + g 
siv nR + x° 
= — m ORE тьж ваи = 0). Zi hR l+ x. 
. oop pl ү. 1 . 
и (0ds = еа. х ПЕР ry 
— пе" — пе argl — 2л). 所 以 
所 以 ЫА I+ x 
d LOTT К оо 
W жет. [Йй ва | PERIE E ши > 0 (R— e). 
лб m Т "еш-еш ТОЁТ. (3) ЖС, 上 ,z= “e =< g = я), 
-. _ i | i 
6.8. 16 计算 积分 了 g |, {1 + dr Ё х) | = = T. + “=з | 
解 ЦИ = Тагіл lar |+ a ap Dlr —+ 0). 
>d- 2) 
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ТЕ бу h. к — 0 R —+ = 取 极 限 ,得 


m x _ АТ _ laz J U _ dz 
4 2 2) (li dr + =, (1+ К 
[К БИЗЕ "т 

"+ 人 __ т 

г (тава = 4. 


说 有 明 (0 ЕНА 6. 16045815 
1) АТ РАТЕ: СВ ДАЯ E Bz 
‚у. (ше) 
Ка = (I + zt 
建议 污 者 把 它 作 个 练习 . 
(2) 从 本 题 的 计算 方法 可 以 推导 出 下 述 模式 


模式 5 ix 并 zx) 是 实 轴 上 无 极点 的 有 理 明 数 , 晶 
满足 条 性 
lima z) = 0, 
则 | 


еч) + Р =) ]dr + | у 一 rdr 


= = 207 У Sa ЭУ Нез! /(z)lnz.ak1, 
ABa аз dy 是 六 x )Inz EEFT A RKA аў 
点 ,而 有 在 计算 留 数 时 ,jnz REZ. 
特别 地 , С) ERRE, A 
f Кх ахах + ril {rdr 
= 2xi “ве Се), а, ]. 


Г 
шлу. | lne y, 
6.3.17 计算 积分 I f l+ ad 
Я о {созып + isinne = em = r, of RA 
ЖН ЛУТ E =:'. 取 辅助 函数 
fiz) = 2 = 


= 1° 
这 是 一 个 以 = 人 0 及 z= оо р АН А 
THO EIA Е. 


г = ez 
lng > ID | z i+ ;3rgz 
( n < argz < л). 
区 取 姑 图 6.18 记 示 的 积分 后 
路 : 
C = Ck + Ci + C, + C. 
Е C 8118 — S E 
Ë z = 1,08 


6.18 


= | Kde 


R [2 _ 
SR a "86 


(er - ет?) — 0 (R —+ осо). 


= = ке%(— 2 = g == PRAE L 


(z о т) DE r —+ 0). 


n R КИ 
= e" ?| 1+ dz 
同 理 
R лі 
- п ё 
| 704: = š | < ada. 


这 样 ,在 OANA R —+ co, r 一 +0 取 极限 ,得 
К 


Zich r” d 
лі = їс 2 0 1+ r? к. 


消去 公 因 于 ;, 并 在 等 式 两 边 取 实 部 ,得 


= Achir, ЛӨ: 
如 果 取 虚 部 ,还 得 到 


9 мах 


5.8.18 Жа 是 正常 ИИҮҮ ҮҮ 


Ё 5.19 


1 a | 
L-g m edp, 
miasa vp+l 


BEAR HSAN p = 0 时 vy p+] 一 ] 的 一 
£. 

解 (рО, prl ARTEA р 
=- 1! K o REIH ERIR: oo < Кер < — 1 
A Н, ЧЕКИ p = OBP. p + 1 一 1. 取 和 如 图 
6.19 ЕЛДУН: 

С Снов I +f 1 lt te, 
REC ЖАШ р!= КУН Rep = а А5805: 
С.С. ЖАМ ЕЛКЕ: МЕШ ET RR 
[- R, F l: C EAH: p=- 1+ re; 1, EZH 
ФТТ ВИ R. -了 = 1]. 

按 上 述 单 值 解析 分 支 的 取 法 , РАК fp) = 
пет 在 C 所 同城 内 解析 


x P + 
[sat = |. |. ' | 1 li |. N l, t l. 

- 0. (5 
$ z=- ip(b а), С + Ca Ж С, + Су: | 
- К, >- а, H Jordan 引 理 ,有 

ОА 
0 (R — se), 

EC Fip=- li не 0 sl 2r), 故 

| epdp 


l edz 


GaC y igt] 


= Ala. Oe. ar- 0 (r — Ü). 


= 


1 íV r 
ТЕҢ, FF:p де" (1 + = < <£ < R). Мр + | = 


1 


| {рр = | - e "01-да ) 
"E iyol 
Ku 1 
= – } -天 一 e ат(&% х - 1 = u) 
"Ir r 1 
к | 
二 一 ->e du lE ut = u) 
YH 
огра 
= т | „|? lp “idul 
е 1 
In rí 2 ) 
=- © JZ (к —+0,R -=t оо) 
t 
同 理 
г Е: 
{р\йр—=— Sr 
И pidp i 
x 


I 
эт) АИ ГОК — oo). 


这 样 ,在 D PEI r—+ 0, R —+ ос I R. ЕВЕ 
以 2m ,得 
1 一 <. > 
уп? 
(2) # < 0, RA 6.20 
所 示 的 闭路 (Ca ЖЕ р 
一 крк), д; 1—0. F 
6.8.19 ЖНЖ 
ШЕ Яе T ПЕК Ж 
点 的 定理 . 86.20 
SAABE irie) 在 简单 闭 曲 线 C 的 肉 部 可 
能 有 右 限 多 个 极点 ,除去 这 些 极 点 外 ,F(z) 在 C 上 及 
其 内 部 解析 且 设 在 C F f(x) 无 零点 ,由 
5 094: - эрАсаг/(:) = М-Р, 
这 里 Acarg/(z) # лу z CFAA argile) 
ВЧЕН: N K Pp ARRS) ТЕ C BDP PBB ла 


IE ПЖ, H bio £ ЕЕ ЖАИ k T 
sa skin ra 
Rouche 定理 RAR (<) М фбс) 在 简单 闭 


山 线 C 及 其 内 部 解析 , 且 在 С ЙЕЛ 
РРС) >i gir) і, 
则 在 СРУ Р) + ф(х) ЖП (с) 前 零点 个 数 相 
等 
Ба > 1, BEB У те ЕСТИ 

п ТЖ. 

证 glz) = ge Tl fiz) — ze r ф(х) 
=-1. 当 |1z1= 1 时 ,有 

бе) ет 125 е1 >l] gpl). 
于 是 ,出 Rouche ЕЙ, glz) = /(z)+ ols) УЕ) 
在 1z1< ТА ВОНА ПЕ lz I< 1 上 内 ,只 
Az- 005) н AFA БТЕ g(x) 在 | г | < 
I 内 有 x 个 零点 .结论 得 让 . 

6.8.20 RAE rt- 6: +1= ОАЖ < = 
< 2 WI 21 oR. 

8 & (2) = - ба,ф(ш) = zti glz) = z' 
—бх+ 3. | z |= 1 时 ,有 

| f(z) = 6, фу) zl i+ 3 = 4, 
故 
| (z) 1221 gtz). 
Н Rouche 定理 ,gfz) = f(z) + glz) 5 /(z) E 
|z 所 1 内 的 零点 个 数 相 等 .而 Fs)y)=-6rs 芷 <! 
< 1 办 只 在 一 个 单 (一 级 ) 零点 z — 0, 所 以 gz) 在 
|z < 118 80. 
Fi p (z) — 2, (z) = 62+ 3.41 = 2 

时 ,有 
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| F(a) |= 16, glz) b br |+ 3 = 15, 
Ы 
fitz) |> | pitz) `. 
н Р Е z 1 之 2 内 有 -个 4 级 零点 ,所 以 
gizl- 102) = оф} {Ез ЕСО ARTEA, 
由 前 而 的 讨论 知 , 当 1 1= 1 时 ,有 有 
шх) | = | J(z)+ ба) | 
=l fir) l-l elz) I> 0, 
ЁЁ eie) Е | x | = | 没有 零点 . 
ELA gir) 在 圆 坏 1 < | z | 之 2 内 有 3 个 零 
点 , 即 方程 sj - бе + 3 -0 在 此 圆 环 内 有 3 个 根 . 

6.8.217 Бас l,uFHH ЖМ с + e atA 
FH Rex > ОНАН - 根 ,而 且 是 实 根 . 

证 glo a -ze t fiz) =a- zgi) 
=e RHR (C = C +C RE C ЖЛЕ]: 
|z i= R.Rez >20, С 是 虚 轴 上 从 点 iR BJ- iR hje 
B. 


对 于 充分 大 的 К C, 上 有 
А) та — g 152 R —a > 1 
ew: =] |= 1 ф(х) i. 


EC F.s = (Ау К) 
| a ғу 12а >] = as] e(z) 1. 
HEA, ERA CEE: fz) тр ф(х) |. Е 
нбх) = Ке) + gle) 5 ir) EC 内 有 相间 个 数 的 
FMD = a 一 z 在 忆 内 只 有 一 个 单 零点 xz = a, 
ETL giz) 侍 个 内 有 了 唯一 的 单 尝 点 .出 于 上 述 讨 论 中 
的 半径 R 可 取得 任意 大 ,因而 tz) 在 Rez >0 内 有 
唯一 单 零点 . 

БЗ а(х) = а-го". BT (0) = 
а = 120, да) == e < 0, ШЕ РЕ рех) 在 区 


综 上 讨论 , 结 沦 得 证 . 
6.8.22 FDE z |= КН ЁТ, I z |= > 
E fia) 天 0. 证 明 


maxRe(z 59) = N(r), 


这 里 NORRI OE i = | 之 7 内 的 零点 个 数 . 
证 市 于 并 zz) 在 |x| 之 7 内 无 极点 , 故 巾 辐 角 原 
理 , 有 


Nir) 一 — | ДЕТИ (6 z = re”) 


RESE їгї- к yüz) 
арб) 

251, Rets Fiz) )90 
= maxRe( 08), 
56.9 FERH 


WF ы e ЕС ТОРУДА ras г, nl 
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HEE Г) 内 的 保 形 变换 {或 保 形 上 映照 ), 这 里 单 叶 的 
К XR z € D,a € Dz >= z; 1, z) = 
Fah MARRE ERMA ARRA. 

由 下 区 域 D БНРИ ЖЛЕ (с). IHEP = € 
D.E / (z) 关 昌 ,所 以 , 保 形 变换 在 区 域 DD 上 有 保 角 
FE; EE ял Ж О РИЕ—Д.С, А С, О РИЯ 的 
B, EERS w = /(z) FHR HAI EAR 
wi = Flen AA C K C, , WJ С, TIC; 在 点 mg 
处 的 类 角 ,在 大小 和 方向 上 都 与 C A C, 在 点 zo 处 
的 来 角 相 问 . 

保 形变 换 是 复 变 晃 数 论 中 最 重要 的 课题 之 一 , 它 
的 革 本 问题 是 :已 给 疫 个 满足 一 定 条 件 的 区 域 D, K 
Da ,能 不 能 和 怎样 找到 一 个 保 形 变 搞 把 D, 映照 成 
Da ,其 实 只 要 能 把 区 域 D, 映照 成 单位 圆 内 部 就 行 
了 .这 是 因为 如 此 t= fiz) ВЛ ТЕСТ. Е = 
кб) ЇЧ D. RER | £ |< (ATERN w= g g) 
ЕЕС TER Р), ШЕ ВЯ w= g ![ fU zY] nË 
把 D, ER D... ЕТТЕ ТЕТЕ, W — 4 БС PQ B: 
成 单位 圆 :或 上 半 平 面 ) 的 原因 之 一 . 关于 保 形 变换 
的 存在 性 及 唯一 性 有 下 面 的 基本 定理 ; 

Rieman 定理 ЕО ННН Ейр 
ЖЕРЫ ААЛА PCO ДЕИ ЛЕ 
{ш = Fz) 把 口 映 照 成 单位 圆 的 内 部 Dj:| we | < 
1 如果 还 要 求 把 D 内 的 一 个 已 知 点 sn EA D, 内 指 
ERA w EILA o 的 已 知 方向 变 成 包 知 方向 , 即 
要 求 fir) 满足 条 件 

Гб) = тер arg/ (zo) = б, 

І оо АС W i E ME A. 

6.9.1 iFBH;(1) 函数 ww = z+2z+3 是 单位 图 
| z |< ТР АТВ НЕ; (2) 它 在 任何 更 大 的 贺 
| z | 之 1+ efle 为 尾 意 正 数 ) 内 是 非 单 叶 的 . 

证 (DAKEE. AS, MEFE z zU z | 
<i, izl < 1), 48 r] + 2z + 3 = x5+ 2z; + 3, 
т 


(z, 25) ( 5р + zy + 2) = O. D 

由 于 z = 25, z1 + zz+2=0. 但 另 -方面 ,又 有 

zita +2]|2>2: | si-l z |> 0. 
TAFA. D ИН ш = x? + 2z + 3 在 单位 图 内 是 
单 呈 的 . ЖААК tw 在 | z !< 1 内 解析 .结论 得 证 . 

(2) ОАА, ЯЖ ЯЕ ТЕ = |< 1 + 内 找 
到 两 点 z| Æ т, 使 得 z + z, + 2 = 0, 由 此 即 得 
wiz) = wlr), AMAA T РЫ а Е lz I< 1+=e 
ЯЕ mF. 

ЛЖИ < Т. z -ell-e < = < 1), 5 
=-2+e f) к T 22 +2= 0,8 1z2i1= a < 1+ 


2 -Ei < i + Р. 
6.9.2 Щй ГЕ то 站 f z AML 
AJALE па LTS m WD. да ASI ИИ: 
(1) /(:) = =“ 1 z: h 
2) pig} di - 1), 


解 a) ; BE. (z) = 22 Ú 120.1 
在 这 些 点 (z) 是 保 朋 的 .由 配方 得 


£. l Fpi 


EES 


ilz) = (z + Lya È, 
由 此 可 见 , 通过。 = 二 的 射线 Cisz 一 +! 
е) s к< оо 9 ДВ) ERR АЕ те - ЕЩ] Ато 


- 了 出 发 的 射线 (Tie = S Pi 2 0 = 0, 
BUL r dh ВЕС се 3 + r ЖЕРДД а i I 
的 射线 C we = СЧ СЪ ЕНЕ 6, 
C SC REME 29 所 以 映照 KKz) — 224 +1 


E т T 处 是 不 保 第 的 . 


l 


(DRWG) = G - 二) 由 此 可 地, 当 * 


=+ С) О В С) ТЕ с 1812Ж. 


在 点 = = 上 1 处 圆周 | x 1- 157 AE ТТЕ ВВЕ 
Kas À (z+ DEAN: = 1 的 象 曲线 的 方 
E a 

ze = Eet + 079) = cos9(0 s 0 а). 


这 是 о ЇЗ ВГ 1,17, М z ННЯ a 轴 上 
的 两 条 射线 :ax 一 Li | +) (- s < r< Ü,0 < 
<+ оз), PELA ВАН уе) fE z — = 1 E E E h. 

6.9.3. RHE Cia = 1,- 1 yall 
zw = r ТЖ ЩН. 

Ж w- ERR C LAr- ltal 1 = 

= 1) ARRIK FE Je 

|w |= 2 |= 
ñ S Bit Bi K A 
г = | v l4 wdy = 243 + 63 62). 

设 /(=) #r.n| Тар S D рч P ir 8 

ff 证明: 


= 21+ 2. 


6.9.4 
т.н. 
dedi т 


证 а /(z) шб, 5) + iula, у) НЕ 
DREH D. Шр D. 的 面积 是 


_ fr Т а(х) | 
\ = | dude = ls dla F dedy. 


H£ R AE. {F lacobi 行列 这 


_ = нар 
lƏla,y | т, и, м, ШЫЛ 
= +u —l u, + ru, 12 
> 2 
= Fiz) `. 
PREA 


A = | | £ (z) *ЧхЧу. 


СЕЕ :) = l, MUD, {КЕЧЕ w 155 1AE D 
的 面积 А = 
8.9.5 аала w= fiz) JEE. 


М ЗЕҢ НУ] | ww | 之 1, НЕЕ Ж З ЕЎ 
去 掉 一 点 a GARTE. 
证 ”分 几 种 情形 考虑 : 

(D 若 万 是 亲 复 平面 或 开 复 平面 ( 即 闭 复 平 商 去 
Pa co 点 ) ЖВНЕ е РА ур 之 1. 从 而 
H Liouville EFL Fir) 二 常数 ,这 与 (z) 的 单 时 性 
HF R. 

(2) # DR KEY — Aal co) 的 闭 复 平面 ,出 于 


WEER к = а + р ERMETE RRD АПИЙ 


EER w = [б + рУ Ei С АЛОЈА 
| w |< 1, 担 根 据 {1) 这 是 不 可 能 的 . 

注 АЕА: WEF FEE Sot ы = 六 <) 把 
区 域 让 里 成 单位 加 二 ww (< Y.M ВАРЫ 
两 个 点 (请 与 Riemann ВЕРЕ -对 比 }. 

6.96 É ow — Дх) EE EO BIR R PR k. H 
Керсе) >0, 证 明 Fir) EARR 

Ш = plus) E ЕТЩ Rew > ( BË 
ыч {| К< 1 6936 А Е ЛЕЙ пт 
由 Rieniar ЖЁН ЙИ] СЕНЕР E НЯ) T. 
ШЛУ ЖЇР £ = glu) = g. flz)] а FAN 
WAR, H Igls Ame Liouville 定理 ， 
во, dH JES F(z) 一 常数 .事实 上 ., 若 
КО) {ЖЖ}, 则 存在 z; з= с. ЇЙ ftz1) >= 
ЕС). BL BL gtw) 的 单 叶 性 , 得 ГИ) >= 

alfo ,这 与 g[(z) = ARATE. 

6.9.7 Еа = 8 LO 将 单位 圆 局 ! = 1- 1 映 成 
- KHR , 则 系数 应 满足 首 么 条件 ” 

解法 | 首先 为 使 O = SE D 不 但 为 常数 ,点 有 
ай — hb = Ü. ARIER, CE RAAE- -点 映 


П то = 加. 因 分 式 线性 图 数 是 双方 单 值 的 ,并 上 对 
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所 给 的 分 式 线性 图 数 有 ww( 一 区) = o kR - © 


EAR pA E, R Е = 1, с . 反 
Z, al А0 А ететт, НЕ 


换 的 保 园 性 知 ,wr = EE уна = 1А 
MEER. FEMRE) Ч сай - bc Z 0, 


Hirci=i di. 


解法 2 由 解法 Alad bero HMw 7 2 
解 得 
— ew + b 
z= — 
сш 一 a 
MN |z. = 1 时 ,得 15- des |= l Cu a 1, ВШ 


(dw b)(du - b) = lew- alwa). 
ЖЫЕП 

(Le ге 17) | < f + {ас — Ве) + Сас - 
bijw +| 5 ° — 1 d = 0. 
Жаб АЕО RIE] wi 的 系数 为 零 , 即 
Lei gd 以 下 载 述 与 解法 1 相同 . 

注 ”在 解决 许多 保 形 变换 的 问题 时 , 常 要 用 到 分 
式 线 性 变换 的 --- 些 基本 性 质 : 保 圆 性 ; 保 对 称 点 不 变 
PE; E e A ЕРЕ, 

шӯ у из w] 

të W? 
РИТЕ w = 2H Е ий 
ДЕ wle) = ve (Ë = 1,2,3) 的 分 式 线性 变 
H. 

Шш озу ИНН. w = wle) КЕ 
变换 , 且 wlr) = wetsz) = тоо, MERER 
变换 可 表示 为 


w- w 
wo w 


ооо + zs 一 Ж 
_ “1, 3 1 Ө, 


wW ио Z= Z Z, — zx 


E o С ИЕ ЕЯ Н). 
特别 地 ,车 wie) = 0, (2) = оо, Д] 


x ` Z| 
t = — 


= 7 
这 一 捉 实在 求 具体 的 分 式 线性 变换 时 常用 到 , 式 中 的 
复 常 数 庆 可 出 其 它 条 件 确定 . 
6.9.7 的 解法 ] 是 基于 分 式 线性 变换 的 保 圆 性 ， 

在 应 用 这 个 人 性质 时 ,为 了 判定 -个 圆周 C H g E. gh 
照 成 圆周 还 是 直线 , 只 要 考察 C 的 蒙 山 线 上 有 没有 
无 穷 远 点 就 可 以 确定 ,这 在 和 解 题 时 是 常 月 的 , 解法 2 实际 
TÆRET RAAEN zi- 1 在 所 给 映射 下 的 象 . 

6.9.8 RER ЗАВИН w = S фи |. 
Фе F Ims ОА 1 w EA mwe > 0 0) SE 
Ж а. Ь,с,а 为 实数 ,日 ad — x > Ü. 
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证 Ж Яа, р, с.с bh x 为 实数 时 ， 
те А ЭЙС, ШЕТШЕН НЕВЕ ЕЛДИ. У [8 
wle) = "== © 


(ас td) 
H z = (ЗЕ) B (cz + 2): = ОЧ, (т) > 0. 
T H АУ JL dal Ж ЖОШ ЕТЕНЕ ТЕЗЕ ЕНИН БОЕ 
ZAE, ,所 以 Ime > O ЖИШШ Ime > 0). 


ШЖ EE PE. ВЕКЕ НЕ РАЖ E w = w(<) Ж Imz > Ü 


观照 成 [mw > 0, WEH ETA ry < r, < r; z 
ВВЕ JJ 3:88 E =, мү < из < a4. 故 所 给 映射 由 
ы-и BaS цр Z гр ry Тү 
Wo os йузи) Z r ' 29-42 
E. А, ОАВ А, 
_ ах +b 
cz + ed 
ЧАЙ o.b, cd ME S SK. PTH О) ар. 3103: 
数 轴 的 旋转 角 为 零 ,必须 wt x > Q. 


6.9.9 ”分 式 线性 映射 w= 22 ас СОВ 
R e PEELE ARE? - 

# Че 位 于 实 轴 上 , 即 = = = В, A 
2 一 了 | — | 
žir — | И 
Ëy B S PER РЕ. Imz = 0 Bb pk ВА (5 [ИЕ] | < | = 1. 再 注 
EH 0-75) = %, 所 以 这 个 映射 把 Imz < 09 
单位 圆 外 部 : | ww | > |， 

Ë ”由 保 圆 性 ,分 式 线性 图 数 到 = wle) 把 > 平 
面 上 于 的 圆周 (包括 直线 } 忆 映照 成 志平 而 的 圆周 (包括 
直线 1C .圆周 己 把 x 平面 划分 成 两 个 以 局 为 公共 边 
RERED 及 D C 把 包 平 面 划分 成 两 个 区 域 D 
AD МИЙ О, 究竟 是 映 成 DD 还 是 Ds ,有 两 种 方 
Ik (1) 根据 边界 的 对 应 方向 确定 ; 设 ss zos z3 С 
上 的 三 点 ,mg = win = 1,2,3) ЖС 上 与 之 对 
应 的 三 点 .车 在 上 由 i 经 z2 走 向 z ËF. PCR Р, 位 
РЕНА, MWE C 上 由 经 ws 走向 ws 时 ,位 于 其 
左边 的 区 域 就 是 D, ТЕНЕ ш = (z) 下 的 象 区 域 . 
(2) Ж D, PRE zo, 春 象 点 wle) AERAR 
里 ,这 个 区 域 就 是 D 的 象 区 域 .本 题 是 根据 上 述 (2) 
фий. 

6.9.10 оа АЯ Ciir- 3: 
= КИЯ С: е- 8 = 16 所 围 成 的 偏心 圆 环 域 
{图 6.21) 映照 成 中 心 在 w = 洛 的 同心 圆 环 域 ,并 使 
其 外 半径 为 1. 

ЮЙ ” 设 所 求 分 式 线性 困 数 z = wl) iC É С» 
ERRE w = 0 为 中 心 的 同心 圆周 忆 ， АС. М 
证 wlr) = 0, wird) = 吕 . 因 0 及 со ҒИ C 
和 人 都 对 称 ,所 以 ,z1 及 z, ATAKE C, 和 C, 部 对 


| 


ER. IHIG ET А д, MF ЄС С ТД ДОН ЁК E, 
гр ра 二 za ME 


BESH E. Ez 


еа 21 
191 3)02--3)=9= 81. 
[Br 8)— 16 = 256. 


PZ a 24, хо — ОС r, = Oeri 一 ~ 24). H 
wi- 24) OA т) оо, АТЕВ РАЎ, 
w=” t 24. 
= 
Fm e. D =; ОТЕ С K C. KARR, f H 


жа) оосу яс ВКА Сү 应 是 同心 
BERRA w l= LRA z- 123E C, E, PHA 
_ 4 | 
{—14 6(12) =| Ë! 12 =3| Fl. 
АЙЕ = (д 为 任 章 实 常 数 ), 于 是 ,得 着 一 个 符 
合 要 求 的 映射 为 
те = е? 5 + 24 


WR 21 > 0. = = -对 , 则 局 法 可 求 得 另 - -个 台 
зас НВ YT 


ы = е 2. 
6.9.11 ДИВ: ЕА КЙ, -EFTE 
ЖИДЕК ЕЛЕЕ ТУ ЖН ЖИ ЕВО ЯА a Dh 


成 ]， 1]. 及 b. 
证 H preg ga E а РП БАЧА TIE, 


将 ху. с.т. АІ, — 1 的 分 式 线性 变换 为 
z xs ра l, 1 T 
* шр 24 жо a +] RHL = 


ME a.) =- £ Ék L AFRE 


3 Тр ошаса ё_-| -i 
ag тошу ст) -k+l Ë h] 
ktl 
= (05). 
ї КЛ ЖЛЕ А А,Ш ЕЕ Л 


A(h — 1) — (£ í 13, 


Вр 

(A- 052-204 + 0) (A- 1) 0 8 
КЕШТЕН. H EA £ ЗЕД CK h a o 的 非 
L. MH @ ИЙЕ И А, КЕЕ ЖЕДЕ ИЧ T AS F] Ë 


түзот, ШАК 1. lb - А 
ЯРА ВАЕ НЕ НН be G P ЧЕЗ Ш.Ж 
АПЕТ А 2 1 О.Е A = 1.80 
moa a, 
nOn Tn 
ДШ 
(аа 1) 03р к) = (zi ез) ту). 
HEIHEI, ia 


z {тузлу = za{to шу). 
内 =3 :六 za AUR = = хә. Я УГ Е. 

Ж 6.9.7 -6.9.1! 是 儿 个 甘于 分 式 线 性 亦 换 的 
常见 题 型 .对 于 许多 求 保 形变 换 的 问题 ,和 要 用 分 式 绪 
性 映射 和 其 它 - 些 初等 函数 的 暴 射 复合 起 来 才能 解 
沁 . 而 且 解 许多 题 的 第 一 步 , 常 是 使 用 分 式 线性 映射 ， 
CEF PHERI A E ETIR ARE AEA) 
WHA. ERA EE АН FL 1-р. 

(1) FAR w = ИДЕЕ ЖЕТЖ ЛЕЕ 
轴 为 支 制 线 日 (1) = 1-5: 

ш = = pwen? (g = =e < р< m). 
ЕЖЫ.) < арх < < C WI сулу 保 形 地 映 成 半 平 


面 :0 < argue < m. 

(2) ЗВ ш = е BAERD: < Im < 
аба < 2л) IEE Hb Bi В D 0 < argw < и; 
ЕЁ ЖН) x: 

w = Iz = [n | z |+ ;argz (Ü < ару < 2л) 
HERRAR О < argz < a Bi ЖЕЕП < Ime < 
а. 

5.9.12 Ж, А D: 1: I< 1.1 = 
+ l] ERNE EFS. 

分 析 POS DEJA БИИ, ПЕН — F 3 
ILER TE РА ЖЕТИЛЕ РИ ТАК Пр 3 sa 2} a| д 0 K 
оо, Ж Р БЕЗ ИК RE" DAER AARD., 
Жл ҤЕ АЖЫП] UE D, 党 成 半 平 面 . 

Ж ” 椒 难 算得 两 圆周 1x =1 上 I<+i =1 的 
зе дЕ 


z = 03 - ih o 二 一 УЗ к). 
(1) ЕВНА 


шр r д, .? 
z=] т-у +! 


它 把 2. 500, BE U oc [КЩ КЁ D ПО BLR, 
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[6 22 
АГУР 6.22 а }) 分别 映 为 从 原点 出 发 的 射线 [及 
{2 .为 了 确定 Bi 的 位 置 ,nj 分 别 在 1 及 1 上 取 


点 二 -了 及 x = 0,{\ А Ф 


wj 1) = Ei о) -i 


从 而 可 确定 出 1 及 1 的 位 置 ( 活 6.22(5)) Ж Dk 
#03100 BRARD: < agw < +a. 
(2) 作 旋转 变换 
wy 一 e Taw 
把 D, ERAH 00:0 < ame < 2л. 
(3) R w = о R TE ER EER, те (1) 
= 1 的 一 支 ) BM D. PAK З f, REE w Y. 
АТ. 
ERIH OGO 复合 起 来 ,得 到 一 个 符合 要 
求 的 保 形 映射 
КЕ (222-331). 
25 J3 +; ` 
6.9.13 КЖ. D: l>a, lz 
—3']> | ВЕ КЁ Q TEL птш > 0. 
解 (1) 所 给 区 域 记 星 两 个 相 外 切 于 点 x = 2 的 
匮 周 的 外 部 ,只 要 作 一 个 把 2 ШЕШ oo 的 分 式 线 性 灾 
Ja ,就 把 这 两 个 相 外 切 的 风 映 成 两 条 平行 线 .例如 , 作 


Tf <, = 213 2114) = 3,z (3 4 i) = 3 — 2;, 
210-2) = О, НЕЛЕ Р 3 TITRE Кес = 3 及 


Rez = 0 从 市 区 域 D + TRE ДАШЕЛИ ЯК ДЕ Р, :0 < 
Бет < 4. 


(2) ИЕНЕН >: = "от, 把 D, ЯЗВА 
成 条 形 域 D. < Imz < я. 
(3) <= = é Æ D. PE ҢЫ LE w yE me 
> 0 
把 映射 (1).(2) ,(3) 复合 起 米 ,得 到 q YE 
ЖЁН ЖЕЛЕ 
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Yari (= + 2)| 
* еру 2) 1 
注 -:- 般 地 说 ,对 图 6.23 所 示 的 由 两 段 圆 弧 ! 直 
Жш А КЕЩ) 所 围 弓形 域 或 月 和 革 形 域 ,都 可 以 
如 6.9.12 那 样 ,用 分 式 线性 变 摘 二 一， TE b bk pü А 
R РАН РЕ ЕЛ ERE ЕЗ Т. ЈР 6.24 所 示 
HATHAST а ВУ АЛ АУБ Sk D АН Е 


变换 一 保 形 地 映 成 两 条 平行 线 所 围 条 形 域 Di; 再 
通过 平移 .旋转 及 相似 变换 可 把 D, 保 形 地 映 成 条 形 
HD0 < Img < 天 ;最 后 用 指数 图 数 = t JD, Te 
TRR EKEN. 


Б: 


El 6.24 
6.9.14 ЁС ЕЛЫ О < таг < r 除去 线段 
{ж = 0,0 = y =< АО < h < xw) МАНБЕК 
6.25(a y) AR E ERE О REEN. 


(zi) 


Са“) 
O DC) 


的 
C ug) (G) 


O 
(с) 


Eq 6.25 
分 析 ”指数 函数 e BEIER 0 < Im: < л 映 成 
Е, ME G ЖАЖИН 的 带 形 0 < Ime < те 
E GERA ЖИЕН EFE . ИК Н] ЖЕНЕН с = =. 
FARRER E Зр 8 КИЙ Ж. 
解 (1) PERI z = е, И Г: = 0.0=< у 


h 映 成 上 半 单 位 圆周 上 的 一 自 弧 CD 图 625fz)) ,这 
H C DOAIA: = 1 Km = e СЕ 


ВЕД EOF зу 平面 去 掉 CD ТАТА G. 


SL ERR 8 2° АР. 
1 hh . 
al тц > © ih. 
A G, EÉ ERR A RR : Кехо = 0,0 =; Ime < 
h 的 上 半 平 面 С, С 6.25(c)). 
(3) 映射 x3 = 23 把 台 ; 保 形 地 映 成 没 射 线 : Ат 
=< Rezy <+ o, [mz = 0Ж ЖГ =s FE Ga. 
(4) FRN z, = zx + АТ, НЕ CG REER H 
ЕЗ Н) z, 平面 Ga. 
(5) а= у xzq( 正 实 轴 为 支 制 线 .一 1 = i 
的 - 3) 把 G ЕЮ НИВА Ў ЕЁ w ЗЕ. 
把 映射 (1 — (5) ARK Е 
的 保 形 映射 


і2) ШЕ: › = 


TOERE 
“= (671) +5 
- ір? 5 + р s . 
6.9.15 $- - 保 形 变换 ,把 闭 = 乎 面 上 的 单位 图 


外 部 让; zi> ARRA w FAEERE: 1g 


Rew == 1, imwe ОВАЈ G. 
解 (DEAA АЯК 


+ 
”一 


H z(1) — 50,0100) = oz- d) = 0, НАА Т4 
GLAR АЕ ПУ ШЕ ЖН. 而 且 区 域 D ВЕЕ Hb ER A F 
FED Кее, > 0. 

(2) 映射 + = 2118 D, {ЕҢ ВЕЛИ т ҮЛЕ ЧЕЛ 
实 轴 而 得 的 区 域 D. 


SLA = (HH V үк р нир. 
(з) HARRER 


+ = 


z = 1° 
H 21-1) = 0,00) = 1,010) = oo 可见 割 线段 ， 
- 1 Rew Z l, lme — D WEET С, g < hk G 
нна ES РИ г 平 而 上 的 区 域 D;. 

这 样 ,就 求 得 了 两 个 函数 把 题 中 所 述 的 区 成 D 
K G TER MBA h, 平面 的 同一 区 域 刀 .消去 上 ,得 


wtl_ (2+1), 


wl \т-] 


ЕУ T 


它 是 一 个 把 区 域 DERRER C; IRETE. 
E (i) “Ж O = — + fi 8 HJ ЖЕЙ], 称 为 
Жуковский РАЎ. 现在 考虑 它 把 单位 贺 的 内 部 D.: 


Izi < 1 映 成 什么 区 域 . 完 作 变 换 a = 二 eW 
成 D ЖЕШ Ер D: :11> AER w = 


了 (zi t ER D RIEUR 6.9. 154: pO 


下. 所 以 Жуковский ВЕЗЕ (O T t fh А S BB Bb pt 
Baha ЗЕЦ LARE- 1.1] J < Ei. 
D TE Ah r z = rm = u + ma, Í 


I = Ler + Log, 


= t 


у = yr L iing > _ LỌ — к)зіпе. 


HETI w, Жуковский Ве Ж EE [B] JS] | = | — н ВЕ 
成 按 负 向 加 出 的 以 р = + WEAR A 


2 


н © 
= |, 


LV LTP le dy 
чт ima 
由 此 不 难得 知 ,六 ykosckua 函数 把 上 (或 下 半 单 位 加 
的 内 部 保 形 地 映 成 下 (或 上 ) 半 平面 
6.9.16 R- - 保 形 变换 ,把 从 单位 图 1= | << 1 内 去 
境 线段 -F <a < 1.y = 0 而 得 的 区 域 G AR 
上 半 w PH Imw > 0. 
解法 1 (D BFG EARI. НАР, 
йс = 2 (+L {ЖИН 4 映 成 线段 :1 S Rezi < 


2 ime, = 0. ИЙ G Е ШВА с 半 而 去 掉 线 段 


hi- 1 € Rezi =ç > TIRIK Gr. 


(2) 作 使 1) = 0.z (3 ) — о 的 分 式 线性 
变换 


由 (0) = +N 1 被 号 成 射线 1:0 < Кес sŠ 
оо ,Imzs = 0. G1 被 保 形 地 映 成 沿 正 实 轴 制 开 的 G 
平 而 . 
(3) МАЖ w = J x2( 取 以 正 实 轴 为 支 割 线 ， 
wl] = 1 的 一 支 ) 把 区 域 C; BEE Езра 平面 . 
综合 1) .(2) 、(3), 得 到 -- 个 符合 要 求 的 保 形变 挤 


| 2z + á< + 
БЕКЕ 27 25 = 
在 不 增加 附加 条 件 的 情况 下 , 求 pepe al) - 
TERRE TRDA ET EH. m ARIE 
结果 也 不 相同 . КИШЕН Жу А. Н 
EA VARE ACHR. 
解法 2 先 用 分 式 线性 变换 
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] - 一 = 


2 
BEIR G {ЁЛЕ ИШЕ ЭДӘ ЕЕ .0 =< Rez sÇ 1 的 单位 
图 Gi РЕВО <; зт E ERR G A 
形 地 映 成 上 半 单 位 圆 G; .至 于 把 G, ЕВЕ 1 
平面 就 容易 了 .例如 .用 =; (а + ERR Caf 
ERR КЁ z; 平面 Gy Imz; < 0. ДЕП ЕЕЕ ЛЕ 
Ë sc = - =s 即将 GG; 保 形 地 觅 成 上 半 a 平面 . 
此 外 . 污 首 还 不 准 求 得 , Б 


1 t z2.2 


w= (TT 


也 能 把 区 域 G REMAR ЕЕ w 平面 . 

解法 3 用 一 个 分 式 线 性 遇 数 把 | «<Р 
半 平 面 ,这 样 区 域 局 就 保 形 地 觅 成 去 掉 一 段 圆 强占 
АМА УНЕ АГ) 的 上 半 平 面 ,以 下 的 
步骤 如 6.9.14 的 (2)1 — (5). 


8.9.17 ШВ w = sinz EPER D: — 5 < 
Res < Fim: > 0 ЙИШ 8688, ҖЕ D 


RR ARR? 
# ШТ 


= — e _ 


w= sinz = © 5 = L- 
故 可 把 映射 че = siz ЛЕНЫ ТЧЧ ATI: 


z z er, s= eu, 


эк 1 
іе + ——, 
一 в“ 


пу "о ig = e “ш, ш = yati). 


映射 x EARR D APERAR :Вес <0, 


-也 5 < [mz < 5 ;BR3 z, 把 D. IRE Rb BR ku ДК. А 
а Ds: 1! z ' < 1, Кес > 0; хз 把 Da ЖЕНЕ 
为 下 半 单 位 圆 Юу: t е 1< 1, оез < 0: ВЕЙ w Ë 
Жуковский В, Д@ D НЬ AY БОРЧЕ BI mw 

0. 综 人 台 直 来 , 即 知 ww = sine E. D A ВАЕ H РА 
数 , 并 把 D RERA ЕЕ. 

注 ”研究 一 个 比较 复杂 的 初等 函数 的 映射 时 , 常 
将 它 分 解 成 一 些 比 较 简 单 的 函数 ,然后 逐一 研究 它们 
的 映射 . 

6.9.18 К< 
1 映 成 什么 区 域 ? 

Ж 由 于 


тр 0:151 
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СНОН ph р р B k E F РШЕ: 
+ 12, = 241,005 р - 2, = Pa 
的 复合 映射 ,由 此 不 难得 知 , 题 设 映射 把 五 保 形 地 映 


成 去 掉 半 射线 ,Rew 所 一 L, imwe = Ü ЙЈ w YE. 

AERA АЗЕ ER Н. ЖКТЕ ЕШ 
映 成 简单 的 区 域外 ,还 提出 了 一 些 附加 的 要 求 , 解 这 
类 问题 时 ,应 注意 在 变换 过 程 中 一 些 特殊 点 的 对 应 大 
Ж ,特别 是 在 用 多 值 函 数 作 映射 时 ,区 注意 割 线 上 两 
上 岸 的 点 的 对 应 美 系 . 

6.9.19 求 一 保 形 变换 ,把 单位 山内 部 如 :1 z | < 
La 平面 上 的 条 形 域 G0< Ima < 1 ,并 把 上 
半 单 位 圆周 , | = | = 1,Imz > 0 RE G 8 Fil Ime 
= 0, 下 半 单 位 图 周 ; 1z 1 二 1,imz < 0RR G 的 上 
W Іти’ = 1. 

分 析 ПІН, Ваау E ш = Inz = 
In | z ' + ¿atgz(Ü < агре < 2я) AER БЗ 18 ;0 < 
argy < л ШЕНИЕ ЛД ЕШ :0 < Ima < =, НЕЧЕ 
PRM Rer > ОВЕ ГО mw = 0, f ЗЕН 
映 成 条 形 域 的 上 边 Imw = r. 这 样 ,为 了 解决 本 题 ， 
应 先 求 一 个 分 式 线 性 函数 把 1x 1< 1 映 成 上 半 平 面 ， 
且 把 上 半 单 位 圆周 映 成 正 半 实 轴 , 下 半 单 位 圆周 映 成 
РЗ. 

8 (1) #818 = (1) = 0, =, 1) = oo 的 分 式 线 
性 映射 


由 保 较 性, 它 拒 上 半 单 和 位 圆周 映 成 一 条 从 原点 出 发 的 
HRCA RA) ,为 使 这 条 射线 是 正 实 轴 , ЯЕ Б 
半 单 位 圆周 上 的 点 i 映 成 正 实 抽 上 的 一 点 即 可 . 故 应 
选取 下 使 


ali) =a HH =н >Ü, 


BR А = 一 六 再 由 点 的 走向 (图 6.26) 可 见 , 映 庙 


(z) 


К 


ү" HQ ce) 


а! 


图 6.26 
z]; 一 Кү 
把 单 们 国内 部 保 形 地 上 映 成 上 半 平 面 ,上 是 把 下 半 单 位 贺 
ЈАВА лд ЕҢ. 
(2) 作 上 映射 


站 hne sa O isu mkeo po 


w = l hasy 
二 tn |z, + Тарзу] (0 < арку < m) 
把 上 半 2, Р ЕЕ НЫЕ ЕЎ ЗЕ bk 0 < Ime < 1,H. 
IER Кесу > O 映 成 茶 形 的 下 边 [пш – 0, 负 半 实 
ИШЕ ЖЕ BJ EIB Ime = 1. 
综 上 得 刘 一 他 符 台 要 求 的 保 形 映射 
ч = 11-2) — 


= 1+ ` 


6.9.20 È D ER: FEAH Sri l. 6581 ЯТ 
线 : — oo SU а к-а la 91 rs + eo(a D> 0) 而 得 的 


区 域 . 求 一 保 形 映射 ,把 D ШЕЕ (2:0 < [пите < 
20 PHR KERHAM RA РУН nw = 0.4 
ЙЯ] ШЕН ЕК Б Jmw = 206. 

# (1) 映射 


twy = — 
_ 


JE D ЕНН БУ w, F hi Ei E ЗЕ h m 5 n bs 
域 D (B16. 27a). (b) 

(2) 映射 如 s уо ERMA Ж „Л — 1 

В) D, 保 形 地 映 成 上 半 +o, PE у; lmu > 
ОСЕ 6.27(с)). 下面 如 果 立 即 用 对 数 函 数 , 虽 可 把 D. 
映 成 带 域 ,但 不 能 满足 是 目的 要 求 . 
(3) PEIR RTE $t w = wlw Е ЕЗ wa 
平面 D, Tiga hak LFE mwe, > 0, 晶 使 得 
шо PD — 0ml = 2 于 是 ,这 个 映射 把 w 平 
面 的 实 轴 上 的 线段 А(— 0B(0)A(1)( 图 6.27{21) 
ВЕ ТЕН. д Е ПОРАЕ ФРГ У. 


(z) 


At) А(со) 


Са? 


а) бил} 
Ail) Ci) 
ВОО) A С 
сБ) бо») 
Соо) AC EO A) С (ee) 
{с) 
Съ) 
Асо) CE— I) AG B(15 Абос) 
са? 
6 27 
| + < 
м = 一 ` 
I l- т? 


这 样 ,映射 (1) — (3) Ж {ЛАЙ ы, = wlr) 


就 把 D {ЖЕ ЖЕРЕ ЕЁ +o, 平面 ,并 出 把 左边 的 射线 
瑞 成 正 实 轴 , 厂 边 的 射线 映 成 页 实 轴 . 
(4) Мн НООЧА ТЕ Ж 


21% 


м 一 пу = п t'i гагы 
Л 3 Л 7 


(Ü < args < 2л), 
就 把 Imus > 0 ЕЛЕШЕН O < Ima < 225, H. 
下 实 轴 里 成 带 形 的 下 边 Iman, = 0, ЗЕ НЕК Bp АЈ 
ЫЙ Ime = 2. 
把 上 映射 (1) — (4) 复合 起 来 ,得 到 -个 符合 要 求 
BUR BJ 


_ 2%, ү! 
= 2901. Z 
O ai 
Zug =” + ww +a 
x l Vz а Kela 
Ж ”用 6,9.19 立即 解决 了 下 述 静 电场 问题 ， 

设 有 一 个 用 金属 薄片 制 成 的 无 限 长 加 柱 形 空 简 
‘ 设 圆柱 的 半径 为 DARRA AE Ж КЕП) 
母线 把 它们 分 成 相等 的 两 片 .已 知 一 片 的 电位 为 由 
另 一 片 的 电信 为 1, 求 简 内 的 电位 . 

由 于 贺 村 是 无 限 长 的 ,所 以 这 个 场 是 平面 场 . 取 
垂直 于 圆柱 母线 的 平面 为 = 平面 ,并 取 坐 标 系 使 = 平 
面 与 电位 为 0 的 那 片 半圆 柱 相交 的 半圆 出 为 上 半 单 
КА: | < | = 1,1ше > 0. 则 此 电场 的 复 势 是 一 个 
保 形 变换 ,把 单位 圆 内 域 : | < ВЕНЕВ ас 3F E| F 
的 条 形 :0< Ime < 1, 并 把 上 半 单 位 圆 局 上 映 成 nae: 
= 0, ЕН {у [Яй] ЖШ ime = 上 .出 6.9.19 的 结果 . 
知 这 个 电场 的 复 势 是 


те 
简 内 的 电位 为 复 势 的 虚 部 
о) = mt 0) = таңба 5) 
| L areg 二 = У) у >; 
= Er y = 0; 
Ир t argtg( t= э, „у < 0. 


与 48.9.20 相应 的 是 下 述 静 电场 问题 :没有 两 张 都 牌 
B T z 半 面 的 半 无 限 大 金属 平 血 板 .上 且 分 别 与 < 平面 
з РУР Кес < a,Imz = 0 Ñ Кес Z а, Пах = 
Оба > 0). 已 知 左右 两 个 半 平 面 的 电位 分 别 是 0 及 
2, Ж ШШ НУУ. 

这 个 电场 的 复 势 就 是 6.9.20 r PEIB IR ЕШ. 
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第 7 篇 。 实 变 函 数 


$7.1 势 的 比较 
(构造 法 应 用 之 一 ) 


项 有 在 一 -映射 gq: X УМИ X F Y ж 


З E X y X — Y. 易 地 — 为 等 价 关系 ， 
BD 满足 CE) АЕ X — Xi) Я.Х — 
ҮЙҮ ХЗ) 传递 性 ;车 多 一 YY,Y 一 2Z, 则 XX 
~ Z. 

在 上 述 等 价 甘 系 下 ,将 集合 划分 若干 等 价 类 , 同 
一 等 价 类 中 的 集合 彼此 对 等 ,不 同等 价 类 中 的 集合 彼 
此 不 对 等 . 凡 对 等 的 集合 , 称 它 们 有 柑 同 的 势 ( 或 基 
数 ) , 集 X 的 势 用 记号 六 表示 . 


TE 外 的 热流 =0;ал & Х = (аре, E 
# (ЖЖ Н) NX =», ЕХ 一 МАЖИ) 
## Х = |а. Хар, Я 
WAX- N = ЕТ) Ж Ë E filu] 
数 集 统称 为 至 多 可 数 集 . 非 至 多 可 数 的 集 仓 称 为 不 可 
数 集 . 

З РКО 的 集合 称 为 具有 连续 势 的 集 ， 
有 时 称 它 为 连续 统 . 此 势 记 为 AORE IR”). X 
上 一 - 切 子 集 所 成 之 集 记 为 23, 其 势 记 作 2х = 25. 8 
HE = 2Š 的 集 称 为 超 连 续 势 的 集 . 

ЭЕ X 一 Y, 即 它们 有 相同 的 孝 , 记 作 儿 = Y. 
ЖХ Y, CC 了 , 则 称 集 和 的 势 不 超 过 集 了 的 势 , 记 
fE X< Yk Y D> X. X — ҮСҮ X Y.N 
k X 的 势 小 于 Y Ву Y PJP AK F HW, iE X 
< YW Y > X. 

证 明 X — Y, ВЛЕН tK: 

(1) 自 接 建立 一 一 映射 o: X — Y; 

(2) 利用 Cantor-Bernstein EJE. X- ҮСҮ 
BY-X CX, WX- Y.BBEE X< Y EY= X, 
MX = Y. 

Е. ССА СВ, B~ США — В. 

жт Е ПЕТАТА ШЧ K RARE 
造 . 来 掌握 此 法 在 建立 等 价 关 系 上 的 运用 ， 

711 建立 下 列 集合 之 闻 的 一 : -对应 : 

(1) (a,5) BE- oo, + sn); 
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(2) Га,6] Elah); 
(3) N U |9| £ N. 
解 显然 pla, b) (е, + оо), 
b — x 


1 
тск у= фал) = у — 7—1 Эя; 
Фу: [н 5] (а,в), 
ху = фа) 
а + 056,2 = а, 
= азота ап 02, 


тул d,d 2а. = 0,1,2 e 


2 
фи М U 10 — N, 
ry= фат) = z+], 
都 为 一 -对 应 . 
7-1.2 ”证明 有 理 数 集 马 为 可 数 集 . 
证 ARRE OTRE 


HARRA RR E ЇЇ ЖИВ] ШАК ЛЕОН ЖМ RHR 
+ nd... REE 依次 排列 为 
1 I 1 


0, -1 本 ,二 2 -2 本, 本 3， 3 
所 以 只 为 可 数 集 ， 

713 证 明 NxN~N. 

证 法 1 немал = 22: (р 


ERER, у 为 下 奇数 ) ,而 对 非 负 整数 р RERS, 
MSBE—BJ J C€ N, 使 得 p= i- l.q = 2; - 1. 
+E 
p:N x N— N 
(Фу) gli, j) = 22-1628 ~ 1) 
为 一 一 映射 , 即 N x N — N. 
证 法 2 由 下 图 


(A AT, D ам, 30-е 
(2,1) (25/2) (2, 8) 
(3⁄1 (3.2) (3,3099 


ЖАКЕН ЭУ 
(1,1).52,1),(1,2),43,1),(2.2),41,3Ю®. 
РЕ, > p:N x N— №, 
ф(1,1}) = 1,ф(2,1}) = 2,0(1.2) = 3, 
ф(3.1) = 4,40(2,2) — 5,z(1,3) = 6. 


Ў.ф At, PI N x N — N. 
п+1 
7.134 S = Нау) Е Уу 
+ l 
= ФВ" — 用 r rp U) E R 之 间 的 一 -对 
Шу. 
ЗЕ BIRREA 
pS" - {Pol — R". 


P— Q = piP), 


7.1 
使 得 Py = (0,9,0,1),Р — Ür, za) ЯН Q = 
ФАР) = (ur u 0) T B E , 即 存在 上 EMV0， 
ILA P = (1 - tP, :- (Р), = (1 £) +£ 
"О = 1-1. = 1- уу], 
° T a Pn 


а= gP] 


] 一 афт 


Г. 
ЕЕЕ: 0). 


` 3 
‘1 atl 1 ntl 


2 
P = gQ) = í 2 1, ..., 


+ uj + + и, 


28, ніжна 1 
lL +a?Tt+ + и 1 + и 2 2). 
则 у 为 一 一 映射 . 
ДОРЕ 5" – Ра. m = 2 AREA ih 
ЯГ P. MAR, 
фә: F = S" — Һи, 


P, P = Puo 


Р-+ „Р = 
PIP) E |p pP, m= 01,2 
也 为 一 - -映射 TE 
划一 他 


是 所 求 的 一 一 映射 ， 

7.1-5 КЕЗЯАМЕ.Е,С E 为 有 限 集 , 则 一 
E-E. 

证 HE = las ayl. AHE ЕЛ, HA 
uki as EE ЕРЕ М, 5 aye, зам. 
3136 NFE 

ФЕ E-E, 


Vas 二 ii,, 
h - 


осу = фл) = IEN 


| куле йз 
у МН, E — E- E. 

1.1.6 ЖЕТА, E СЕЕ, ДЕ 
— Е - Е. 

证 BRE = la, l a € NI.IN E МЫЛО Ж, 
E-E ARINE Т E nj HR Е = jb, ! 
n € Ni G E - Ei HP b, Z ban з m. T š 

ФЕ E-E 
Dap- = fys 
faas = Bys 
TT a, b, n 1,2,7 
Ир, E =~ E- E 

7.1.7 可 数 集 下 的 任何 子 集 为 率 名 可 数 集 . 

证 HERE E = іа, аз ya, 则 下 的 子 
ЖА п] RIRA |an ras | ní < nx < +}, HB E 
lar ny ЕГА M A АВЕ: а, н. 
… 上 无 最 大 数 , 则 А 为 可 数 集 . 央 此 ,4 ЭЖ # 0р 


z— y> фк) = 


集 . 

7.1.8 设 卫 = 11,2,:-,М T = М.Е n € 
Г,1 = А, = Уз, Н ЖЕ пу Є r,t An = Stg, WI 
JA, 一 А 
ме 了 


A, = іар, а, ay 可 为 有 限 集 ),” € Г. 


x £ a 
t = .. 
„1 „7 = 3 
а 3 а3.. 
„A с, 3 


PARRET UA, 中 元 素 依次 排列 {过 到 相同 的 
元 素 只 取 第 一 个 ) 为 
} 


I z 3 2 I 
TAT 
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BFA, = З TAT, ЛН, U A, — 
ү. 
7.1.9 ТА, Npn EN, A, ПА, = О, 


Щ n = т HAUA, = Ro. 
证 。 由 上 题 , U 4。 可 排列 为 


1 1 3 
а\,а?,а1,а},аз, а 


由 于 l =< A, =, о, € N.A, = Am "i # = 7H 时 ， 


则 可 知 上 述 点 列 为 无 限 集 , 故 
ДА, 一 So. 
7.1.10 ЖА, NW. = 1,2,6, н. WEES 


A хб x A, 也 为 可 数 集 . 

证 法 1 ЙА, = [21,2 Сара) Є 
A хх Ад. Ар ++ А = РМА АЛ, x 
= x 及 ,中 的 点 可 完全 排列 出 来 , 故 A X … x А, 为 
可 数 集 . 

证 法 2 OTAR) Чп = 上 时 ,上 A ЖЖ, 
题 成 立 , 假设 = 大 时 ,命题 成 立 , 则 当 m = £ + 1 时 ， 
ÉE А; 一 lalar i, HAAN 

E = TD 
为 可 数 集 Е 7.1.9, 
1 X A, = ОЕ, 
ТЯ. НЕА А n, A хех A, AAR 
Ж. 

Z.1.11 
多 可 数 集 . 

证 ”显然 , 因 ,y 中 元 素 为 两 两 不 相交 的 开 区 问 | , 故 
映射 

е: 0 
(e,B)— ela,B) = r € ОП (а,й) 
35. PE A ZÜ = Ho. 

7.1.12 ВФАТ BE B ЯЛЕ (ИРК, A 
长 方 体 ) 组 成 的 集合 Q au E. 

证 ”显然 ,由 .Y 中 元 素 为 两 两 不 相 挛 的 连通 开 集 
NI, PL BJ 

g: ¿ = Q 
U— e(U) = £ £ Q“ ) DU 
为 单 射 , 故 


R' 上 两 两 不 相交 的 开 区 间 的 集合 .wx 为 至 


A xÜ = Уң. 
7.1.13 证 明 及 "中 以 有 理 点 为 中 心 , 正 有 理 数 为 
半径 的 开 球 的 全 体 v Ыл. 
证 ”容易 看 出 
pr — x Q, 
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D(z.r) = (к.к) 
Jy——Bh IEF НО, к) 是 以 = 为 中 心 ,> 为 半 征 的 
ЖЕК, rer € Q” хо. 

= Q' xQ = Wo. 
7.1.14 ЖЕСЕ 中 什 意 二 点 之 问 的 些 离 大 于 
HERES, N F 为 至 多 可 数 集 . 


证 ФЕВ 中 超 平面 x, = А, 


Š . 
Tk EiS lren, 
їн + 


n $ R" 分 成 可 数 个 边 长 为 六 的 正方 体 . 由 于 正方 体 
中 任何 两 点 x l y AEK pry) = 
үч? жое + Èy - 8, 故 从 题 设 知 每 个 正方 体 


п 
фе ЕН, ВАЛЕТА ЗЕГЕ 
推 得 为 至 多 可 数 集 . 
ЭБ T uFHH Csntor-Hernstein 定理 ,我 们 先 证 下 面 的 
集合 在 映射 下 的 分 解 定理 . 
7.1.15 (集合 在 映射 下 的 分 解 定 理 ,Banach) Ж 
ВРХ Y,g: Y 一 义 , 则 存在 分 解 : 
X=AUA,Y=BUB, 
其 中 л) = В, (В) = A.A A = ФЕВ n B 
= ø. 
M ЖР X PATEE, ZREL, 
ENglY- КЕ) = @, 
则 称 为 X 中 的 隔离 集 . X 中 隔离 集 的 全 体 记 为 工 ， 


A 
A= ШЕ, 
则 有 4 € 了 ,事实 上 ,村 于 任意 的 苇 Er AFAD 
Е.ЖА E Y gtY — J(E)) = ОЕ П g(Y 一 
KA) = 0.АШНАПкЕ(Ү-/К(А)) = О.А 
毛 丁 , 且 关 于 包含 关系 是 古 中 的 最 大 元 ， 
现 令 ДА) = B,B= Y-BD Ezg(B)= А.Ф 
是 立 得 Y = BU B,B n B = 多. 其 次 由 于 
АПА = An (В) = Ag Y-B) 
ANg Y- КАЮ = ø, 
又 可 得 AUA = 多. 事实 上 ,{ 反 证 ) А U À 二 
X MHT ro € X. B т, € AU А,{Е AO = À U 
izoh M B = КАС КА), MB = Y- BOY- 
JAD. МЕША = gB) Dg Y- F An AREK 
A Пе Y-A = O. E xo СА 知 .rn € z( Y 
- HAD К 
Ao fl gl Y- ЖА!) — @, 
即 Au 二 本 ,这 与 А ЕГФ АЛЯН. 
7.1.16 Cantor-Bernsten 8: X — Y C Y B. 


ХСХ, Х-Н Хш Y R Y = X Wl 
X =Y. 

НСС AC H.R B - CHB- A, 

(ШИ ДЕНІ Canter 提出 ,首先 由 Berastein 给 出 
下 确 让 明 . 上 向 的 证 法 | 的 方法 则 属于 Banach. ) 

ШІ 出 题 股 知人 存在 单 射 X Y MRA Y 
— X RARA, R B 
X= AVĀ, Y=RUB КА) - B.a(B) = А. 
注意 到 这 里 的 A = B ka :B— À kikit. A 
mnj fE— WE F: X — Y ШТ; 
л А, 


Ffr) = _ 
ЕЛ lat yar € À. 


ИЕН r X ~- Y. 
证 法 > ТД, ТЕЕ — — BJ 
tN e (X) — Y, C Y 
和 
Yr p a ( Y) = X, C X. 
0 X. pY C. p (Y) = XI, PË p: Y, X 
为 - - АҢ], 一 ga v BE = X. HHE Bh BJ Е 
X S X. X, — e(X,) Xg: X, — X; H- 
映射 .依次 类 拭 串 以 香 到 ‚ТЖ. 
ХЭУХ,—ЫХ ОХО ШОХ, De, 
АЖЕ) с FA 
X-X% — X, - oe É X, — X; — Аз. 
ХР. ХО АНЗ fE 2 M: 
Х={Х- Ху) 0 X Xð UX- X;) 0-6 


U (CN x.). 

同样 有 

Xi (XN XU (X, X, UX- X.) U- 
U CNX). 

Н Гез Ж ЖЕТ: 


Ф 
x 7 Xi =X, = Xas 


tengt 


. - 
X, = Xas Хаз T Х„\з+ 


ХА L be ИНЕ А ЕШ: 
х -(ПХӘШ(Х X)U(X,- Xa 
U {As AXA p UX- Xp U =: 
X, -í AX) EX2- X UX - Xa) 
у(х XJ) U(X- X) U 


P 
ХА, T Хь Хз Xana T OLL Nn 


= X), ti N Xp Xi = X. Xonai 一 Xon 中 每 个 
Ж ТЕ ЇН Ж ЮЕ L, 下 分 别 与 自身 对 等 ,因此 ДХ 一 
X, AX -= Y.N X ~ Y. 

Ж MHETRE F 05 3rf8 А FB Re — B 
射 来 证 明 CantorBernstein 定理 (证 法 1) 是 一 种 独特 
的 方法 .而 证 法 2 是 根据 题 设 X - Y C ҮҮ X; 
СОХ ПН! — — 8, ,这 是 一 种 标准 的 方法 .更 
重要 的 是 ,在 证 明 两 个 集合 对 等 { 即 势 相 等 ; 时, 大量 
的 例 于 表明 ,简单 直接 地 构造 -一 映射 是 很 困难 的 ， 
Cantor-Bernstein 定理 提供 了 -个 非常 有 效 的 方法 . 

7.1.17 无 最 大 势 定理 : 设 睛 为 集合 ,2 为 E 上 所 
有 了 集 所 成 之 集 , 则 F < 27. 

证 (RIE) E 与 28 所 等 , 即 存在 一 一 映射 
pE 一 25, 作 集合 

A=ir€ Ег €elz)l, 

于 是 存在 y € ЕЕ ply) — A E 2°. 

(l) WR y € А, ДИНА Е Ну € ф(у) = 
AT i; 

(2) ШЖ y € A. Mh АЁ ШЕ Z ly E ely) = 
A EFIA. 

ARMERT E 28. 

ж -方面 ,显然 


ж Е-—2Ё, 
r— дж) = 1ri( Р у 
ЖАЯ RES. _ 
ЖЕКИ ,Е < 25. 
7.1.18 [0.1] = iz € RI0=< > = 1: 为 不 可 数 
E. 
证 法 1 (FE) 根 设 [0,.1] 为 可 数 集 , 则 [0,1] = 


лозот ТОЛ) ЖЯ ,[0,-Е1,[-р,-1, 


ов AKIRE ri, 记 为 [ai,b]; 再 
将 [ial,51] 二 等 分 , 同 理 也 至 少 有 -- 区 间 !as .b;] 不 
会 ;依次 类 推 ,得 到 一 个 闭 区 间 套 : 
0,1125 [anh] D e D lay] D 

使 得 [av Б.) 不 含 x .根据 闭 区 间 套 原理 , 存 企 唯一 
的 点 a Є Alanda] С 10,17,81, „6,7 的 造 法 知 
хо хып — 1.2, fff z C iri r | = 
[0,11,2]8. 

证 法 2 ”只 须 证 (9,1] 不 可 数 .为 此 ,采用 二 进位 小 
数 表 示 法 : 


к 


N 1 
£ 一 
mol 


n 
n! 


ba 
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EF a, = О 1, 并 在 表示 式 中 有 无 穷 个 a РІ, 
显然 :0,1] 与 全 体 二 赤 伐 制 非 0 小 数 一 -对 应 . 
жаан, o, = 0 的 项 党 去 , 则 得 到 < 


а ан венаи FO k 


= жр. = п = то = 2,300 А, УА 
到 . 白 然 数 数列 的 全 体 表 示 为 N*, 则 (0.,1] — N”. 
(БЕШКЕК (О, ,为 可 数 集 , 则 N” 也 为 可 数 集 . 
不 切 将 其 排列 如 下 : 
ШИШИШИ 
(RD) 50 a. RE ...) 


(АО b) в) 


MMR (Pt a 1.512) + 
被 排列 出 来, 矛盾 . 

证 法 3 只 须 证 40,11 ARTAR. ( 反 证 ) ке 
0.1] ATRE, MOI] = znr ra Ж 
(0,1; ЕВИЧ, 


у F Ü. ry rtig 


L U + 1,5) € N” AER 


Y F U. ra Tatara + 


ху = dra td 


Ж = 0,1 :9 有 对 每 个 1 数列 5r 17 1,2, 
中 有 无 限 贾 不 为 0, 作 十 进位 小 数 

а = Ü aparata s 
Жа e z. e A0, = 1,2,…( 例 如 之 , = 工 ,就 令 
ар = 2,84 r; Z 1.012 а, = 1). FE: € (0,1],18 
由 a Е о Z: л„.п = 1,200, Bl a Е Lzri,za, 
ac | = 0,1], FA. 

证 法 4 HE 7.1. на. 1.17 9 

ЧО, = = 2% > Wo, 
танна 

7.1.19 RARE FEN a,b) 不 能 表示 
成 至 多 可 数 个 彼此 不 相交 的 财 区 闻 F, = [aD Ca 
= b) 的 并 集 , 因 而 开 区 间 (a ,5) 为 不 可 数 集 . 

证 (И) 1800,6) 可 表示 成 至 几 可 数 个 不 相 
АБ F = [andl a ж b BJ Ка, Б) = 
UF.. 

(1) ЖЕ 为 有 限 集 , 认为 fF; li = pe, 
пі, М 
{а,Ь} = ÜF = | mina, , maxb, | с (а,б) 
HETA. 
(2) Fi 为 可 数 集 .因为 r NF = @,& 
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(ci di) = {rnin( hi, ha) ,maxt ey, a3)), 
Wiad N (F U F.) = @. @ dE(c di) 内 的 
F, 中 下 标 最 小 的 为 mi, 次 小 的 为 mn1, 同 上 可 令 

(с2.42) = (тш hn, 
显然 (ea dy (ера). Hlo, da N (Р, U Fa) 
= @. 依次 类 推 , A ado Сс 6) C leie 
d )H(O 2.) A СЕ, | UJ Р.) = 0. TERME 
间 套 原理 ,一 定 存在 $E lasd hi = 1,2, 

由 区 间 的 造 法 知 € UFa EE (а,Ь) = 


ÜF, FÆ. 


v Ëa ) .maxt аы `9 J), 


7.2 
从 反 证 法 和 上 述 结 论 立 得 (< .5) 为 不 可 数 集 ， 
7.1.20 g 进位 小 数 . 
设 > 1 为 取 定 的 自然 数 , 称 级 数 


ут An — 1 
— z £ 


Fz] 进位 小 数 ,常常 记 作 0. араттар А — Е 进 
位 小 数 ,从 某 一 项 开始 a, ЖОМ 0, ШЖ ЕЗ z 进位 有 
БАЛУ. 否则 , 称 为 g 进位 无 限 小 数 . 


ЖЄ (0.1), тё 5, 时 , 则 z 进位 小 数 的 表 


q, 二 0,1, 


示 是 唯一 的 ,车 x = К 工 就 有 二 种 表示 ,如 g = 
10, 

z = 0. apra O00 = б.н 
如 果 选 定 一 种 表示 , 则 [0,1] 与 引进 
是 对 等 的 . 

E G Ez 进位 小 数 全 体 ,Gi Eg 进位 无 限 小 数 
ER, Ga g 进位 有 限 小 数 全 体 , 则 


“Han 10999... 
Ла G 


= (x = = ss, Gy = о. 
G= WT i = Va EIH8E87.1.6 (G z = G = 


х. 
MR, CG 一 10. djaan 


Ga = U G, , 故 


`a Ü. Сі Ўра ЗЕ M 


Ga = U G, = Ж. 


7.1.21 有理 数 全 体 的 势 Q@= w ,无 理 数 全 体 的 
#R- 0 = М. 

证 由 题 7.1.2 O =Ñ = Wn 
7.1.1. R-Q0-R=- Ml = 

7.1.22 代数 数 和 超越 数 ， 


再 册 题 了 7.1.6 和 


整 系数 多 项 式 的 偶 根 称 为 代数 数 , 不 是 代数 数 的 
复数 称 为 超越 数 . 记 Ce МНОО A EHE, Ca 为 超越 
数 的 全 使. 则 

Ск = Wo. Cg = 让， 

证 ар" ta teeta, 一 Don 天 有 ai 
ыа, Є n E МЗ И ЖЛ] д, 
至 多 有 п TRR, I€2l9ÉIÉIAIAIIOIYAWII 

男 一 方面 ,对 任意 EN r-n -0, 故 二 是 
ОЖ. АЛТ = Tal z € N| = Rg 

根据 Cantor- Bernstein EHH , Ch = „НЩ 


7.1.6 1С = C = s 
71.23 Pu DY: 
E = N” = (zm mat тт) | m, E NH, 
Е = (niana, пс) | n E N,mi < n; < + 
< n < l, 
(¿= Dayuan la, = 001, HAARD а, = 
0: = (0,1] 
之 间 的 一 一 对 应 . 
证 ЮМ 
pÈ — F. 
(туната) — PREETI STEE TEES S, = 
{нун 十 Ha, R| + "+ рк) 
和 
pF +G, 


(rpn tt n T] a Hs уп, 
Ü, араз ap 
slit = ags 
i о, npk = 1,2% 


都 为 一 一 映射 大 


71.24 证 明 10.0 N R- Q) м", 
ТТЕ = s. 
pt0 1 N(R- Q) N, 
r= =n- - 1 ү ж plr) = (туруно, изз) 
п 
"ур. 


为 一 一 映射 ,所 以 10.1) N (R — Q) 一 N”, 于 是 


ODAR- = № = (0,1 = 3. 
7.1.25 ERIE RI = ir = (руду, 
с), C В.п = 1,2,1 йр” = ks. 


证 法 1 (0,1) = lz = {rpn 
д < 1н 1,2,2 BA 
ф:10,1)° — R”, 


х7) 10 < 


rom phr) — Саб Е - 509.) 


为 一 一 映射 , ЕКШЕ ОП” = h, НТВ" = 


0,077 一 R. 


方面 ， 
$ = 70,0 = Tr la. a; } la Є © 
s< (0.1), 
为 一 方面 , 对 任何 一 (ордод) Є (0 
1)”, 按 十 进位 无 限 小 数 {无 限 个 非 0) 表示 有 


一 和 


Fx 5 P. tarp" -Fin 
Ta 5 Ü. rp ЫЕ ЛИР 


ERI 
ё:00,1)5— (0,1), 
гж (к) 


= 0. туро Telda J Ta 


BL, p 为 单 射 . TEOD с (0,1) = S. 根据 
Cantor-Bernstein 定理 ,(0,1) = 65. 
证 法 2 由 题 7.1.4 和 题 7.1.23,N” = (0,1] = 


R = 泊 , 故 存在 一 一 肤 射 8:R 一 N” .再 作 映 射 
PR — N”. 


‚у — plr} [2% 


к 一 {x Ta | ada = (mil Ti у 


ті), mi) ть), mý), 


其 中 miO € N) 由 下 周 按 斜 线 次 序 取 到 ， 
Mri) = Сн pd e, 


Mar) = (m Эа е, y. 


mi, ЕА ни), Ө), 


#{т„) = (mÉ). 


易 见 1—8}. 于 是 Re = N> — $. 
7.1.26 В = %. 


证 法 = rD, n0) i a, ER = R" 
= Mr sad l ry € R? 
< R° =R. 
由 Cantor-Bernstein 定理 ,R* = ЩЩ. 
证 法 2 显然 


ф:00.1)7 = R", 


rra] — ф(х) = (йл 一 3 уке, 


x= (че 
l, . 
telr, -5 ) m) 


为 一 一 映射 . AEO- S, ТК" = 


一 方面 ， ш 
Щщ = (0.0 = {т = (a, a) Y a & (0,1) 
< 00.10)", 
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пБ r = Cre a) (0,1}*, 按 十 进 
АМАК TO) Б.Н 
жү О.о 


{л 一 = (0, Короз, 


к, 二 Ü Урра 775 
TERRI 
pR” = (0,1). 
хр С) e E Ta a E лыс, 


显然 ,为 单身 于 是 
(@,1)” (0,10) = W. 
根据 Camer-Bernstein B (0,132 一 


证 法 3 出 题 7.1.23 贡 -= 007] = N“, 故 存在 一 
— 8 0:8 — N”. НЕВУ 
P:R" — №, 
ғ = (ар Я у 一 gir} = (mÚ) a. m |n) е, 
т, Б тус), 
Дф = Lenn j = 1.2... в) ЕШ 
所 列 自然 数列 得 到 


上 [1 = 【人 


#{ хь) = 《pp 


@(х„) = (mini, ... ое е +) 
易 见 ,9 у ЕЙТЕН" = N° =. 
7.1.27 10,11" = W. 
Ш “利用 二 进 佑 小 数 , 作 映 射 
#:40,11—=10,11*, 


qI —> okr) = fapa t, 


ap MERER T а = 日 .显然 ,9 为 单 射 , 且 10， 
11” = ФСО, ТЕ , 故 由 题 7.1.6， 


10,1!” = 01р = (0 
7.1.28 #2] X S ts, T = {x = (rp 
ху) а Є Xn = 1,21, N] X X, = М. 


W Ж ВН, УХ, 5810,1. 
É) RAIF, 


s = 10, 


Це x x, =R = W, 


т [ 


根据 Сагиог-Вегпетеіт 定理 ， x x. = ЩЩ. 
71.29 #1 X X =< w, EEEX, = = W. 


-Jliz £ X,.n = 1,2, 


XX, = 14 C (ауга 


lM x x, = 8. 
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证 ”至 多 差 一 个 
集 , 则 


一 一 映射 ,不 妨 设 X, 为 有 R 的 子 


根据 Cantor-Bernstein 定理 , x X, = 6%. 


m=] 


7.1.30 没 工 为 指标 集 ,1 近 下 近代 ,对 任意 经 
Г.А, < HFE e € Г.А, = 8 WU A, = А. 
证 l< ГАРЕЙ 6: rR HHA 
= s 知 存在 单 射 o A, = L, = 1(@ (а), | > € 
Ri . 作 映 射 
p: YA =R, 


а — pla) = guka), 
其 中 取 定 一 个 ata) ETT, 使 a Є Aa AA 
# FE, 


с 为 单 


= А, < UA, < - М. 
根据 Cantor-Bernstem 定理 ‚| JA, = 


7.1.31 ЖГНЕ, Г = R MELISA < 
s 对 任意 Í € ГЗ, Наз ВЕ, А, П As = @ 
WYA =X. 


证 ШЕШ ТА, < 从 . 作 映 射 
RP ША. 
a — pla) = a, € A,. 
BA, 2 1, a ЖА А а. КЖ, 为 音 
SE. 


= Г< Aa. 
根据 Cantor-Bernstein 定理 ， YA 一 5. 
7.1.32 ЖА=ВЦС,А = $, W BACHE 
少 有 一 集 的 势 为 
证 法 1 由 于 4 = 针 , 则 存在 一 一 映射 


piA>R ,a g(a) = (х,у). 
记 Ф(В) = U, Ф(С) = V.A 
R = Ф(А) = e(B) U ФС) = U U v. 
BHU - B< w V = Сс. 
P:R — X(r О), Р(х,у) = Cr,0), 
Р: — Y(y38),P.(z,y) = (0,y). 
ШР.) < U < RPO) < V <, МЕ 
xr”,y" 使 得 (x * 0) €e P (U),(0, y" )€ P.( V). H 
此 得 到 


{х,у O EUU V=, 
FA. 
证 法 2 #В<% BT A = А, — i 
Ф: — A. 


记 直 线 L, = ((=,у) yC RL. HL, = s H <, 


则 存在 - :点 P. € 工 ,使 gq(P,) C B, AW (Р) € 
C. FE. 


$= IP, r€ RI = e(IP, 1 r€ RD 
根据 Cantor-Hernstein зв, 立 得 
с, 
7.133 HAS ОА, = 内 , 则 至 少 存在 一 


A, ФА, 一 w, 


证 (БШ) А < s.n = 1,2,…. 由 手巾 = 
УҢ, ТЕ Е 
pA —> R”, 


а к Фб) = (ара). 
记 ф(А„} = Un = 1,2,…. 于 是 有 


R” = Ф(А = U eLA) 一 UU.. 
XIE X, o i(0.--..0,z,.0,:) | r, EER, 
P, : R° > Xy 


х Сатук > Plr) = (0,5,0, т.б), 


п = 1,2, Ш, P. (U, < Ú, = A, < ss T X, 
= KATE; € RR, 使 得 
{0,9.0,гД.0, 9) EP (Un = 1,2. 


即 对 任意 +. (O: Z п). 
(уау 2341") EU, sn = 1,2, 
大 而 {rr таг „Єй U, = R”, FH. 
7.1.34 ЖХ = lapera] о ERHI = 
2". 
证 法 1 
0; 
layi jashta 


! ; < 315 


1a s 


X 的 子 集 罗 列 如 下 : 


lanii 


lanna | h < < hli 


Ja 
HETE C+C +t Œ = {1+ 1)” = 2"( 个 )， 
HY = 2", 
证 法 2 Е— KEE "зар АЕ, айыз 
аа ,其 中 必 ERER a, а, BER 
与 “不 取 ” 了 丙种 选择 , 姓 然 共有 


2x2X.. x2 = 2"( 个 ) 
二 
ut 


EEEE 2” 4 X 的 子 集 . 
7.1.35 821 = JF. EC X NTisi, YX — If 


| f: X — УЗУН, У 一 ef oç 
Ю.А = ifl /:X — 10,111 = 


N r€ El 为 X 上 特征 国 数 的 全 体 . ШОХ 
гаа 
证 ER, 
ID, 
Е ФЕ) = 
3—89 ОХ = 1 TI? 
7.1.36 HX = saz- 
证 ” 椒 失 一 般 性 ,只 须 对 
为 此 , 令 
110,113 [10,1), 
- уе. 


ХЕ | йкЕ\т) = 


x 


t= 


= 2% = $, 
аня. 


易 知 еей, тох LX < 10.1) = 
-AR HEARN > € (0 1 用 二 计 位 小 
{必须 出 现 无 穿 个 1) 表示 为 


r= Ter “a = 08 1 
н- 1 
Ф 
2:(0,1]— {0,1 


х ф(х) = x: 使 yin) = apn = l,2, 
易 知 4 为 单 射 , 故 又 得 А = Т0,1] Т0, У. 
根据 Cantor- Hernstein 定理 知 2 = iO, 30,11% = Bi, 

7.1.37 Ех = R ~R. 

Ж ШАМ, НЕ 7.1.36, R — 2N — 
22 ,所 以 有 

Вх Е ~ 23 х 22-3 - 72 - ON р, 

7.1.38 ЖЕЖ A = lapan uati 的 所 
有 有 限 子 集 的 集合 为 B8, 所 有 可 数 子 集 的 集合 为 忆 ， 
所 有 子 集 的 集合 为 DD. 则 = ,C= D = hs, 

证 В, |а, аз, "а, | 的 所 有 子 集 的 集合 
它 是 有 限 集 , 则 B = Ов, айян, RIKKI 
B BatB PETREACA EZE, 只 排 第 


一 次 出 现 的 元 素 ), 故 B 为 可 数 集 , 即 B = y. 
由 题 7.1.23 知 六 = 个 ,再 由 题 7.1.6 知 五 = 


HIC = C =. 
7.1.39 É X = |z," 2 a | 为 一 序列 ,其 中 


元 素 彼 此 不 同 , 则 它 的 子 序 列 全 体 
Y! m ( < n> < ° < n, <) 


Y= (алза, 
HA ү = її 
Ж FHR F, G ШЙ 7.1.23 Ж, Ў 


pa: Y — F, 
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(x, UU Ta Т) шы (mi nB.) 


为 一 一 映射 ,再 由 题 7.1.23 可 得 YY 了 =F= 人 = W, 

7.1.40 势 为 个 的 集 , 不 站 设 为 及 , 它 的 有 限 子 集 
HEES В, ҮЛЕ РАУС, ШВ C = yw. 
‘注意 ,R 的 全 体 子 集 28 的 势 为 28 D> ys) 

证 ВЕ H x u f ЖИЕ Ж, EA 

m, : B, — R", 
GI." tal — (ait na) 

为 单 射 ,m = 1,2,…. 于 是 

А = Нараз, al | at € R, ЕР az, а, 

< B, < R" =Y. 

根据 Cantor-Bernstcin Ж #1, В, = 只 ,再 由 题 7.1.30 


再 根据 Cantor-Bernstein 定理 ,就 有 = Yw. 

应 用 势 的 知识 和 一 些 已 知 和 集合 的 势 可 以 得 到 Rr 
FFERR R 上 实 耳 数 全 体 的 势 ; 区 间 г F 
连续 函数 全 体 的 势 ; 区 间 了 上 单调 函数 的 不 连续 点 的 
全 体 的 势 ; 区 间 (a,5) 上 凸 函 数 不 可 导 点 集 的 势 ;n 
元 图 数 极 值 的 势 , 

7.1.41 u= lU IU CR БИЧЕ} ЕІ 
FECR 为 闭 集 | ,证 明 : 必 = S= 站。 

证 TARQOQ = 人 wp) (aa 
(aa, 8), ol. AR 
Ф: 10,112 = Карса) la, = 088 1, 


U = b (а, 8) = (аруа), 
te, MOU 
r PEQ 
а< 8 
Wisa U, 
a, = 
0,(а, 8.) С U, 
为 单 射 ,于 是 


= 2% = 0,11” > й 
>C. 0< Т = w. 
从 而 中 = 5. 9 
#= FI FCR AHR] = ТЕРСЕ | 
= UVI UCR MEB] = 从. 
7.1.42 = lU IUC R 为 开 集 |, 了 = |F| 
F CR" ЖЗ, ПЕВА F= 5. 
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证 AAR r= IB(z,r)| z € Q, reg 
= {Blr к), з ВО) .显然 
фі 10,112 = apa s) l aa = O03811, 


U = U B(z,r)—= Kajra), 
Blr. CU 


lr, Eg xg 
LBi ra U, 
>” SOB, EU, 
为 单 射 . 于 是 
$s = 2% = 10,1 р 
Z= ]B(0,-) | r € В| = Y, 
MAT, k= A, B 
3 = |F ( F C R" 为 闭 集 1 
= |F I FC R" AHA: 
= IU I U CR 为 开 集 | = w. 

7.1.43 ЖАС (- о, +%), BXHE3EE z € A, 
总 存在 8, >0, т - 6. ,>z + 8.) ПА ж 
集 . 则 A 为 至 名 可 数 集 . 

证 ”由 条 件 :对 任意 z € A FES, >0, 合 (z - 
бәл + б) ПАЖ ГЕ п a., 0, € QE > 
Є la B Clr- inr t A) 2 (а,,8.) D A E 
为 至 多 可 数 集 BAFE G B.) EA ORE 
只 取 一 次 ), 它 是 至 多 可 数 集 .于 是 ,A = “У. Дай) 
门 4 3230383. 

7.1.44 ЖАСВЕ", НЯН: СА, BRES, 
> 0, 便 得 Blz, ПА 为 至 多 可 数 集 ,其 中 Bir, 
б.) 是 以 工 APG, d, 为 半径 的 开 妹 . 则 4 32 Sul 
数 集 . 

I НЕЁ rE A TES, >00 В(Е,9,) 1 


A 为 至 多 可 数 集 . 取 r, € Q',0 < < Є 
О", olr) < r. E B(y,,r,) C B(z.Ə.). 
显然 ,Br) 门 4 也 为 至 多 可 数 集 . 设 这 样 得 到 的 
Bioro 的 全 体 为 集合 . 叱 相同 的 只 取 一 次 ) , 它 是 
至 多 可 数 集 .于 是 A = 5. Во 7) 站 A 为 至 多 可 
数 集 . 
7.1.45 ”RL 上 的 实 消 数 的 全 体 为 了 ,证 明 乓 = 2%. 
证 ”对 任意 集合 ECR!, 记 EE 的 特征 尔 数 为 
1,z€ Е, 
0,х Ë E. 

BRE 与 让 一 一 对 应 . 另 一 方面 ,对 任意 了 入 5, ff 
ВЖ C, = i(z,f(z)) | z € R']| 9 Р, Б 
F, 
f> Cr = МД)! € В| 

为 单 射 , 记 Cs = iC, | f € 到, 则 


ҖкЕ(х) = 


2® = IE. EC R -iy ECR} 
FC - во 0, 
Hue Cantorlernstein 定理 ,了 -28 ， 
7.1.46 WEE ICR АРИ 
C МЛТ 一 БЫ 一 çs. 


证 法 | ПА IF lc € RIS COD. 
HIK, PERAI 
pC 299 -29 ， 
fp) = I EXQI’ E I, Z 
ПО 


HERES H p 为 单 射 .因此 ， 


СО a -FÜ Fg 23% = kx. 
根据 Cantor-Bernatein A: ССГ) — УХ. 
证 法 2 BAS = = cle ЕТ C(D. 
其 次 ， RR = сасы, а, СВ, н 1, 
2, ОП тнр то, РЕВЕ 
Ф: = R° 
РФР) = (fari). fire) 


让 连续 性 易 知 为 单 射 ,因此 有 CU << RZ = А. 
再 根据 Cantor-Bemstein 定理 可 得 EC = = . 


7.1.47 Ë ір РЕ R #£#8 — HARE 
ГАН. /一 A. 


证 it áo f€ /Af 至 多 以 7 为 不 连续 点 ， 
B /(z) cl, BRA? I 46 H... = 锥 .十 是 再 由 
7.1.30. 


= U 4. = W. 
11.217 E 
7.1.48 ЖЇН] АРЕ S Wp ik 
为 至 多 可 数 集 
证 法 | PIRS =R ОА, 此 不 连续 
AREE E ТЖ z € Е, € E. r < z f 
Уло = 0) < plara OE Flr 0 < fx +0), 


故 


(fra Ot N Са — O). р + 
0)) = ø. 
pE = Ü. 
r= фт} = = Erir- 
取 r, € Q) 
HAE TE 


0), jir +OK 


E Q= Wo. 
PH E 为 至 多 可 数 集 . 
证 法 2 请 :处 的 振幅 为 or = 1 fü. + O) 一 
fir- D0}1, 


Еу = іх € (а,в) 1 ебх) 2511, 


Е, 一 |x Є (а, В) 1 s = wlr) < Li, 
# = 1.2," 
ШЖ Е, Ж т CARE Sn - 则 由 站 为 单调 
РАЖ Т 


ms DEO 708) = а), 

уп © In +I fib} = /(a)' 
MT E, SARE. BEH у tla.b) 上 的 不 连续 
点 的 全 体 


= 


UE, 
为 至 多 可 数 集 ， 
对 - 般 的 区 间 Г, п] 5 
I= Uian 6,2. 
H LEE / Eleni LEDER е пр, MAh 
J Ü (a, h.) Е, Wi r= 0: Liya ЕЁ 
续 点 至 多 可 数 
7.1.49 设立 = ТРЕ R ЛЕ Т, 
I=. 
W E + E ЛИ = Iy (| ERIS 
3 -方面 ,对 任意 FE ¿VAB = :mi ， 
-| 上 的 值 
上 
完全 决定 了 所 有 f 的 连续 点 上 的 隙 数值 和 无 理 数 间 
断 点 处 函数 值 的 左右 极限 . 对 于 无 理 数 问 断 点 ,由 у 
为 单调 函数 和 题 7.1.48 知 它们 至 多 有 可 数 个 ,排列 
为 ( 旭 果 间断 点 有 限 , 取 有 限 个 ) 


TI Ty СУЛА. 


显然 ,映射 
©: A R” 
f pt = Дк), е). firra 
Erase” Kr, фут, fü) se) 
为 单 射 СКЕ СИ" = W. 
根据 Cantor-ernstein Ж, ¿= %8. 

7.1.50 ЁЛЕ (РВВ ВІ. 
t= ifl f:R— R ЖУЛИ S — (fl f: 
R 一 R JPP И. 则 4- 一 = А. 

Ш HAS = z+ [e CR s£ теш /— 
战 由 Cantor-Bernstcin 定理 得 

£= WC MU7.1.49 А). МИ д= G= xš. 

7.1.51 ЖЛЕ ЕМА ШЖК = i 
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МА 


€ R | x PER HRR f(x + 0) FEARI 
ЖЕ ИЕ. 

证 >5=г ЄН! /(х +0) FERR, HI 
意 自然 数 n Й: 


FE — < R! 存在 > 0.3 > .x € (r — 6, 


16) 时 ,有 1 f(x) 一 jr) E, 
显然 ,站 E, 为 上 的 连续 点 集 ,从 而 由 de Morgan 公式 


得 到 片 = S- 1 Е, = Ü ( (S-E,). 下面 可 证 号 一 上 上 ， 
为 至 多 可 数 集 ,m = 1.2,…. 参 明 题 7.1.8 的 证 法 知 
L ÙS- R) 3 
itr ES- E, H SEXIA, FES >0,{Ш 
И #6 Є (л, гд) Alfi d- аво) 


+, „М, a ec Ert 05 AA 


| (z) f L, 
这 说 明 (x ,rt +) C E,. BRE S - E, 中 每 个 点 
+ 都 是 开 区 问 1 = (тг + S) 的 左 端 点 , 且 Г, 55 – 
Е, 不 相交 ,因此 , 当 Tista Č 5 一 Ё, Н ғу = тэ 时 ， 
YAL NL = @. 


tE &- FE. 


л, 


= =+, 


B] 7.3 
根据 是 了 .1.11, 区 间 旗 17 z € 5-Е, 为 至 名 
AAE, MS- E. 3p = ZI% Ж. 
7.1.52 Bia) Aled) LEZAR, WEA 
E= iz € (0.5) | 有 导数 f. (z) 以 及 在 导数 
£ (a) 存在 但 不 相等 | 为 至 多 可 数 集 . 
证 SAS] Elah f x) f. (m)l, 
В= = Є {а. Б) f (a) > / r. 

对 任意 .x E A WARR r, ,使 得 f. (z) < r, 
<i (r) PARM: Khala Crag 
b, ER 

Aal- fla) > r. s у© г, 


ЕД А 
f а) < култ < у < Р. 
合并 得 
бу fr) < r (y — т). 
Яру + Bs. < y < t... B, 


ga: Qpr — (rst,) 
DER FERL ER хол € Arr 2 z О. 
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ко) = Окуу, t) (s. „г = 
HA ху 和 r+;, 于 是 ,同时 有 
Fra- fr) er {tr олт), 
Ferd = Као) < т, баар лз), 
Рт) fr) < r (xi — г) = кт = xa) 
< für) — /\х»), 
矛盾 .因此 :AS ОР = Xo RB < yao. 
从 而 ， 


= À Ú B < Wo. 
Ë ”本 题 关 键 之 处 在 于 建立 A = :rE€ (a,b) | 
fs (z) < f. (z)i STAR Q' 之 间 的 单 射 gn: 有 A 


一 人 ,一 (rss 
7.1.53 BEO) ЖЕН a,b) Бн, ДАЕ 
ҖЕ = 15 Є (а,Б) Er ЖИР 为 至 多 可 数 集 . 
证 PRla, 2) ЕВ Cr), ETX a.d) 
中 任意 点 т.т), жу < za 的 有 


fix у — (a) += 


一 Tt 
— 42), 


=, 一 zT t-f] 
< r< mz = лү + — a. 


+ ү Ж И! 
将 上 式 进行 变换 ,得 
Ка) = Cr) б) = (z) 
Z= + F ` 
FE, a <a < = < z < r < b, < bA 
flan f(x) < Ёзи 一 fiz) 
ау 一 于 хр х 
g -AD 
+ Л 
Дә} 一 fla) 
ks б, =Z + ` 
由 于 ГН КО БШ 
plu) = flu) — f(x) 


为 单调 函数 ,从 面 f. (z) у, (z) FEAR, H 
< Ё) fir) ЕЗ 


i Ken- fen) 
х m 
dG т тутт 


уз 
бх) < Аё!) = (O) 
~ b х 


< шш E 
р + Ж 


v +a 
2 


再 出 题 7.1.52, 集 合 
E = 1z€ (а,в) i f ху Жие; 
= ia €C (а,в) l f. ke) Æ fe (ry 

为 至 多 吕 数 集 . 

Ж МЕЕ 330 7.1.52 自然 会 想到 只 须 
f+ DA Ст) 是 存在 有 限 的 . 

7.1.54 IC RNE, СОГ) 为 1 上 连续 函数 
HRA -= (f fa) 1 € СИ), n = 1,2, 


ebe = (Добул! ЕЁ ЭП} ЕЕ РЇ 
-BURZ = у= W. 

证 由 是 ?7.1.4 知 CT = 局 ,再 由 题 7.1.28 知 
?= 总 :此 外 ,出 

人 -TH 
=Z. A=. = 从 和 CantorBernstein 定 理 , ҮЙ д = 1А. 

71.55 7.8! — R AHLAK, Т 

Жык б) z € R ГЕЧЕН |, 

Fana = Ах) l ER J АЛМА, 
HEBH; y... 和 £... 为 至 多 可 数 集 . 

Ш r AFERRA, E -个 区 则 (ar n.) 
使 得 x (as n a B.  О.Н ќа) = (т) WE 
Fugla pO R. КАВИ 

Cim Q x Q, 

у= бк) = (а...) 

【对 у, П — X 8 Ка,,8.)) 
为 单 射 -于 是 ,As S< Qx Q = у. fw 为 至 多 可 
数 集 


问 理 可 证 Мыл 也 为 至 多 可 数 集 . 

注 “ 证 时 的 礁 点 也 是 关键 之 处 在 于 在 fa. 与 可 数 
ROX 日 之 问 的 单身 о: у r Q x Q.y = f(z) = 
(a,,8.)( / ARE e, AO 中 达 最 大 值 ). 这 一 简单 证 
法 ,往往 难以 想到 . 

7.1.56 Ё.К" RÄ n TERS,’ 

Аты = 1) | z £ R Ж УШЫ КНАН |, 
fnn = IFE l € R" 为 了 的 极 小 值 点 ! 
ПЕВА ў, 和 fnn 为 全 多 可 数 集 . 

证 а РАН, MEE r > 0, 使 对 任 
ЖН н € BU к) г о, r 为 半径 的 开 球 ), 有 
Ён) (а). З АВО...) С BEC, r)i 
r€ Вх...) бағ.) € Q x Q'. н KB BJ 
TERHI 
Фі" Q" XQ, 
一 个 (zz, )) 
单 射 .于 是 


fa 9° x Q = Wo. 
即 fw ТЕ P, fui 由 为 至 多 可 数 集 . 

7.1.57 К" = RAEE RA, ДКР Ў 
БЕЛУ. ТЕ (АРАУ. 

证 (Mit) Bit ГЕНЕРА, ДЕТЕ a,b Є 
Е" a) A РЬ), Е fa) < РЬ) ШЕЕ 
数 的 介 值 定理 知 , ARO D | Уба), /(%)]. 于是 

РОК") сера), FAD] = tS. 
n-i H EBE F EM S 


FRO = Z U Aya = о < R. 
FE. 
{该 命题 也 可 用 反 证 法 ,连续 函数 的 介 值 定理 和 
区 间 套 原理 证 明 ( 参 阅 第 1 简 题 1.3.17), 在 此 不 再 劳 
№.) 
7.1.58 ЗЕ ЕТС А ВАЕ 
ЖЕ ЕИ # P В. 


证 ”对 任意 的 BE v BRET rE BNE 


TRA B RARE. ТЕШЕ] 
gu Ф, 
В = e(B) = za € B r) @. 
由 上 题 设 .y 中 闭 图 片 彼 此 无 公共 内 点 , 故 史 为 单 射 . 所 
Ша Q: = Ro. 

(ЕЛЕ) 假设 :x 能 覆盖 平面 民 , 明 经 地 , 因 .3 至 多 
ИЖ, {ЕЕ ИЕ Н ЗЛ д {ЖЫ Жн] 
Ж УНЕТА, ЕЕ " C R, 使 直线 ! = 
(т.с) 1 r € R ЖЕНЕНИН А. TE.: 与 各 图 
片 或 者 不 相交 ,或 者 相交 于 一 闭 区 间 线 有 段 (包括 退 第 
为 一 点 ) ,而 这 些 闭 区 间 译 多 可 数 个 , 且 彼 此 不 相交 ， 


iBA F, i= 1.2... FE, = ОР. 
这 与 题 了 .1.19 ЖЩ. 


7.1.59 ЕС = |= = (ард), 
€ R, ул <+ co) H Ë НЕ ЧЕ. E 为 不 可 
数 集 . 


证 ”对 任意 a 二 (0,1). 
д = (1а, e). 
由 于 
У; "ур ор l-a” 1 e 
Уа nT = үа € 00,0), 
FA z € Г.Е V = [(l,a s am.) l z € (0, 
1)} 中 的 向 量 线性 无 闫 .事实 上 ,如 果 


ДР а, = (a 时 ,i € 
ll. ml, 
À | + À> + tàn = 0, 
а = Asas + = 0, 
aa заў" +4 Аан = 0 
是 关于 А A, 的 线性 方程 组 ,由 Vandermonde 行 
列 式 


4?5 


Ё l l 
d; Qa ы 
Де =l (а - а,) >= Ü 
vis Tu 
айс! аў -l ... "sa 
МА T Àa — 7 = А = 0. 


(Оен) 假设 下 ЖГ Ж, E 0081,82, 
В. TECA Улт НЕНЕН 
限 线 性 表示 . 设 

U, = lAB 12 6 RI 
LU, — tA (Ë t Ah l Apt € RI, 
А, € R|, 


U, 一 А + A>B> 一 © + Ай, | Арс» 


ML Ú U, = PD Y. 因 此 ,全 少 存在 一 个 自然 数 N iË 
Ux 中 会 六 中 不 可 数 个 点 (否则 会 得 出 У 为 可 数 集 ， 
与 上 述 V 不 可 数 予 盾 ). 设 其 形成 的 集合 为 V.T 
E, v TA poe ,Bw 线性 表示 . 因 V, Fin ЕЙЕЛ. 
关 , 故 Vi PAETA S N, 这 与 V, 为 不 可 数 集 巴 
B. 

因此 E 是 不 可 数 集 . 

7.1.60 R PERERA У yá BJ Hl 
WCMC- С),Д С = М. 

证 “因为 C 为 非 空 完全 集 , 故 存在 点 “GE 马上 一 
个 包含 < WEHA. AF x REC 的 弧 立 点 ,所 以 Ca 


二 -CNA 是 -个 无 限 集 . 

在 СА 中 到 两 个 相 异 点 .xo Жолу, HERATI 
诸 性 质 的 两 个 区 间 АЛП Ду:24 = 0,1 时， 

iDa, € CAG Л, САША А = Aima, < 
LCA ЖА, MHAE, mA, 表示 4: WETE Lebesgue W 
FE). 

AH ло A CRRA, АТИ СА E— КАЕ. Ra 
tyc Epi — 0,1. 又 作 如 下 的 区 间 Am ЯЙ Ag: 4 ë 
= 0,1], 

Шок E Cây Ао С Apli) Ду Ад = A; 


П) ыл < +. 
AJl ое WELA TERT. 于 是 得 到 如 下 的 点 
valik = 0,1) 和 区 间 A, WE: 


(le. E CA. ИПА: СА, A,A. — O, Cik) 


= (r Ë УЙДА < 4. 


антны T A, 至 = 次 得 到 如 下 的 点 


和 区 „Е: 
ОИ Є СД, 3 
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А, e ‚СА, 


ҥ-1'ң за? 
(A... A... = Ø dipe i) ÆG eR h 
<L. 

H 
KCRA PATERET Е 


nA, eer, 
KED ao, 
Erana E СА ntl =0 1. 
X nl {ЕЙТ ПИЯ PS 18): 

Дн утен = 01. 


当 Тик 一 0,1 时 ,有 有 
liz, „з C CA... G 


中 月 十】 t rrl 
DA CA 
ги. = @; 
(V) mA; аны < L. 
于 是 ， 对 所 有 的 自然 娄 п 都 施行 了 这 种 手续 ， 
HTE ARAA 
(ilin igat), 1 = 0, 1. 


根据 闭 区 间 套 原理 ,存在 唯一 的 点 x 


Bl xa E ПА .因为 C 为 团 集 ,so € C. 


Э, о: [Gi аст) | А = ОЛЕ S = 
иу li = 01A СВЯТ. RRE MRO, 
Уз (H a ia ШАТЕВ n, t 
i 
因而 A A, 一 = = =, ғ Z ш, лү I .这 就 证 
明了 зын, ЕЯ 7.1.28 得 到 
Щщ = 2% = Heiig) 1 = 0,1] 
= S= C= R = x, 
C = %. 
7.1.61 B(X, r) 为 A; 空间 ( 即 满足 第 二 可 数 性 
公理 ) 和 T, 补 间 (参阅 [3]), 则 的 势 站 过 tš. 
E AA, r) A A TAUER -Pht 


(lli) A... А 


与 之 对 应 ， 


EN 


їз, ізь" 


Жс = lU, ln €e №. е" 的 .团子 集 所 成 
的 集合 . 令 
Jf: N — и 
ETAD UnU ну" I r О, =, 2,--- HI 
< олу <- 


Ж yC X,zr = у. НХ. т) 为 了 空间 , 存 
在 UEr 使 :人 UU, 但 yEU. 市 I | n N| = r° 
ЗВЯЗ АЕ U, C U, Є U, іу, T 
А, а) > Су), РНН. ЖАЯ 
X < у= y. 


测度 、 外 测度 和 可 测 性 
(构造 法 应 用 之 二 ) 


$ 7.2 


хара я 
Є А 


ХЕЕЕ E, E 


E, U E Ea, E ке, 

贴 称 ? 态 半 于 的 环 [ 环 对 “一 НИ. PIREA 
XIE a. с X E 的 代数 (代数 对 “U "Ж 
“Ж” 运算 封闭 ) .由 于 
Е ПЕ = (E, U Es) (E, Б) (EF) 
агаи" Паи. dR FE C л Q = E-E 
Є Eras E, € 仿 ,还 可 得 到 U E, € 3. 

9 РХ | 的 集 族 ,如 果 任何 E. € їй = 1,2, 
-A 


ЦЕ EAE: 
则 称 4 为 о о Яі, ЖЕН). 
HES хем, ДОЮ Хо 代数 to 代数 对 
"у" -" AR" EAH. ЮЖ а 环 必 为 环 ,a 代 

数 必 为 代数 .出 于 
ПЕ, = ÜE,- UUE-F), 

S z ОЯ" f)” А НИО. 由 此 得 到 = 环 对 上 限 
集 , 下 限 集 和 极限 运算 也 都 是 封闭 的 . 

容 扬 看 出 ,包含 环 4 的 最 小 ga 环 S(: 沪 就 是 包含 
的 所 有 a 环 (例如 区 的 - 切 子 集 所 构成 的 子 集 族 是 包 
Жол —1 о Ж) 的 交 

PEER # ERREI p: т к ВАДЕ: 

0) нў = б; 

Л) Ef E: AHER Е E iA, (Е) = 0; 

Ш) САТТЕ Т Е, € А, 1,2, 


Е; Г Е, 一 € 1, 0251] 


- E; € й, 


‚ШЕ 


HIER н 为 环 上 的 测度 ， „(ЕЖЕ ЕЩ. 

Жл ЕНЕ а RATEM: 

in 有限 可 加 性 ;如果 F... 
ЛАВ З, Д] 


E, € 2. E. Е, {ЖШ 


UU E) - >Ч ЕУ 
i!  ] 
Е ШЕ 五 | ,F Є, H E, C Е, 
s= нЕ) 
ii: КӨ ЕРЕ: В E. € лн =1,2,— É E 


€ > E C UE, 则 


нЕ) э, ); 
МШЕ FE É n = 1,2,: 
S U E, € ^Ш 


т! Ú E,) = pa B 
wi HE E, €C п = 1l, 2yo EDADE > 
ПЕ, € m, ВЕРЯ E, биб Е,) < + eo l 
uí П, = imal Е): 
此 外 ,和 如果:? 还 是 о 环 , 则 还 有 
М) ШЖК E, € жн = 1,2,7, С E,) < 
lim 0) 5 
н Ft 
МЕ, € 2. н = 1,2,…, 肯 有 自然 数 上 使 得 
(Ú E.) <4 9 ME pOT Е,) > Tim (Е): 
Mi) Ш E, Є m n = 1.2, lim E, 存在 , 且 有 
自然 数 ВСЕ) <+ 0, и( lim E,) = 
lin нЕ); 


ШЕЕ, € n = 1,2,0, BA BRY k this 


УЕ) <+ оо, al lim E,) = 0. 

и ië НЯ) = IE EC X. E € si - 1.2, 
ЕС ЦЕ, ТЕ НО) X o, ХЖ 
АНОР — R, 


A (E) = УЕ) | E CADEC ÜRN. 
1 1 r= 


н" ARAWE ¿ 诱导 出 的 外 测度 (注意 ,py ”CE) 可 
能 为 + о). RIAC HO, BBA AFER.: 

[b (СД) = 0; 

(W ЗЕЕ НЕЯ E E Ы), (E) Z= 0: 

її; 单调 性 :如 果 E |. E, € НС? ВЕСЕ, 
a (Ei) н“ (Es); 

(м) ГИ | ， = н, ВП ЕЕ, р" (Б) = HUE); 

vi 次 可 数 可 加 性 :对 已 Є HUA) = 1,2,… ,有 


Т "ÜRES Sr (E,). 


ipt = EEH (Q) | HEH F E НО), 

А (Е) = a (FÜ E)+ "(F - EN WREE 

A MUJER Еи‘ IWR. EALA 为 o 环 .所 

МУС) я E = HOD, u (E)= 0.W) E € 

六 .此 外 还 可 证 + 为 完全 测度 , 即 a. FR 

Elp’ (FE) = ОИЕ а" ЖЖ ол" 
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EAE ` JF ERITI „ЛЕТ. ATHE p 
仍 记 为 ГЕ 更 进一步 ,如 果 РА 为 环 .3? 上 的 = ЗШЕ 
(ШАН E € т Е Є: = 1,2, (Е) 
<+ ECUR) E € "eE = FU H.J: 
中 下 EE 5(4.Н Au FE. 

现在 ,我 们 回忆 一 下 R' 上 的 最 重要 的 Lebesgue 
测度 т. DE h = Ulah] |= co < пс, b < + с, 
i= 1, nl CÆ— MO HDE E. E, € 4, 8 
Ж АЖЕ = ЦЕ 为 上 的 一 个 初等 分 解 (注意 
初等 分 解 不 是 唯一 的 ). 令 集 函 数 mih — R, 

mF} = У 一 а,}. 
1=1 

可 以 证 明 (Е) Б E WJ 32 Е, ПЕН F з 
EAE, E m И 180—7 НЕ АЈ ГЕ Е 
拓 的 一 般 方法 , 先 在 HUA) 上 引进 外 测度 wz" ,再 将 
M: 各 上 的 测度 m ERAL = A С НО) 上 的 调度 
m * ‚ЖК Lebesgne 测度 { 它 是 区 闻 长 度 的 推广 ,有 时 
утау m), L = 2 22 Lebesgue( 上) 可 测 集 的 全 体 ， 

Ezero PB iH ECR 为 二 可 潮 集 与 下 
面条 件 由 的 任何 一 个 等 价 ， 

(D 对 任何 > 0, ЕНЕ G D E f =" (G 一 
Е) < +; 

Же > 0, ЕИЖЕС Е, x ‘(Е - 
Е) < ғ; 

П 对 任何 e > 0 FEFE G ШИЖЕШ ЕС 
ETG, H mG- F) < ғ; 
iv) 存在 G, 型 集 G( = 站 G,,G, HRE) G 
—ƏF.H = (G - E) = 0; 
М] 存在 Е, MEFO ÜF, Е, ЙЕ), F C 
E,H m (E - F) = 0; 
v FEGE S(p E G SER т (С-Б) = 


0; 


МЇ 存在 FE 505), ЕСЕВНњт "(Е Р) = 
0. 
以 上 内 容 可 参阅 11]. 
本 下 通过 对 大 量 的 集合 和 各 种 测度 的 构造 ,来 民 
示 构 造 法 的 具体 技巧 . 
7.2.1 Ra ЕХ LAII o БАСЕ, 
(D) HHR E, Єў, и = 1.2, E. Е C E, C Es; 


C =, ЦЕ, € АЙА lim (Е, = (С E,). 


ч 


(2) 如 果 FE. € жп = 1.2. E > E, > F, Ə 
ПЕ € АЖЕ, (Е) <+ =, 
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mi 
im и(Е„) = aí U E,). 

举例 说 明 删 去 条 件 “x(E,) <+ co" 后, 上述 结 
论 不 成 立 . 

(3) RAA oH, E, € НО, E, СЕ, СЕ; 
Coe ni 

[im и" (E,) = н? (UE,). 

(4) Ж Яаж, Е, € НОЯ), E, DEDE; 
онар ТЕ, E =. (E, ) <+ oo, 则 ( 参 
87.2.3) 

dim р (Е) = а (ЙЕ, 
902) НЕЙ, ЖЕЕ (E, ) <+ оо" REWE. и. 
ELEL] 页 题 3. 

(5) 举例 说 明 量 有 (3) FRIRE, € НС), Е 
= Er C Es Coe fE lim z+ (E,) Æ z. ( Ü E,). 

(6) 举例 说 明 , 虽 有 (4) НАР. E, € НО), Еу 
ЭЕ, ЭЕ, fB lima" (Е,) # p (NE,). 

证 (ОЖ F = E.F, = E,- Epa = 2,3, 
Е 是 一 列 彼此 不 相交 的 集合 ,日 = Ú F,, 


ÜF, = E, U 


(ÜE) = ÜF) = УЕ) 


Шы) 
= im Э(Е) = lim (ОЕ) 
= im Е). 
(2) ФЕ, = ET Enn = nana 1.2 ДЕ, 
C FK, СЕ, + С, В, 


Ок = Ü (E - Е) = Е 
t Ш л 


所 以 ,由 (1) 得 到 
„ип pt = Hmla(E,)- ACE] 


ПЕ Є, 
n 


л А 
ü i 


= (Е) lim p(F) = иб) = z Ü F.) 
35 АЕ 

= КЕ, 一 0 Е,) = N (Е, = Е) 
= ty бен 

= (Ü ED = (ПЕ. 

r M 1 

B|. E, = La, + seo) C R!. 

lim i ( E,,) =+ ° ZÜ = m(@) = mt ÑE»). 

(3) H E, C E, C Es C = Яры" (К„) < 

"s (UE, (ED (Еа) Ж lim и | (E, 存 


fe Hl. 
lini z" (PE, ) и UE,). 

КЕ СЕ) LE ). 

ШЖ a (Е) = + оо, Д н СЕ,) = 1 O rZ n. 
РШ iH p (EJ) <+ оон 一 1,2,3,…, 则 对 
# E, Неь ОС, Є ж.ш F C С, 

кб») < M (Б) + є. 


i A, = Па, АСЛ А С, C A, 
C Gn Т2 ВАО # U E, C Ü A, 得 到 


к ОЕ 
lim (С, ) = 


>H «Ü А„) = lin и(А,) 
lim T *(E,) + z. 
гү , 立 得 

і Ü E, = 


lim a’ КБ = д 


lim 1м “Е, }. 


з 
= 
Ë 


` CUE). 

(4) AEDE ЕБ, Do и, (Е) 2 
z. (E... КЕ) Жду (Е) 和 lim н. (Е, 
企 .内 此 

Jin н. (К) = p. (YE). 

PHE шпн. (E,) yee C NE,). 

对 每 个 E (z 2 nú) 和 任何 。 >0 Je F, € s tË 
F. C E, H 

ОЕК) > pE, — є 


WA, = UF- RA ADA DA, De E, DA, 


Э Е,,н — 12. BADAN ED ñ A, 4] 
H= y " "| 
ПЕ) = м. (ПЕ) > ш ñ" А) 
REN 109 


ША) 2 
т j СЕ.) к. 
* e — 07 AB 
t CN E,) = 
RE Ж.Н 
im Ba E, =ош. (Cn PE) 
利用 (3) 的 结果 利信 Н, = Е, Enn ZZ ть 
可 证 得 (4) hz Ж. 
(S) МОЛ] Ө = і. у, 


ты) > ШК) > 


lim nx. (FE,). 


к= Or ,yy 


EA Aa yr- v€ 01119,7] 


为 工 的 等 价 类 ,在 每 个 等 价 类 中 怡 选 一 元 束 为 代表 得 
到 代表 集 4, 记 А, = A.A, 一 аА). ЕФ pelu) = 
utrou Є A НИТЕП ЖЕЛЕП m (ÚAD =Ü,” 


— O.1.2,.. Е, = UA, 

Pr (E) = р, Cu) = и+т, 1и E E,i, 
Ин < n < n < Н Vi =pl 
=]. 


күлү, Е к list 0,1,2, ті (x) 
于 是 Pr СЕ) = 0,1,2,.…) 为 稚 此 不 相交 的 集合 . 
(ЛШ) IREE e, (En) П е, (E,) = ØM z € 
g, (E,) П Pa (Е,),4 <). РЕ 
r = kr + r, = y trr, tt r C (А), 
x í y, Ë glAN, О = 5.7 н, 
Tt - ra) Є Q. 
А + = уй, 一 加 = Fa, — r, oR JEMA +) 
PE. ШНА (і д = т, (6, (Е,))) 


о у) 


S mat Уф, (E,)) < m([— 2,2) =3 


m. (g, (E,)) 


=й 


= 


m a (Ü Aa) = m. ( E.) 
= m. (g, (EnD) = ë = (J. 
МЕЖ, Е СЕ, СЕС М 
шу т.(Е„) = hn 0 = = () < m ([ — 
Ei Ma (UA) = nt 
这 就 是 所 需要 的 反例 . 
(6) 对 (3) ФО E, L- $F- к, 为 集合 的 音 
阅 下 降序 列 , 根据 mC- $, J- E) = 3 - 
mE, = 3- Ü = 3,# 


- Е,) 


72 
кла ÚE) 
= тё Ad- > 


3. 
5- 一 E,)). 


这 说 明 : — 5,2] - Е, 为 所 需要 的 反例 
7.2.2 RIN X 的 菜 些 子 集 所 成 的 gz I, u Зул 
上 的 测度 . 则 HCA БЕРЕШ 
(E) = itfal PO O EC F€ AEC НОЯ) 
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为 外 测度 ， 

证 #А = la(F) 1! EC F € A.B = 
ЮП FE.) | EC ÜF.. F, EA WR a (F)€ A. 
则 ECFE ARF = Е.Е, Øn = 2,3.…, 则 
F, Eda = 12 B E C ÜR, 


АР) = D F, ) € B. 
м] 
Тж АС В.А — intB. 


RZE AE) E B, 则 EC Ü F,,F, € > 
FEEC б». EAR 


Ха # 
inf E Z мА. 
综合 上 述 ,得 到 inf4 = Е. Ва" 就 是 #7.2 定 义 
的 外 测度 gy* .由 此 ,py* н" ДАЯН Ж 
基本 性 质 . 当然 也 可 从 p" EA ЕЕН. 
7.2.3 aA X KRETE RRS, p 2 21. 
的 测度 . 刚 HON PARA 
мә (FE) = suple 下 下 王后 六 
(р. HAWE) 具有 下 到 各 性 质 ， 
(1) АКА: p. (E) 0, ЫЕ A O) = 0; 
(2) 单调 性 ; 着 Ej E € HCA), E, C E;, W 
ёё» (E, a = a (Е); 
(3 Æ E € #0 к. (Е) = (Е); 
А) ЖЕ € HGD,E ПЕ, = @,; > ;,WJ 


z. (UE) > Ün. (E,). 
进而 ,如 果 2 3 о 环 , 旭 有 


РА (бр Уа, (Е,); 
(5) 对 EE 2 F € HGN. 有 
нЕ) = a (FÍ E)+ z. (F — E); 
(6) ДЕ ож, Ша. (Е) Е), E € 
НС. 

证 ”根据 yy; ,ww” 的 定义 和 的 性 质 ,显然 有 
(1°) (2°) (37) 种 (7). 现 证 {4 ) 的 后 一 情形 (前 一 博 
形 更 简单 ) 如 下 : 如 果 有 u. (E) =+ о, W 
ua (Ú E,) = + о, Ж н, (E) < + оо, 
n = 1,22, M3 E E, € Н(Ф),Е, ПЕ, = Ф, 
?7 和 任何 >0, F. {ШЕ ОР € 2 E 

PED S< Р) + у, 
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TE, Ü E, D Ú Fu F, ТИЗЕ 2 Ж а 环 知 
Ор, € AERO) ҖИ 


mak U En D a. (CU Fa) = ELU Fa) 
= >a F. )2> la. (Е,) – е. 
„=t n=l 
令 e-=0 ,有 


uÜ E.) > Уул. (E). 
ЖЕЕ (5°) IE E РЄ НО), HT 
F= (ЕГ E) U (F- E) 
E 
{ЕГ E) Y tF —- E) = @ 
和 (4 ) 有 
pF) Iu (FÜ Е) + р. (Е-Е). 
FEA (Кл, (Ff E+ н. (F-E) 如果 
R (F| E)=+ o u, (F = E) =+ %, 则 不 等 式 
显然 成 让 .如 虹 н (ЕП E) <+ о, u. (Е- Е) < 
+ œ, ШР e >20, a. EX FE F, € RIE F. 
CFHA (Ен КРУ +, X a (Fo) = нЕ EY 
+ yt Fu - E) TE, 
д. СЕ) (Fo) + є 
= pl Fy NE) + (Fy E) +ë 
= л, (ЕТЕ) + н (Е-Е) +е, 
他 上 -> 人 得 到 
н. (Е) рв. (ЕП Е) + р, (Е-Е). 
综合 上 述 ,有 
n (F) = n (Ff Eta. F-E). 

7.2.4 ” 设 盆 为 XX 的 某 些 子 集 所 成 的 代数 ,yr 为 他 
上 的 有 限 测度 ( 即 (X) <+ оо), у 

н» (Е) = p(X -p(X - E) ,E £ Н). 
证 明 к... 满足 题 7.2.3 中 a, ARLE (2°), 
‹(3°).(5°›,(6) 和 (4) 中 的 第 一 个 不 等 式 ; 如 果 名 为 
5 代数 ,出 а. 也 满足 (人 ) 中 第 二 式 . 

Щр, р. Z =, ,并 可 举 出 mr， р 的 例子 . 
ШЖ 2 3 5 代数, 则 As。 = ji.. 

证 (I) ues (@) = (X) — р" (Хх —- @) = 
Xe = D,H X - E C X Жїн 的 单调 性 得 
到 

m. (E) = рх) p(X- Е) 220. 
(2) ВЕ C E; B| X — E, Ə X - Е, а“ 
的 单调 性 得 到 
к, (EJ) = nN)— "(X Е) 
S HX) a” (K - E) = н, (Е). 


(PP) XPF E € A. f 
n. (El = pX- ХК) 
= НХ) -pl X- E) = pí E). 
(4°) АТЧЫ ЙЛ ЛУО E, € БК), н = 
1.2, . E, = X- E, € HOD. ЕЙТЕ > 0, В 
7.2.2, 存 在 下, € A Б, C. F... 


АЕ) S (ЕЁ) +. 


PEE, D F, Єл, F, АЧ, ШЕ, Z UE,. 
X- URIX- UE,. 

ШАП ғ о ЖА 

` 


Laro En) = У (Е), 


= № Cual X) tE) + n | 


-si S (X Б, ЕСЭ 
= е + нх) = [их — „С К] 
=+ nx) нх - Ü F.) 

шеъ A(X) p ' (X — ÚE.) 


Ea 


„CU Ep). 
Ф е 07 Ж} 
нь. U E,) Z S In. (Ep). 


т] 


值得 注意 的 是 对 и. (Ов) 2 


ТЕП, РП Ü 代数 . 
(5) РЕ Aa FC HO O (FÜ E) D CF - 
E) = 信和 {和} 中 第 一 相等 式 有 
н. (Еу нин. FAE) +a (F E). 
ЭЛА. Еро. AE F. € J.F, —Ə 
F (BW Fç С F) th 
АР) а (Fu) с к 
MARP C X- F€ À F EC Ff E, - ЕС 
F. E HGO 和 02) ,有 
二) 
= 
ал AN (Ку) e) = е + СВ) 
— + (Е Y E) + аР E) 
一 上 十 «А ЙЕ) +u... (Fe - E) 
= еки. ЕПЕ) ъи E-E), 
ьо AN 


Уи.) ВЕ 
2 | 


«СК нЕ П Еу м. (F = E). 
综合 上 述 ,有 
не (Е) = н ЕЙ EY+ a, (F-E). 
(@ pa Е) = нбХ) pt- 上} 
= нх) - (X - E) 
E pX- Elt p’ (Fn (x Е) 
= u (E). 
Ет, 
н (Е) = НХ) (ХЕ) 
Z= L (Xl ШКЕ C F € т 
= ызых ВТЕ F € я 
= зир! P) EDF € А = р. (Е). 
WR 2 9 Ü 代数 , 则 上 上面 不 等 式 成 为 等 式 , 央 而 
н (F) = z. (E). 
旨 时 若 用 这 等 式 , 由 上 ,的 6 条 人 性质 立即 得 到 w, . 相 
应 的 6 条 性 质 . 
全 ;如 此 六 为 环 但 非 g 环 ,例如 .= л, [0,1], 


EC [0,1] = X 是 测度 为 二 的 Cantor 集 , 风 


ва ЕЎ (Ú N) (E) = 1. T = +. 


a. (F) = ыр! FPI ES F € й = 0, 
从 而 z. CE) > pa (E). 
7.2.5 а, 为 环 少 上 的 一 列 测度 ,证 明 : 


ОЕ) = У) эы (E) 
n=1 


人 是 环 .上 的 测度 . 
如 果 对 任何 巨 马 分 和 任何 自然 数 ,部 有 n, СЕ) 
El 
证 ”显然 由 pO) Ор, (E) > 0 3n 


` 1 
НОО) Е > pO) = = ` 2" `9 = = 0, 


x( FE) = 5) нЕ) 2:0. 
HU HL Е, с Fí, E, E; Є „A, bh 
нЕ) 一 У (E) < У (Е) = нЕ) 
nm-] п | 
RAME E, СЛЕ ПЕ = @(; £1),HUE а 
A Mih pg RA nl lar ДИЕ ЕН 


a(UE,) = > 005) = МУ; Уа) 


л 


一 УУ) TA (Е, )) = 


1-1 w 17 
HI, BELA т AET AE. 
ат EIS, p a VEKE., 
如 果 (Е) 1. 


> HOED 
= 
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1 
Е) = Ук) E. —2 =, 
м] 2 m 1 2 | 一 4 

7.2.6 ЖИМ X EME о), e AAE 

的 测度 ,如 果 对 一 切 E € AE 109 lE 

+ о), 的 原 于 全体 为 至 多 可 数 集 ,其 中 “原子” 
指 独 点 集 | xz | C 2 B р(х) > 0, 

证 (ЖШ) 假设 АЛА ЖЛ АЛЕ ПШ, 


ME, = 15 ЄХ1}} € 2а = 1, 
2,… 中 必 有 不 可 数 集 ,记忆 ,为 不 可 数 集 . 于 是 ,E = 
lx, € Е, ! = i, Ha t 1,1 < (+0 
АЕ) 1(#Е = ln € E lk = 1н, 
СЕ) =+ оо), FA. 

7.2.7 ИПИНЕ 2 КУН < Fe Caratheodory 
条 件 所 得 的 扩张 ЖЯ" ,ju*" 并 不 一 定 是 ñ, 的 最 大 扩 
Ж. 
E І.Х = R! 的 一 切 有 限 子 
集 所 成 的 类 ,对 任何 E E Aul E) = E PHAR. 

易 见 

St 办 = IEL ECX ЕЯ | 

= IE C X FEB € ЯД E c LE 

= HDF о 5(:3) 2 9, 

НС) = '#* = SCA. 

. Ей „ЕЄ я, 

“= |, E 为 可 数 集 . 
АСЯ) ЖАС, BRAH, A AAN, (20. 
н) "РШЕ X 的 一 切 子 集 所 成 的 类 .Y 上 ,使 

КЕ) = |A E)E € HBI EKARA), 

+, E C. — AE HERE). 

BJ2:X = frp 4 = }@,х| Яо Ий. 

HOS DeX) = і. 

HED = jØ, bri ә, X}, 

pizi) =] = &*({х»›}). 
因为 

ОХ) = 15ё&1+1= aliri) + u'l} 

= n" (X n lz) + н Хх - (rit), 
В С" Ale) ЄЛ". ЕЕ 
= |@,X! = #* = НО. 
但 Ci" u”) К, н) 的 最 大 延 拓 IN SN GA, е) 
[нї и) 上 使 
0,Е = ø, 


ҖЕ) = 4 二 ,已 = lx! 或 fz， 
W: = X= ri, zl. 
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7.2.8 ЖХ = rr 为 可 数 集 ,为 
ХЯТАН AHE E Є и, 5 
ШЕ) = E PARTE, 
(Е) = an (E) (a 为 非 负 的 常数 ). 
WHr 和 pz Е НОЛ) БАТ. 
证 ЕЖА) = FE ! ff E. ЄЗ ЕЕС 


ШЕ = IE | EC XI. RHEN E € H(A), 
mi (E) = nf (Е) 1 E, EH 使 FC ДЕ 
= Уша, 

TEE 


+o, EARE, 
O [a EXE 中 点 的 个 数 ) , 当 五 为 有 限 集 . 
由 此 立即 推出 ,对 E E H(2) MAH FE НО) 有 
zt СЕ) = жү КЕП E)+ pg (F 一 E) 
(如 果 F 为 有 限 集 , 上 述 等 式 显然 成 立 ; 如果 F 为 可 
数 集 , 则 左边 和 右边 也 必 为 + %, 从 而 上 述 等 式 也 成 
Зл). ГЕ нг TWR, EE Эш ,所 以 
ні МЭ = НОЮ ЕВЕ. 
Яй a; = аш, ПАН ли; BEA = 万 (人 于 

的 测度 ， 

7.2.9 ”证 下 为 Lebesgue 可 测 集 ,如 果 对 一 切 自然 
数 #,m(riEN E) = 0.00 т(Е) = oH, rdlr) 


= z + + 为 平移 ， 

Ж (БЕ) 假设 8 = m(E) > 0, 83 E 5 
Lebesgue ПРЕ , 故 存 在 开 集 G — E E m(G - E) 
< 二 .显然 ,存在 充分 大 的 ,使 

ч < m(r1G N G) 
= mlrd (Ë U (G - Е) Г (E U (G - E))) 
= m((riE N E) U (z1(G - E) N (G - E)) 

U (HE N (G ~ Е) U (ACG - E) ПЕ) 
= m(r1E N Еў + miG = E) + m(G — Е) 

t ттс - Е)) 

= mlriE ПЕ) + 3m( G — Е) 


38.3 
<0+ = -=/. 
TA. 
7.2.10 ” 设 务 为 下 的 某 些 子 集 所 成 的 a 代数 ,y 为 


妆 上 的 有 限 测度 ,对 E € H), 

н, (E) = supe FI | E> F € 2. 
WEH: e (E) = a+ (ESE C ЭЛ" (ВЕ Эн” njih 
Ж). 

举例 说 明 . 如 果 删 去 条 件 “ 有 限 测 度 ”, 则 


нЕ) = K (E) FE Є m. 
证 (=) EC Н, (Е) = z. (EY. 中 于 
作为 go 代数 ,存在 下 ,GE 六 使 
к G, 
R 
иб = р КЕ) = n. (E) = нЕ). 

AJG- F € z. hk 

нс) = iG - F) r (F), 

нб F) = 0. 


тё 
бл E- Куо н" (G 一 F) 
= z (G - F) = ü, 
в (Е-Е) = 0, 


HHE- Ен ЗШЕ h E — РЕР 得 到 EE — (F 
- F)UÚU F € Т Ен" ОБ. 

(<) EC n MJ R oE Е |= F Ú 
H O|: F € SO = # H hn" 零 集 ,因此 

ОЁ) = п. (Р) =н, (Е) = n (E) 

sa (F)A н СН) = pF) = нЕ), 
нЕ) = н. (E) — (ЕЁ). 

КФ: АЯ] --у.лу 1 中 的 Lebesgue 不 可 测 集 
A 7.2.32), = A L [1, + vo), н. (E) = 
mU (E) +оо {ЕШ Е Уу Lebesgue 不 可 测 集 . 

7.2.11 ЛЕ ХАЈН ТЕНТИ АТО 环 ,ji 为 
A ERAWE,A, B € Нл), WJ 

(a (АҢ B) + н (АГ ВУ н * (А) + 
HB АВ) 

(2) ЧАВ Ан“ АЯ, 

н Л J B} + A ПОВ) 

= A+ а (B); 

(3) 证 明 存 在 А,В E Ht 办 ,使 

КАЈ В) + (A В) 
< (Ау а" (B). 
E (DAHA, BE HUD ТЕ Gi 
Gi € S62) = AE GIDA, LG D В, FË 
ECG) + el G) 
= Ga) + iG N б} + lG- Gi) 
+ HG П G) 

=G J Ga) наба A Ga) 

Ee LAUB +a (A ПВ), 

СА) + н (ВУ = М дб) + аш G2) 

A AU + СА ГРН). 


(2) 不 妨 设 A о" Е РАЯН € HU) 
6 


САВ) = AUB D A) (НИЛ), 
нА Ú B) 
= лв ПА) и (AUB) A) 
一 нА? кавл), 
ČLA) = д (B) 
= m (A) +n" (B Ë: А} = н (H А) 
==" (AU BY+t+e (AN В). 
(3) БЕВ АС 0,1) 5 Lebesgue PAWE ,B 
= 10,13 - А, ДІ 
тА 1) Ву ът ҚА n B> 
= mC 0,1) + н" (0) = 1-0-1 
=]+0< 1+(m*(A) m (A)) 
=m"(A)+Í1- т, (A)] 
= h (A) + т“ (В). 
或 者 用 反 证 法 证 明 : 假 设 对 任何 A,BE Е. А,В 
£ Н), 
тА О В) + мА ПВ) 
= тА) + m (B), 


т (А) = m'((A П B U (An 8) 
= нА П В) + m (АГ) 
- тА П ВПАВ) 
=m (ADB) + нА П E) - m (0) 
= т`(А П В) + m (A fE), 
BU B ODA Lebesgue ОГ , (EA 0 WEB 7.2.32) 知 
В n] 2 Lebesgue PIME, TE. 

2.2.12 ХЖ, ХАНУ АЈ 
Э, С) KERISE. Е ЕЕ a А, M Е 
SD КЕЕ a ВШ. 

Е ВА, e ESOO EE о SRB), р 限制 
到 党 上 不 必 是 = 有限 的 . 
Ш +. = IEC X | fftfE E, Є (Е) < 


+o, ЕС UE LN u TEI Е o ARN aC 
‚Л F IRF о PE RA 5(%) С А0 ESUD 
上 也 是 о 有 限 的 . 

余下 的 只 须 证 明 У с. ER EJ E, € у, 
n = 1,2,-- fEfE E, € m, (Р) <+ eo, Е, — 


Ü E, Ш 
F, - E, C E, C ÜB. 

Á. 
ШЕ, = U (U вр = 


АШ F, — Es € ү, U E, € ч 


U FE. 


Jn 1 


反例 1: X= Вя =: = U Cab] la < bh, 
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i= 1,2,6, нЕ) = E FARATA, EES) = 
S( 0), 
E = (E YQ) U (E r) (R! — Q)) 
= (ШОШ ŒN R - Q), 
EES) ini € SON,R -QE S(9), 
Же plir D = т, (Ef) (R! -Q =0. 所 以 ,在 
SIA) = 5(%) 上 是 = 有限 的 测度 .但 由 于 (局 (a ， 
b.) =+ оо, „и ТЕ, ETE о НЫШ. 
Б]. X = ара oa ЛЕШ 为 可 数 集 , 固 
Жос х, = Ala C A.A NABI U iX - 
Bla E Х-В,В ЖНА | MO S(9) = IE | EC 


Хі. 


(g) = |Ë Е JARE. 
i +o, E 为 无 限 集 ， 
显然 ,w 在 SGD) 上 是 z 有 限 的 测度 (EC X = 
Üla, DB „жа Еже о жй. а Е MEX 


= X - @ C Ü E,, E, € PIE E, E a, En = 
X-B 为 无 限 集 ИСЕ, ) =+ = H, ая ЕА 
с 有 限 的 . 

7.2.13 设 倪 为 集合 下 的 某 些 子 集 所 成 的 环 ,p， 
ро Ж 500) ЕЛШЕ, ВУНЕ E Є (Е) 
= һу). 

(1) ШЖ и, fE ERE БЕЙ). ЈЕ 509) 
上 有 н = Hli 

(2) WM и.д» Æ SGD LIE = ARA, ЖЕРИП, 
BE 5(@) 上 可 以 e, = p MEE E € Sa), i 
m (E) Z Hal EY. 

证 (1) 

4 |EC 509) DAE E, € AAE z En) < 
+ =,к C Ü E (i) SERI À € 9,88 (A) <+ oo 
BË, (A ПЕ) = „КАП EY). 
34 EC Е, HT л, ЕЯ LE o ВНУ, Т ЕЖА 
(I). ХНТ ei. zy Æ 2 EIS, EA UD) tB Е.Д, 
E € MAT Ж. 

再 证 在 ЖЕ mi 与 wa 相等 .事实 上 28 E C Е, 
由 条 件 O), 存在 E. € m. a (E,) <+ о, Е C 
ОЕ, ЖАЯН Ир E, RERO Е,, 
E: FE, Es ` (EI u Es), ЛЖ E, E, Eae) H 
条 性 (i) 立即 得 到 


(E) = (Ü (E, П Е)) = DlE, N E) 


= Уа, N E) = pal (E, N Е)) 
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= EAE). 
最 后 证 明 A AEE Е, 1 为 .中 一 列 单调 
的 集 , 出 于 F. Ж (U), 所 以 存在 Elm) C ¿fE 


pE) <+ oo , H. Fp C U ЕР”. 因此 ,lim Fn C 


О UEP АТ lim Р, RERU 义 由 于 当 A 
€ ñ, (A) <+ он], 
мА ПЕ, = (А N Eps 
BEA 7.2.14% a (A) <+ mo, 有 
mlA N lim Fa) = pl lim (А f Fa?) 
= lim (А fN Fe) = lim a (A f Fa) 
= роб lim СА ПЕ.) = (А П „Ша Ё) 
Вр lim Р, 满足 条 件 而 ,从 而 lim Р, € A BD 4218 
HX. Hh] ALA Š 1 3EPB4 ПД 22 509), АТ 
M StA) 上 a = рт. 
(2) ЖЙ1:#= % = Ulash] la <= 
leesni 为 直线 R! ERI. IHE E € 2 = A.F 
(E) = E ЖАИА, 
m (E) = Е F&/2r(r € Q) 的 个 数 . 
TR.EI =% 上 ,有 
0,Е = Ө, 


(Е) = F) = " 
пуб ) А! ) e со, E = ба, „6,1. 


{Н (121) = 031 = (121). 3848898 7.2.12, 
ві. E 50) EE АЕА BEA EPE о 
ARH. 
反例 2; 设 X ARR, жає X, 
#=lAla CA AARIUIX-Bla€xX- 
В,В AR! APEJE с), 509) = IE ЕС XI. 


CE) = E PERDE, ш E 为 有 限 集 ， 
m |+, ENERG, 

(E) = ЕЮ € E, 
mti) = 


M (E) +l,a EE. 
ЖШ 7.2.12 5 89]2, н» ÆSA E s AR, MBE 
я БЕЗЕ о AR, BEALE a, = ma 但 
Са} = 152 = pollal), lal € 5(9). 
7.2.14 е нож БШ, A.B C 2° (Вр 
жн" ШЖ), А 门 B = 名 . 则 对 任何 EEE HA 
"(E n (A U В)) 
=u (ЕПА) + (ENB), 
п, ЕП (A U B)) 
= p, (ЕПА) + и. (E П B). 
W 由 EE 站 (AUB)= (ЕПА) Џ (Е П B), 
(ЕПА ПЕП B) = 有 


РЕПА U В)) 

=н (ЕГ А)+ и (ED D), 

n. (E U (A U B)) 

Zm u (EP A+ (EP B). 
另 一 方面 ,{1) 对 任何 s > 0,{г{Е a АСЕ Г 
(A Ú HB) ,使 

НО) < и (ЕГ (AU В)) +e. 

H 
U3DUñ(AUHB) = ОПА) (ОПГ В), 
(ОЙАПСА В = ОПА ПВ) 

= ОППО = 0, 
UNADENAUN HOƏETD HB, 
有 
и“ (ЕГП (AU В)) +e 
> рО) Ев (U Y (A U B)) 
= ОПА) + (U D B) 
ZEQA) +g ENB 
4 е 07 得 到 
А'ЕПХА ОВ) р (ЕПА) + н (ЕГ B. 
(2) HHEH e > 0,.frE F C Я, РЕСЕ ЦП (A U 
B) ,使 
aF) >g (EP (A UB) – е. 


BH F=FD:2 AUB) = (РЕПА ЦЕП B} (F 


ПА) ПЕПВ) = 
ЕПВ, 
н: ЕПА ОВ) - £ < (Е) 
= ЕПА U B)) 
— ЕП A)+a(F П B) 
== (EÜ А) + н, (Ef B). 
Фе 0 AR н, (ЕГП (A ОВ) < z. (E D) A) 
+a. (ENB). 
综合 上 述 ， 立即 推出 
HENDA U D) 
= н (ЕП А) + н (ЕП В), 
p ENA UB) 
= u (Ef А)+ н, ENB). 

7.2.15 B(X, Au) 是 完全 测度 空间 (参阅 
[17122 页 ), 问 & 按 前 而 nm” 延 拓 的 方法 是 否 能 延 拓 
到 更 大 的 og 环 上 去 ? 

W (车 上 4 是 so ВА," = 2, 

现 证 如 下 ;由 题 设 知 {参阅 [1] 第 三 章 $ 1,$32 和 
第 二 章 8 3), ао 是 分 上 完全 神 度 .对 任意 下 


єз 满足 pu" (FE) =0. 由 于 pj' (Е) = inf Ум ) 


О,ҒЕПАСЕПА.ЕП ВС 


|F, € ЦЕ DELIA = 1,2,9 F, € 


Ж} = 1,2,7) 使 


ЏЕ,>Е, 
А 


Ж ` 1 
бшйк) < +. 
1=1 r 


ФР = f ШЕЙ FƏ E.F € S( = 外 由 测度 
的 单调 性 ,对 任何 = 1,2, 
(F) ЦЕ) < БИРЕ 


Фр—= оо, 8 (Е) = 0. S E C F fa 35 9 ЕЮ 
TEWE E € 名 ,因此 р" Sp T A ПП = P 
k Е ATA a E 2° Бо, Д" 
中 集 都 可 表 为 S) = и У п" ЖЕТЕ 
(参阅 [1 |] 第 二 章 ЗЕБ), См. РЕЯ" = 


І, 


DET u Ee 有 限 的 条 件 , 则 可 能 3" = л. R 
ШР: 

Хх =[0,1],#= Н, ГО], E. Ü 代数 且 
X = YERA, S) 是 可 测 空 间 ， 

ЖХ н, lØ) = 0, ([0,1)) =+ о. 90, а 
是 党 上 的 完全 测 麻 ,!X 9, м) ARENE ЕУ [н], IB 5 
然 

Р = Н) = IEI EC XI BA 
7.2.16 构造 Lebesgue 测度 为 从 的 Cantor ME 
СОСКЕ С. 并 证 明 它 是 完全 集 { 无 孤立 点 的 闭 
Ж.С = C) 9С = Дд. 
Ж ”将 闭 区 间 [0,1] 三 等 分 ,去 掉 中 间 的 一 个 开 区 


#1 = (证 , 包 ), 把 剩 下 的 两 个 团 区 间 [0, 十 ] .[ 子 ， 
1] 分 别 再 三 等 分 ,各 去 掉 中 间 的 开 区 条 
1 2 7 8 
= бузу), É = Сууу). 
又 分 别 把 余下 的 四 个 闭 区 同 
[0, Г. 5.16.2108) 
各 三 等 分 ,再 各 去 掉 中 间 的 开 区 间 ， 


>, /7 8 
1; = (27:97), 


Й = (0733). 
п = E.m, = (2.25). 
如 此 继续 下 去 ,第 п 次 三 等 分 去 掉 的 开 区 间 ( 称 为 第 
п 级 区 间 ) 是 
н = ( 击 ,之 ), 且 = 0.8), 
3" — 2 3" 一 1, 
з" б” 


HL 
BAG = Ü UU ЦУЛ, C = [0.1] - 


Не = ( 
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为 闭 集 . 称 СОМ Cantor È. 
根据 Cantor Ж C WHE EA RE а, 8) C 
кЧ АТХ TR С) П (a 2), СВ 


с эпт! 
E RAMa MAAE., C= [0,1]- u у BAHIR. 
АШС СОВР. WEO r€ C, Elir- L p4 


m 


уын ид „+ нє. 
因此 , 该 区 问 的 左 端点 inf 人 1 € C. 于 是 从 


А — z 1 < + 知 ， lim шы) = r. 这 就 证 


AY EC ССС ЕЕЕ ЕС = С.С 
Вя т. 
因为 
н: = ! i 
mU U E) = Nap = V =1 
а=! 1 £ 1 1 3 


所 以 
(С) = m([0.1 ]) — 0] у д) = 1-1 = 0. 
最 后 来 证 明 С = +. ie. АСО, 1 中 数 的 二 进 
制 和 三 进 制 小 数 表示 法 来 证 明 . 将 [0,1] 先 用 三 进位 
小 数 表 示 ( 三 进位 有 理 小 数 采 用 有 限 位 小 数 表 示 . 例 
如 全 表示 为 0.1 ,而 不 采用 0.02222…) .显然 ， 
开 = (0-1,2), 


= (0.01,0.02), B = (0.21,0.22), 


= (О. ара, 11,0. артта, -12). 
Еа = 092,7 = leen —1,Ё = 1,2,:,2" 71. 
因此 ,这 个 实数 展 成 三 进位 小 数 必 然 形 如 


0. Qala 


EOI] С 中 的 实数 展 成 三 进 在 小 数 时 ,其 中 至 少 
有 一 位 是 1. 

ЮА = iz = 0. арго» `." S ++" ЕЕ: 
+" = 018 #2,н = 1,2,: | AND 1 €) 
= ои АСС. 


令 日 为 [0,.1] 的 二 进位 小 数 表示 的 全 体 ( 二 进位 
有 理 小 数 也 采用 有 限 位 小 数 表示 ). 作 映射 
Ф:А — В, 


a 


r= Y) a 1 


W Wu s) Lw 
СЕИР 因此 
$= 071] 2 Срд = B= C = S 
свили 7.1.60 的 结果 得 到 = yw). 
7.2.17 ВАЗ a0 а < 1, 构造 一 个 
Lebesgue 测度 为 a 的 完全 朴 集 避 JE С, = 从 .这 里 
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aa = 0982,9 = 


(u = СЕЯТ. 2.16 PH Cantor že mE, m C. (0 < 
а < 1) 称 为 具 正 Lebesgue 测度 的 类 Cantor Ж. 


- 天元) pam 由 取 走 中 间 
KEX r 的 开 区 间 , 第 二 次 从 余下 约 两 个 闭 区 间 中 各 
取 走 中 间 长 度 为 2 的 开 区 间 , 第 三 次 又 从 余下 的 四 
Bib aj S at РН K BE 35 r ВО ЛЕРА], ШШЕ 
续 下 去 ,全 部 取 走 的 开 区 间 的 总 长 度 为 

22!" =r 205)" = 25: 


аав: -20) jaa. 
1-2(1- а) 3 – 20) 


于 是 ,余下 之 集 С, 的 Lebesgue 测度 为 
тС.) = = 1-0) = е. 

根据 题 7.1.60 立即 得 到 С, = Е. 

Ë H Lebesgue I BE J Ü (Оа 之 1) 的 Cantor 
uE TIRE BTA. КАЧ ЧЕ Б ЖН 
点 的 完全 集 的 标准 方法 , 值得 注意 的 是 , 木 要 以 为 所 
得 的 Canter 疏 集 只 是 一 些 控 去 的 区 间 的 端点 组 成 (可 
KE ,实际 上 它 是 一 个 势 为 S 的 集合 ,除了 这 种 端 
点 外 ,还 有 许多 端点 集 的 系 点 ， 

{Ей 7.2.25 的 证 法 2 和 证 法 3 中 ,应 用 Lebesgue 
测度 为 0 的 Cantor 路 集 可 以 具体 构造 出 Lebesgue 可 
测 集 但 不 是 Bore WHAT. 

在 题 7.3.43 中 ,应 用 Lebesgue 测 度 为 0 的 Cantor 


酚 集 ,还 成 功 池 构造 了 | F odde < f(b) - fla) 的 
БЕЙ. 

7.2.18 ЖХ Ену “Е EAX EI E 
E SCDE Ahib a H), DEE E E Bin F C 
ÚE. 

E ВАНО) = IFE, € ДӘ FC ЦЕ! 
У ИС НО) l a HAEN), LASCA 为 售 УНУ 
最 小 = 环 ,所 以 SO С НЯ), 

7.2.19 2A X PRETERE, А СХ, 
500 ПА = EDA ЕЕ 50), ЭПА = IED 
A IE € m. ШЕН. 5(07 ) A = (ЯПА). 4:29 
代数 或 4 C УЛ SCAND A 为 A 上 的 5 民 数 . 
SEN Xo IA Ei- Es € SO), Ü E, € SU) HE, 
ПА-Е ПА = (Е-Е) QA € 500 ПА, 
ÜE, ПА) = (UE) DAC SANA MTSO) 
ГА жож. НУУГА С St. А, 2 [ 


站 的 最 小 gs 5030 А) С SGD ГА. 

к= РЄ Su IF f АЄ SHNA 8 
о НЕС я, ВЕД S( a) C. RAN SU) 
ПАСАДА БОА) M SCOP A = Saf 
A). 

Ш ЛЕЎ A C AN, GH АСАЛГ АС 
SCAN AMAM SCAN А о Е. 

7.2.20 R AAR PRETE o КЕ, Е € л, 
f: E -= R! 为 实 函 数 . 则 

= АСЕ ГА) Є A 
也 为 o 代数 . 

Ш НУКЕ) = EEATT R €y Б, 
如 果 A.B € А ШНА - В) = (А) - 
ГЭВ) Є asla - B € 

WA, € ЛВЛ) 3 由 .4 为 5 代数 得 到 
(UA, = Ú f (A, € A, 
因此 , U A, € + 综合 上 述 ,./ 为 o 代数 ， 

7.2.21 ГЕК — R 为 连续 滑 数 ,车 A 七 
St 高 有 即 A 为 Borel $), MJ A) € SCA Ep 
£ (A) 也 为 Borl È). 

E AAH SUA) 是 Borele 代数 (含油 的 最 小 = 代 
Ж) СОСН! 为 开 嘛 ,根据 ЕЕ ССС Е! 
也 为 开 集 .因此 ,车 令 

= АСЕ: F(A)E S), 
ШЕ СС) С О), АСЕ Л 7.2,204#Ш у 
Ж-— а К, НИ SC) Си ARATE A € 
SCA Ш yo (A) Є Sia). 
7.2.22 ШН Ë = ау = 2“. 
证 ЭЖ, 


Г = % 28-02%, 

男 一 方面 , 题 7.2.16 指 出 [0,1] 中 的 Cantor ZEME 

С.ж m(C) = 0. 因 此 .任何 ECC, 必 有 mm"(E) = 

0, 玉 .省 ,十 是 ,由 于 忆 为 非 空 完全 集 ,C = А.н 
L lE RECCO] :2 = 2%, 


7.2.23 Ж.А = lIla] [— 99 < a; S b, < 
+ ool С) = R. E-A, o ARE, ta 
R= ДИЗ РА о PRS(3) WRAS = s, 
证 ”第 一步 ,最 小 良 序 的 构造 . 

由 民 序 定理 (参阅 [2] РН), АЖАР В 
fk. 将 实数 集 及 良 序 化 , 仍 记 为 及 . 令 4= la € R| £ 
и s C ВЕ p< а} ЛАЛӘ ag M 
a E A.A Z @. КЕК <А. CHE) 3 


А < о, MR- A= @. R SB PE WRO- A th 
Ата, TI. H A 的 定义 知 al € А, 5а € 
R-A,a СА ЖЕ. ЖА 为 最 小 良 序 集 . 

第 二 步 ,3{9) 的 结构 ， 

利用 直 限 归纳 法 构造 集 族 | 训 1а С Al. Aag 
= A BAC А, DEX, WX 4 的 后 继 元 4 +1, 

(ha = |UE, E -F |E E Ai = 1,2,6]. 
如 此 对 每 个 a € A аа ГЕ Ц, о 
环 . 

l R G, Є UA MBA и, KG. € Жн 
= 2, e A A AIA ic ER] FE nm Ee 
а зо A 一 ic = R! 存在 no ,使 c < аі 
ED ELERII bc А, ВЖ. С.и = 1.2, 


Цо E %ы С ШИЯ p + 1 € A). 

0ER G. G. € Шз, G € A. G CA. A+ $: 
iu a РЕ, G, G E G, СЄ ж, С 
YARLA вот н 

509) с ‚5 
A— AEA М Ж, ARDEA ЛС А U э, C S(:3). 
所 以 

5(9) = Ya- 

=F, SGD = t$. 

仍 用 超 限 归纳 法 可 证 ,对 任何 € А, = W. 
FEL ERAL = 7= НАСАА = 8, 
则 根据 第 二 步 中 从 免 ВНА оо HARTE Н. = 
$. 

HA ACS = ӯ, tl 
S= a S = US. < A RER 8 = W. 
从 而 得 到 

SÀ = а, =}. 
+ #БЖШ,% С 5(%),Ж ЕС € Sh) H 
EFE SA). GARREC 介 G,,G, 为 开 集 ) € 


50А), F, 型 的 集 F(= Ü F,.F, 为 闭 集 ) € SOA). 
特别 地 , 至 多 可 数 集 EE € SA). 

7.2.24 СС [0,1] 为 Cantor 完全 朴 集 ,0 < 
m(C) < 1. 则 存在 一 个 同 胚 映 射 f:[0,1] 一 [0,1], 
f x ( fC) = 0. 

证 < 
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m{[0, xr] 0 [0.1] - ©) p- _ 
a): т([0.1]= С] Ол &1. 

F hL 0) =<0,/(1)=1,Н /:{0,1,—=_0,1]54/ 
ЯНВ ре 9. AEE AAA. 


ROIL C = Ulen) AP lan R) = 


] ,2,… 为 [0,1] - 局 的 构成 区 间 , 从 而 
pa ( [0.1] 一 С! = 2108, 一 an 
zA 
(ñ O) = Ке.) 
m([D,8,] O G0.11 - C?) 
Е m([0,1] - C) 
m([D,a,] O [0,1] - C)) 
Е m([0,1] C} 
Ё, Gyr 
mi[0,1] - CY" 
所 以 


m{ F001] -EC = DAB) - /ба„)] 
"=l 


DR = a,) 
= OO 1° 
miO = m(f(0[0.1]) ~ £([0,1] - C)) 

= m fC) al Al- E 

= mí[0 1 þ-1=1-1=0. 

# Эй (C) 也 古 完 全 朴 集 .因而 上 述 反 例 表 
明 两 个 同 肝 的 完全 朴 集 ,其 中 一 个 测度 为 零 ,而 另 一 
个 的 测度 可 以 太 于 雪 . 

7.2.25 МЕНЯ ЧЕ Borel E BJ Lebesgue Hi M REE E 
的 . 

证 法 1 由 题 ?.2.23 知 Bod EHAE) = А, 
再 由 题 7.2.22 知 Lebesgue ГШ ЙН = Эр = 
2% IH 2% > 名, 所 以 Lebesgue TI AHE EE Borcl 可 测 集 
多 得 多 1 这 就 证 明了 非 Borel 集 的 Lebesgue Ө] ЖЕ 
一 定 存在 的 . 

值得 注意 的 是 ,证 法 1 PEBE F.A НАЕ Borel 
集 的 Lebesgue 下 测 集 的 例子 .下 面 的 证 法 2 和 证 祛 3 
都 具体 构造 了 这 样 的 例子 . 

证 法 2 设 区 间 [0,1] 志 及 ,多 zz) 为 [0,1] 上 的 
Cantor 函数 , 它 是 单调 增 的 连 娃 函数 ( 见 题 7.3.43 证 
(2) Аура 00.2). 5 

убх) = е + #(х)),х € [0,1], 
Ў ЖИП,1] БАЕ РАЎ. Н (0) = 0,201) 
= 1. FÆ, HWE дф! 也 为 严格 增 的 连续 函数 . 

现在 最 Lebesgue ЖШН 3 А) Camor Ж С С [0, 
1], 635835 Canter 集 过 程 中 每 步 取 掉 的 中 央 开 区 提 
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Жан = Lek = 1,2727) 其 长 度 为 
mlin g) MI pt Ba) 是 长 度 为 m( L. | 1⁄2 的 开 区 间 
(由 于 or) 在 五 ,上 是 常 值 ) ,从 而 


"(О Ш, = +. 


WRS H = С), 
m(H) = m(2(C)) 


= тї[0,1) = xÜ, U Lia) 
#-l 


= m([0,11) ~ mU U iya) 
е. 

ИСН чег уи) СС, 
由 于 тС) = 0, 故 了 为 Lebesgue 可 测 集 , 但 它 不 是 
Bord 集 ( 香 则 (中 于 C1) = a) = pig (W)) = 
三 也 为 Horal 集 ,其 而 为 Lebesgue 可 测 集 ,这 就 推出 了 
F). 

证 法 3 СС [0,1] 为 Gnor тт 6, H 

m (C) > 0,A ССЖ (2 ЈА 7.2.32). B 
ДЕШ 7.2.24, 

f:[0.1] — [0,1], 


fl y = ЭК 0, =] 0,1) - C)? 
т" ДАТ т([0,1]- C) 


ЛАЯ, m CD = 0. 由 于 л) С (С), 
Ж ЛА) 为 可 测 集 ,有 э(/(А)) = ©.{Н ХА) ЖЕ 
Bord Ж. (БОЕ) 假设 F(A) 为 Borel 集 , 则 由 题 7.2.21 
Ж ,А 也 为 Bod 集 , 从 而 为 可 测 集 ,这 与 A 为 不 可 测 
RTE. 

苏联 学 者 H.H. Лузин, Л. С. Arekcangpos 以 及 
不 幸 早 逝 的 数学 家 М.Я. Суслин( 1894 — 1919) 等 在 
AWA Borel 集 类 ( 它 与 连续 性 有 深刻 联系 ) 结构 的 
基础 上 发 现 了 比 Borel 集 类 广泛 得 多 的 A 集 类 ( 它 异 
助 于 站 运算 产生 的 ) 一 一 也 称 为 Cyemmn 集 类 ,而 每 个 
А 上 集 都 是 Lebesgue TWE. A 集 类 中 包含 着 所 有 的 
Borel 集 ,但 还 包含 着 其 他 的 集 . 

7.2.26 ”举例 说 明 : 

(1) 间 胚 映射 可 将 Lebesgue Ж ПГ ЖШ 
Lebesgue п]; 

(2) Bore 测度 为 零 的 集 ,可 含 非 Bord 可 测 集 . 

Ж (1) 三 7.2.25 证 法 3 表明 同 肛 映射 将 不 可 
ME ARATAM) Z, FER 广 ! 特 可 测 
Ж A) 映 为 不 可 测 集 A. 

(2) 题 7.2.25 证 法 3 还 表明 F( A) ССС) 为 非 
Bora fE m mi FC) = 0M AOA Borel (У Ж 
[0,1] ЯУ Вр В FKE, TE, (С) 也 是 一 
ДЗЕ ЖЕ. AEE Borel $E) . Bl (С) Borel Ж 


7.2.27 ЕСЕ, т(Е) > 0, ET сузл E 
ЕЛЕ ra = +, 为 无 理 数 . 

证 法 1 Я КЖЕ ир E (ҮР u (E) = 
0). ER ci E Е,Ф 

G= jr- rolt EE, 

BUG = E.G 也 不 是 至 多 可 数 集 .因此 G P. - 
.不 可 能 部 基 有 理 数 BD ДЕЛЛЕ ТЕ ri € EAEri- ro 
为 无 理 数 ， 

证 法 2 HEE = s. 

MORE CR 一 入. 7—08. 由 可 测 集 性 质 , 存 

EHAE ЕСЕ, т(К) > = я (E) > 0. 于 是 闭 集 


上 不 可 数 .从 而 下 = P U р. MPATE, DAE 
ETIESE tE PIE m E EE: DEEE Р 
к= em MOP = W.BLH PC E ME >Р = Ж. 
ХЕ f E = s%. 

ER z EE, S 

G= ir-ra xE Еі, 

G = E = А.С e- xn 不 可 能 都 是 存 理 数 ， 
即 至 少 存 在 z, € EB – хо 为 无 理 数 . 

1228 ECR. mlE) > 0, 则 存在 тозу € 
FF, 使 A № HAR. 

证 法 1 Erio rg oar E Esrar € Q, 
zor E E TR — ЖЕК —1Т EMER TEE 
中 所 有 点 在 - 下 划分 为 若干 互 不 相交 的 等 价 类 .在 
每 -类 中 任 选 定 一 个 点 作为 代表 ,组 成 集合 己 记 下. 
可 证 已 为 不 可 测 集 (和 对 阅 题 ?.2. 32)， 

(HE) БИЧЕ r. y € Е,х - у 均 不 为 有 理 
数 , 即 忆 中 任 两 点 必 属 十 不 门类, 亦 即 每 类 K) H 


Жо А, Кх) = |x|. 于 是 = .而 不 可 测 , 这 
与 五 可 测 相 予 盾 . 

证 法 2 不 失 - НН RECI- N,N],N 为 自然 
数 , 令 


[-1,1]íf1Ü irra, rp t. 
HER KERER: o (z) = xz + r, E р, (Е) = E,.n 
= 1.2，…… 山 可 测 性 和 测度 对 于 平移 的 不 变性 得 

m(E,) = т(Е) > O,z = 1,2,7 
ЮН E C [- N- I,N + 1], Am 

ОЕ, CL N- 1,N+1]. 

假设 对 任何 mnim Z п} E. ПЕ, = Ө. 

Ant > 048 


IN +4 D > m ÜE») 


= Ут) = №) (Е) =+ оо, 


FA. 故 必 有 my Æ rtg. 8 Em, nu Еш = ø. it z Є 
E, 门 К 则 有 Ж, Уй Є Б, 


Жо T ra, = Ур Fae 
АП xn 一 yo = Tay T Гэ, Є Q. 
7.2.29 ШЕСЕ Е, оС ЕВ! 稠密 , 且 对 
ПШ z € DEA 
n EALE + z)) 
= Е-Е +50) U (CE + z) - E)) = 0, 
M (E) = О ж (E) = 0. 
证 AESA A mE) > 人 00, 则 对 任何 > 0.5 
Ala, Р) m (E f) (a ,5)) > (b — a)(1 — ë). 
事实 上 , Л (Е) <+ co. 易 见 有 开 集 


U Cann) D Е, 
0 ml (gab) = E) < em (E). 


所 以 ,存在 n tË 


та, ba) 


- E) < elbu- ap) 


(否则 ,ge 


>, — a) Z: m(E)) TE 


m (E [| lant D > (b, — a,)(1 — =). 
再 用 反 证 法 证 原 命 题 . 假设 命题 不 真 , 则 (E) 
>0,т(Е) SOROK e< È, lab) led) iE 
m(E [| (а,5)) > (0 — ay(1 е), 
т(Е N cd > (d -eH1 = e). 
Ж d - c > 5 一 at 否则 等 分 (a ,5)). 通 过 一 次 次 
Ered) DARA Cedi) Ziend) E 
т(Е N ed} > (d, — су)(1— e), 
b—-a<dj- c =< 2(5 - a). 
HA DRHE, КО y C а, р) ас (ci, di). 
由 于 ml EALE + z)) = 0, ВТЕ 
D = m((E + z) - E) = m((E ++) Ü) EF) 
Z mE П (а,в) + х) ПСЕ П (е 92) 
= 0, 
mE П (а„&) +) NE N ledi) = 0. 
而 Е ба, 0) + а lasd) trz (cr di), 
E [| fend) C (ci. d Y.M 
dl бу 
mí Ef (а, Ф) ъа) + СЕ [| (ed)) 
(6-а) е) + (d i с) (1 8) 


Ta, cpd cD- e) 


Fd ee) >d- e: 


(Е) > Уут(б{а„.5„) — E) Z є 
nm- 


муу 


£) | ба| 


H 
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FE. 
7.230 ЖЕСЕ, (FE) = p > 0 WHI} 
Gg р F C E {E m (EI) = g. 
证 $ 
fr) — nm (EN zer, с € [Ü, + oo). 
易 见 /(0) = 0. lm f(x) = m "(E) = p. ЕИ fE 
БИЕ ЕА > 0.8 
Гл + h)— fz) а 
=! m (EN r - h, + h)) 
= жЕ Г жуг) | 
Zm ll- rh, rtm (туг + h)) 
= 2h, 
即 fF 在 .r {ү Ж. PE, r {Ет сл TE ERN 
[0, + ©) 8. А0) =0<д< p = lim f(x) 
和 连续 函数 的 介 值 定理 ,存在 上 E [0, + HE 


= 三 门人 2,6) СЕ), 19 
y = JE) = т {END EED) = m* (E). 
7.2.31 ВЕ E C [0,1], ЕНӘ 


K a C [0.1]. 8 

(АГ F) > 0, мА D) F) > 0. 

E ”首先 证 明 在 任 一 区 间 {a.8) 中 ,对 任何 给 定 
的 数 rt0 < +< 1), 可 以 构造 一 个 稠密 开 集 G, 使 
m(G) = r(8-— a). 

ЉТ (а, By 中 取出 一 个 以 共 中 点 为 中 心 的 长 为 
АВ в)(0 <a < D КОРЫК 2. АЕА ЕРИК 
间 And 中 ,分 别 到 出 一 个 以 其 中 点 为 中 心 的 长 为 
AA a) 的 开 区 间 20,01: EA F И + E Íj 
(i = 0,155 = 0,1) 中 分 别 取 出 以 其 中 点 为 中 


,如 此 继续 下 去 ， 


А, 
心 的 长 为 3(8 a) 的 区 间 д, „> 
S 局 为 所 有 这 些 取 出 的 区 间 之 并 ; 

с- 0р UB. 

ОА І н 

显然 G AFE, ОМА д, ..., 
于 是 有 


т} = 


_ 为 其 构成 区 间 . 


т(д) + У 5y m ÈS, ) 
" 1 半 " 


= Alf- a) Уот в-а) 


А - 
TB) 
ЖА = TS: Чо < r< 180 < < + ,就 得 


mG} = r(B a). 
不 礁 在 也 ,[e ,8] - 
Bl Ф Ж. 
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Митан ] 中 的 可 测 集 E. 
到 = З. , 按 上 述 方法 在 [0， 1] 中 作 相 应 的 稠密 
ЛЖ (0. т(бо) = З.т Go HFR. Gi = U 8， 
959 Жс, 的 构成 区 间 . 对 每 个 89! , E RRE ,得 
-稠密 开 集 GO, (090) = (1 - э: )m (9097). 


并 今 G = UG с Go Л 
mm (|) = Dm{ GW) 
r=] 


= (1 - 3) 060) 


= (1- DA - 3р). 


由 G AFRA G, = 080,8) 为 Ci 的 构成 区 间 . 
再 对 每 个 a 施 以 上 述 方法 , 造 出 相应 的 稠密 开 集 
GU) fE (GD) = {1 一 тё”, BE G = 


уе C G .TEX8 


1 
т\б) = (1 一 22) (1 - DA - b). 
如 此 继续 下 去 ,得 一 单调 降 开 集 列 
G D GD G Ос DG Der, 


O r _ 1 _ Ка 
Я нб) = Ца GEAL 


$E = fG ЖЕ т, E 
ЗЕ) = [ттт Ga) 


下 证 下 通 合 题 意 . 
ТЕҢЕЛГЕН a C [0,1j, 由 于 С, 在 [0,1] F 388 
ЖК ЕГ АЗ О D z € ENA MERT G, P 
AEN DAREM 0 Ж ra. 55 Ml 


m( 81") < 了 
故 存在 充分 大 的 n tE ху € бү) C A.I 
0 


— 0 (n —=+ co), 


ды AE = ё NA N Ge 
ЫТ K £ "о 


m (5070) = i _—— l _ (na) 
(зул N E) Да пр 520)" 08100) 


以 及 


1> [Ta - 


(k EEA 


= 51 а. |! 


ТТЕ, 


可 知 (8:7 ПЕ) > Den (дуо QE- тё!) 
_ m (ó; n E) > D. АП 
т (А П.Е) 22 н Саг» ПЕ) > 0, 
та N E)E ХЕ ПЕ) >09. 


7.2.32 ЖЕСЕ! = (ЕЁ) > 0, ДЕ Lebesgue 
不 可 测 集 4 C E. 

WRL AA m E)2>0, ЕРИ Та. b ER а < 
五 ,使 (E D) а.б) > 0. ЖЕЕ У Е С 


[- 5. нЕ) > 0.8 ЕН АЙП КЖ: 


t yr- y € Q. 
Фу € ЕВРЕ 
K(r) = у € E |> —- z € Q:, 

m£ C K(+)C E. 

其 次 ,车 存在 x Є K) N KOD ДВТ nor, 
€ 0, 

£ — r+, = y + ry 
故 得 
y = +fr — г). 

ШЖ Є KOMPA r €e Q. = уже = xt 
(кък) Є КО), Ky) CKC) BÆK) 
С К(у), М Kir) = 天 (9 这 就 证 明了 不 同 的 两 
个 等 价 类 K), KO) 是 不 相交 的 . 

E 中 的 点 经 上 述 分 类 后 ,在 每 一 类 中 尾 选 定 一 个 
点 作为 此 类 的 代表 元 素 . 这 种 点 的 全 体 组 成 集合 A. 

Ж-О = ira = 0, уно, К.Ш] A ОЁ 
Ë glr) = T+ r, PERRA A, = .r+ rr | + 
€ A|. ЕЛ, = 

如 有 果 x 8 EC [-— +, джат аслы: 
€ Кг), ЦЕ к-к Є [- 1.1] О. 

T E) — Fko 
M]. = zo + € A,. T E 
EC ЏА. 

AAM, S n Amit, A, ПА, = OFRE, 

EH E A, N An WIFE г.г, € А, 
z = £y E ra = X, T Fpa 

即 
r, Z Ü. 
Ta Z ra ЙИН К (rp) £ кз. ) 但 从 r, — z, = к„ 
- r € Q NI... 属于 同一 等 价 类 . 即 Kir) = 
Kir TA. 


IHEM k EN, A CI- >. 1,84 Ü A С 


-tsr Хы ` Pa T 


1.27, 

了 ”了 

下 面 证 明 A 为 不 可 测 集 . 

( 反 证 ) 假设 A 为 可 测 集 ,显然 A 也 为 可 调集 ， 
В.т) = тА) {ЕЗЕ FRE). 
再 由 A (Ë = 0,1,2,…) 彼此 不 相交 ,得 


D< жЕ m( U A.) 


= У\„(А,) = У њ(А), 
大 = 中 &- 0 


= 


> mlA) = > тл) = „(ОА 
ar; =» 
< mll- +, = 3. 


从 第 一 式 推出 mA) > 0, 而 从 第 二 式 却 推出 m (A) 
= ,矛盾 ,这 就 证 明了 A 为 不 可 测 集 . 
证 法 2 јот. (Ар) = т. (А) = а,т'(А,) = 


т'(А) = Bk = 0,1,2, ЕС А.Ж 


Ü < m[ E) = e= ae 


< Ун" (A) = B+ B+ :: 


由 此 推出 8 > 0. 
Bh А, 彼此 不 相交 各 А, CI- 3.2 1 得 到 
atat = Ym, LA = m, (UA) 
=н 2,3) -a 
由 此 推出 a = 0. Á 
т.(А) = = 0< p= m'(A) 
A 有 A 为 Lebesgue 不 可 调集 ， 
注 HECO- 5,71 ~ уют 


一 二 划分 等 价 类 ,有 目 在 每 个 等 价 类 中 取 一 个 点 为 
代表 元 素 组 成 集合 A 得 到 一 个 Lebesgue 不 可 测 集 的 
例子 ,这 是 一 个 很 妙 的 方法 . 

7.2.33 R! 上 的 Lebesgue 外 测度 m” 不 具有 可 数 
п} ЁЁ. 妈 存 在 两 两 处 相交 的 集 列 1.4,1, 使 

m` (UA,) < Хт ` (A, ). 

证 由 题 7.2， 32 有 
>0,Н А,Є[- 2,3), aci 2,27. 
得 到 
"СОА, 3<+ 00 = = 5e- Уут" (A,). 


7.2.34 СХ, 9, а) 为 完全 测度 空间 ， яве 
Ж.Х) Т.Е" 不 可 测 集 .证 明 ; 友 在 0,0 < 
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ep < PIER X j| Н W E a (M) Z š 的 可 测 集 
M.E Q MAPIM. 

证 (ЛЕ) 假设 题 中 的 eo PIPE ДА є„,0 < є, 
< Le, 单调 增 趋 于 1. 有 着” 可 测 集 M. CX, Ë 
ECMO e IH E ГҮ M, жн" 可 测 集 .显然 ,AM = 
Ом, Hp TWR, B e, < pM) им) < 
PEX) Lẹ n =+ 90 48911 (М) = l.n( M) 
= 2010.1) - М = AT рМ = 1-1 = 
Оин, kE Y (X- M) чр" 零 集 ,从 


而 为 ”可 测 集 . 又 因为 4 为 代数 ,所 以 UE П 
М.) 为 x TWE. 于 是 


E=(FE Y M)U(E М) 
- ОЕП M.) U (EN MO) 
为 上 ИЕ БИЕ E уа" арн. 
7.2.35 # g(u) 为 直线 R 上 的 一 个 单调 增 国 

Pelr) = gir t+0) ip = l(a,5]10< ао < 
+ col. ERR me — К, он (ба, 21) = gA- 
яба) ERRAR m, ПКЕ — BE h S a 的 最 小 环 А, 
= RỌ) = }Ш(а,,5]1- % < ai sÇ bi <+ 9, = 
l," a| 上 的 测度 .于 是 可 以 定义 HO 上 的 外 测度 
Ha”, 从 而 得 到 满足 Caratbeodory 条 件 的 зт," 可 测 集 
BiR L. = ñ СЕС HUA). ËR m. СН ER m, F 
HB) Le = у (g) ЕУ Lebesgue-Stiehies( L-S) 测度 , 
ЖЕЛТАУ my. 

特别 地 , (т) rsr CERE], m, = m` 为 
(由 m, = m Ё) = L. = р (g) = Ау 上 的 通 
常 的 Lebesgue(L) 测度 { 它 是 区 间 长 度 的 推广 }, 有 时 
па m. L = 党 中 的 元 素 就 是 Lebesgue ПВНЗ. 

证 ЯРЕЄСЯ, ЖЕ = UE(E, = (4,6]€ 
J, E, 互 不 相交 ) 为 E 的 一 个 初等 分 解 , 令 
m, (E) = 2,4806) ~ g(a)), 

ЛЕН ЕЖЕ X SJ E 的 初等 分 解 的 方式 (不必 
ME -!) EA HEN E RERE. 

XPT E = (a,b5] €a 

(a.b] 一 Öland] 

Ela. b) 的 一 个 初等 分 解 .不 失 一 般 性 ,可 认为 el < 
аз 7 а, AA anh a = 1,…,n 是 彼此 不 相 


RHR Ulat] = Га, Б], ЯЯ 


а= ар = а 2 ә = ax йу = ' 
= b, = B, 


= upi 
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由 于 gtx) 为 单调 增 的 右 连 续 酚 数 , 故 
pga) = gla) agli) = gla) Ee 
= glan) = g(b, ) ы gib), 
Уус ) = gla); = g(b) — gla). 
由 此 可 看 出 ， 当 王 后 /时 ,无 论 已 选 怎样 的 初等 分 解 ， 
m (E) HARER gio) — gta). 
对 于 R E ЄЙ E = ШЕЕ - U Ë 
E ВТЗ i G = E. Q E. i = levn 
= L, WJ G, Єк. ВЕ, = UG, 和 月 = ÜG, 
分 别 是 E, E 6 和 F, € p 的 初等 分 解 .所 以 


У!њ,(Е,) = 2; Nm, G,) 
. 1 2=1 


= = > Уб) = У, (F,). 


这 就 说 明 т. (Е) 与 上 的 初等 分 解 无 关 于 是 ms :一 
К тгд —= R. 
再 证 明 环 3, F ЖИ m, 其 有 下 列 性 质 : 
m, 其 有 有 限 可 加 性 : 
HE oe En С AREARE, T Е = 


ÚR, E, 的 初等 分 解 为 E, = UF = 1,…,n. 由 于 
Er, E, 彼此 不 相交 ,因此 F, 也 彼此 不 相交 ,从 而 


E= ÜE, = Ü ÚF; 
为 下 的 一 тюш. 由 此 得 到 

m, (E) = > Узи, (F,) = Ут, (Е,). 

(ii) ИШЕ, E,. ЕЄ ЖЕ, , E, 彼此 不 相 
XE E D Е.Ф En = E- (Е.Е = ÜE, 
E, it PAZ. H (1) 和 m, 的 非 负 性 得 到 

m (E) = ав) > Ут, (E,). 

О 具有 (有 限 ) ке: 如 果 Ei. E, E 
є h, AEC UEIF: = EnF, =E, -ÜE € 
h TE EN F, Є = 2, 
= EN OE = ШЕП ELE 


n UE, = UFE 
了 I= 


m (E) = D mE N E) 
=l 
< 2 m (Е) S< Уут, (Е). 
2-1 7 一 1 
特别 当 已 = Ú E, 时 ,有 


т, (UE )= т, (Е, ) {ms 的 有 限 次 可 加 性 )， 


ЙМ) m, 为 . А 上 的 一 个 测度 . 
只 须 证 m, 具有 可 数 可 加 性 . 
设 Eí," E, 为 加 中 一 到 于 两 不 相交 的 元 素 , 而 


EUE, = Бе, 


УЕ, ) < т„(Е). 
再 令 п + о “得 到 


У, «Е, = m, (E). 


57—77, Е = Оа, 5,] 为 王 的 一 个 初等 分 


Ж. ар Е, 也 有 初等 分 解 ， AA E (i = 1,2,-…) 为 本 
数 集 ,所 以 所 有 E, яни АРСЫ нш т 
Ж, 记 为 (ov， nl] = 1.2,.-. 0%, 


тб) = = >)", (а, , В.) 


= Уб) - g(a,)]. 


i z НО S Bi БЕЗИ. HOHEN е > 0, 存 在 
Sn >0.3q 0 < + — a =< Ó = b, -a 时 ， 


кб) z(a) + T i= dynd. 


同样 ,对 上 述 的 = 22 0, FE 5, > 0,340 < x - B, =< 
8, 时 ， 


站 
显然 ,并 区 同族 Ha 9, + К In = 12… 小 覆盖 了 
Е, Т (а, + 80, 5.] .根据 Borel ИН 
T FEER FRAMAR / 个 闭 区 间 , 记 为 
(ба, + 8, +0,) 13 = 12, hl BD 


t n 
Ula + 36.6.) C. U (a, + oh] 


C Ute, + š, ) C Ü Can „8, + 0,1. 
于 是 ,由 (1) 和 条 Ж z 为 右 连 续 增 函 数 得 到 


Dige) ~ g(a,)] є 


= 2/1466, )— в(а,) ~ +] 
f 

= 221040, -gla + д0)] 
1 


= ГОВ, +2, — (а, )] 


< Diele, + -glan 3] 


< > [z(8,) — g(a,)] + e 
n=] 
令 e 一 0, 得 
i 
m, (E) = 210866) -gia )] 


< >а - аба] = 


类 似 题 7.2. 35 可 以 有 
7.2.36 (an 维 Euclid 空 间 R” 中 的 Lebesgue 测度 ) 


Y m (E). 


Ёр = la sanib ba] = laphi] Xx (а, 
b. |— <a S b Ct, 1,55, пі E SX EPS 
数 тір R, 

тауа, АТИНА D= [16 а. 


EA n 维 体积 .由 / 中 有 限 个 集 的 并 集 所 成 的 集 族人 
记 为 为 ,可 证 它 是 一 个 环 , 吾 会 人 的 最 小 环 Кд) = 
为 .为 中 元 素 可 以 分 解 威 有 限 个 两 两 不 相交 的 人 中 集 
的 并 集 , 这 种 分 解 称 为 补 等 分 解 . 对 于 E € A, Ж 
E = UE 是 的 初等 分 解 (E; Єл, = 1, 
Е.Л), Ш 


т.Б, 


m( Ë) = Ў) (Е). 


类 位 题 7.2.35 АЛГИ ИЕНА, (Е) KES E R 
初等 分 解 的 方式 充 关 ,而 由 E зе А Е ВЈ, т 是 
坏 仿 上 的 测度 .由 这 个 测度 m, E НО) ЕЗЕК 
测度 六 ,从 而 得 到 满足 Caratheodory 条 件 的 т“ 可 
Еке. =A НОА) m" 可 测 集 称 为 (n Е 
Euclid 空间 R” rFBJ)Lebesgue( L) 可 测 集 . 称 т" A 
187 上 的 Lebesgue(1.) 测度 . 


7.2.37 ЖЕСЕ, ШЖ Е > 0, 必 存在 区 
k 

间 д.2 = 1, k. Ë E C Úr, Уйат, = 
= 171 


D ml) < е, E ЖЕНЕ. 


显然 ,有 限 点 集 是 零 长 度 集 . 零 长 度 集 的 子 集 , 有 
限 个 零 长 度 集 的 交 , 并 仍 为 零 长 度 集 . 

证 明 :( A = ЕС R! | F = F° U3F 的 边界 
点 集 дЕ 为 零 长 度 集 | 为 环 ( 字 中 的 元 素 称 为 Jordan 
可 测 集 ) ,但 不 为 a Ж. 

(2) 零 长 度 集 E 及 其 任何 子 集 必 为 Jordan 可 测 
Ж. 

(3) 8) = #, с 1). 

(4) FEE € 3, – 509), Bi E ж Jordan 可 测 集 
但 非 Borel ВГ & Р, SC = SCA). 

(5) H E E AEX 
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m (E) = m E UCE) = m(E') 


= (E UJ JE) = (E), 
5, т, 为 省 上 的 一 个 测度 ， 
(б). = W. = A = 2 = 2, 


特别 当下 为 零 长 度 集 时 ,mj(E) = m(E) = 0. 
证 (DD OSC A,.BC uy, MW A.B 都 为 零 长 度 集 ， 
再 由 下 面 证 得 
MA U B) ZAA UHB, 
MHA- B) C 39A U Aan 

HEA BAA 一 BB) 也 为 堆 长 度 集 ,从 而 A 
B€ a, A- B€, BI 2, ҖЫ. 

ЯНЕ Fame S. Ж p Сал UIB W (ip C 
А“ ТОВ C (A U ВУ РЄ АГ ВС (A U B); 
ШРС А ГВ С (А py la e € А ПЕ = (А 
U В)“, ЖН A ЖА GURRA ВУР а ПУК Е. 
无 论 哪 种 情形 都 有 p EIA UB), 所 以 aCA U Вус 
gA U op. 

再 证 第 二 式 .如 果 pEa4AUaB, 则 (ppE A° П 
B GIA- BLEA ПВА –- ВУ: Є 
ANB TCA- ВЙМРЄ А П E C (A - В)", 
无 论 哪 种 情形 都 有 p ENA- В), L (A В) C 
gA UAB. 

HONI] = іне, а, 15.1 € 
A. IHH ОП [0.11) = [0,1] 不 是 零 长 度 集 知 


Ülni = ON [0,1] € 3, Ата, AE Ж} 
(2) 因 下 为 堆 长 度 集 , 则 对 任何 8 > 0, 存 在 区 间 


‚ к 
һә = Lonk ЕС UL, Уут) < e( 由 此 推 
H m'(E) < D, E €C О), 


t 


ЕСЕ сбл = UL, 
推 得 OE 也 为 零 长 度 集 .于 是 五 € 3. 
ШТ ЖЕЕ E 的 任何 子 集 已 | 亦 为 零 长 度 集 ， 
所 以 E, 亦 是 Jordan 可 测 集 , 即 E, € r. 
(3) 内 为 XU(a,6]) AERE, БО ЖК Ж 


ЖАЙЫ ба sb, ж.с BA I0 € 4-1 
AN A Е 

Ж ЕС ЛОК = К USE. TR E BU КЕЕ" 
为 开 和 集 , 边 界 集 0E ЕКЕЖ, AE NoE = 如 .内 
FRERE HA Lebesgue FWE HOE Є 省. 再 
由 开 集 E E EES E UIE € R, ATR. 
ВНЖ A a AA 503) СС. JA QNO, I] € 
бй A Mi. = A. 

(4) 由 题 7.2.16, 设 СОЗ Lebesgue 测度 为 零 的 
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Cantor ME, ШЕЖЕ KEE. 根据 题 7.2.25 证 法 
1101 E C C A 2 Bord 集 (但 为 Lebesgue FW 
Ж.Ш E ESCA). НЕ (2) 39] E E 2 - 504). 

或 由 (5) 48212, — 28 > Ww = BCA IEN LEA 
论 . 

(6) 不 难看 出 НА) = Нә) = В ERATE 
Ф, Н my = m * I. q E € Нод) = НО) 
НЕТ F € НО) = HU), 

нЕ) = mF П Е) + m (F — Е) 

Әт Е) = т“ (ЕГ Е) + m (F - E), 
BD E EA =E € 1 Af = 3. 


由 题 7.2.24 _ 

了 
> JE ГЕ C. C(L ebesgue ME ЗА Cantor Æ) 
= 2, 
立即 得 到 


Ж = Яр h = 2%. 

7.2.36 根据 题 7.2. 拓 中 的 .和 ,mm 站 ”和 题 
7.2.37 小 的 方法 可 得 到 RR* 中 相应 的 Jordan 可 测 集 等 
概念 以 此 相应 的 性 质 ， 

特别 当 ” = 2 时 ,由 一 条 简单 Jordan 闭 曲 线 围 成 
的 区 成 E 为 Jordan 可 测 集 (有 时 称 为 可 求 积 区 域 ) 的 
ПАНЕ oE 为 零 面积 集 . 

近年 来 ,Hausdorff 测度 和 Hausdorff 维 数 有 越 来 
越 广泛 的 应 用 , 下面 就 最 简单 的 情形 作 一 些 介绍 . 
Hausdorff 测度 也 是 抽象 测度 的 另 一 个 重要 的 具体 例 
+. 

7.2.39 (R! 上 的 一 类 Hausdorff WE) 对 于 固定 
的 实数 a > 0 BES EC R! ,5 > 0,E X 


H: (E) = а thl LAREI 1, |< 
#-1 


DEC Ú, < т =+ l, 
EH | r, |= diam = m( 1k) 8 L ВОАС BA, 
ТЕ o Е, Е è Wht, H. (E) 只 可 能 增 大 . 
因此 ， lim Hil E) EF tE B) GO E fairi RE А 


жес}, #7 Е Bae 维 Hausdorff 外 测度 为 
H: (E) = 一 Лт Н; a (E). 


由 于 区 间 的 长 麻 ( 或 直径 ， 或 测度 ) 具有 平移 不 变 
性 ,所 以 Hausdorff 外 测度 也 是 平移 不 变 的 , 即 对 于 任 
意 aE RECRL 者 有明 (E + a)= H: (E), 
HRA Etas | z+alxr6€EF.. 
容易 Е H , Hausdorff ЖЕЙН PF И: РЧЫ + 
Lebesgue 外 测度 的 性 质 . 
命题 ] Hausdorff 外 测度 有 下 列 基本 性 质 : 


ПЗЕ Н (E) 22 O.H (@) = 0; 
D ARE: ЯЕ СЕ, НЕЕ Ну СЕ); 


而 次 可 数 可 加 性 :Hi ( Ü E,) < УН (E,); 
此 外 ,还 有 重要 性 质 

iv КЕЖЕ O (E.F)= d>] HIE 
U F) = Н (Е) + H2 (F): 

м H: (AE) = АНКЕ), A D0, 其 中 aF = lAr 
| Є ЕЁ. 

ШЕ Оа) Hausdorff 外 测度 的 定 闵 立 得 . 

(IO WRAAD (СЕ) =+ MAFRA 
PAR. mE HILE) <+ w, € М.Н є > 
0,8 > 0A Н. s HE, ВЕД -- R БО; 
= 12, РЕ CUE 

Утро < H (E) + 
于 是 
нов) $) I n. = 


А: = 1,2," 


2: 


YO ial) 
-s 
< Уна Е) +) = DHE) + e. 
ао 得 到 | 
н; (UE) 
6. 一 个 уН 
(ÚE) S 


s SHOE, +e. 


ын; (Е,) 


iw kO < ó < £ MHE — ARE EU FHE 
BETHE 5 MAKEAN А Л РАН, r ЯН 
下 和 天 .所 以 ,根据 Hia 的 定义 立 知 
НЕ U F) = Н ҖЕ) + H; Б). 
> ó — D 得 到 
H (E U F) = H¿(E) š H; (F). 
МАН; (Е) 的 定义 立即 有 
Hi al AE) = АНІ (Е), > 0. 
8-5 0' 得 到 
H? (АЕ) = АНЕ). 
命题 Вара. 
G) Æ HI (E) <+ eo MJ Hš (E) = 0; 
(D 着 0< НЕСЕ). HI (F) =+ e. 
证 (1) 因为 


0€ Нр (Е) = mfl I hll h AEA. 


IRISA EC UL. Z+ о} 
k=l 


s ginh гу: h AFERE, ISA, 
#- 1 


EC О.т + оо} 

= ў *HZ (E) =< Н; (E). 
令 人 一 0 得 到 

0= Hš (FE) 0,44 Н} (E) = 0, 

(2) (RE) Ei Н (Е) <+ so, H (1) 得 到 
Hš (F) = 0, 这 与 题 设 0 < Hi) 718. 

命题 3 Мо = 1 时 ,Hausdorff 外 测度 H; 就 是 
Lebesgue 外 测度 挛 * , 即 用 CE) = m (E MECR.. 

证 ”对 在 何 5 >0, 有 


= inf| 27 | 11 РА, ЕС Üh. 
#=1 


] < m =+ оо| 


m (E) 


<и} Š [L 1 AFRE, | RIS, 
= 
ЕСЦ m =+ со | 


WWE m' (E) =+ œ, M HY (E) = + e = 
m* (E): Ш a“ (E) <+ оо, ДЕЕ > 0. ФЕ 
在 开 区 间 序 列 | 了 |, 使 

ЕС О.т" (E) > > 1 L, l- 


由 于 对 每 个 开 区 间 L, É ó > 0， 都 可 以 取 开 区 间 序 列 


IB lj = l... m(n)i. ER 
mln) 
L, С U pF, = 1.2. . min), 
4 
ЕА 
IP I<1 L I+ Z, 
> 2 
{| 
Ну (1,0 < iB, l<] L, I+ Z=. 
2=1 2 


+ ó — 0° 得 到 
н (I, ) = lim Hr 801, ) =< | 1„ 1+ эх: 
于 是 ， 从 Hausdorff 外 测度 的 基本 性 质 ， 有 


Hr (E) < Уны < 


1 ` € 
2, > | ,1+ ЭК 
< m (E) + 2. 
Fi е 一 07 ,就 得 
НГ (ES m E), 
综 台 上 述 ,就 导出 HY (E) = m' (E). 
命题 4 设 三 为 一 卡 退 化 区 则 , 则 


+ °o.Ü < z <], 

нон =| Il,a = 1, 
О, а > 1. 
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特别 有 
+ ®.0< e ss 1, 
бав > 1. 

Ш О ТУНЕП, ИШ 3 1,0 < Нү (l) 
-1 1<+ о, RH 0k 2 得 到 : 当 0< a < Т, 


+ eof 或 H lim nt — 


НВ!) = 


HD = 


以 或 由 lm ní 
设 了 为 无 穷 区 间 ,将 工分 解 为 吕 数 多 个 有 限 区 向 
L, 的 并 , 即 可 分 别 从 命题 1 中 的 Hausdorff 外 测度 的 基 
本 性 质 0) ii) lan ga 3 422]: 
HOL aÍ <1B + ee = Н {ус НЕС. 
Н. у = = 


= lm a D+ = 0). 
n 


N+ 


жү 
кы 


ща Е, НГ YHE) = Yo 
1 =I 


= 0.H¿ (1) = 0; 
=a 二 | 时 ,Hit = | II= t e, 

Ж ”虽然 Hausderff 外 测度 与 Lebesgue SHME A iF 
ЗАНГА ЙК ,{Н МОЙ 4 a] 38415 z > 1 时 ,对 任何 
ЕСЕ!,Җ 

О НАС) HIR) = 0, 

Н; (Е) = 0. 
因此 ,a > ТАА НОЕ ЛА). ЖЕНИЗ H, НТ 
= m` ЗЕТ 0 < a < | 的 情形 ,此 外 ,根据 
命题 4, ВЕ RAR, 也 还 可 能 有 HE) = 
+ oo (HH AFiBE FIX (8]) ,这 展示 了 两 种 外 测度 的 显著 差 
gi). 

命题 5 Va] > 0,MEBH 

(1) я = IE |! EC R! Ж Caratheodory 0: 
АЯЙТ FOR A HIE) = HI(F 门下) + 万 (F 
- Е): H о 代数 ; 

(2) Не: =R RAT HT mE, АЕ э, 上 
的 一 个 测度 ( 称 为 a 次 Hausdorff 测度 ); 

(3) Bored 集 全 体 SA С. 

证 (DAR EO E, E, р ФИН 
ж, ДЕ F СЕП 

HI (Е) - НЕП E) + H; (F - E.) 

=H;(F Y E) + H; ((F - E) f E) 

+H;((F- ÉE) E) 

= НТ (МЕГЕ) (KF ENN ENA ED) 

+ HIFN E YU ((F- E.) [1 E,)) ПЕ) 

+ HË (F - Е U Es) 

= ИО ЕГ EO U ((F-— E,) QEN 

496 


tH (F-E, Е), 
ШЕ U EE. 

此 外 ,由 于 

ЕГ E (Й Е = (F- (E, - Es) Е, 

FAE- E; = F (Y (E, - Es), 


H¿(F)= НЕП Ei) + НЕ-Е) 
= НЕО ғ ПЕ) + Hš (F ПЕ ~ Е) 
+ H;i(F — Е) 
= НЕСЕП (E - E>) П El) 
+ H: (F 门 (Ë) 一 Е,)\ 
+Н ((F — (E) — E;)) - Е) 
= Hš (F N (E, ~ E;)) 
+ HI (F — (E, — Ез)), 
ВЕ - F, € я. 
已 证 . 必 А. ФЕ, Є и, 
F, = E,- UE ER N= 1,2, 
它们 彼此 森 相 交 且 避 F, = Ú Е, JEU E, € 9], 
RE Ú F, € 9: .因此 ,不 妨 设 E, 彼此 不 相交 . 显 
然 , 对 任何 下 之 RL, 由 命题 1) 得 到 
НАСР) Н (ЕП ОЕ) + H; (Е-Е). 
如 果 再 证 
(+) НІ (FHI (FN ÜE) 


+Н (F - Ú E,), 
就 有 
Н;(Р) = Н (ЕП Ü E.) 
+ H; (F ОЕ, 
即 Ú E, ERMER 为 5 Ж. 
余下 的 是 证 明 ( * ) 不 等 式 , 因 FE ПЕ = @, 
ELE E A ‚Ж 
He (FN (E, Ú Ё»)) 
= НЕСЕП U ENN Бү) 
+R; (КЕГП (Е,\) Es) - E) 
= H¿ (F) Ei) + H¿ (ЕП Ez). 
利 出 好 上 纳 法 立即 可 得 
H: (FN CUE, = ЎН (F n E. 
所 以 
HI (F) = HI(F N (U E,)) + H; (F — UE,) 


> ЭНИ (ЕГ E) + HIU- Ов). 
а 1 "= 
41 къ оо 和 命题 [入 得 到 
H; (F) У, SH Hi (F N E,) + H; (F - Ü E,). 


(2) EE, є R= 1,2, 
J.H (1) ЈА 429 X 


н: (Р z МН (ЕП E.) + H (F UE,), 
л | " 


E ПЕ, = ÖÖ, 


再 将 下- Ü E, 代入 上 式 推出 


н; (Ок) > Ун: (ОЕ) NE,) 


+ H? (бк, - Ü E.) 
= УН; (E) + HiØ) 
下 一 


-= УН; (Е,). 
u=] 
ayi ЕРЕ 1 HE 
HI (Ù E) Ун; (E,). 
#- | н- 1 


因此 

H1(Ü E.) = Хун; (E,), 即 H; 具有 可 数 可 
+ # | 

加 件 ,从 而 是 ETNE. 
(W FCRI.,E ~ [a,b], 

+ о, ДЕЙ 1 (i) 知 
H; (F) = Н (F N E) + Н (F Б). 

再 证 相反 的 不 等 式 .如 果 Н. (F) =+ c ,显然 有 
Н; (Е) -+ ©% HI (F N E) + Н (F-E); 


соса < В < 


WE lim Н (F) = НАСЕ) < +, M > 0,02 
ЕТИ 
О. ЕН (F) WWE ЕЕ Н) RAII 


5. ЕСШ = м = oo, H 


НЕ) te > > гд" 
设 J, AX 1, PS NL Sm Е ИЛЕН, ШЕ 
Ün METH J 不 包含 在 其 他 苦于 -J КЕР СЕ 
RWE) H J 必 可 构造 新 的 彼此 不 相交 的 左 开 
右 闭 的 区 间 以 ,使 | D. 1< è MFC Ù Di ARFA 
间 L, D D, Ë 1 L, |< 6, B 


HI (E); > D Ihle > Уш 


P Уе 


к] 


Z НОМ ЕГ Е) + His (F — E) - 28 z. 
& 8—0 得 到 

HEF) - е2 НЕП Е) + Н (Е-Е)-«. 
再 令 s 0! ,就 有 

H;¿(F)Z Hi(F Y E)+ Н; (Е - Е). 
综 台 上 述 ,得 到 

Н(Е) = HË (F) E) + Hš (F —- E). 
这 就 证 明了 五 E я. Шат 5. a о, T E. 
ЗС) сж. 

7.2.40 ЖЕСЕ, ж 

dul E) = а | H£ (E) = 0e 2> 01 
Эу Е В) Hausdorff 维 数 . 

(O 如 果 对 任何 a > O.H: (E) = 0( 例 如 :EE 为 
至 多 可 数 集 ) , 则 T (E) = 0. 

(2) MRFE В >0,{#Н(Е) > 0, 则 0< p< 
1, 且 0< dE) =< 1 tl 
+ oo, 0 < a < 4н(Е), 
0,32 > dat E). 
(3) П E BU Lebesgue 外 测度 m (Е) > 0, Bi 


H; (E) = 


dpl E) = 1. 特 别 , 当 为 非 退 化 区 疗 ( 包 括 = R') 
时 ， 
+e, 340 < a < 1, 
H ЕЕ І, 
0, ҷа > ё, 
а 0) = 1. 


(4) ЖЖ 2305) < 1,0 нЕ) = 0. 

(5) Lebesgue 测度 为 零 的 Cantor Е C ËJ 
Hausdorff Ф dul C) = iog2vlog3. 更 一 般 地 ,对 任何 
0 < d< 1,5 £ = expl- 了 ez).0< ¿<l të 
Ce CR! {Ë d(C.) = d НЕ, ` ( C;) = О, С! 
= С, ані Сі) = dul С) = ivg2 /og3. 

(6) 构造 CR 使 dtE} = i,m (E) = 0. 

证 《1) 因为 对 任何 e > 0,HI (E) = 0, 所 以 


dul E) = ifla | HI (E) = 0,a > 01 = 0. 
此 外 ,如 果 Е ЖП E = es 1,93 
任何 az > 0,8 > 0, RARER 1, = (z, 一 305 а 
+e DAI 1. = (5 уз S 8, H 

Ук = УО Уе 


ШЇ бй НЕ) < ë. зї, 就 得 到 


Н (E) = lim, Hia E = 9. 
(2) 7. 2. Ре ERE, 对 任何 a >l, 
497 


有 H; (E) -OPREA 4 (CE) Т. ПОЕ], 4h RE 
роон (E) > 0, О < pal Ah 
7.2.39 8202), {Га < ЯН (E) = + со. 
Ü< а= 4.08) 1, 
MEROS a< d (EY Жа 使 a < a < dyl Eh, 
则 根据 ЧК FE) AEA H (E) > 0, НЕТ. 2.390 
2), HI (E) =+ оо, 
Ша E) < о, HI (E) = 0. ZE) BI 
H (E) >00 WH ан) 的 定 头 和 下 确 界 的 意义 ,有 
a Ë, (E)< a< e, Hi СЕ) = 0; 但 从 题 7.2.39 
ИШ 2(2) ,应 有 Н; (E) = + оо, FIE. ЕЙ, H 
р. [+ 0,0 < a < dÚ E), 
Hi (E) = | ç > datE). 
(3) 7.2.39 зА 
НГ (E) = т * (E) > 0. 
再 由 该 题 的 命题 202),H? (E) = + co, 0 < a < 1, 


是 ,根据 该 题 命题 4 后 的 注 有 
+ о, < a< 1, 
H! (E) = | >fe = 1, 
Da > 1. 
由 此 和 Hausdorff 维 数 的 定义 得 出 
dul E) = 1. 


(4) ЕШ) ВИ нЕ) > 0, MM IH (3) 得 到 
dpl E) = |, 与 已 知 dp(E) < 14TA. 


(5) 一 般 地 , 先 从 [0,1] 控 去 以 二 为 中 心 , 长 为 1 
-2 的 开 区 间 , 再 从 余下 的 两 个 区 则 中 各 控 云 一 个 
以 区 间 站 点 为 中 心 р 201 22) 的 开 区 间 , 再 从 舍 
下 的 四 个 区 间 中 ,各 按 去 一 个 以 区 周 中 点 为 中 心 ,长 
为 2201 26) 的 开 民 间 , 焦 次 类 推 ,最 后 得 到 的 集合 
记 为 Ce, 这 里 0 < < 方 .显然 


m (Cy) - (1-26) + 02° (1-2) 


n=l 


ч 1 
_ 一 үп = - —— = 
(1-28) >O) 1:20 з= 1, 


В Се) = 0, C; 为 Lebesgue 零 测 集 , 易 见 С. 层 完 
ЕГЕ 
(h DE N Ce C, = ИЕП Ca 
则 
OG = О.С, (| — 8) + Ce 
6081.6) — 1-2 > 0. 
所 以 ,从 Hausdorfi 外 测度 的 平移 不 变性 及 题 7.2.39 
命题 19 和 MM 知 ,对 任何 a > 0, 部 有 
Н (С) = Hi (C) HI (Co — ён (СД), 
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HCO = HI (C) + H (C) = 22H (Су). 
因此 ,或 者 H: Co = 0, НСС) = + co RA 
Ü < НСС) <+ o,e =- 1ош2ЛорЁ. 对 ee = 
– 002 Лоде, РАВЕН О < H: (C) < оо 十 是 由 
题 7.2.39 命题 2 得 到 

I+ o a < ар =- bogli, 

н; (С) = Í а ай эш? Лор 
lü, a > бу = — 1062 Лорё. 

这 就 证 明了 dyl Ce) = an =- log2/ogE = 

log2 Лорехр( 一 о) = 4. 

ЯЖ О < Ha (Cs) <+ о, 

设 人 >0. 开 区 间 了 人 = 1,2,…) 的 长 度 1 
5,6. U 全 

IL = gE = o- g) ghi S 2e, 


则 CC Un,C CS Ор, IEIZ, IBIZA, 
= 1,2,…. 于 是 
> n 


r=1 


> IRIs H; (С. 


i=l 
Hi 229 = 118 
|+} 111% = 220 | L |% 
=i h, = 1,2,6 


g = Ha .gt Су), 


= А А 
хл ы 57 І s 1 | 12 
Мар = УН + $e 
1 r=1 | 


= Йа в) + H; (С) 
2H atO) = 20 H; (С) 
= Н; 5068). 

АШ Н. АС) 2 Hoel Co ЛЕН Ну MERS 
8 之 0 减 小 时 , 它 是 6 ARR, TL H; (Се) 22 
Н 2 Haal, AM H; (C) = 
Haal Co .注意 到 8 > 0 是 任意 的 , 且 Hi al C) iE 
为 的 果 数 的 单调 忻 立 知 Н 0С.) 实际 上 与 9 无 


关 . 因 此 
H (Cs) = im Н] (Cp) = im Н] (СЮ) 
а-а вы? i 


= H; al Cs) =< Hz 10,11) = | <+ >. 

为 了 证 明 HA CCD >0, 取 高 使 0< & < &, 设 
1 为 Cs 的 任何 至 多 可 数 的 开 区 问 覆 盖 , 11, 1<2 до, 
i = 1,2,…. 因 为 Ce 为 紧 致 集 (有 界 闭 集 ) ,由 Bore 有 
Шиш жт шй, MILA LE 中 选 叶 有 限 多 个 开 区 间 


Лр Cs C ÜJ, 如 果 能 证 明 >) ШЕ 


a UE E X 81 


з ыо чо _ 
эз р, Ze gu, 


:1 


H (Co Ha (Ca) Z pm > 0. 


下 面 就 证 明 
` lJ ра Z= fn, 
; | 
Ar la — min: Јр 1.2." т WO < {у 


д <1-2ё.[ Л pC- 1-282> 80,1 /, | 
ән, ВТ BE E 分 成 两 组 
U mi t mo = Wr, 使 它们 分 别 笨 


= 00 = Í. 
J, 11 ka? 和 和! ШЕ 
ШОС С, Ва. 


ш 
' 


ШШ rig 
1 ` Т 
Yag w- D haler Оаа. 


eol ' 1 


”| ту 
如 果 У) lJ, ku Ж. U J р, у 
1-1 ia 


否则 令 
J = E (1-4). = 1,206, т.т = ту 
WEIG А.С = (1-6) + Е.Я. 
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М] EA |“ = СЕ)" У) (Jg 1" 
. 1 


= 


= У 1% 
' 1 
或 


Ma 


(Ls Y polog 0 LJ, 1%. 
£ ч = 
Ж Л = minil J |. 1 нет 1 > Ёё, 
КИШ а У) |}, ' > 29, ПЕВ Е, ERR. ШЕП 
' | 


1=] 


< <£ MLI p RERI, i ,重复 同 样 
的 作法 ,得 到 C; 的 一 个 新 的 有 限 开 覆盖 ;1 站, 使 
> PMLE 2 пее отац: 
mini | J, i Se, w 明 己 完成 . E 
ШАШЫ | ЖР. [у {| Ze 


уто т" 


— 


H 
ИШЕ = = = 


Со BUL ЕЖЕ E E $S п 次 以 后 情 有 1, > 
CP 22 二 从 而 证 明了 H (CO > 0. 
6) 根据 (5) [Ж E. С [OL] E dpl Е„) = 1 


- n = 1,2,6, ЖЕ, нЕ) = 0.2 E = 


l 


UE E, m*(FE)=0 R340< a < Ін, Е n 


€ N, 使 0 < a<1- 一 一 7 = dE) Ak 


Hi (E) > H; (Бу = + os, 
Н (E) =+ оо, 
‚ем [к=‚ф< a <1, 
H; (E) = lo, a > 1. 
Мт 0) = 1. 

Ë RAME Lebesgue 零 测 集 ,但 却 可 有 不 同 的 
Hausderff 维 数 ,所 以 可 用 Hausdorif 维 数 来 对 Lebesgue 
EMEF- A, AT W m ER IL PARER y B 
现象 的 研究 得 以 深化 . 

以 上 对 了 中 子 集 的 Hausaqorff 外 测度 和 Hausdorff 
维 数 的 讨论 ,可 以 推广 到 R° НЯ ЕСЕ", а> 
DEX E 的 a HE Hausdorff 外 测度 为 
H; (E) = iim Н: (Е) 


= lim ш > | B, 15 В, У ЯЗ diam | B, 15 Š, 


ЕС Ü Dl = matl, 
共 中 1 B, | = volb, 为 开 球 B, 的 上 HEER. 这 种 高 维 
Euclid 空间 R” 中 的 Hausdorff 外 测度 对 研究 R° 中 的 
低 维 子 集 常 常 是 有 用 的 . 


57.3 Жаа 
及 其 重要 性 质 


к! 上 的 连续 函数 全 体 记 为 СОЕ, RORA rii 
连续 导数 的 菠 数 的 全 体 记 为 CR RRAK IE 
续 导 数 的 苑 数 的 全 体 记 为 C”(R! R); RIER OE 
每 一 点 的 某 开 邻 域 中 可 展开 为 收 伍 的 宕 角 数 ) 的 全 
р СОЕ, 容易 看 出 CRI, RD D ССА, 
В) Oto 2 C⁄(R1I.R) D "СВ, RD .也 就 是 ,在 这 
一 类 函数 中 ,以 连续 函数 为 最 差 而 解析 函数 最 佳 . 值 
得 注意 的 是 ,可 以 构造 C 函数 但 不 是 CC HARG E 
C 函数 但 不 是 С“ 的 函数 , 以 上 所 述 的 是 一 类 极其 
重要 的 实 函 数 . 

众所周知 ,了 在 [a,51 上 Riemann 可 积 的 充 要 条 
HE f Elab] 上 有 界 生 关于 Lebesgue 测度 几乎 处 
处 连续 . 此 外 ,Riemann 可 积 的 函数 一 定 是 Lebesgue 
п ҖИ РАЖ Е, Н. 


сюда = Of Car. 


还 有 一 类 重要 的 实 函 数 , 大 家 知道 ,全 {绝对 ) 连 
ЗЕБО Ее p 0, 存 在 6 20, Г а ,5 中 任何 有 
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' la, b. ), уь 


а ) < TID | Cb ба) | < е) я ВА 


Bees s ЖЕК Н] (а,б), 


П ОИСР) -spl V = > (лу) 
ddi aT aoa Coo < r, = b| <+ оо), M 
ЯҢ Ж ЛЕ ЖЕ РАЗ ЗЕН ЕЕ EnA B 8 SB N ра 2, 
Ж.Ж), A S р ЖОЛА ОҢ ЭТ ЛЕ ЗЕ ра. пу СЛС, 
[a.b] EHEM АЕО (ЖР Lebesgue 测度 ) 是 
上 几乎 处 处 可 导 的 ,其 导数 广 Cr) 是 Lebesgue 可 测 的 ， 
H 
[ruas < £O) = Жа). 


并 可 举 出 上 上 述 等 导 下 成 立 的 例 下 (参阅 题 7.3.431. 
此 外 ,Newton-Lcibpniz 作 式 


са = fa) - Жа) 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 /为 全 连续 函数 . 
7.3.1 在 区 间 [0,1] EIE XS f(x) SU F: TEB 
+€ [0.1]. ЖА ла = б.лулунуз (0.2 358 


0.19 表示 ,只 用 0.2 表示 ) ,定义 


í тах ж, = Ü. ainn, 
fr 
1, k = |. 
试 证 : РО) 510,1} 上 的 Lebesgue ПГ AS. 
证 ”因为 
miir Є [0.1] ! für) = 91) 


199. СЩ T 


10+) 


所 以 
mlir C [0.1] l a g f(r)< b|) 

_ 1. ӨЄ[а„#)}, 

Е 0, 9Є[,5). 

这 就 证 明了 1zE [0.1] а f(r) < b! № Lebesgue 
可 测 集 .7 为 Lebesgue ОТ К. 

7.35.2 BE ee, E 10,11 ЕЙ н T Lebesgue 
AWR. wR, I] 中 的 每 个 点 至 少 属于 上 述 n 个 集 
合 中 的 g TES. W E E, 中 至 少 有 一 个 集合 具 
有 测度 大 上 于 等 р. 

E 对 任何 < C [0.11, 由 于 它 至 少 属于 。 + E,, 
ДІ] 
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ЭРЕ? Z= g, 
к= 
其 中 ye, ЖЭ Ey 的 特征 函数 .从 而 


w 对 I 
` 1 _ ` А 
Z m( E) = > eda 
у" 
- | [> ук,(у)]йс 
о" 


> f adr = g. 
ВЕЈЛ АН Л ИЕА ЗУ ВП ЭД, Е, 中 至 少 有 一 个 测度 大 
于 等 于 人 

7.3.3 R ffE[a.5] EH Lebesgie П R RR, 
Fir) > 0.,B3F0 < = b — a S 

5 = [ес [а,Ь]! 
|| fedri > 0. 

证 法 1 因为 Дт) > бс Elab], 则 必 有 
| Arari 20. (ЖЕ) За а [да = 
О, ДАС Z (ERRE) ,存在 e С 5 使 得 

| ш < 去 


mlel = gi. 


= A Üe, 由 mied >g aA mi Üe) => 
mie) = g, H. 

mE) = im ml Üa) = q > Ü. 
又 对 任何 并 >. 


б< |, frìde <f; оа „чт 


1 


< 3], f(z)dr < > E 52-1. 
所 以 
| flz)dz = 0, f(a) =0( 在 下 上 )， 
这 与 全 为 正 相 矛 盾 . 因 此 就 说 明了 
fif edr) > 0. 


证 法 2 AASE Lla blit Æla Б) 上 为 几 
平 处 处 有 限 的 Lebesgue 可 测 函 数 . 出 Лузин 定理 , 存 
ЖИ FC Га, bht m (Fr) = m([a,5b] = F) < 
3 f 在 上 上 连续 .由 下 为 紧 致 集 知 ,存在 .co € 下 ,使 

J(z) Z: (лл) = шу > 0, xr € F. 
所 以 ,对 任何 e E 5,9 
mie [|] F) = mle- эбе (Е) 


= т(е)- m(F') > q - 2 = +, 


Ке" z> | G): >| fro)dr 


e 


= f(za)m(e N F) > Ко) 5. 


РАШ 
ш ах = firo) Fi > 0). 
7.3.4 W (O ЕЁ ЕЕ=[а,5] EIE АЛ 


БР ËB) Lebesgue Я РАЖ. Да, Б РАТА 
调 减 函数 (O0, KA m Elg > z)) = т(Е(/`> 
х)) 对 于 慎 何 实数 > R- 
证 S Fir)= нЕ) >>) ШЕТ) BA 
下 述 性 质 : 
(1) F(- œ) = b-a, F(+ so) = 0,056 Fír} 
=m b- ai 
(2) Fir) ЯРА; 
(3) Fir) 是 右 连续 的 ， 
(1),‹2) 显然 . 现 验证 (3). 对 任何 ro € REH 
F| +, > ха, lim z, = ro WA 
ECFE) > <a) 
= EFU) > r,a) U Ebr, = J) > zo), 
AEC, = fU) > zo) = Ø PA 
im [ F( ты} ~ Fla0)] 
= Пт m(E(z, = fü) > mD = 0, 
Blim Flen) = Сло) K ЛЕНД Г Р(х) {= 
的 . 
а Ег) жа (р-а) +а = 6, 
хос (— 90, +оо), 
ВЕ) + а ЕНУ. S 
gl) = арі | Кіл) на > гра Б. 
га (a,b) h lim (F( z) +a) = b,b - z > Ü, BF 
以 ,在 在 za, r < л A 
b-(F(z)+a)< b— t, 
В Fir) qa > г, ВЕЕ | F(z)+a > ti 2 @. 
其 次 ,由 于 lim (F(>) +a)=Ü+a=a,t-a 
> 0, 所 以 存在 rp "i z > + В, 
F(z)+a-a<ir-a,F(z)+ a < t. 
В з, РЕ) +a > r. х= ту. FE” gO) 
ЖХ, Н 
git) = suple | F(z) жас Ра у <+ оо, 
FHE (т) ААТА АЈВАЗ У Б.Д г < 
t> , WI 
т ТЕ) жа >! D]el Flr)+ta D> 1, 
gitn = suple | Flr}+a t! 
> suple | Fí r) + a > tl = giti). 


最 后 可 证 jt | > arl = la, Fir)+a], FÆ 
тр > z) = mlilit) > г) 
= mü a, Flr}+a]) = Fir} 
= m(E(f(r) > т)). 
зр рг С la,FO0r)+ra),MD < F(z]+ 
а. H Е(х) 是 右 连续 的 , r P r > 使 得 
Елу) Fa > tp 
gito = sple | Flz) + a > hl Z rí > z, 
КИЕ Y u tlelt) > ri Ща, Ех) а С 
р > zl. 
RZ. t Є іг 1р2) > ті, 
ѕирі | Fir) + a > tal = git) > z. 
从 而 存在 гү, < z < (го) ,使得 
Ех) + a 2> h. 
但 由 Fir) S WAR r < +, AA 
a= t < Ех) pa S F(r) +а, 
Bi zo E La, Firx) + а). ШИЕВ | g(t) > zí C 
[a,F(r)+a), 12100) > zl = [а Ея) жа). 
7.35 É f E КЕҢЕЙ К, н АЕ БИЕ, А] 


(1) /关于 测度 ARAR = >ja -pl Ein 
al 
s< f< n+1)) <+ =; 


(2) Sin -ACEC = n)) <+ CEDE . 
H =l n=l 
Eln S< f < n + 1)) <+ co, 
PREZAR. 
证 (DAA Ela Sfanta 06,2, 
5AE, R 
Е н <| ar 
s= (n + Da(E(n = f < п+1)), 
所 以 . 


< 


УЕ S f < n + D) ж | ae 
< Уин = f< n+1)) + (Е). 
ЖЕ fde < + ee (BJ F EF EDE 

Dnata n+1)) <+ °°, 


(2) (=) + °° > У! (ЕС л) 
ң-- і 


=> 2 nuE < f < n + 1)). 


n=l 


Bf]: Е = (0,1],# = m{Lebesgue WHE). 


(1 
Ка) = 4м 
0, ғ = 0, 


О< = = 1, 
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易 知 ЗЕ RI Lebesgue F| 81, H ih 
[11 


е," 
п. < хя з» 
5 


im [fad 
= lim [fè nde + | 二 dz 
“mn i 
= lm [十 1)]= 2 <+ >. 
所 以 了 在 10.1] 上 Lebesgue 可 和 ,但 
Da п" т(ЕС 22 n)) = Эр 
; ЕИ 
ШОКЕ [а, b+ 8103 > 0) |: Lebesgue п] 


h + 2(] - 


7.3.6 


hm | гре thl- т) Таг =. 


Ш ER e > 0, НУЄ Lla,b + £], Н 
Лузин Е ТЕ e € Са, +8]. tE 


ita £ 
| | /(zr)- gtr) | dr < ү 


XH е а.» + 8] 上 一 致 连续 知 ,存在 0< узса, 
BM O< л < о, 1—0) л Є la,b] AA 


| бг +А)—ф(4)|< 52) 
所 以 

б< Гев Аду С) dr 

<| Heth) pr+h)ldr 


+Í фе + h)- pla) | dr 


£ 


; [ фіж) = f(x) | dr 


A 
|" 
+ 
A 
& 
+ 
wa |m 
lI 
т 


lim А I fa th) Д) | dz = 0. 
737 Ж Ка) 是 在 [< b] 上 定义 的 Lebesgue 可 
ЖЕК. гта, БТ. 如 果 对 任何 -EE lab] 有 
[уде = б, у 0, =0. 
证 法 | ”根据 题 设 ,对 任何 (g,8) С (ab) AE 
[Kejar = [Har - [Kode =0-0= 0. 


因 РЄ Lie bi ARRENE IHE e > 0. 
TE 8 > 0 ВНТ ес [а, 6], Ч me < ëtt, 8 
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|| roar] < g. 


对 任 柯 可 测 集 4C (а, 0), ЕЛЕ С, a C 
GC (a,bY B. m(G - A) < 8. М 


| КУ < Е, 
a B) ,其 中 fa, 有) 为 开 集 С; 的 构成 


iG = Ut 
р]. 
. ч [6, 1 
| roadr = 5f баа» = 10 = 0. 
于 是 
| [баат 
А 


= | | ж dr 一 | A rdr 


= ПИ ООЧУ | < є. 


= ‹ |. a de 
邻 e 一 0, 得 到 
| кадах = 0. 
ЖБП XPE Га, 51 PEJ Lebesgue пр E( £ 


> 0) Ж E(f < 0) 有 | Fx)dr = 0 = 
FeO>0) 
| Aride. FE 
Kijan} 
m( EC 0)) 
= „(Еў 1))+ Sneh < 1) 


N= 


= 0 + So =0. 
同 理 „ОЕ 03) = 0. 由 此 得 到 
m ( E (f = 0)) 
= mE > Ü)) + нЕ 0)) = 0+0 = 0. 
BI £ — 0. 
证 法 2 由 题 7.3.44 得 到 


0 = 20 = | Fo)de = = f(x). 


7.3.8 RAA а, b] 上 定义 的 Lebesgue 可 积 
К, X a 为 满足 0 之 & < b - a 的 实 常数 .如 果 对 于 
每 个 测度 为 。 的 集合 <, 有 | adr = 0, 则 у(х) ~ 
0. 

证 jEE=[a, bl, E, = E(f20),E = E(f< 
站), 易 见 ,ff ~ От (Е) = т(Е.) = 0. 

(RE) 假设 50, В m (E.Z 08 m (E ) 2 
0. 现 分 三 种 情形 讨论 ; 
(1) m(E,) > Ü0,m(E_) = 0.ËBll £ # E 上 几乎 
处 处 非 负 .由 0< z < А-а, n C м, 
ла < b — a = (n + 1)а. 
上 是 ,由 题 设 得 到 


0: l. Fr)dr = | Ка) 


F. 


"+ “ш 


ы М к ., . 
БИ Роа +), це 


ШЫП 

= Уй+б= 0, 
kl 

| Hr)dx = 0. 


类 似 题 7.3.7 的 证 法 ,立即 有 
m(E,) = m(E(f > 0) 0, 
这 与 ҥн (Ку) > 0 48218. 

(2) m(E,) = 0,m(E_) > 0, FEE СЛР 
处 处 非 正 . ЖЖ у HEA) 105 Жу НЛ 
形 也 得 出 处 盾 . 

(3) m( E.) >00, т(Е )>0. 

取 正 数 „А: 

О< а < mni нЕ), mE ath а) - al. 
RRE 7.2.30, FEE C E, E.C E ff m E) = 
т(Е,) = #. BI 
mE- E- Es) = (б-а}-и- н 
ља-и>0 
AFER Е СЕ- Е -FEAE mE) = a — н. 
从 而 
mE, U Es) = т(Е,) t m (Es) 
= H + (a _ п) = m. 
由 题 设 | "i {rldr + |. z: Xdr = buf (rdr = 
0,2 = 1,2.Ш ЁН! 
|> (а= = | „ОФ. 
AXT 7.3.7 的 证 法 得 到 
0 < | für)dz = L Firidr > Ü. 
F. 

7.3.9 (Bare) # E, En € R'E = ЧЕ, 
гат Е. HAARE, = О.Е, HAR, 
т Є Г.Е = @. 

因此 .,R* А AAPEA 858 SE ЖО БЫ Ж 
多 可 数 个 无 内 点 的 闭 集 的 并 . 

证 (MHE) {BiS .cw C E ШИРЕ ög > 0, BE ЕК 
B (6) СЕ. ЯЕ = О.М ЄН, (80) = Е. 
ХЕ 为 闭 集 ,所 以 可 取 0 < 8, < LEB, DN E 
= Ø, B, (Ó C В, (80). FA B. Сау) hk ЕЭ 
的 推理 应用 于 Ez, Ар 


B, (ôD ПЕ, = Ø, B0 C В, (81), 

0 < ó, < L. 

如 法 炮制 叮 得 到 闭 球 套 ， 
B. (81) 一 B, (ëz) 一 77.0 < д, < +. 


根据 闭 球赛 原理 ,存在 唯一 的 EE Ú B, (8,)C E. 


这 与 造 法 显然 有 # € Ú E, = ЕРЕС гэ 
RE, НТА, ШЕ, = @,m > kE). 
7.3.10 ЯТ ЖО Ae Cs Ж. 
证 (БШ) 令 Q= [roren i RE 
Q= Гб, 
其 中 G, 为 开 集 . 则 
R'=(R — Q) L Q = (ПС) Ü Q 


= (ÜG U (r). 
这 蛙 独 点 集 1r,| 与 G EAM. f B JAG, = R! 可 
知 б 都 无 内 点 .于 是 ,了 为 可 数 个 无 内 点 之 闭 集 的 
并 集 . 从 而 ,由 Ваіте 定理 ( 题 7.3.9),R! 也 无 肉 点 ,这 
与 显然 全 为 内 点 相 巴 着 . 这 就 证 明了 Q 不 是 G 
ж. 
7.3.11 ЖЕ:[0,1]—Е, 
L r=, mAn EKF 1 的 公 因子 ， 


l,x = 0, 
0,5 Є [0,1] ш Q 
2; Riemann РАЎ. ПЕНА: 
(1) Rio) EMAA RAAE, ПЕРА Ж 
理 点 处 连续 ; 
(2) Rz) Ж 0,1] 上 是 Riemann 可 积 的 . 
证 (йл [91] О x, € [0,1]—- Q, 
使 fim z, = xo, 则 
lim R(x,) = lim 0 = 05 Клу), 
MT R Eri КЕ E ro € 10,1: — О.Н e 
> 0,80 < 8 < minl —.rp li m = Lze [E] 
+ln Am 无 大 十 1 的 公 因子 |, 则 当 | x- rola ë 
时 .有 
IR(z=)- Rly |=] R(r)- Q != Rx) 
r 1 п 


К(х) = 


=” T m <—— <e. 
0.x € [01]-Q [elti 
HVA, im R(a) = Riz) BP R {E ху EH. 
(2) 对 任何 。 > 0, 取 自然 数 N > 二 ,并 记 为 
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N 
рч о 


<à < 放风 对 [0,1 084590 = ла z < z, < 
лл = 1, max Az, <А C Lrs 
T;], 有 


рэ R(&)An -0| = 


DREA 


= У) RISYAr, + 5 R(&)A:, 

mejet ко 

1 ml ее 
< ў [+1 b= үг +!@<-у t = =e. 
ВТ, ЕСЕ) 7Е10,11 上 是 Riemann 可 积 的 , 8 FE 


Riemann 积分 为 | R(z)dz = Ü). 

7.3.12 НЕЕ ТР {ЕРЕ 三 R 一 及 在 所 有 的 有 理 
点 连续 ,而 在 所 有 的 无 理 点 不 连续 . 

证 法 1 ( 反 讶 ;假设 存在 力 数 f:R 一 RR 在 所 有 的 
有 理 点 连续 ,而 在 所 有 的 无 理 点 不 连续 . 邻 

E, ~ lr E RI fr ИЙНЕ а) > Li 
А.Е, ЖНА C R -- Q Xi. 55 — 5 i, Ev 
可 数 集 Q = |r1,r 7 ra е, Д S El: | 也 是 

R=QU(R-Q)= (01,0 U (UE. 
根据 Baire ЖЕ ИИ 7.3.9).R TAA. {нт RHE 
一 点 都 旺 内 点 ,矛盾 ， 

证 法 2 ( 反 证 ) BETERA Р.К RENAR 
有 型 点 连续 ,而 在 所 有 的 无 理 点 不 连续 . 设 Q@= jr 
ras r r € Q- {гу}, y ЛЕ, ESE BE 
存在 | > 0,148 н [к eri + 8\],28 < 


1 
2 HA 


Гг) = firi) |< For Eiri — дүгү +8]. 
再 取 Є (rr — 0 r tó) Y (Q- irarri l). 
H Жтт 连续 ,存在 д; > 0, rira, rí € [rz 一 


zri 十 他] C (ут -- ari + ),206; < =. RA 
Глу /f(rz ) |< жет € [rz -yr + 8]. 
如 此 继续 下 去 ,可 取 

к Є (ri N Q- КЕТЕ 
Рура). 


Е Er, 连续 ,存在 名 > 0. 
Ppa rr s Fn Elri = Öns ra + Š, ] 


А ` 1 
ш д.д. + 8,1,2, < PEE) 


x 
< (r, 1 
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H£ 
Ка) for) < эт Elri- 


WRA KHER, TEEI ro € Ü [r - d 
r, t д„]. S F ro AA wro) 一 小 即 子 在 无 理 
点 ху 86.70 RETHA. 

ШЗ (IE) ТТЕ В RERBA 
理 点 连续 ,而 在 所 有 无 理 点 不 连续 . 任 取 无 理 数 x, 邻 
вт) = f(zr + r), r C R. 

AE rn € Q. f r EA FEA < 1,05 ГЕ 
FEE -dr + д) 上 的 振幅 wi( ,81) < 1; 选 
у Є бмк дукт УПО. х = >i ғ 
E lri- бу, + ду), H gír) = = fix + r) ФЕ x= (ËB 
f 在 yl = r. + ri) 连续 , 故 存在 0< 人 二 1, 使 得 [si ， 
b| = [zi prit n]C (кү— Qy r + д). 当然 
б ху, 2?) < 1. 82% ғ С (а.д) ПО, Н 在 一 连 


续 ,存在 0< b, < 方 ,使 7 在 开 区 间 (ra дзр д5) 
上 的 振幅 юр ra 82) < Ñ+ .再 选 ya Є 


rt r +) ПО. z; = x2— r € (r; 
$). H р(х) = (r+ r) Æ zB у Жу = rtr) 


EE RTE < зр < Í Blasda] = [za - Ф, 
rat yal C (r> — 0,0 + 85). М, (то, р) < 
ЗАЕВ Ено БОН 

[а,б] 2 [az] Р: [а,,ё,) D'r, 


дак» + 8,2. 


(r, + r — б), 


бу, ғ і 


b, 一 a, = 2% < lim (b, — an) = 0. 


l 
gaman Д 
IRH R Е Е, FEE H £ Є ñ [ans bnl Æ 
Parl E) = 0,®„(&) = 0, ВА 为 /和 g 的 公共 连续 
点 因此 ， 在 和 +r 都 连续 .但 显然 上 和 上 + > th 
至 少 有 一 个 为 无 理 点 .这 与 了 在 无 理 点 处 不 连续 相 巴 
盾 . 
7.3.13 W fi[a,b] = R SSE BBS z Є labh 
ё > 0, 
тайла} 
= mflf(z) | z € (xo - 
Му\ ха) 
= supi flr) | z € (ro~ à,za + 6) [a,d]l. 
显然 , 当 了 一 全 АФ, m (ra) КЕ, Мб т) 不 增 ,因此 
有 如 下 的 极限 


mirni = lim табло, MI za) = lim МС zo) 
РТЫ 


(分 别称 为 Baire 下 函数 和 Baire ERM), H 
mel туу) =< miro) = Fro) = Mixa) =< Му лчу). 


$,r0 + ò) Nla dli, 


(1) (Baire) f fE eo Я S m (ra) = M(.ro). 


(2) EE maa ` rh m, << Fa, =b i=}, 

2, Па, Б-р, R 

lim iz, | = ал ах. ru — z) i 
HERM 
ф.( ғ) 

23 іл, € (р.к), 
= 10. б-а ра) 
pir) 
_]М = а аа € Сад), 

|D. e aga naa sat. 


ШФ rar г! = 1,2,0, — (Ь1,2,+з,н,, MI 

miro) Im (aa) = М(х). 
(3) Baire В т ( r) М(х) 是 Lebesgue 可 训 
(4) 如果 /是 有 界 的 , 则 


K. h 
lim (1))| 的 《dr = (о m(x)dr. 


lim @ (ra) 一 


ши] жоя = Омада. 

ME (i) (>) R f Er EE, MAEN e > 0, 存 
Ero Чого |< 6 Ht, у) ор) < 
£ HJ 

Hro -ee flr) < firn + e. 
AE 
J( zú) 一 
Fach вя 
fra) є тг) S Mir © 
再 今 e 0' 立 得 
тїтє) = M(zo) = fixa). 
(=) ШЖ miza) = Miro, MWA mir < 
Ох) & Мба) А! 
т\л) = Miry) = fro). 
对 任何 上 >A E 0 >D, Ыт € (za - 
8) 有 
Кто) — £ — тлу) 8 < mlr = РСЕ) 
= Ми ra) < Mfr + е Fro) + е, 
H г) бту) I< z. 
Н, lim für) = fizah, f 在 20 连 续 ， 
(2) 国定 REA га WRP 7 rtr]. 
iB F ay 不 是 分 点 ,所 以 
т? < +, < Th: 


Е, ар НЛ о, fE 


Маго) $< оғо) + Е. 


s= prak же) = 


s Ола) te. 


Š згр + 


ыл 一 Š, + Š) С [аа + 
从 而 
p (ro) = ту? = тако), 


: lim mal ла) = miagh 
3—0 


ШЖ mirgo) =— оо, 则 g, Ü TO) =— ce, Д Im 
im (хь) = m(.ra) ;如 果 т (za) >— оо, А < 
zf ra) ДИЕ ó > 0, malro > А BDE S.H Г 
dim А = 0, ip РАК, А ; > mm 时 ,xn 的 区 间 
[тү Ж} l] C {ж 
ШЕР, z (ra) Z фто) = т) = malro) > 上 .这 就 
证 明了 lim gt zo) = тт( хд). 
(3) 因为 Ф, (а) 为 阶梯 函数 ,所 以 它 是 Lebesgue 
п АУ. 由 于 分 点 zl 的 全 体 是 -个 可 数 集 ,其 
Lebesgue 测度 为 0. 再 由 (2) 知 , w(x) 关于 Lebesgue 
WELF AHHA F mir), Am ДЕ Lebesgue A i 
BJ. 
Е, МС) 也 是 Lebesgue НГ |В). 
(4) ЧЕ) (< К,т C€ Га, Б) hF. К 
1402) = K, 1802) K. 
|жж (хл) RK, РМО) SS K. 
ЁН, gir) ф(х), тт) 5 Мт) #01) ЈН 
ЖОЛУ Lebesgue Fë ur АЕ ЯН SR 


lim (L)] р (045 = [са г, 


g, (Ú г) =< 


- БЕКУ I б). 


№ h 
lim [Сое = Df Meed 
7.3.14 (Lebesgue) 19 f:[a b] «ВЕЙ, 
则 УСБ) 可 积 (Riemann П]{Н) f Еа, Р] 上 关于 
Lebesgue 测度 是 几乎 处 处 连续 的 . 
证 法 1 EFM ALR) 可 积 
SD M(z) = m(z))áz = lim(S, - s) 
= 0 
= 非 角 函数 Mir) m(x) =0 
eM(r)—mú(x) 
орта, b] ЕДЕ АЫ. 
证 法 2 (=) etr) = M,(z)—mi(z),o(r) 
= lim оз), D = iz E la, b]l otri 2 ði. 
Ait 
M Æa b] БЕЈ RREA 
DF = Ор.. 
ЮЖ у Æla t] ER) ИЖ, FEH D 为 零 长 度 
集 , 从 而 Dr 为 Lebesgue FWE. 
E D, e > 0, 对 任何 e > 0, 因 y Elab 上 
505 


(К) п} , ТРЕ Га, Б т = Д, L Д 
L 为 小 区 间 ,使 
Nfsupf (L) = а Jal < £ - È, 


1-1 
WEU rE D. D r; MJ 
яр) аР) S wlr) E à. 
Eut 
S mUD >: 


A 
Ae 


m JALAT ВЛАЕ 41, 的 并 集 
ат, 为 有 限 集 , 从 而 存在 闭 区 间 Л, # 


ә, C Ub, Ут) < E. 
r 了 一 к-1 

于 是 
DCC 22 1)U (UJ), 


Dl = 0 


>° ті) + Мө) < <> +> ==. 


ып! =й 221 
Ы, УКЕ. 

(s-i AD |< K,z € [ab 因为 五 + Ж 
Lebesgue 零 测 集 , 故 对 任何 e > 0, 存 在 开 区 间 } | j 
一 1,2,:- ,使 Dy С U B Xm) < z. 

AHER € [4,2] W, E f z 连续, 故 存在 
б г HFEA S, dB: Е [a 5) П 5 Hf, 

ПР) ftir) |< е. 

BAR, S = 1,2, I- Uhi 为 紧 致 
Ж а,Ь] к-тин иенин тиит. 
于是， "根据 Lebesgue BEHE, M 
[abl 的 分 割 z = Д hi EHE ART 
J; dí = 1. 8 BRI СС S, = l,e, ВМ 


+ 


21 [sup£( ) — шу, )]m( L) 
<> [sup (1) 


inffi] T) 


+ lsp) - inff (1 ) mt I) 


ZAK SnU) +2e(5 - a) 


= [2K 1206 — aj)]e. 
ME, f Elab] ER) nfn. 

Ë 这 是 判断 La 5] 上 的 函数 是 否 Riemann 可 积 
的 既 简 单 又 有 效 的 方法 . Riemann 可 积 的 其 他 各 种 等 
价 条 件 吕 参阅 第 1 篇 题 1. 12.3， 
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7.3.15 了 在 [a,8] 上 {R) Ч >f фа. Т 上 
(L) Аре. 
ЇН ЛОЙ. 
WR Р а.» ЕСЕ) 可 积 , 则 
Of саз = ( И 2). 


证 (>) Elen] LOO 可 积 , 则 f 必 有 界 . 
АЛУ, В МСР) =m (z). ХА 
mO fr) МСР) 
和 fr) Sm (х) ,所 以 ,Fr) ДЕ Lebesgue 可 测 的 ,从 
WO АА ВА (у) СТ.) 可 积 的 . 
根据 (R) 可 积 的 性 质 . 题 ?.3.13 ЫШ fr) 
= (z) 立即 得 到 


(Юу (7x)dr = lim 5, 


b Ыз 
_ CD ж(хт)ат = (L)| fridzr. 
反例 ;Dirichlet 函数 


是 一 个 对 等 于 0 的 函数 , 即 D(x) 三 0, 所 以 , 它 是 (L) 
可 积 的 .但 由 数学 分 析 熟 知 的 结果 ,Dt{2) 在 [0,1] 上 
DER) 可 积 的 . 

7.3.16 ЕСЕ" A Lebesgue П, EL x (E) 
>0,0< 4 < 1, 则 存在 长 方 体 Г Н 

А\1|< ml INE). 

证 ”不 失 一 般 性 , 设 ml E) < +оо рО е 

(А! l1)m(E),fE E КНС ЭШТЕ 1,1 使 得 


Dmh) < m(E) +e < À lmE). 
=l 


ATDA ka WS. (h )< 向 th ПЕ). (EHE) 8 
0) k A 

Aam h) miL E), 
则 可 得 


єп 


тб) == Ylh ПЕ) 
k=l 


А Dml LAAT mlE) = ml E). 


k -| 
FA. 
7.3.17 Ë E C R” 为 Lebesguc ПГ Н mE) 
> 0. 件 { 问 量 差 ) 点 集 
EÉ E= |r-y|lx,yt El. 
则 存在 6 > 0, 使 得 
E- EDBk- JrER | |>] < 8]. 
证 RAEL- 7ND g a< 1, 由 题 7.3.16 


JA, FERI I. Ei 
Amii < mi f) E). 
Н гау К 28, И-КЕ S ik 

T= 
从 而 县 须 证 明天. EDID Вос) Вн] , 即 对 任 打 г 
EJ AE If ЕФЫШӘШЖ (Г Е) + |с 相公 ,此 
A ус € IN E, 8 ro7 y- z € E. Е.М 
СЕ F. 

EAJ ED A P MKA 28 的 开 长 方 体 ， 
所 以 了 的 平移 长 方 体 T+ iral DAA Г EPG. АЙ 
知 

ШОРГО + 
由 此 可 得 
тъ) 

= mii) + m(Í + 126!) mtT A (T+ 0х) 

<2m(1) – 2 "(D = 2(1 27 Ut) (Т) 

< 2ÀAm (1). 

但 由 于 РГ ЕБ(ТГ Е) + izal 有 相同 的 测度 并 日 
都 大 于 АР) ARLES HIU (I+ о) 之 中 ， 
kE ТЕ ДЇ] Ж. 否则 其 首 集 测度 要 大 于 Amil), 
AFAT. 

7.3.18 (1) ÉZ fir) Æ R! LA95F48 Lebesgue 可 
WAR, HIEN r.y € RA 

Feet y= f(z)+ у), 
出 不 r) BERRAR MA С) = г/(1); 

(2) 举例 说 明 {1) PRERE £ 25 R 上 的 实 值 
Lebesgue ГМ рд", ДАТА А. 

证 《1 因为 0) = (0) + r(0). 0) = O. 
再 由 (с + h) -f(r) h), RAI (хл) Ет = 
0 Ө Е пу. EE Лузин 定理 ,可 必 有 蛋 闭 集 玉 ,使 
m( F) >], 在 FE 于 一 致 连续 ., 即 对 任何 * > 0, 存 在 
8 >й, 

| fla) Fole, = yl< pr yE E. 
“ЖЕШ 7.3. 17 .存在 8. > 0, 使 得 

E ED.- 8,0]. 


реце) 222 "a (f). 


Ж j = minl 人 ,31 E l- 5,0, PF, AFE >, 
УС Е, =: = + — у, 
562) = 0) l=1 /(z)- Ü| 
=I lz) =i fir- y] 


= flr) Ку) < е. 
这 就 证 明了 С) 在 0 处 连续 . 


最 后 , 易 见 
finr) = (я Dele Cr) == = па) 
ДЕ Жи) = пус), 

M К) = я) R л) = mh) - 


m 
т 19,80 


Ёғ) = fA), zr Є Q. 

如 果 z € R- О, ШУН: € Q fÈ л, — rin 
一 + оо), J AREE 了 的 连续 性 立即 可 得 

für) — lim Fr) = lim rf(l) = zfü1). 
综 上 所 述 , 对 一 招 x E RA Kar) = х1). 

(2) КИ: НУТИ КЮЕ О Ей 
线性 空间 的 一 组 线性 基 , 任 给 x E В, с п] — 6 
未 为 

T= куер + rp 
了 一] 
ЖХ 


+ ze z, С Ое Є Н. 


Кх) = x, EË Q. 
WL, erty) = к) + Су) HR HES Jr iB sE 
理 可 推出 f 不 连续 ,当然 ол) 天 < 天 二 
7.3.19 BIAG) HEXER 上 的 连续 两 数 
列 , 且 有 
„Вт у.х) = ffr) r € Е, 
则 
(1) # G C RI 5,000 F (G) A F, Ж; 
(2) х) 的 连续 点 集 是 R 中 的 稠密 集 . 
证 (1) AFR ФИТ С лр К 
间 的 并 , 战 不 妨 设 G 为 开 区 间 ta,5). 从 
ir ER! | а) > al 
= 总 ой, iri fhir а el 
H Ur € R! р(х) >а! УЕ, #. AiE E R' 
1 fx) < bl EE Р, E. AMEER (а, 
b))+8 Е, Ж. 
(2) 设 x0 为 f(z) 的 不 连续 点 , 则 存在 p,q C Q, 
b < с, F(xo0) € (р.и), ШАЯ) =, ,满足 
Лт z, = хо) C (p.g).n = 1.2," 
于 是 ,了 的 不 连续 点 集 
D = „YA An) - F Ap), 


h< 


H1) ISCA = J'R! = (b,q)) = 


F lO(p,g)): 为 Gs 集 , 信 而 由 de Morgan 公式 得 到 


TAD- ЧА) = йе, - AG 


= 0106-67 = DECncon б] 
为 F, * 易 知 , 它 无 内 点 ， 根据 Baire 定理 ， DETK 
点 .这 就 说 明了 了 的 连续 点 集 在 Ri 中 稠密 . 
Ж R 上 连续 函数 列 у, (а) BIR R PS Рс) 的 
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连续 点 足 R 中 的 稠密 集 , 这 是 一 个 重要 的 结论 . 如 果 
Pr 不 其 有 这 种 性 奈 ( 例 如 题 7.3.22 中 的 Dirichlet 
函数 D( z)) ,就 可 立即 断定 , 它 不 是 连续 函数 列 的 极 
限 . 此 外 ,由 该 千 论 ,在 题 7.3.21 中 就 得 到 "Ri 上 可 学 
ERHI TAR F (xz) 的 连续 点 集 是 R' 中 的 稠密 集 ” 
Іх АНГ. 

73.20 Сарир АЈА) 设 fO) 为 
R! 上 的 连续 所 数 , 副 了 的 可 导 点 集 为 下。 集 ( 可 数 个 
F, ЕН). 

证 ”根据 de Morgan rth, RA RAHE FRIAS 
TARAH AUBRBUC HP 
fO) = Firn) 

Yam _ 


те f) = - ao), 


+ — тд 


А = iz € В! | im 


mn 


1 И 
Ш (л E Е i lim — = r 
m L EA = — zü “ч 


то K- Гь), 


a * + 
s pasi pp ЕУ 


=< R =< 


16 


Гл) 2- = an) À 


— Хд 


к-ды), 


n єк Пип + Кі), 
тел 


к) 


=! £ R! | lim 


улен Әд „ ri, 

rE O £ — +n 
коз) -firo _ 
t — Ta Е 
Р) -Al 


x — zo 


— со! 


С 


= {го Є R! | шп 
‘In 
= np 1xo € R! | lim 
rEQ іт 

最 后 ,我 们 只 人 须 证 明 对 任何 z € R!, 

хо € R! 1 Ta Ow 

ara + Хр 

为 Ga Ж ; FIETS RE 
[za € R | lim = 


EN С. Ж. 
由 于 了 连续 ,显然 对 每 个 自然 数 я,» ЖЇН 


Gr 15 E R! | 存在 满足 0 之 | z- zalc È 


的 > g t) > + LI 为 开 集 -于 是 


try € R! | Tm ПЕЕ Еи = П Gne 
7.3.21 RIER 于 可 导 , 则 (г) 的 连续 点 集 


是 R 中 的 稠密 集 ， 
证 因为 在 Ri 上 可 导 , 所 以 
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fur +21) _ JG) 
fel) = 1 


” 
HR! 上 的 连续 函数 .于 是 ,根据 题 7.3.19， 
/(т + 1) Ах) 
1 


£ (z) — lm = іт f, (z) 


的 连续 点 集 是 Н! PHARE. 
7.3.22 证明: 不 存在 R! ЕКЕ ЕЕ РУ И 
ATF Dirichlet В 


_ lx € Q. 
Dte) = 0,х ER! - Q. 

证 法 | 根据 题 7.3.19, 如 果 存 在 R! EREA PE 
数列 上 请 | 收效 于 Dirichlei В D( z) , 刚 五 的 连续 点 
集 必 在 R! 中 稠密 . 这 与 D (z) 的 连续 点 梨 为 空 集 相 
х. 

证 法 2 JRAERH7.3.19(1) ШЕК! 上 的 连续 
AHALA] AF Trichlet Ж (х) M R! 一 
DU- TT) ЖЕ ЖЕЗ Ü Е, Дф F, 为 闭 


集 ,于 是 ,RL= (R'-Q)UQ= (U F,)U (Ú I!) 
EX F E.B F, irl 都 无 内 点 ,根据 题 7,3. Baire 
定理 ),R! 无 内 点 ,这 与 R! 显然 全 由 内 点 组 成 相 矛 盾 ， 

证 法 3 ORUD 假设 存在 R' 上 的 连续 函数 列 
ЛС НЕЙ ЕР D(z), 即 lim у(х) = Рб), € 


R'. Жз, lim (о) = Dsi) = 0, 存 在 М, 
GE N, 使 得 | f (s) 1< E уч, 的 连续 性 知 必 有 


以 51 рч ХА УИ | а, Б.) Ву (z) |< > 1 ‚х 
Є [а , bi] ИЖА н Є (а. Ау ), В lim ffri) = 


(у) = 1, 存 在 Ni > Ni (0) 114 +. 


再 由 у, BERE, TELA ri 为 内 点 的 闭 区 间 Laj， 
Б] Саз, (2) 0160 € [42.6]. 
取 无 理 数 КУЛ = {a2;62) , 同 理 可 得 АЫ > М, Mas, 
bs] с. [22,59], | fs (=) [< зри Є Laza] Mt 
Ж Fa Є (аз, 23), BE № > № Ж [а,Ь] qa 
[asb], Л (z) -TI< 2.2 Є [а,в]. 
得 到 NE N. < М, < Nay < Alaih] 
D [a:r b] D [as bs] D tE 


l Ín бг ) I< 去 ,> Є [азь-1»,ёәа-11. 
(ж) 
| fN, (z) 一 1 |< агол Є Larba]. 


24-1 


BR, lastil Өй za € lasd] MA) 
KMI 

| 1 

| Р же) < э, 

1 Apli 5; REN. 

S kt oo JEH lim (у) = Dero) Ж 

. D( ro) |< 0, 

'' (zo) - (U 1 0. 

于 是 ,一 方面 Di re) = 山 另 一 方面 D{xo) = 1, F 
ж 


(>=) 


{жою ож) 


ËR ”证 法 3 虽然 繁 而 且 难 ,但 尼 是 直接 应 用 反 证 
法 .区 间 夺 原理 等 数学 分 析 的 功夫 论证 的 ,这 是 数学 
工作 者 必 备 的 基本 功 . 

7.3.23 ВА, 10,1,2,--, 90,0|, г. ДИ 
E /:R'— R! СЖ IB F С 285, Н С” Ж 
Өл. НН ЕЕ ЕИ ВЕ Ў, С" ЖЕЗ 
ЖУТА ,Н0<1<2<9-< о < ш, 

更 进 - - 步 ,可 构造 一 个 处 处 连续 ,但 处 处 不 可 导 
的 图 数 ; 也 中 构造 一 个 好 处 С 但 无 站 解析 的 打数 . 
证 WRO k< o, 


fír) = 
lo, z=0 
МАРК РАЙ. Е k = оо, н =, 
1 
| ет, >Q, 
für) = б, тб 


АТЖ РАК ЖОЕ Р, AHAA L Hospia 8 e ) 
法 则 可 知 
кеге | уел >й, 
0, 250, 
其 中 PP,(w) 为 «的 多项式 ,这 就 证 明了 是 C” 类 的 . 
但 它 不 是 С" В. (ME) ERE, WR f J C 类 的 , 则 


= к} 
НАЕ ó > 0,48 fia) = >) r, - 0,2 Є 


(8.6), 这 与 fr) = e >D, z C (0,5) НР. 
下 面 来 构造 -个 处 处 Cs 但 无 你 解析 的 函数 ,为 
此 , 令 
E 
le т, > Ü, 
plr) = la 


х 0, 


фа) = pladet = r)a Є М. 


а= 0,55 ЯК р) ВУ О. 以 


$ 为 周期 将 2, о, 1: 延 拓 到 整个 RR 上 得 plr). 9 
Wg (r) 为 C” RHH z © в € BBC Z) 


时 解析 .再 今 0 < a, < =s (supi! p. (r) 1, 
lo, (ar) ус. | wr) |l) ! Al 
fur) = Уа (х). 
п- 0 
由 a, 的 取 法 易 知 / ЕС” Жай В А СЕ 
Єт € Z) 处 不 解析 .事实 上 ,不妨 设 大 为 奇数 ( 否 
TUL) N gle) EART = 0,1,…,m 一 1). 


ТАҢ н Z m ‚р? С) = С) = 0,1,2,--, 


故 Ya g, (r) EA, 处 各 阶 导 数 为 0, 但 在 六 附近 非 
恒 为 4, 故 不 解析 .这 就 证 明了 
fu) = Drag (z) + Уан) 
EŠ, AER E Ik € Z,m EN ÆR БА 
EM f(x) 无 处 解析 . 
最 后 ,介绍 由 Van der Waerden 移出 的 钼 处 连续 
而 处 处 不 可 导 的 例子 .这 个 例子 比 Weierstrass 的 更 简 
M ,但 基本 想法 和 Weierstrass 是 一 样 的 . 
IT R 定义 一 个 以 1 АЯНА $E 18 JE ЕЕ 
zol.r) ,使 得 
маб) = |z l1,z El- 14), 
然后 利用 шг) Е-Е: 
u (z) = Hol atr), = 1,2. 
容易 知道 ， 
аб) = ачобат +1) = 二 so(4tz) 
= tkr), 


W a Сх) 为 以 ji 为 展期 的 函数 . 又 因为 nolx) Ж 
[ 言 ,于 1 上 是 线性 的 (这 里 s 是 任意 整数 ), 所 以 


w(x) т оз] 上 是 线 性 的 .由 此 可 知 ， 
икт) 也 是 锡 齿 形 的 孙 数 ,只 是 范 着 的 增 大 ,锯齿 
越 来 越 绍 . 


现在 定义 
Рх) = Dlr) ~ о < + <+ оо, 
= 


л) ÆR ЕЖЕН НГЕ. EEE, 
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р 


О бт) 一 T. (atr) g w < r <+ оо, 


4 4° ° 
ЕШ Sa (r) ЕВ! 上 是 -- 致 收敛 的 . 故 FO) 
E= 


在 RR 上 处 处 连续 . 
HT HEHN F(x) ГЕ (LH л, € C >, 


+ со),р]2 64", Ыы N-S gete <a, x 
Sr Sp + l zH l 

He r, £ 1 ree 272, 使 得 | Ta = .rn |= э ' 
512 = r PEPEE MPK, im Ха = тұ, 然而 ， 可 以 证 明 极 
BE 

li fur, ) _ fin?) 

m — —— 

САБ КУЯ 一 Т 


不 在 在 ,从 而 f(x) 在 ry 处 不 可 导 . 下 面 就 证 明 这 一 
结论 . 


ШШ a. k > n IEF ulr) EE 
所 以 
) 


l 
ирк) = q last po 


= ul.ro +") = нк цз 

mH £ =< # 时 ,不 难 证 明 
[ ЫЙ Sr + ]] 一 [ Sa Sk +1 
PET UEP ET t 2 Ú 4522 +. 4° 


已 知 "Сг 在 [3 i ЖЕ] 上 是 线性 的 ， 因而 在 
5, х. +1 


эз? 54] 上 也 是 线性 的 .zan E [一 一 


s, +1 
z. эт A 


1. 


2 - т 


иы ть) _ upt Cn) 
区 Г 


由 此 .并 按 (с) 的 定名 得 到 
ARF. К тө) _ 


Fua Хр 


=+]. 


Є m Ur.) 一 шубха) 


реф Жы 77 АЧ 


— хл LAEN, Ш нь (ғо) _ М 
Xa 7 Р 


FRE WME n JARUN G ]) 为 偶数 ;如 


果 4 为 偶数 ， 则 Do DAEM 从 而 推 得 


m Lahr _ 167 不 存在 . ШШ го 的 任 取 性 得 
Кх) R БВА НЮ, 


注 ЭФ ТЕШИЛЕ ОЖ АЕА 
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是 非常 有 益 的 . 
7.3.24 构造 [0,1] ЮТЩ у), БЕ 
ЖЕКЕ P (z) 在 无 理 点 连续 而 在 有 理 点 不 连续 . 
E = 


2 L 
р(х) = 1 єп F 
0,r = 0. 


хз 0, 


则 
ml ml 
D, + = ÜQ. 
g (z) Æ +> ОВЕ, ПЕ с = 上 0 外 不 连续 . 
Bir 50,1] 中 的 生体 有 理 数 , 令 


fiz) = = > оті. a — ғ). 


显然 ,由 g(r- n)a M, 级 数 I ele- 
ra) 10.1. E— ЗЯ, 因而 不 难 证 明 


f tz) = 一 Ул gP КЄ: - Fals 0= 2% 1. 


于 是 / (r) 在 [0， 1] 中 的 任 一 无 理 点 连续 ,而 在 性 一 
Жз АО Ж. 
7.3.25 构造 R! 上 的 一 个 严格 单调 的 有 界 可 导 
РАЖ Р, lm f(r) 5 0. 
ж В+ Ви, 85 
С) н) = 7-27", н = 0,1,2, 
(2) и + +) = 27 Jün) + н + 1)]; 


(Тя, н н + h n +1] LARE 


АЕ, В 

(а) (н) = ба +1) =0,/ (я e+) = 1. 

BZ /(— т) = х) Fai R! Бп 
函数 .显然 ,上 是 R! БШУЯ АЕН 
lim f(r} 2 0. 

事实 上 {К ИЙИ {УКН Е, £ (= Н АЭ 0 

#11] Mi. АТ lim Eix) 不 存在 . 

73.26 flr, DEEE, ¿las rs b, 
аг} = [a,bix [ae B] БАЖ, ВХ г 
Є [а, 8], Crt) Æ z Bi Lebesgue АГЕН РА. 如 果 关 
于 Lebesgue ЙЕ m ХЛОР АГАВ ер ir, г) 对 
гЗ ЗЕН а, 5] 上 的 Lebesgue AMAAN 
Fir} 5 


则 (а) = | rz ,ed 在 [a,8; 上 具有 导 函 数 ,月 


LG) = A Fride = [ f(r rde. 


证 到 hy 7 0).ЇЁт+ h. Є [e.g] ШН 
Л, ра, bi 中 几乎 所 有 的 ,有 


h ) +. 
HERE: чы л fur, Зло) 


Лт, 
н:1Ј178 HE г 
Lebesgue ПГ] pR 38. 

由 题 设 , Æla, b, EAI Lebesgue Л] Ж) p8 $t 
Ftx), 使 得 
fixit h.) б, 2) | 

А |: 
Р} 4111222 页 定理 1 (Lebesgue ЖЕТИШЕ SE ВШ) gë Sq 


mfd А, [fixt + h.) = f(z.t)]dr 


ШД 


= ! ZK x, Hdr 


+ у, O Ala, b] 上 的 


Flr} 


B) 
Гр ГА 
Lj jr ide = | соо 
7.3.27 B /j⁄( оо, + оо) Eñ Lelesgue HT l 


Ва. HELMA RER а, Б) 上 Lebesgue 可 积 . 而 
802) 在 (- со, + оо) 上 及 阶 连续 导 函数 ,在 [ - 
А] 外 恒 为 0. 证 明 f 与 9 的 卷 积 函数 

Р) = | Arr Daada 


是 1 的 具有 阶 导 数 的 函数 ,日 
degs py) Egl- 
2706 Р Г” Fer) qaa tide. 

证 ”由 测度 的 平移 不 变性 


(x 站 (= rr br)dr 


= Гк) 一 上 )qr， 


А d 中 
据 题 设 ,8(x - 2), 0б 一 日， арб Юс. 


Ят D WHERE Saf. TE 


E ala - |< Nr) ME 17а}, 
?= 1 ,2 n 


再 根据 中 值 定理 和 是 7.3.26 知 {8 x 1) (1) E: HA 
8 + RFRA, E 
La A =] о) Ж -= oar. 
注 “将 光 江 程度 低 的 函数 гая 
өр) = fet dr 


就 能 得 到 光滑 程度 较 高 的 函数 9* у, ТЕНТА, 


这 对 映射 和 流 形 的 光滑 化 起 着 委 关键 的 作用 ， 
从 lim УУС) = FC) аздщ 


r 
'" 


# (хт) 来 刻画 点 集 瑟 在 上下 的 象 集 /( E) 的 测度 
т ОРЕВ КИЕ mE’ 和 EE 的 测度 
РОБ) т (FE)) 之 间 的 关系 . 下 而 的 是 
7.3.28 — 7.3.32 就 是 详细 报 述 这 方面 的 内 容 的 . 
7.3.28 DEC [a.5l1. f:[a b] — R' Зра. 

如 果 (tx) 在 EE 上 存在 有 限 , 且 | (е) с ME 
数 ) , 则 

(1) XHEPI e > 0,{ЇЩ n E N.A 

m” (FCE, EM + elm (FE) +e), 


其 中 记 = {Є El yg[ab], H у 
A O) Жл)! (M е) | y r ll. 
(Pm ARED Ми“ (E). 
证 (1) [9,5] PRAE E, 的 区 间 | 了 1k = 
2,…| ,使 得 


== 


т, < mm (E) +e, 


1 


r |== 一 
п 


直径 дат, g) < Le = 1,2, 
显然 , 若 t Є Е, П Гк WA 


LAG) О 1 (M + e)diam(1,,,). 
于 是 
m? (FED) = m ОКЕ, П Ова) 
< >т" (КЕ, N 1, )) 
= 5 diam( f(E, П BaN 


= (M + ғ) S 1diam( 1, 4) 


Mtem’ (E) + =). 
(2) PR E, СЕ. C E, КЕ) C КЕ). 


R E= ÚE,. F(E) = ÜE) FKE EE 
定 的 r € Е, n ENIK у т Ñ Bf. 
ruay ДО) ра) e, 
I уц T e S M<, 
у) flz) (Може) уе, 

+ € E, EC ÜE, Д, DAA ÜE, СЕ, 


= U Enr- 


根据 题 7.2.163)，lim m’ (E) = m (Е), 
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„ип m РСЕ, )) = m’ AE). BE (1) Я 
т “ДЕУ = im m” (FLE,)) 
(М + etm (E) + e). 
令 e 一 0' 1 
mE) < Mm" (E). 

7.3.29 (0) 设 :Ri 一 Ri 为 Ci ph Al. E № 
Lebesgue ВЕ, В тїЕ) = О (Е) = 0. 

(2) Ж--.,Ш{ ШУБЕ! НЕА, БЖ 
结论 仍 成 立 . 

证 (1) $ E, = EN [- nn]j,M, = 
„СПХ, и РС) i. EDS m (E) = 0, 所 以 mi E?) 
= 0. 

对 任何 e > 0, FEFE G = Ula, b DE, tE 
m(G) < e HHC, b) 8 G RHEA, Cah) 
C [- 2n, 2a], MH < € (a, bO RF RhA, 
FEFE (а,, х), 

| Fr Ка) |= Р) Е a) | 

=M, i-a, = М, 16-а, і. 

БЕР) 
m(f(G)) М, Db- a) = Man( G), 


OS mE) < m( F(G)) < Ma (G) 


< Ме. 
Z e — 0388) mi E,D = 0, 
再 机 
бй m(f(E)) < Ут ДЕ) = 510 = 0, 
aF] -0 
£ 
mIKE = 0. 
(2) ФЕ, =]|z#€ FE II (Е) Zn ЩЕ, C 
ЕСЕ, 
О m КЕ) т (Еу = 0, т (Е„) = 0 
和 


E = UE,. 

MEE 7.3.2862) 知 
Dam AEDS 
m (fO E,)) = 0, 


am (Е, = n * Ü = 0, 


б< m? (Е) = m (fD ED) 
= "59 
=< Ут" (AEn) = У} = 0, 


n 1 
m UHE) = Ü. 
7.3.30 #8 /:[a #1 Rf EC |a, bl EA A 
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ЖЕ т, ША FE КЛР A Rh Se $k 3 2, BH Г 
(кән ( f(E)) = 0, 

证 (=) Е = Ií ЕЕЕ) = 01,5, = iz 
Є Еі н -1<1 7 (т)! т, = 1,2 З.В f =0 
知 , м? (E,) = 站 (Po)=0. 再 由 是 7.3.28 和 7.3.29 
得 到 


б m’ (AEJ) = m* (CU E, )) 
= m ОЕ, DS Sin’ (AED) 


mol 


= m (fUEo)) + У, -m Ep) 
н-1 


= (+ У, 0 = 0. 
于 是 ,ra (FED = Ü.m( AED) = 0. 
(<=) 作 点 集 


A, = lz € ËI 5 1 y-z1S& T B. 1 f(y) - 
œ> l y= z ll, 
显然 
А = |z € E (а) 1>0| = ÜA. 
BaF 0ет(А) = Sml A) = 0,0 = 1,2, 
现 证 m(A,) = буп = 1,2,5. 对 任何 区 网 T, 
Фат 所 十, 因为 
nm (TN А„)) = m fA) 
= m (FE = mE) = 0, 
ЖИ mA Y A.D) =O, ml KIN A.)) = 0. 
是 ,对 任何 > О ЕЕ Е [ЕУ 使 得 
U2 fü n A), Уйат, < є, 
*B - (ID AO ICO, WJ 
B СІП A ВО СПА, = ÜB. 
于 是 有 


бс» К (РГ A, < 


Š 


* (D, =. z Узан) 
=l 


ч 
— 


ою 


= S ndin (В) < п 28 diam, < не. 


Е 
ГОА 
m (I YA, = 0.m( DY А„) = 0. 
由 此 得 到 
т(А„) = 0. 

7.3.31 CHIR Sard EM) it fla ,一 及 的 临界 
ARIE = |r €e (а, b]! fia) = 01. РАЯ 
ER F(E) 为 (Lebesgue) FW, ВП 


mHE = 0. 
Ш HE 7 3.28 483 
О СРК) Ü н (E) = 0, 
тС Е) = ü, 
m(f(FE)) = 0, 
7.3.32 БР  а,5] EU Lebesgue ЧГ, E 
сс [a,b] 28 Lebesgue TWR, А ЕЕ 上 每 : -点 导数 
FERR, W 


m (}(Е)) <f If (zr) | dx. 
Ж HS /BEia,5] Е Lebesgue n) ра, ЕТИ 


ә -= fir) 
firt 1), ко; —— 


A iab] L, 


Алу Е KE Lebesgue THRA FE, 
Fat b- Дш) 
——— 


n 


ЖЕ Ей Lebesgue РАЗ, IEE GIES 
E, = хе Elin- les f(zr)l< нє}, 
л = 1,2,--- 
Е = UE,, E [Y E, = 从 ,i 关 j. 由 题 7.3.28 有 


m (fO E,)) =< nem(E,) 
= (n - l)sm (E,) + gm ( E, ) 


<|, rO) dr < em(E,). 
所 以 


Ft) = lim 


нЕ) = m °“ ( Ü ЖЕ,)) 


Е ы т РСЕ, )) 


ч > Стае e Y1m(B,) 


ФЕ 

sj, ' í (r) | dr + eml E). 

S = — (7 1 4] 
TH “(С Т(СЕ)) ы |, | f(x) | dr. 

CAA E ARRE раз S 1 篇 中 题 
1.7.1 — 1.7.7 fi F 80988 7.3.33 ~ 7.3.38 85 b T 
ПЕП ЕР Ж ЕТЕ, ДЕВЕТА K 3 py by Ж 
件 . 

7.3.33 ü (r) 在 区 亲 了 上 上 的 在 一 闭 子 区 间 上 
有 上 办 是 满足 

„+1 十 r>. L ык}! ft) 

Fi 2 ПЕ 5 
С) EH 1 Er Ва. 


+j = ухо Є I. 


证 法 | (D 概 设 铺 论 不 真 . 则 存在 ri Є I,r; 
€ Lü <; <— 2 ,使 得 


Flirt i - л] tf(zi) - (1- 2)f(z;) 


= й > 0. 
Ера 
F(z) = т) Жо). 


显然 在 了 的 任 一 闭 子 区 同 中 天 (0 S (r) 同时 有 内 
或 无 界 .并 可 直接 验证 


F “тшу g Fi L Pa), 


县 满足 
Fix) = Кх) = 0, 
Flir, + (1 — t)z2] 
= Дату (1-— tzal- 
= а > 0. 
所 以 
2a = 2Ё[тх\ + (1 ~ t)r] 


_ арр + (1 2091 + 221 


= F|22 + (1 — 22) + Fry) 

=  2т + (1 — 2z).]. 
今 1 = 21, 有 

Бгз (+ (1- r r] = 20 > 0. 
# < + ; 则 重复 上 面 手续 ;着 + >> £ ў = 1- 
£ tr 二 хәзлә = 21 就 得 

Flee +(1-— t Yaz | = 2а > Ü. 

然后 再 重复 上 面 的 手续 . 因此 , ЕТЕ г, 
使 得 


H|. H2 8 I 


1) - 01-09) 


Рау + (1— tm yaa] = Ді. 
HER, PUO 应 在 г, 和 ca 之 间 有 界 .这 与 上 面 的 
2"a AAT E. w РО) 在 区 间 工 上 为 上 是 函 数 . 

证 法 2 2181141219 页 题 181. 

Ë “” 题 中 人 条 件 能 理 进一步 减弱 ?如 果 将 “三 在 区 则 
7 上 的 任 一 闭 子 区 问 荆 有 界 ” 改 为 "在 (a15) 上 
Lebesguc 可 测 ”, 风 结论 仍然 成 立 ( 题 7.3. 34) .进一步 
自然 会 问 :能 否 删 去 这 种 条 件 ,而 只 保留 条 件 ; 

FE 区 二 A > Ё ,ye (ab), 


仍 能 推出 Elab) LADAR: AEREE 
7.3.35)! 
7.3.34 设 fiz) (а,в) F B92F 8 Lebesguc 可 
PRHE 
6: 22) = Де? 5 Гб) у € (a,b). 
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证 明 у Ata t ERIGAN. 
证 PR- RE, р, ру 为 (- 二 1) 的 情形 如 以 


让 上 明 . 根 据 题 ?7.3.33, 要 证 у(х) AMAR, ПЕШ / 


Ei- 1.1) HiL- BI ТЖ I] ЕА F 5. 因而 由 
Heine-Horel В HER, AMEER AT -个 开 
PRAAT. y rB. 1%] x = 0 证 明 . 

(БЕЛШЕ) 假设 / z = 人 0 的 任 一 开 邻 域 央 无 界 , 则 
存在 — 0, Oo für) | 一 + =, 不妨 设 (т) 一 


+ tn —+ со), 
由 Лузин 定理 , ТЕЕ E C (- +, +), 
mtE) > +. f 在 FE 上 连续 ,因而 有 上 界 M > 0. 


Є C T.T DYE уб) > М.В r > 

0. 
Ë= ly = 2 — r | +€ Е}, 

则 记忆 (- 汪 ,1),E UEC( -过 ,1). 又 由 于 对 任何 
yE Ё( + = 21 - уЄ 上 ), 从 题 中 不 等 式 得 到 

Ру) If n) 一 #210 - y) >2M-M=M. 
所 以 ,已 门 天 = øO, mE UJ E) = m(E)+ m( Ë) 
ч. ШЕЕ h 


4 < mE) = 5 "(Е U Ë) 
simot DŽ, 
FA. 
7.3.35 如果 题 7.3 34 中 的 条 件 “f 在 (a,5) 上 


为 实 值 Lebesgue h] ра" 删 去 ,其 结论 不 真 . 即 对 
任意 rur С (а,Ь), 
(24 + 52) < =” 

不 能 断言 ‚зе. 

М ЖЕЙТ: 
设 H 为 实数 域 R 视 作用 理 数 域 只 上 的 线性 空间 

的 一 组 线性 基 , 任 给 > ER, Д >z 可 唯一 表示 为 

和 万; 


Оу) + вә) 
2 


P — Tje, + Куе 十 


= 1, н 
定义 
fir) = Yi Є 0. 

HH у = уе + узе + o + уе, U p SE D| Fš n 8 IH 
+ «О, 
z > у _ Al 5 М 422 ы Уз, ЕТ >， 

zty TITY ү. 

ЕЗУ = чэ у 2 бу). 

也是 AR с REDATRA r.n C ДЮ C Q. Fi 
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< r. Ў ГАЗЕЛ. СБУ) Biz 为 凸 函数 ,根据 题 
7.3.36 ML F ER БЕ. Pri fr ñ E PB, / 的 值 域 
FR [нео]. ATEA ЖИН, ЯЛЕ. 

如 果 令 gir) = f(x) + а] 


ZI T Ta 


8—5 )< a | < т› 
ЇН g AErY. 

由 题 7.3.34 УШЕШ f,g 不 是 Lebesgue HR 6 
数 ， 

7.3.36 1 lz) ERB] БЕ ЕТЕ 1 HE 


续 , 且 对 任意 的 T} = I,z; = LES 
к < f) Кыз). 


试 证 : (>) ARKE ТЕА РЕ. 
证 法 1 НЕ, ЕЕН E lr € LEA 
қ ›< {9+ Кл) 


х [Г Ер І эк it 了 的 任 一 财 子 区 间 上 有 
上 界 . 根 据 题 7.3.33 知 了 为 了 上 的 凸 函 数 . 
证 法 > 首先 证 明 ,对 任意 的 Жүз з, ЕЛ" Є 1, 


Тү + r> 
> 


= xa 


жү tett ra 


s 
事实 上 , 当 ”= 上 时 ,由 题 设 显然 有 
ПЕ r < Др ‚и! 
RE n = БЕЈ, 
= F y < ПЕЕ; = 
则 当 = k + 1 时 ,根据 归 销 假设 得 到 


Xl + = + хэй! 
б + 


£| + na 27% А 
-A > ~) 
L tt zz 


tat +] + ' 
Т 
Кя} + + 
2* 
' + Hx 


Fla) + 


“+ für) 
-= . 


+ fir) 


) 


+ + жэ 


3] 
+ х) 


Ж 
1 
= =< -T 


¿Ert +1) + 
2 

_ für) + = + (ха!) 
ш 2#41 ` 


轩 此 ,对 任意 的 л € I,z; € LAA = 
k,n 为 日 然 数 ,可 推出 


ЛА + (1 — Ar] = fF 


Рі 
> € (0.1), 


Ег + (2" 一 Е) 
2” 


) 


с АЛС!) I (2"“ — b) у(х») 
Э" 
= Afla) + (1 А) РС). 

ЖЕЙТ fOe) 对 4 € (0,1) 为 实数 时 也 有 上 述 
不 等 式 . 为 此 , 取 形 如 上 述 的 二 等 分 有 限 小 数 A, С 
0,1), 使 4, 一 Atn 一 + so). ЩЙ, бы) {ЕЧ КЖ 
续 , 习 此 

Аха + (1 — Ajea] 
= fL lim (А + (| — 4,2] 
= lim А +C Ao] 
= lim А ач) +(1- А) Fr) 
= Ал) + (1 А) (о). 
ЉТ, ВЕ fr) ÆI РУР, 
7.3.37 1 у ТЕС] EAHA. А] 
(1) 对 任意 хү.х›.ху € hr < r, < aat 
Llap) Fr) < fürs) /ry 


у F] 


+з T| 


< Ох) u Оту). 


Жї 一 Жу 
(D Æ) EEREN ARRAS А, 
HADEZE; 
(3) Жа, о], Еа, Б] 上 满足 Lipschitz 
ЯЕ: л E [ab] HE 
Г) Дх)! М! xz; - вр. 
其 中 M 为 常数 .从 而 f 在 i 上 连续 , 侍 1 bB CEI 
la, b] БАЖ. 
证 (DEERE E h gar , 则 对 rrira 
Є Тт < r < ту 


3) 


Ёоо) = + 


а атаа 


= Каа) — flra) > Jr) ~ Az) 


) 


Жу Хә СЯ 
另 一 方 而 ,第 一 个 不 等 式 
Sfara) — fix) < = 2 тү) + а) 
£3 ti 
BA y ey 
afa) А1) = Ра) AHA) 
Хэ - 2 t37 21 
ВЧ, ТРА 了 有 
FLER? — бх) Ке Ёз) 一 F(x) 
Ty rl = лус 
g ra- Л) fra) 
ra T Ez 


(2) 对 任何 za € 15 5 


Рх) бду) 


plr) = — 
= о 
ШЖ хл, < z, < жоу, т; СГ, ИН y AAR 
f(x) Pro 


Фіх) = 一 
Я] ў 
a firi- (яо) 
< pz) 
В pir) APAW. Ky < s < Br BEILE 
plr) = ч - u; < А8) - Гы) = @(В), 
所 以 
lim філ) = lim Ба - f “(=a 
r т Е 
FERR, 
再 证 Z. В AA вухо}, < ху 
Уу < 29, 
Lard Pa) — fO) fn) Жу) с fOe) 
f T] ч ОЕ) = У Ж» 


ж ктуу ВВ (хт) F. (r). 即 广 - 
单调 增 . 
同 理 可 证 对 任何 x C T. f, '(х) 六 在 有 限 , 且 为 
Ў. 
此 外 ,如 果 y < + < z MERR 
= х) < Ќе) — а) 


z— х 
中 令 ул з, 就 得 到 
f (z)=< f. (z). 
(3) Ж z z; C la, b] C (A,B)C[A,B] — 
İri < хә, ШЕ 1) 知 


ДА) Аа < ху) = Ка) < fr) — flr) 
£1 7 T3 — Ti 
<e- Кы) с AB- K 
Š 一 +> 
所 以 
Fera) — тр) 
++ 1 
= M = max] | Fs | | 
即 
Р) o Hr ESMI ar- rl, 
хрх € [a,b]. 
结合 题 7.3.33,7.3.37(3) 得 到 
7.3.38 了 在 开 区 间 了 上 为 凸 函 数 < 
(1) 对 任意 的 Xi Є lz Є 本 ,有 
gZ + 22) < Ќа) ; Хр). 
(2) РЕМЕТ Н-058] ЕЕЕ 
F. 
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我 们 知道 ，- 个 实 值 函数 r) 在 点 mm 不 一 定 有 
极限 ,但 总 存 企 .一 4 使 lm Лх) 存在 .研究 了 洛 
BTF .im 的 点 列 r, 的 极限 和 这 种 极限 值 的 最 小 值 (下 
HIR) 1 lm n +) 和 最 大 值 ( 上 极限 ) lm Ка) 对 研究 


珊 数 的 械 限 是 非常 和 要 的 ， 众所周知 ， ыб) 存在 


£ dim /( х) = lim F(x) 用 类 比 的 方法 ,我 们 也 可 用 
研究 于 出 数 

lin fla t h.) = бога) 

опа. Hh, 


CURSO lim A, = 人 时 此 极限 存在 } 来 刻画 了 在 .zu 的 
可 导 性 . 
73.39 HACR, р: А +В, r€ А, А, = 
0, бт А, = 0,7 + A, € А,В 
 J(zroa + Àñ,) — fÜzu) 
„т h, 
存在 (有 限 数 或 无 限 数 ), 则 称 1 为 A(z) 在 za 的 .个 
导出 数 , 记 作 4 = рг). 
MR С А 存在 , 则 称 此 极限 
{ 有 限 或 1 co, pK — >) 为 了 在 :0 的 导数 , 记 作 
(ma). ШЖ C (zo) 为 有 限 值 , 则 称 了 在 zx Eu 
的 . 
(l) АП Р: Га, 2] R, ИНЧА со[а, РТВ 
有 导出 数 ; 
一 切 导出 数 都 相等 . 
证 (ТРА, = 0, lim А, =0,Н roth, E [а, 
b] mÆ 


firat ha) - fixa) 
Fau T 
Ë h, 


Weierstrass Е FE pa ИС + ЭП 

flrot h, ) 

Sn, с h, 

FR A KE (+) < УЗ: ДЕ z, u 

FAP AUR LR, MEATA а, >+ оо. 此 时 ， 
+оо Ж {Ель} ЕН, 

2) (=>) 因为 了 在 xo 存在 导数 Р(х) = 
fra t З 一 人 zo) 则 对 F (zu) 的 任何 开 邻 域 
U UFES >00 H ihkl< S, 

Jiao t A) - fixa) 
h 
ЖЯ} {Б h, Zü, lim h, = 
МЕ, ТА, |< 8 АЙ 
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= À 


为 一 有 界 数列 , 则 出 


= fizy) 


lim 


EU. 
0, 存 在 自然 数 N, 当 nn > 


fla + ha) — firn) EL 


h, 
TA. 


th) (ху) 


Im. = f (xa). 
RI £ TE ro 的 一 чар £ (To). 
(<=) ША 了 在 xo 的 一 切 导 出 数 部 为 4. 则 


[Ота + h) — fira) 


im ——— = à. 
r= h 
(apy 0А Ла) a EERE A MY 


+} Uu, тена ó > 0, 内 而 对 任何 自然 数 
п, А, .使 1 61< 4 :但 
Fixat ЛЕ Firo) TU, 
WAR , 必 有 子 列 >, 使 lim э, =, H 
J(zo + An) — Fira) 
这 与 题 设 一 切 导 出 数 都 相等 矛盾 . 
注 ”引进 导出 数 就 能 使 我 们 像 题 7.3.28 — 7.3.32 
那样 ,用 导出 数 ( 代 替 导 数 } 来 刻画 三 在 / 下 的 象 集 
JLE) ШИНЕ ж (了 ED) 或 外 测度 m” (EME 
的 测度 m EXB m * (FE)) 之 间 的 关系 . 卜 面 
ВОИ 7.3.40 — 7.3.42 ЯКА ОА рй 
7.3.40 у: [2,6] — КРН. 
ШЕННЕ rE EC а, b] 至少 有 一 个 导 
Ш Пу) p(0=< p <+ оо), | 
т КЕ) = p+ m" (E); 
(2) 如 果 对 任何 x Є ЕС [6,0], Ept 
Ж Оу) Z gig Z 0), WJ 
m` (KE) 224 m (E). 
证 (1) 对 任何 * > 0, 选 有 界 开 集 G tE 
ЕС G,m(G) < m'(E) + e. 
ШЖ a € E, ДАТ ОН Л A, tE 


Jim 7 Жо + ыз - f(x) = рк г) < b. 


H> p, ЕЕ 充分 大 时 ,Н 可 使 [ fü. =+ h, сөе 
妨 设 А» > 站 ,而 h, < 0 时 , 取 [ zo +h, ,ro]) H 
Fixo + ы) — МЕТИ < 
ЖЖК ШШЕ EIB ЗЕ 1—0 А ФА n 
з СНЕ КР). ВИТЕЗ ЧО 
d, = [rn,xo + h, ]. 
Alro) = Гоу, fro + An). 
AA ftx) AB R ,所 以 
Ка, Сх) C A,U rn). 


= нз à. 


XA 
m(d,(za)) = | h, ., 
PCD = | F(xrot+ h,) — f(zo) |, 
FFE 
mA ro)) < pom(d, Cro)). 

由 于 ,一 0, 必 有 Arh RRETHE, 
АН ДЕ) = ifla | za € El, 1 flr) € 
Асло. ТЫ f(E FE Vua АЕ AoD rE E| 
ЁТ за (Е, B ИЗ f(x) AFRA, 否则 
AC) 可 能 退缩 为 一点 ,就 不 能 用 Vitali В) TE, 
可 以 取 其 中 两 两 不 相交 的 线 节 列 |4, (z, Y|: = 1,2, 
Г" 


т ЛЕ) - Од, (500) = 0. 
显然 (由 Д, (e) ТЕН а, (д) ША 
不 交 ). 


m” (CE) = У] mla, (2) 


< pn 2) ml ds (z,)) 


二 Рот Ud, (z) < bum С) 


< p.m (E) + š), 
© = O", py — p P S 
m" (f(E)) < pm ' CE). 
(2) 5 q = 0 时 ,定理 显然 成 立 ， 
当 g > ОЕ, g > qa > О. МЕА = > 0, 取 有 
界 开 集 局 ,使 
PEC бут{ б) < СКЕ) +e. 
É S 3 £ E E k sk ААК ik. [ЯЯ ДАЛИ ЗА ВУЛЕ 
БЕ кА КӨЕ Н E, AE- 5 为 至 多 可 数 
E. 
BE ro € E MGE k, — 0,848 
lim Ого t h.) = firo) 


м +00 ly 


Ж КАНДЕ НК n, A 


Crot h,) — f(zo) 
h, 


一 Оху) = q. 


> 90 - 
记 ( 不 妨 设 h, > 0) 


а,(хо) = [жуула t Ap), 
Anlo) = [f(za), Fro + А„)], 
Wj m A) > gomt „б гу). 
如 果 m € SMH o 充分 大 时 , 线 节 
ГР го), fera + h,)] C G. 
ӨП оя. Чг), хун h.)] С G. 
АЖ 5 代 Vitali & Y SEE (а) i z Є 


Si MER Ж Bl t. ñ Eg 2620 ЗЇ h BEN BB ЖЕЛ 
Ва, (r)i tE 


mS- Üa, a)) = 0. 
所 以 
m (8) < P mid, (a) < 2. У тА, (z,)). 
=1 


但 因 а, (z) 两 两 不 相交 和 у(х) 是 严格 增 知 ， 
A, ©) 也 是 两 两 不 相交 的 ,所 以 


8 


m (À, (z,)) = m (Ü A, (zx) 
HG) < m"(f(E)) + є. 
Z е Üt ,qa — 9, 有 
m" (ACE) = ат" ( S). 


gam (S) < 
< 


再 由 

т* 有) 二 =) 

立即 推出 
m* (F(E) > gm (E). 

7.3.41 Ü fila, b] — КРАЖ. 

(1) 如 果 f RAHAN): IHE e © [a,b], 
mie = ОН mife) = 0, А z £ ЕС 
[а„ё}, ЖРА TFE Die = p (0 = p < 
+ 20), Ш] 

т (FE pm (E). 

(2) ШЕНЕ r E€ EC [4,5], ELÄ- T P 

Ш рух) > q (q > б), 
т^ (СЕ) Z: am * (E. 

证 (1) 根据 下 商 题 ?7.3.43, 在 [a,5] 上 (关于 
Lebesgue 测度) 几乎 处 处 可 导 , 记 A A Elab] 中 
Чеде, Ш, m (ЕПА) = m* (E) H 

баар z € E) A. 
RT РАЗ (N) А m(/f(E- A) = m"( f(E 
- А)) = 站 ,再 由 题 7.3.28(2)， 

mIRE) = m tftEN APU (E -А)]) 

= m *( (ЕГ A))= pm * (E [Y A) 

Pm "` tE). 

(2) 当 g = 0 时 ,显然 . 

X q > ОЕ, 0187 7.3.4002) 的 证 明 , 只 须 将 
“但 因 d, (z) 两 两 不 相交 和 了 是 严格 增 知 ,A。(z ) 
也 是 两 两 不 相交 的 ” 改 为 “但 因 а, (=,) 两 两 不 相交 
和 上 是 单调 增 知 ,4。(z ) 是 两 两 无 公共 内 点 的 ”其 
他 证 明 完 全 相同 . 

读者 可 以 思考 :在 题 7.3.4t(1) 中 ,如 果 将 条 件 
“f 其 有 性 质 (N)" 删 去 ,结论 是 否 仍然 止 确 ? 

7.3.42 1 ffa, b] + вра, M 
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(1) 了 的 一 切 导 出 数 都 是 非 负 的 ; 
(2 „(Е.) = ОФ Ej. = rE labli FE 
+ 008 个 导出 数 为 + оо BR — col; 
(3) mE o = 0O,B rh p < a, 
E, = Є ladji > RAMT ERRE 
Буй) < p< g< рх). 
Ш (АУР. ЧЕП А, > 0, 
ima, ot 
firth) fo) 
А, 


fiz t hn 2 А2) 


从 而 БОГ) = Ши 
(2) 无 假 定 Дх) вана. { 反 证 ) JE iz 
m (E, L) >), iB E... = Ja Elash] ] fE r Z 


少 有 一 个 导出 数 Da) =+ оог, ШЖ 7.3.4002) 
H m’ (Eo) =+ sə AH КЗ ВЕК (ЕС 
Са), OLR m СЕ.) }(%) - fla) < 
+ ео, ДЕ Н ГЭУ. АД 
m (E...) = 0. 

mE F ЫЛЕ M| (z) = f(x) + ух] Ий 
KA 由 于 

— В): gla _ Кя + s: = Ќа) ү 

1 


ИО Кух) =+ S Dela) =+ оо, М m (E...) 


= mEt) = m(E aig) = Ü. 
М нЕ O) = 0 RE, mi Eo) = ml Es Ú 
E al = 0. 


(3) АВЕ ГУЛЕ РА, ЛЕНО 7.3.40 488 
gm Epa) т (fO E, „)) < pm (Epa), 
О (р glm’ (Е„ ,) = 0, 
m” Epy) = į. 
如 果 TERE Е.Д gir) = рО) + кз 
Pra age. 01] 
т (Е„„) = ot Ep D 
= m(x € lab] | z S q LTO SESI D (а) 
< p< a< D.f(=z)1) 
= =a! Е [a,5] r 点 有 两 个 导出 数 满 中 Digtxr) 
<ptl<ytl< Рд(ж)1) 
= m[E,. (g) = 0. 
增 消 数 .有 和 界 变 差 函数 和 爹 夺 续 函 数 其 另 -- 类 
КЕРУЕН РИК. 
7.3.43 #8 /:[a b — R р, ll 
(1) 了 在 [ae ,5] 中 (关于 Lebesgue WE) 几乎 所 有 
的 工 存在 着 月 限 的 导数 广 Cr); 
(2) 所 xXx) 的 导 函 数 ( 如 果 产 (rx) 在 = 不 存在 , 则 
IELA 0) f (x) Æ Lebesgue ПРВО, Е. 
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[ае p00) - fla). 


ЖА Ж F Ur) 是 Lebesgue 可 积 的 , 举 出 上 述 等 号 不 
成 立 的 例子 ， 
证 (1) 容易 看 出 
E = jx E [a,b] fl E r PEE: 
= Ex Ul чєй. Era 


GHP E. Eng 如 题 了 3. 42 所 述 ) , 故 
Os m(E) < т(Е.) + >) m(E,.) 


әче е. 
=0+ >% 0=0, 
2-46 ofila n 
mE) = 
(2) 先 将 f(x) EER 2.5 + 1],{Ё 
fir) = fib), æ € (b,b + 1]. 
于 是 (可 能 除 z РК, РСР) ЖОЕ Нл 9). 
对 于 К) 存在 导数 F (=) 的 点 <, 成立 着 
für + L) = да) 
£ z) = „Ба Е —. 


ШК, (US Lebesgue 测度 ) EA JL ИЕ 
BJ ET Ж pq ЖО B+ a А 8: НТ ВО, УМ (=) 220, 
所 以 Lebesgue 积分 
сов» 
ЖН У B ИЕ Е ЖШ, 
„бк + 1 r) tm | 
— dr 


[rosan E 


= sup 


„ов: _ ы i 


+l „+1. 
alf, "К(т)йт -f "fOr)dz] 


= sup 


Í 


= n| LAB) - а) = fO) - Да). 

上 述 不 等 式 等 号 不 成 立 的 例子 : 

i CC [0,11 3888 7.2. 16 Р 0 Lebesgue 测度 为 
Ж Сало ERA БИЕ 42 R F ЭЖЕ. £. 


EE X Comor ER Ce) 如 下 :第 一 类 是 区 间 ( 寺 ,全 )， 


002) = сє (1,1). жишас, 
25/7 8 
2E, E, 
l. Є бүз), 
=) 8 
5.2 € 9.092. 


第 EKIP o) k P l 3 3 .. 


2" 2* 2" 
=! ‚ЖЕ, т) 在 CC 的 余 集 [0,1] - C 上 有 了 意 


义 , 它 在 [0,1] - C 的 每 全 构成 试问 上 是 常 值 . 显然， 
0( r) 为 10,1 - C 上 的 增 孙 数 .在 C 上 补充 Bfz) 的 
定义 如 下 : 

000) = 0, gii) = 
而 对 十 zo € CN (0,1), 则 令 

#0) = supl0(>) 1 r € 10,54) — С}. 
容易 看 出 ,8(r) 为 整个 [0,1] 上 的 增 函 数 ， 

此 外 ,还 而 以 证 明 .x) 为 一 个 连续 函数 .( 反 证 ) 
假设 Bú x) ® Ti FER, ШЕЛ 一 0),f(xo)) 或 
(бм), (ro+0)) 的 一 切 数 就 不 是 6(z) 的 函数 值 
但 是 由 于 002) 在 [0,1] - 上 的 值 在 [0,1] 中 处 处 
ЖЖ, ЫШ Ce — 0), о) Сао), fra +0)) 
HARG PCr) ЕВИ TIR. 

BIH 07а) 二 0( 在 [0,1] - C PERR 00) 
= 0), 

[бочу = 0< 1 = 001) = 80). 
7.3.44 ЖЄ Lla, b] Wi 
A fd 62). 
证 š у € Lla.b]j, 1б шт = g'- g, H 
et соч] g- (ч зва а ВР 
шой = gt соаг A| бш, 


T Н.Ж ЕА. bs 7. 3.43. k Л 
EL EL 


ed dr 


Ге (¿)d:)dz + КЕНИ (ағ) аа 


h b b 
<| (дае + f'g (гаг -f Ig(2)l dt, {*) 
对 任何 六 0, 由 [11183 页 Iyann 定 理 的 系 ,存在 
[a d] LARR AA ,使 得 


b 
| If- фах < е. 


т 


对 连续 函数 p mA [ра = g(x). 因 此 ,对 


(хл) = Рк) - gtx) 应 用 上 面 的 ( = > 式 得 到 
| Ef Aod - ftx)|dr 
< A LG) - olde + gl) Ao) az 


s PLEDIO ~ olarlar 


ñ 
+ | | *х)- ф(х) ах 

«|| fx) — ф(х)\йх < 28. 

с ни 

ИЕЗИ (Ой 一 


za: - fla) =0, 


“a 


(лое =). 
7.3.45 ГЄ Lla,#], 则 
(1) 在 [a,5] 上 (关于 Lebesgue MWE) 几乎 所 有 
的 点 是 f Ë) Lebesgue; 
(2) 如 果 хо 为 了 的 Lebesgue 点 , 必 有 
Га а = Со). 


Ж (1) ге Ф, mi I /(z)- r 1! 万 
记 


Lla,5]. 
= izERI 是 | 00-та 


=| =) r li. 
HË 7.3.44, т(Е) = 5 — a. E = QE ,显然 ， 


0= m([la,b]—- Бота J- QE) 
= mí U ([a,5] — 

ёо 
< È mlad] F 


m( E) = Ta) - mila, sl- E) 
=(b—-a)-Ü=5-a. 
йа G кян e > OA ro E QH о) 


mi у ЛАШ. HEH Ау >= 和 及 Z= 0,R = ву + 
hs > 0 时 有 
о, ше ) - f(zo) | dz 

<+] КЇ! б) = ro 131 Axo) = ra Ida 

=" {Ку} = ка 1а +l Fian) = roi. 
Z h — Ü' 得 到 

Tm |"? | (z) — f(zo) | dr 

п“ h KUN се 


r 1 h ， 
< lim Hf’ 1 | f(z)- rolde +l flra) = та! 
h чу” h чү В 


=! f(zo) -roltl flao) 1625 = g. 
S- е — (8 


im t| °' ñ | fü) — (лу) | dr = 0. 
һ- таи 
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ЎТИ lim | a! p A) = Firo) lde = 0, al rn 为 


МЕ La эе к: үч 
(21 FR ka 2 Р Н Lebesgue да, W 
í 


пові" a Оту) 


ре" _ 14, 
чі | “ө = flx) ldi 


1, -h Е | 
= ЕЛИН =h, l F) Е (х0) 
(А = дА 20). 
EPJ, Ау = 0, А >am, 


ш ы. И T pr)dt = РО); 


эк, жа, Sont, 


. 1 
„т, МИ 
"1 
所 以 


a б, _ А dl ү} _ 
А [ruya | = Jim п | КОЧ = рхо). 


7.3.46 Бу Hla,5] 上 的 有 界 变 差 国 数 . 如 果 = 
= шу 为 f 的 连续 点 , 则 к = хр 也 是 


“(x)= МО 


Dd = = ль), 


证 л < h. IE rle) fE zú ГРЕВ Д), XT 
{EB e >U ТЕГ ко, bl 中 作 如 下 的 分 点 ; 
ap < a S< д Con < X, = b, 


使 v, = Y Aand G) i> УСО е (1) 


=й 


因为 加 大 新 分 点 决 不 减少 ИВЕ 
уску) бо) |< є. 
由 {1) 


Р > | 
V OD < + (вы) fr) 


< 26+ > Аа) = Жау}! 
<2e + V(O), 
所 以 | 
nlx) аб) = Ус < 2e. 


令 туск ri 8 
О alre tA) лл») < 28. 
е 0, ЕЙ z( ro + 0) = xlr). 
H ro > a, ШЕ rlro- 0) = лл), W 
alr) 在 ro TEE. 
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ЕР, ШЖ > = zo 是 了 的 连续 点 , 则 = zo 
也 是 (zh = ү) 的 连续 点 ， 
7.3.47 (1)f 在 [a， АЕНА у у 
ра БАСУ Ж; 
(2) f Ela b] 上 为 连续 的 有 界 变 差 图 数 с» £ 3; 
РГЕ РИИ РАЖ ТУ ЭШ. 
证 (1) (<) 由 有 和 界 变 差 函 数 的 定义 立 知 : 增 硝 
ЖОЛАН ЗЛЕ ЭЕ АГ. 因此 ,如 果 上 为 两 个 增 范 数 之 差 ， 
即 f = п 一 y. 再 一 次 根据 有 界 变 差 的 定义 和 


D а) б) | 


= > Пас) — (z,)]- [zÜz;_ vird] 
T 


= > лбх) ябар) |+ 2 Гост, иб). 


< Уон VO) <+® 
得 到 f 为 [a,8] БЕЛЭ. 
(=) Ф rlr) = УС tz) = pir) 
П, ач £ < уч ЮН 
z(y) = УШ = V(O) С V(D = rla), 
Ел у py HEFE, E 
обу) = ыб) 
= [=(y) = 365)1- [z=(zr) — f(z)) 
[л(у) alr) — [fü ) ~ Fr) 
V-I) - а) 20, 
Во ШРЕК. 
(2) (=) EA. 
(=) 由 (1) 必要 性 的 证 明 及 题 7.3.45 可 知 缚 论 
成 立 . 
7.3.48 а,Ь} EARRAN, а, Б) 
分 割 


mia = ry < xj < © 


— а). 


Ш 


|| 


< m, = Ё. 
今 


Viz) = бав) la 


> | Кара) = 
5-0 
п-} 


N(x) = С = M, — m, = тах/{[лу, 


Tet]} = minf( mama], А = 


MJ 


AX (Zaa -= r), 


lim Vix) = lim Обл) = 


acb" à 
证 取 数 A YURA [a 0) 2} 
< т = b, 


V (p). 


m' a = ху < уү < '' 


#19 

A < V(z*) < V(O). 

охот, а-г В, 

. Е v" - д 

Ка) - Ju) l< д. 
WY A a, Vir Ша) E Vir RP z UJ хл” 
AE л л" 的 分 点 确定 的 [a,b| НТ? ЕЙ. e4 a 
ул рт) Vix) < Уб) А 


àm 


- Vix )—A 
2 1 


бан 


VU) Z V(z) > (н U т')- Уч )-А 
> V(=') - ыар 


2. Vlz +A >A = A. 
这 就 证 明了 
Im Viz) = V (D). 
AD “ 
(ув) = m, = minf (Слан). 
fire) = M, = max (Сува). 
Hr — mU lw z l È= Ü,1,2 n — Lš, MJ 


Мл) {Ит} Vr) Пе? 


H ta ENHE Hi 
im Atr) = УСУ). 
д0 Ë 
7.3.49 (5. Banach) iZ /: [2,21 — R ЯЛЕ 


X, Banach 指示 函数 Му) 为 方程 fir) = у 的 根 的 
个 数 ( 如果 根 有 无穷 个 , 则 定义 N(y) =+ о), Д у 
£ [н.м = [min/([a ,omaxr[a ai] W 
Мом) Eim, M] БГА, H 


M h 
[бууду = УС. 


证 la, bl” Р, = laa + E], 


2" 
ба atk? TÆ] k= 2,3, 
2" k 2" + 7™ 1 


D, =a ttk- 1) 
2”. 

ENLEM Li = 1,2) HB F, Е 
合 Efir) = yy 至 少 有 一 根 , 则 L(y) = 1; 如 果 在 
ЖА БН, (хт) = 3 二 根 , 则 (у) = 0. 

m, = ШС), M, = supft Dr}, 
则 由 介 值 定理 知 

Ily E Cn, Mi), 

HO) 5 Joy ER- [ma M}. 
іу) EAE ЮЙ АЕ ат On, Ж M, 从 而 aiy) 
AT БА, A. 


"M 
| 1.(у)ау = M, = ть = ам. 


wh ЖК РС) 在 D, LEIRA. 

MAR IN (y) = Lily) + + Lx (y) 刚好 表示 
E (z) = y 根 的 DD 的 个 数 , 且 为 一 个 Lebesgue Б] il 
函数 ,并 上 且 


M 2 
| dy = Slop 
т ва 


再 由 题 7.3.48 ,有 


2" 
lim | N Ddy = lim la = V (D. 
РАЈ рд n=+ ETI т 
因为 NOD < Му) = Му(у) 所 ,所 以 
МО) = lm N,(y) 存在 (有 限 或 无 限 ) H 2 
Lebesgue 可 测 函 数 , 根据 Levi 定理 (参阅 [2]158 页 定 
至 10)， 


м м h 
PN? Oddy = 加 | Nondy = V (D. 


余下 的 只 须 证 明 N (y) = Niy). 
从 N,(y) = Му) 立即 得 到 
N (y) = dim № (5) = Му). 
AH É ЕВ y N(y}, 则 存在 (х) = 
3 的 g ВОН УЕ: 
ET < лу < "б E Fy 


HO y K EJ n fE 0 < 2—2 < imini ar lkl, 
2,5, $1.20 q 个 根 在 不 同 的 岂 中 .因此 
N" (у) 22 Му) 22 9. 

如 果 Niy) =+ %, 则 可 取 gq 任意 大 ,从 而 Му) 
=+ оо: Ж N y) <+ оо, Ща а = Му), EE 
№ (у) 22 q = Му). 

综合 上 述 得 N (у) = N(y). 

7.3.50 设 f: [a,b] 一 RR 为 连续 函数 ,m = 
тіп (12,51), М = тах (а, 2 ]), M AARTE 
РАЎ 全 六 的 Banach 指示 函数 Niy) Elm, M] EE 
Lebesgue 可 积 的 . 

证 “根据 题 7.3.49 知 ， 


м b 
| N(y)dy = МСР. 


因此 ./ 为 [a,5] и бра, BD V(O < 
+ ое Niya <+ о, ËB] Напас 指示 函数 М y) 


E т, M] 上 的 Lebesgue Hj IFE РА. 

7.3.51 设 7 在 [as,5 ЕНН ЯЗВ, 
m = min/([a ,5]), M = тах ([в,„ё]},М(у) 22 f 
的 Banach 指示 函数 , 则 
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m(iy€ m, M] Му) — + 201) = 0. 

Wi Нуга, БТ P N PEBE В NEZA, DE 
题 7.3. 和 知 Убу) Eim, M] LÆ Lebesgue 可 积 的 ， 
从 而 它 几 平 钼 处 有 限 , 即 

тоу C [m M]: N(y) =+ сор) — 0. 

7.3.52 (1) [a,b] FB ЕО ДЕЗЕ ЖЕП; 

(2) 两 个 全 连续 函数 的 线性 组 合 .乘积 仍 足 全 连 
БЕРЕ; 

(3) а, | БАЕН ЖЕҢ; 

(4) Га, 2) КЕ Р ЖР Lebesgue 测度 
ДЖ АКДП] ЁЁ, Н. 59038 Lebesgue 可 积 的 . 

证 (1). 2) 由 全 连续 定义 立 知 . 

(3) 设 а, bl 上 的 全 连续 函数 , 则 对 = 1, 
存在 这 0, 对 任何 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 (а, 


b) E УЬ 一 0) 之 5, 必 有 


УБ) а) Il<e=1. 


ЖЖ м,” < а Га БМ 等 分 ,得 到 


а = r< 2, < A En = D 
对 [2 二 上任 一 组 分 点 


Trl 二 
由 于 之 (ss = са) = Ду T,- < ik 
k 


I VC = 1. 


АШУ (O< 1 RV (0 = Уус < N khu 
明了 /(z) Alab] CHEREE RE. 
(4) 由 题 7.3.43 和 (3) 得 到 了 关于 Lebesgue M E 
ЛКП, Н Р 是 可 积 的 . 
7.3.53 В у Alae, b] Евра, 而 及 
f (z) = 关于 Lebesgue ME JLF AA HÆ, B / 
除 一 个 Lebesgue 零 测 集 外 处 处 为 零 ), 则 £ = 常数 . 
Ж AHE) = fla) Ее >0, 由 天 < 的 
全 连续 性 ТЕ 0 > 0,14] (а,, bol 是 有 限 个 总 长 度 
[T В НАНА ВЕ О раја, 
211 (5, la) I< є. 


TE ir (у) = йг C (а, Б) |, НА mila. 
看] - Еу) = 在 所 以 ,存在 开 集 G D [a b. - E tE 
тС) < 8. (ш„,Б„)) A G 的 构成 区 间 集 . 

Э), yo € ad] -GC Еу, £ (уу) 
= 0. 所 以 存在 正 数 上 (yo,e) ,使 得 站 yy E (ya А, о 
+ ҺУН], 


fü) бу)! a 
утур | 
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根据 Pored AAEM, [a БАУЛУ aR (a,.b,.) 1 v= 
|.2.- T U (уу = Абук), му + А (ур) | ya € 
[а,в] — Gl EAA RTE m 
ба, об, hba „5, Y. = hiyi Ар) 
haw А). 
TR, ШЫ ја, b. 3 i 一 
中 哥 加 人 适当 分 点 EHAA ab] 上 的 一 个 分 
点 组 : 
a = 2 < гр << р. = b. 

Н ИНЕК ху. хл.) ЧЁП) ВЕ a b.) 
Ф: Urg- = mH rk- [y y + AN 
Ж Da = у. Нб) СО ha у Ж 
BY П (о) RA, A УО KONA UN ШЕ 
(лл. Н, РЕ, 

| (6) – Жа) IE 之 бав) — Ра) | 


= Уа) fr)! 
+ >” ГС) = ба-а) | 
< Е + ¿D (лу — 26.1) 
Фе kelb =a) = ells- а) +1]. 
令 e 一 0! 得 到 5} = fia) z Elab], A 
Га, х] 代 赫 [a,5] EA 
Ка) = Ка) = 常数 ， 
7.3.54 Newton-Leibniz 公式 
Жа) Жа) = [Fat 
RT 号 了 为 全 连续 函数 
证 (=) у(х) -ta) = | 了 (dz, 所 以 由 
积分 的 全 连续 性 ,对 任何 es > 0, 存 在 8 >0, 使 得 [a， 
上 5] 中 任何 有 限 个 (或 可 次 个 ) 互 不 相交 的 区 间 {a,， 
B) = 1,2, Gm Ue,b)) = Хв, a) < 
Š 时 有 
176) - f(a,)1 = > [f roar | 


b А 
=< >| | GO [аг = Lea < e. 


` 
Р 


所 以 ,为 全 连续 函数 ， 
【< 因为 上 为 全 连续 画 数 , 故 由 题 7.3.5144) 知 


广 () 是 Lebesgue 可 积 的 .由 必要 性 证 明知 | Со 
Вежа. 所 以 ,两 个 全 连续 两 数 的 差 fQ) — 
[roya 也 是 全 连续 的 .根据 


0= PUD- Ра ао [Oa y 


m 7353 (O) = Сме 二 常数 = f(a) - 
[еш = уба) B FG) = (a) = | (гш. 


g 


7.3.55 Еа, ГЫ, Н Еа, 2) 
上 Lebesgue 可 积 { 记 作 € 了 [ap MB 


еса) = РБ) fla). 


iF AAF ELl abl ТТЕ Ге, в]. Ri 
分 的 全 连续 性 可 知 ,对 任何 > 0, 存 在 8 >00, 4 ес 
[a,b] H mt) < ŠW A 


| {а Таг < е. 


м, РКЕ B A 3: 8 HEH SSH 3 BS C [Н] 
(riy) U т, уь), ВАЛЕЕВА АУ Jt ЇН 1: ЖИП 
是 7.3.28, 有 


Ñ O) лыд iS Уна 00) 


ч 
< У] 
1 


“fr} | А 
А Fierildr 


|, if (r) l dr < к. 
‚ыс 


所 以 ,了 在 [4,6] 1-5 ЖШ. 肯 由 题 7.3.54 得 
到 
| Сов _ Fib- fla). 


Ë 是 7.3.43(2) 指出: 增 函数 A 有 | S odr 
100) - Ка), BASAR Я Р. А: НА, 
条 件 下 RETIRERA, БЇ Newuon-Leibniz 公式 


[ (кау = fü) — Ка} 成 立 ? 题 7.3.54 给 出 了 


Уд 


Newton-Leibniy FARTHER ДЕЕ AEEA 
ЖЯ т FE ФЕ Н BE 25: SK ОГОЛЕ ЖИ ВА 
Newton-Leibniz 公式 成 立 的 问题 . 题 7.3.55 说 明 , 只 
著 满 足 很 弱 的 条 件 (充分 条 件 ]:F(zr) Ela] 上 为 


Lebesgue 可 积 明 数 ,就 有 | Y Cedr = fü) — fla). 


“э 


REIA ТЕКЕЛЕР ДН ЛИН. 

7.3.56 É fi[a 5] = вА f НН 
EAN): ЖЕ e C [a,b] те) = 0， 必 有 
mife — О {Ef Lebesgue ту E HRF E) IB 
是 Lebesgue 可 测 集 . 

证 (>) 设 具有 性质 (ND), 玉 CC [el 为 
Lebesgue ПШ, Е = Ате, APAR ЯА, 
而 nle) = 0. TE m(f(e)) = 0. H +T[a,5] 中 的 闭 
子 集 等 价 于 紧 致 子 集 , 而 紧 致 集 在 连续 映射 /下 的 象 
ЮЕ, БИЖ {ЕЕ ЕН] 了 下 俏 为 采集 .由 


此 推出 КАЕ, ВРЕ) = ДСА Ре) 
为 Lebesgue AWE. 

(= БОВЕ РАЧА) Д ео 
Га, БТ, т (ер) = 0,18 7H (Ре) > 0. 

今 存 Ое) EER = Lebesgue 不 可 调子 集 Bt 如 
果 fleo) H Lebesgue PAJA MR B ~ fleo), 如果 
flen) 为 Lebesgue P W| Ж, Wo mifle)) = 
m (f(ea)) > О, {Ей 7.2.32, Ds n] КД Lebesgue 
TIME BTH ,显然 ,A = BRS Ir € e 
| f(z) € Bi C ev; 因此 

(=< (А) = mle) = 0, 
m (A) = m (А) = 0 

H A H Lebesgue 可 测 集 .但 是 B= F(A) 为 Lebesgue 
不 可 调集 ,这 与 f(A) 是 Lebesgue P WEHTJE. 

ВЕ КАЮ АЕН 
它 . 题 7.3.37 给 出 了 上 为 全 连续 示 数 的 充 要 杀 件 :7 
ARREN) WEZH TEAM, A AEE 


EM гету ма. 


b h 
v (n) = |, | F(t) I dë. 


7.3.57 [:[а,Ь\-* В ЖЕБЕШ Әу Hla, 
Б ENER RT RA, HREAN). 
W (>) /(z) Ala, b] EORR AM, Н 
7.3.5203) Ж, A ERRIA ЭЖ ЖЕ ВАК. 再 证 / АН 
Ў m(E) = 0. 首 先 候 定 玉 Cta,6), 对 在 何 >> 
0, 8 >o HRSA TAERE ad) 
的 全 长 小 于 5 时， 
> M, — 
其 中 z, = minj lagbe] M, = тах ав, bs 3). 
因 m (E) = 0 所 以 存在 月 界 开 集 心 ,使 
EC G.,m (G) < б. 
ШТ ЕС (а,в), G C (a,b), in G ЧК 
EA i ae 5р), TE 
210, - а) < 8, 
АНКЕ) С КС) = Yr ad) С (Гав, 2). 


0= т (f(E) Dmt (Сар, 6,10) 
£ 


т.) < Е, 


= Simt (m Ml) = S CMa, тл) < 6. 
1 n 


S e- 0] m (ED = 0, (f(E) = 0. 
EF- - 股 情形 , 即 a ,5& TERTE, M 
m(f(E)) 

= mi f(E- la, b| + тау, EBI 
=0+0=0, 
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(=M IF) 假设 /不 是 全 连续 的 , 则 必 有 sn > 
OPE è >, 使 当 侍 何 豆 不 重 营 的 区 同 组 1， 


BN, DO - a) < 0, AS 5838 
м, 
теори та т 
不 相 甘 合 的 区 则 组 {af ， ку, Ë = lren ,使 得 


т) < En. 


+, 
з, . ч a 
Sp _ а!) < Ум? _ п?) Ша ү, 


L5] k=1 
HP mi = rin( f([a U) aD, 
М? = maxt 67р). 


^з 
7 


E, = Uap ap, A= ñ UE. 
由 于 


I mí A) mí UE,) = > m(E,) 


= s NUS = а 
Tr kl 
S n — 44a 
O тАУ 0, m lA = 0. 
国 此 ,由 / RAHMEN) 知 , нА )) = 0. 
ЖИ L) 为 
Li y) 
_ L, f(x) = уар, р) 中 至 少 有 一 根 ， 
То.) = уар) Бу 中 无 根 
FELE H y € (mË) М) BFS 1.08 y € 
E- Г), М1) 时 为 用 ,所 以 


мМ ( 
Мову = MP - 


pye Уй, 


显然 ,N,(y) = 


Са pt 


21300) 为 

) fr) = уйа, 5 
有 一 根 : 

中 的 个 数 . 由 题 7.3.50, (z) 的 Banach 指示 函数 
Муу E [m, M] 上 的 Lebesgue 可 积 函数 ， 再 由 
N (y) NO) 得 到 N (y) Ж [т.м] 上 也 是 
Lebesgue 可 积 的 , 且 


pO 中 至 少 


м тм 
j М,(м)йу = 5] Ly (уду 
=a k= l 


= умі? + т) Ше еу. 
可 以 证 明 ; 在 [rm M h, 
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lim Nt y) =Ü), 
利用 此 结果 及 NO) Elm, M] 上 Lebesgue 可 积 ,由 
[12222 ПЕ 1 可 得 到 


Ü < є < жа] М, уйу 


М ^1 
一 | Im N(y)dy = | 0dy = 0, 

最 后 来 证 明 在 [和 ,AM] "Р lim №, (у) 0. 

ë B= уЄ [m,M] I lm N(y) 301,6 = 15 
€ [m,M] | N(y) =+ œ]. Ву Niy) 是 Lebesgue 
af RRG, PRE (С) = 0. 

Ër y Á € B— C. H| lim №, Суд) = 0,АТПТР ТЕ!!! 
使 (注意 N, у) 为 非 负 整数 ) 

М, (у) 2 lr = 1.2... 


7 ,存在 :使 


故 对 每 个 


fm) = узд, € E, = Ulap bte), 
但 由 МО уу) < + со NY z, 中 相 异 的 点 只 有 有 限 个 , 因 
此 在 其 中 全 少 有 一 个 ( 记 作 ro) Eir | 中 出 现 无 限 
次 .于 是 ,xo 属于 无 限 多 个 E.B f(ro) = yo ЖЕ. 


BH zo € П UE, = A, = fixo) € f(A), 从 而 
В- СС КА) Ж 
О m(B) < m(B С) + m( C) 
= m(A)+ тС) = 0+0 = 0. 
ÉE m(B) = 0, 即 та №, у) ==. 

7.3.58 全 连续 函数 了 将 Lebesgue 可 测 集 映 成 
Lebesgue 可 测 集 . 

证 ”由 题 7.3.57, 全 连续 函数 F 具 有 性 质 ( N) ,再 
М 7.3.56 31, Р Lebesgue ШН 939 Lebesgue 可 
WE. 

7.3.59 9 f Ala ,b] CHARTA, WJ 


а 也 ， | 


证 A» V Ж ЁЛЕ АЖ, ЕИ ЕС [а,Ь], 


т(Е) = b-—- a уе E, ИСР f (z) 都 存在 


有 限 . 
显然 , 当 Ка] Є E tt, E 


1 r "ü 
z n Y- r 
= 00021 (z) Охо) 1, 


VIP |a- 
= ИЛ 
= | Н кашы ч) = | Fiap]. 


(uE) BERETE, DAE CERS > 0,18 
mE) > ОЗА z EE, 


ч ПОЗЕ 


R ea = дт (Еу) > 0, 有 [a,6] ЯШ 


а — гу < + < бе < >, = 5 
使 
о Ср) 10) Кд} 1< є. 
а ШЫ 
E, = E, = Таза, ЖШ € € Еу. 


KE > 人 使 当 D < r = rle) < 0) 8, 
КОШИ Г [二 ,过 十 r] = ø 

8. 
ус > Канска, a, 


а= Yl = Ге, Etr] EEEO r= (6) < 


И ае заз ее 
ПЕ E АТА: 2, H. 


= _ т(Е,) т(Е,) 
mE = Ule) <= > 
所 以 
da 
Siz =m (Uls) 
~ m(ED) _ mE) 
> т(Е) 7 = > 
Bh, „Є ч 
үш > Meta? A, a, 
Sa finera oneg 
r 3 
> Уу! fié + r) — KE) i+ Tóm (Е), 
而 


А 
Умр > > Пр) Ор) Т. 


Иж? 


将 上 面 两 式 相 加 , 便 知 
У) Аз >) ус 


б1 g 


УС = 


Н 
> IG + -/(&)! 
у=1 
+ У) 
Еж 


> D 1a) — (ху) 1+ аа (Е) 
-Ll 


- p) 1+ ат (ЕЈ) 


2 


> ү — к + Tom (El) 


= V(O +— 
FE. 
7.3.60 E fla b] EWAH, M] 
VD - | да. 

证 法 1 ШК ОСН) ) Ala] 
БАЕ р, Ш ЕБ Riemann 可 积 的 定 六 ,对 任何 
> 人 0, 存 在 > 0, 对 [a,5] 的 分 割 

Ti 二 
У max A; = max (2,7 д.1) < StH REP PREM 


я (Р). 


有 
b 
| ГЕС) 14-е 
< > | /(xz,)— f(x.) | 
т=1 
= 27 1 (8) 1 (z, — тл) 
<P (рд +. 
于 是 


| таге X i Ка) = fs 01 


л 


六 


= £ — 0" ,得 到 
[сота усе. 


另 一 方面 ,对 上 述 E >0 和 3>0, 存 在 [za,5] 的 
分 割 | 
тү и = ya < M Чо < ye = D, 
max Ay; < å RE FÉES 
ViP ed D I Aa) fy 0) 
а l 
= 2) Ор) ТС м.а) 


Ё 
<| lto idire. 
He £ — 0 ,得 到 
VOLS лш. 
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RERS IFO тае = УС. 


(2) ШЖ y Alad] 上 的 全 连续 函数 ,不 失 一 般 
性 , 设 fla) = ОНЯ 7.3.5204) 9 £ lad] E 
的 Lebesgue nj ЖЧ. AUE, ХЗ] {ЕЧ = > 0, Н Лузин 
EH DA a,b] 上 的 连续 函数 у, 使 得 


| ftt)- pelde < к. 
+ Q) Гаа, ЕЖЕ 38, 
к) = {жш} = éG). RAG) 得 到 
[AG a = VUO. 
不 难看 出 ， 
соја, 


fe £) ldel 
<f £O ы оја 


= Piro - 2,01) |4 <e, 
А) Fr.1)|-— | ft) Е fo (5-1) | 
=< | [Ar 一 f tz.) = LA fe (021 


= |у) gl 
о - tld 
<Í IO- gg, 
所 以 

> | Ог) 
< | G) | 


= f(x) | 


Df КОБОЕ 


оо rO alas ўдзе, 
ОАТ 


同 理 
уо) УС) +. 
从 而 | 
МС УС 01е. 
BEER — 


{| |F (ayl dt 一 Т] 


а; - | Гы) | d | 


526 


Ir è 
ИОА) 
+ V(O YO 

Ё 
< || Р = 00919 зоне 
< 2e. 
令 e 一 0' 得 
h ^ 
УО? = | ГРС Ide. 

证 法 2 EVON) Alab) 上 的 全 连续 函数 . 因 

为 了 为 [a ,5b] 上 的 全 连续 旺 数 , 故 对 任何 6 > 0 存在 


8 >0, 当 任何 一 列 两 两 不 相交 的 开 区 间 1(a, , 2,01 H 
要 > (po а.) < 8,0 


2,10) - а) |< + 


Elar 16,); 存 在 (Ca, b.) 的 一 个 分 点 组 : 
a, = zÜ < zi < = < ту = b,. 
使 


п, 


0 去 И - > Р) О) |< т. 
因为 
2 5019-я 


人 = Dln- an < 8, 
所 以 | 

У PaP- КА) I< > 
此 时 

Уу-у = DY 


=>) TG - > 079) бл) l| 
+ УУ > | F 0) 一 at | 


Е Е £ Е 
DEE "212 š 


шуу) 为 [e ,#] 上 的 全 连续 函数 .根据 题 7.3,54， 


PE VOl = VO) 90 = V(O. 


再 出 题 7.3.59, 当 УҢ ЖЛЕЗЕН (ШАЛ 7.3.52(3) 
нума АН ЛЕ: РАЎ), 


Ë ус ту), 
所 以 
ҮС? = Fg у CP) Jd Е Рх) l dz. 


证 法 3 а= z< x< < x, = Б, 
Alab] 上 上 的 全 连续 未 数 , 故 由 题 7.3.54, 有 


YI G) - Кеа) = > Гов 


=< > [Раг = | Ға, 
Mí 

узе] Old. 

青 证 相反 的 不 等 
而 有 


RVU) >| FAJLA A 


уо -| | £i): dt 

HAN 7.3.52(4) Nl. PEREA АУРА E 
Lebesgue 可 积 的 函数 .从 积分 的 绝对 连续 性 ,对 任何 s 
> 10, 存在 8 > 0, 当 Lebesgue T Е е С [a b], 
те) < ВАА 

| ID lde < e 

HE = EU 20),E = E(f <0), m F, F- 
分 别 是 含 在 £, E ФАНЕ, Ва 

mik- Ку} L m E- -F< 8, 
则 


| | fay dt = |, Fide- [roya 


= | ШОП f E БӨЗ 


- |, Гад: -| p Гоа! 


<| ra- | (дг + 2e. 
Р, F. 
SA = 26 Elplr, E} < LaF, F), 


А-= |r € El pla, E-) < -ур(Е,,Р.)|. @, 
A.A. ARE, H FC A.C E.F. A C Е, 
A. А-= О. ХАЯ DB... HB. 使 
FOBFCOB ;mtB- Е.) < ё. m{ B- 
F< WG A. YB G = A.D E .于 是 
GC ЯЛЕ, H F.C G.C E,F.C ВС E, 
G. n =Ø. 
т\б Е, < ë, (G_- Е) < б 
因此 
j IFD Idi <f, ош -fo (Оф + 4e. 
EG, HARRE RERE REIR ТЕ [Н], J 
作 其 并 集 С.= UO m), BIE 
mi С, < 8. 
因此 ,由 题 7.3.54 得 到 


|. ош = |. Гра - ЕТ 


<]. Рата 
= уой + є 


= -XI [f(a,) — FA)] – е. 
同样 ,从 G 的 构成 区 间 中 取 足够 多 的 有 限 个 区 
Beart s tom Ta 并 作 其 并 集 C = Оба, 
r), AE 
m((;_— С.) < 8. 
因此 ,由 期 7.3.54 得 到 


| иа = | ruya: + N Ой 


> |, | ои — є 


Гуа -‹ 


g, 
i 


J s 


fir) Жо] = е. 

于 是 有 

Ë 

I | fi тағ " fidt -| Гаі + 4 


< Ука) = ЛА) = УЛ) — fo) +6 


< Мда) Ав Ў) Ка) 1+ 68 
r-l =1 
=< V (f) + бе. 
A = — 0* 得 到 
[ray < vO. 


7.3.61 i flr) Га, Б] БЕЕК, gir) 
为 [a,b] L WJ 8 # EZAR, W Fir) = 


[сако жааан B ЖЫ g(x) 的 


连续 点 :co 处 也 连续 . 
证 ” 国 为 了 是 fa, 加] ЕЁ Ж Ө р(х) 为 有 界 
TE УҢ ,地 Lebesgue-Stielties 积分 (参阅 [11210 W) 


Р(х) = | Fnadg(r) 


ЖЕЎ.) M,r C [a 5] НФ MRE 
ЖЖ М 


У | Fla) — F(z, |) 


SI zag(z) 


= . 
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= M > |005) gix )| M V (g). 
从 而 FO) 也 为 [a,5] ИН 92838 8838. 
Vla Alab] БЕЯ, Н x = шо 
E pgi) АП ЕНТ, ШШ ДАЛ 7.3.46 9.50 全 为 ir) 
= Уб) 的 连续 点 .再 由 
Еее +А)— F(z)| 


一 GQ )dg(+) 一 [ra )dg(z) | 


= анса) 


= M V) = Mlaæla i A) alr), h > 0 
ЖЕТЕ, 右 连续 , 癌 理 可 证 下 在 . 左 连 续 .从 而 下 在 


Yg ЖЕШ. 
57.4 ЖАЯ) К 


йж |}! серое т ETR КА pU р 
< í so) I< Lebesgue HMR ҮЛҮ. a Е у, Е 
ТЕЧ Р /: 

(1) И. ПЕ єє > ОЕА N, n 
> МЕЈ, Ifd- Ка < e SERS С Е, 
记 作 у, == /. 

(2) 8—0. {ЕЕ è > 0, 存在 Lebesgue 可 测 
ЖЕСЕ, (Е-Е) <è AIAI E, E-A 
ШР у. 

(3) ШАЯ ЖЕ > € Е, lm ў, (к) = 
fla). 

(4) IL F ЛЕЛЕК. lm г) = Ду) 关于 
Lebesgue 测度 对 几乎 所 有 的 x € E RY. 

(5) 测度 (度量 ) dk N НД = 2 0, lim m (l> = 
ЕТ) е) 12261) = 0.8 82 , A e >O. 
5 > О. НЕВА N, 当 w > МНН 

mlir E ЕПС) - ак) 122601) < е. 
ЖИПС /, >f RA >f 

(6) p RFEA. 

lim, '4„—/\, 

二 дб), latr) = fir) 129 ]5 = 0. 

或 


imf (O Ra) dr 0 


(7) ШИЙ I< p<tm, + 由 = 1. 如 果 


对 任何 点 所 LEME Еч КЗ Lebesgue НД! ре У 
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2) ,有 

Jm Сосове = L z)g(r)dz. 

щ p = 工时 ,对 任何 上 E La(ENE LARA RRIK 
数 ( 除 下 的 菜 个 零 测 集 外 ,在 它 的 余 集 上 是 有 界 的 ) 
的 全 体 ), 有 

im Се Со) - | ок Оду. 

+ Ж.Ж ЕБ ӨГ? aby ЖЫ R 
列举 不 蕴涵 的 反例 . ЖЕ ХАЛИЗ ts ik ӘН DC BO [a] 
题 足 很 有 益 的 . 

其 次 ,叙述 各 种 收效 有 关 的 重要 定理 ,并 举 出 反 
例 说 明 如 果 不 具有 定理 中 某 个 条 件 . 则 相应 的 定理 就 
不 成 立 ， 

Lebespgue 控 制 政 全 定理 1([1],220 EREL 
为 (测度 ) 是 测 集 玉 上 的 一 列 可 测 函 数 ,下 是 它 的 一 


个 可 积 的 控制 函数 ( 即 在 玉 上 ,| f, | Fin = 1,2, 


ШЕЕ En]. 如 果 |f| 依 测度 收 合 于 可 测 耳 
Р. FEE Борну, В 


зын = | yo 
Lebesgue 控 制 收敛 定理 2([1],222 页 ): 设 | 天 | 
A a РЕ ЕАУ, Е) 
СЕГРЕ, WR Т ЛАРАК ЖТ ИГИ р у, 
B) f EF БАНИ, Н 


СЕ 
Lebesgue A ЭНЕ ЯЕ 38 011,222 M) iR Е н 
TMR, (E) <+ оо, | fat 为 下 上 的 一 列 可 测 函 数 ， 
ИЗЛЕЙ KA л SKa = 1,2,5. ARIA] 


Е EJUSEAbhbuk sk (Rk ат) F WR Р, 
出 


mj zas = Га 

Vitali 定理 {[2] ,170 页 ); 设 ! 六; 为 ОЕ 上 
测度 收 伏 于 f(z) ARAR. ШВ, Е ЕЯ 
等 度 的 绝对 连 纺 积分 , m (E) < +o W| ТЕЕ Eb R 
я, H 

lim | Alde = | fiar. 

Fatou 引 理 ([1],228 H) itl A A a TWEE 上 
的 一 列 可 积 函 数 , 如 果 有 E Ейр p TE у, 
Zh.n = 1.2, В 


im | йн <+ >, 
则 lm ў, МЕ БЯ АЎ, Н 


| lm fde = Bm | oda. 
F+ > M" "| S E 


m Р А 
Levi «ЕН 1,226): ТЖЕ E 
кт] ра С 8. ЈА НЕ ЕУ]. АД Е Н РВЕ E 
ГАЛЕН Sk РАНЕ Р, Н. 


lim | fdu = [ уан. 


[ем 定理 5[1 ,232 5). Dei КЖ p BJ NE F E 
ЛЕЯ, Н fi = F. s у (А f | 2 
Bo Буе АЙ f, J E ЛИЛИН ËR BJ 83k 


a Adre ЭРИНИ Л 


Am | fan = |, Sm fade. 


上 面 叙述 了 各 种 收 伍 概 念 . 题 7.4.1 Ml 7.4.2 rh 
的 联络 图 一 日 了 然 地 显示 六 它们 之 间 的 关系 .直接 应 
定义 推导 它们 的 曾 涵 关系 (例如 03) 二 14) 表示 在 
(3) 的 条 件 下 推 得 (4) Жу), TERA ERZE Т 
各 种 收 合 的 涵 关 及 它们 之 间 的 差别 . 

举 绸 蕴 炙 关系 不 成 立 的 反 钢 也是 数学 中 的 一 种 
基本 功 . 例如 间 说 明 题 3.4.1 中 13) 芝 (35) , 举 反 例 的 
原则 就 是 找 满足 条 件 (3) 得 表 定 不 满足 (5) HHF. 
通常 ,我 们 先 从 熟悉 的 实例 中 去 找 ,尤其 是 篇 单 的 例 
于 .如 此 这 样 的 例子 不 足 重 手 可 得 ,就 按照 上 述 原 则 ， 
通过 一 定 的 黔 者 再 举 出 反例 来 . 当然 ,有 时 这 样 的 反 
例 节 构造 是 十 分 困难 的 ,甚至 有 时 既 不 能 证 明 从 (CA) 
HRCI R), 又 举 不 出 反例 说 明 (A) HE 
PHEA B. REER. 

7.4.1 ЕЦ BJ 831 F АЧК: 


(3)=> (4) 


її 


(ту (222 (5) 


2. 


(6) (7) 
证 (1)->(2),(3),(4), 8. 

(3) 二 {41 显然 . 

(2) (4) ЕАН А, H (2) Ж, 存在 
Lebesgue 可 调集 F1 C E,ÜB (E — F1) < т. 
ТЕ ЕІ J 一 黎 收 化 于 ,当然 对 任 全 z Є Ei, 
im уе) = JG). 于 是 对 任何 xz € ШЕ. 
lim й, С) — Кх). H 


чт 


I) = rÜ 一 U E.) 
由 了 П 


= „(Е - Ер) 0 (k —— оо}, 


Ë 


m(E - Ü E1) = D. 
这 就 证 明了 | E E ЕРАМ, ИЙЕ (a). 
(2)—=(5) 1ЇЙє > 0,0 > 0, Н(2) 4, ff t 
Lebesgue ШЖ E, CE, m (E - E.) < e, Ві, 
ЖЕ, 上 ЗР. AE FERRAN, n > N 
时 ,有 


Гб) /(z) | E Е. 
由 此 得 到 
mle E Ell A(tr)- fa) Шо! 
= m(E — Е.) < є. 
这 就 让 明了 扩 上 在 下 上 依 测 度 收 化 于 六 即 满足 (5 
16) 二 (5) ЖЕ е > 0,0 > 0 由 (6) ,存在 自 
А М.Н n > N HJ, 


Ц. ГА 02) Дт) 12а2]5 < ш. 
нң ， 


[| l fata) fir) >т] 
зот € E ll AD- füry)iz ol) 
得 到 
mlir E ЕТІ, (ж) Е) | al} 
< (А LA- Жа) dr T 


=. 
= 


< 

从 而 
lim (1 E КЪ) Fr) 2 gi) = 0. 

这 就 证 明了 j Z E ELARRE AT 六 即 满足 !5) 
(6)=(7) WB] < p <: о, ШН 


| Соко» - | боя) | 


了 
т 
1 

> + = Е. 
F 


- LIC) fOz)lg(z)dz 


<, 


А 1 
: ИСЕЧЕ — Ü (z —+ оо) 
立即 得 到 
lm | Сов Садак = (Ска), 


mE p = 1, 因 为 g Lal E) ТЕ Lebesgue 
零 测度 集 Fo 使 
1 gir) [= M. = E- En. 


1 
f,(z)- Ka) | ‘dz |? 


Мй 
Сево 一 Сода: 
Е-Е, 


=< м| | Atr} für) Тах 
0 
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= мі, б) Fr) dr +0 {a —+ о), 


EJ lim | MASLE jdr = | Adeler. 
这 就 证 明了 AOE ERAF). 


74.2 WR > (E) < + о, 2 Н] 
系 进 一 步 为 : (у (4) 


1⁄2 


(1 (22 (5) 


> ву (7) 


证 ”只 须 证 明 下 面 各 种 情形 ， 

(1)=>(6) Е > 0,28 у, EE Eur 
ЖОР f. WFP М, n > N B, 

у(х) - а) |< рут]? Є Е. 
于 是 
| G) =) de St 
уі БЕ у. 

(4)=5(2) (Егоров) 根据 [1]165 页 定理 2, 存 在 
Lebesgue FWE En ,使 £ EE = E-E, ERAT 
Р.В. f 33 Lebesgue AW pq 8. їр 


Е.а 一 Eit fa -f [Ба 


т(Е) < є, 


+). 
作 
Bra = Ñ Ena 
-EU fa iS mS тутж). 
对 于 尾 何 一 列 赵 于 + so АЯ: 
F= 站 


= Буу < Tm Smok = 1,2,9), 


АЈ e 0, AER ky > 1 m > m 时 ,对 一 
rE FC B, a RE 
0) - flr) Е < є, 
ЕЕЕ | жау. 
容易 看 出 .对 国定 的 上 , 愉 Bie C B>, CH 
п Bu, = UB 一 U ПЕ, = Е, 
lim m( Bs.) = m[ E) = m( E). 


因为 a (E) <+ оо, ТИНЧ 5 > 0,н[ШҢ Ж ZK 
的 m4 ,使 得 


mi E Б) = mE) m(B, +L) < n: 
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而 且 o 可 依次 取 нь > 7р1 ТЗ x; 按 上 述 步 又 

作 集 合 F. РЕ 

тіЕ- F) — mE- n B. а) 
k l| £ 


= nt U(E _ Ba) == N m(E 一 В) 


< 8 Š) >” = 8. 
ТАЗ ИТ — ру A. 
例 1 НАСАЛНА), ñ aE — 806г 


ü,r Є {0,1 ]. 
#2 光平 处 处 收 襄 ,而 非 处 处 收 侣 . 


Ila) = Ñ ри egn 10.1), 
| + Oo n [0,1], 
Кх) — 0,5 € [0,1]. 
例 3 疡 次 平均 收 笋 (当然 测度 收 伍 ) mi hh e aN 
IBR k ELOD БЕ: 


И ат 


0.2 Є[— l Ly: 一 12. Ё. 
将 这 些 函 数 排列 为 
Ale) = gila) fla) = ФС), О) = plr). 
бх) = glr) n, 
АПАЕ = (0,1) ВС Ar) = 0. = 
ЗЕ, в > О, Ж f. (z) = Air) W n — 


+ оо 一 十 sa, R. 


J L, 


EG £, Ро) = EF ocli; 
战 


О тА fl) 


— Ü (£ —+ оо nk д —+ ос}, 


= Д. 

= $ 

Ип! 在 [0,1) 上 依 测 度 收 鳃 于 / = 0. 
im | АС) = Аг) Ide 


"| 工 
= lm | í (=) áz = и]! 


但 对 任何 z Є 10,1), HE p. WA ЖП) 使 


aE hia ЕТТ, 2), 
BI ARTE = 1,80) = DAM у, Со) ДЕ. x 
WET: /„. УЕ а 

例 4 ЕЦ Зи, ЧЕ RENS. 

IZE — 10, +œ), 

{Ог (0, н, 

ALES еен жо), = 1.2... 
ER, ACD ЕЕ БАЯТ Кт) 0840 < 
s < Í BF. 
rr 天 da í š s)) — т\л, + 20) —+ оо, 
PEVA f. АШЕР / = 0. 

例 5 Jus kk shuk ЖДИ Ж, m ЧЕ in 38 
З. 
ШЕ = [0, + оо), 


[з СЄ [n,n + 1], 
fir-s " 
loz E К-үл.п + 1). 

Ш.К A fE E КАРАГАТ ШС F 0, 
BEEE РТ ЯР 0. БЕУ 假设 i 1 
ЖЕ b -BRAT = 0, ВРЕ 8 > 0, {ЕТЕ 
Lebesgue 可 测 集 E. CE, т(Е- Ep < 8, НУ, 
在 F, Б-Р = 0. Р ТЕА N n 
= МЕ, 

Ах) = farl- fir) <lr € Ез. 


НЄ 1а, E] (z) = 1, 所 以 
E, П (ШЕ, +t) = @. 


由 此 得 U [k.k + +] ZE E Hm 


copa NA orr 1 Э! 
т(Е - Ез) 2 m([k,k + + ]) = 2, р 5t, 


Fw 
AGE Ep < 8 НФЈ. 
бе Furat, MESA GAR, EAE p RFE 
ERO. 
HE = (- eo, + 2), p 221.1 l C L (E), 


1 ` 
(Ф О, е1. 
бт) d n € | °: 


0б0,хё!б,е"],я = 1,2,9 
RAIA Sana 2. ЖЕЕ E— 
PAF = 0, 
对 任何 p 1.0/6 LES 


1 г 1 
шт) 一 z” ° 


Ох < 1. 
ЖЕЕ ЕЮ ЖИТИРЕ A z € RUER p 


>ii +) = Ld p = 1 时 ,g = + om. 因 为 


[сев Сах = [| х _ lir | = 1, 


ит и 
所 以 
tim| Atzg(zjdz = 1220 
= | ytz)g(r)dr， 
ИП! КАСР == 0. 
Жа | АС Жл) ldz 


= һе |, (ydr = m 6 0 
可 知 | Pi; # E БЕРКЕ ЕЕЕ = 0. 
例 7 aabits TIE рО <р <+ о) 次 平均 收 
Ж. 
Ж E = [0.1]. 
1 


n ,Ü < > = " 
Абл) = | - 
О, = 0 或 <+ <l. 


显然 ;六 | 在 下 上 处 处 收效 于 上 三 0. 但 
üm | ГС) Ав) fdr 


1 

= imf’ п?йк = lim н? = 0, 

所 以 | W E ЕЗЕР ЕНЕ Т £ == 0. 

例 8 TMR F ЕЛМУРАТ r Е ВНЕ 
BJ z 1.1 C L,(E),mE3 НЕ, ЧАНАР) 
Ше 

ił E = [0,1], 
т.т Є (0,17, 
Аб) = пх. 1)Се) -| | Í 
` 0, + € ( н 1]. 
显然 ,六 (rz)E LE) HIH T л, € E = (0,11, 
£ 
„ба (хо) = Ü = ад), 
ВЕЕ EARRA ТР y= 0 |Н, у, Е 非 弱 收 
ЯР £= 0.8 F g= E L (EXE p>1 


时 ,六 + 1 = 1; 当 p= 1 时 ,gq =+ oo), 有 
I 1 
lim | 7, (z)g(z)dr = а |" ndr 


-1405 | Каада, 
НАТЕ Е БЖС 0. А974. Т. ЕК 
也 不 平均 收 和 化 于 =Q. 
9 ”可 测 集 天 上 依 测 度 收 就 的 函数 列 , 使 对 任何 
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РА „С L UE) Mi ai ЕЗЙНЕ, ,当然 也 不 平 
БИ. 
XE- 0,1, 


п. € 10,1), 
(r) = ауы = | 
ür € б 


ЯШЕН n 和 ,都 有 


i l 

‚| 1 

| | pir) Idr 一 А міх = ntl, 
) 


所 以 € LLE IHE = > 0,48 
EUI 1, Ii oa) 


= EG € E II (ж) 122 ol) Clo ih, 


T 
Aiia EO „12 а)) E, f E ЕЖЕ 
收 敏 二 了 一 0 Hwa =l, 


1 i 
iim | fz) gt x)dr = im |° ndr = 1 


Z 0 = [ск (yar, 

ҮШ, Л 在 世上 不 能 收 仇 于 六 由 题 7.4.1, 当然 也 
不 平均 收敛 . 

例 10 TWR E LARRAN 万】 使 对 任何 р с 
LIIALT LE) Вз, HAE НЕ ЭО ПАР 2Р2) 
Ж. 

设 王 = 10,2r] 0) = l+ sinr,f(=)== 1, А 
HFT n. € БЕ), f € LAKENS > I), НЕ 


何 RE Lv(E), 其 中 当 记 > 1Bl, + — = 1, 
PË = IHl, g =+ co ,都 有 


МА, Agd 


ax 2л 
= | Сн уйт! iim | glr)sinnrdz 
n чк 


一 [T Ange, 
ШЕЕ = 0,27] FRAT. AAH 
1, 
lim m( EC £, fl> a)) 


= lim m(E(! sinnr [ZZ gh) 
л Phu 


_ lim, n“ Liia — arcsing) 一 arcsire] 
— z — 2arcsinz > 0, 
БЕРД i Æ E = [0,25] 上 并 不 测度 收 仇 于 f= 1. 
ERR T, 4.1, lA) BIE FEES. 
7.4.4 Lchesgue # JAR EP , m (E) <+ оо 
ЖЕЛ АТА A . 
Ш i E (- e, +оо), 
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oa 
t'a CaL AT, 


l 
A Uz) -d a’ 
ko, |+ > n, 
ШР: Е оо, + so) ERA R) Lebesguc 可 积 
БУ), Н. Pay f = 0.{Н 


im |” Сах 一 lim Эр =+% > [) 


н 


= | л jd: . 


7.4.5 Lebesgue fi Н ЕР РАЗРЕЗ — RE 
界 的 条 件 不 可 删 去 . 
Ж 设 所 =[0,1]， 


n,Ü < > < L, 
Jkr) = 


Ü, + =0} = £ = 1. 
КР #[0,1] БАКАЙ у = 0.iH E 
im [7 Седа = 150 = |а. 
7.4.6 ”Labesguc ПИЕ EB 2 中 ,控制 函数 的 
可 积 性 条 件 不 可 删 去 . 
解 ” 设 = 1 了 0, + e), 
(r) = Poi 
ALIS on < r <+ on = 12, 
PR, ИП (т) ВОВА FOX) 必须 在 [0, + oe) E 
ДАРЫ Ег) 22 1,BD F(x) 221. 此 时 ,控制 函数 
Fix) { 0, + со) EP Lebesgue 可 积 的 ,|| 在 
[0, + оо) 上 处 处 收 伍 于 了 冯 1 ,但 是 在 [0, + оо) Е 
不 是 Lebesgue 可 积 的 . 
7.4.7 Vitali 定理 中 (E) <+ оо НО ЕЛ RI NI 
去 


解 i E=|[0,4 s), 
(z) [Hos < n, 
О, пл <+ 00. 
ШЕ E EJ Lebesgue HERRY. 
因为 对 任何 > 0. 0 < ое, B| A C E. 
m(A) < 88,6 


А67 
г 在 上 上 有 等 度 的 绝对 连续 积分 .此 外 ,对 任何 о 
> 0,35 z > 1 时 ， 

E(! f, fl2Z2z a) = @, 
m (FE (| ГЕ 一 f |= з)) =Ü, 


HH i f. ELWER 8 /=0 FE Vitali 1: р 
条 件 m( E) <+ co 外 ,其 他 条 件 都 满足 ,但 是 ， 


+ ++ 
im |, Flrjdr = 120 = р 36)ат. 


= Тъ(А) < т(А) < 8 <=. 


П 


7.48 Fautou 引 理 中 等 号 不 成 立 的 函数 序列 ， 
Ж 设立 = [0,1], 
Лг) = nre "буп = 12у, 
DALA E ТУЗЕТ TWAA, Н 
| А.ба)ах = | пле - dr 


|. m fax)dz = | бал = 0 


<> атас e = а] Jr. 


7.4.9 JEF BUY Н] Ж БЕ ДЕ, і Fautou 5 | EË 
不 成 立 . 
解 证 下 = (0,1), 


| 
[erases l, 


IRES =% 
|-л0о< 1, 
Кх) = 1, € (0,1), 
+ 
| Ооа = | ndr tfid 
n+] 
— _ Н. i _ 
~ atl ' n+l 0, 


于 是 得 到 
| im fode = | ayar = [de =1 


> ü = lm = im | f(z)dz. 


m +7 


А _ | 1 
MR У, Shan ы 1.2, ‚Ж п > Кх), +2 
d жЕ 
3 ч 1 1 
[бокс У н) - 5) 


— — ` n — 一 
>, fn+])Xn +2) ` 


由 此 可 知 ,不 存在 Lebesgue HT ЛИР А (z). E f, > 
А.п = 1,2, 
7Z.4.30 [ем s E ri 5 的 积分 序列 


|| Ga: СЕСЕ 
в 设 


м-=з ху 


= ко, 1 ў, Abi ak 


ПЕЧ 


fir) = т Є (0,1]. 


Ох = 0. 
这 是 熟知 的 Lebesgue Aa ERK ЖГ. 
7.4.11 Levi 定 理 中 ,| лар АНА. 
解 证 E = (— со, oo), 


lx € (— 9, — n) U (n, + со), 
Aa) = i х Є [- н,я|,а = 1,2, 
mi. < p< р" f(r)dr = — e, 
然而 
lim fa 一 f,f(z)= Ü,x € (— °, + оо), 
因此 


ë „ап ht)dr = | Fer)dr = | оча 


= 0з8- m= lm(- s) = lim) (ar. 
7.4.12 WOX. a) 为 测度 空间 ,上 万 я 
限 的 (有 即 存 在 E, € S, 48 (К) <+ o, B ЕС 


UE). f, BE EXE ВЖ, n- 1,2,…， 
УЛ! Ala) 1 dr <+ oo, 出 存在 E 上 关于 /的 可 
积 函 数 f) 使 得 

(= Масои = Ў лаи, 

Аата tz) =Q, 

证 4,02) = Ху 1 А0) 1,0,0) EF n 
k=1 

是 单调 增 的 , 且 


0) da = X, lf l da 


ИСЕ 
H Levi 引 理 (参阅 [1],226 й). 
> | flr} 1= gle) 
# E ELFARI HEF p TH 另外 
|. кЧи = lim ,| Erdy 


= lim У, | 1 da = У), | Z I dz. 


a F rr 


шт 1 Bat r) = 


` «уйк = У | 1 < +, 
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кен Sl 儿 乎 处 处 收 敏 于 广 , УЛ = AU- 
£ [| k-i k=l 


ЛО ЛАРАК Р Г — 广 = F fD 71 ДӘР 
点 -人 


IRAT 产 + =I f А ЛАМА 
D, Ep 
lim (а) 0. 


S b (z) = Ус), MJ 
k | 


=! AD 

`! Cr) 16 gr), = 1,2, 
ҮТЕ a g [11,222 E)r) = 
lim Ф„(к) = (r) E E EX и 是 可 积 的 , 且 


Ф, (2) 1 


Le 


_ 
| jon = ЕДИ W $, ‚ди = lim | Ули 


= im, 00] лан = 5] де, 
7.4.13 ithir) >0H| Ardi 0 (п == 
+ оо) ШЕ T Lebesgue WEGA р, 20 IB £. (x) Ж 
一 定 几乎 处 好 收 第 于 0. 
证 ”对 任何 so > 0,48 
mlE >c) 


N ЕДС dz + | 


фт. 


， ` 
(z dr 
Et anf , 


Т 
HN 


= | боа —Ü (n —+ оо), 
所 以 
im, m(E( £, = a)) = 0,BI f= 


反例 . 令 $F:[0,1]— R, 


ғ Є г 21 2), 
0х) -| i И 
L 


Hig £ (z) = ft (z),n = +7, = 1,2, 
ур Зз, УЙ F (z 220,0 < >< Ha 
—+ оо ДЫҢ k — + осо. 


i = 
š 1 
pass = [шг = ы!) (n+ со}, 


从 而 3,0 (АЕ у, + 0. 

7.4.14 如果 对 任意 固定 的 nr, 当 上 一 + со 时 ， 
rr 
ШЕ а Е 中 可 选 出 函数 重度 量 收 钱 于 у(х). 
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证 ”性 取 两 个 单调 威 趋 于 零 的 正 效 列 | a |, ie, i. 
ЯРАМ a AF Р "(#-=+ =), Ж А, 
得 

(Ei AP -rPe = 

下 面 证 明 函 数列 р (п 一 + =). К,А 
任何 > 0,{Ю o >0, ЖЕ N Є N, n > Ni if. 
а„ < т, < £ R. 


mE fl) Л 1250) 
Е fl) И 22) < 2 < +. 
又 由 [эу =+ e) ffi No, п P N : 时 ， 
m(E(1 ft> ) <. 
于 是 ,当空 N = max| №, № 时 ,有 
mE ft? 1220) < (Еб А 
U ЕС А" 


SmE AP 


|= 
fl> 


Р 25) 
- #125) 

- f” 02 5)) 
+m(F(( f? ->F < > + е, 


这 就 证 明了 Доу, 
7.4.15 ТС) ТА 1,2,… nl 为 一 个 规范 


EZR JÖ S E АНА Улат) f 
Т 
Пи = Улама (с) 1. 


则 此 范 数 当 ор = о) = 1," n 时 取 最 小 值 . 
证 10 ск = ў, ар), 5, = Yn R ‚= Da 
— ашк. ni 
了 一 人 at =f- сш + 2ле — ак) 

= f 7 S, + Rye 


Cf — Spe? = (Р.а) — Eole ,ky 

= лш = с = 0, 

у= Уа [2 = 7-5, + R,.f - S, + R.) 
= (7 8,,7- 6.) +2(7- Sa Ry) + (Ry Rp? 
= }/- 5„%+ RF, 


АЙ | £ - Уаш | > If- Poh, ШОМ а, = 


к= (Шың = Lon аф, | Уа, 取 最 


小 值 | f - > сн l. 


7.4.16 Жш ВЕЗА. И 
如 [gl.r}| E L, 中 满足 


> laz) - gla) de < 1 


ñj ЖУБА. Д (с)! 由 是 完全 的 . 

证 (Ш Bilge) 不 是 完全 的 , 则 存在 ¢ 
сти ТПА .由 
ipsa? = \ф,ф) + (YP — = (@,uy — Pe? 
和 Schwarz КАЕ Д ЖЖ | ао, i 人 

&ф,о%) 2 = | {Ф.о - Ф? 1? 


s elit- I e- g l7 
EOE 2 = | 3e Y koo gall? 
к=! 
< lel? = (од) 2, 
FE. 


7.4.17 Ёо, 为 完全 规范 正 变 系 ,1 pi 为 男 一 
ЯЕ. M, FA 是 完全 的 £ {ҤЧ ш, = Ре, |, 
有 


|a, 12 = 


Уо.) 
a l 
证 (=) 设 | 上 | 为 完全 的 规范 正 交 系 . 则 它 亦 为 
封闭 系 ,从 而 对 任何 а, € L HAAR 
|а, 2 = Dw, ,py 
u -l 
成 立 
(<) 设 对 任何 w € loh BA 
lo = У), ga) i = 1,2. 
” | 
从 而 有 


I 2 Ус, Ф.У. — ө || ° 


= | БО 2-2 > (o, Ф. 
n=] n-1 


+ |=, li? 


- У, ге, ф,)- 2 Уа) + [е |? 


й = 


= по 3 ат? 0 {и в со),р = 1,2, 


mere Li aige) ЕЖ, (Р, р) = 0,» = 1,2, 
-MA 


Т Убара) = = 0, 
于 是 ,由 Schwarz 不 等 式 得 到 


© =< Р) = q = O 


о = Со, фа) A 

-> Ü Em —+ оо) А 
及 (fw = 0,1 = 1,2,7, £ Ejla,l ЧЕЗ, П 
Рам 为 完 FE 金 规范 正 交 系 , WA f = =0. 这 就 证 明了 
p 亦 为 完全 规范 正 交 系 . 

7.4.18 іо) (а, Б] 上 的 封闭 规范 正 交 


系 , 则 在 [a,6] БЖ) = + co 几乎 处 外 
RE. ` 
证 (UE) RES ДО) =+ oo 不 是 几乎 处 处 
йун 
mlE( ake) <+ oo)) > 0. 
于 是 必 有 M > 0 .使 
(Ех | Уа) < Mi) > Ü. 


=< ПА? - 


ШН = Е}х | Улаф) < Мі, Lebesgue 可 测 


TE H° СН, 0 < тн" < s ,定义 函数 
JA, € H, 
ко |н. 


H| Є Lat] HA Schwarz 不 等 式 得 
а] = [| ow Сове = [лосове 


= alf a (z )dr]2 < A2m(H` J. (хх dr, 
У\а2 < А?т(Н') У! „а (х) 
g=" H 


= A2m( H° f or)dr 
< A тн) M- mi H?) 
< TA (H°). 
НЖЖ өн Сг)! 为 Le] БАЙНУУ ЕЗ Ж.Н 
Узай = Tri 
E-I 
= аса = А. m(H*) 
> --А?т(Н*) > Уа, 
1 
FJ. 
7.4.19 Lla, b) ФЕЯ к ЗЕ АЖЕ ЕП 
的 . ` 
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证 FH[2]90 3 38 HE £ Br rh Ж Lole, 
БУНЕ ТЕ , 记 为 三 = lA p ЗИП = 
Гола € Г} ЖЗ Lalat B BUT — 3008 1E ë А, ИҢ 
о ANA 


а, = o 11° = l w 12+ lal = 2, 

las = о || = 5. 

ШЕ ea PH УТЕ. а,Ь] ФАЗ , 政 
BA h € Ей 1. o, | < Kag 
时 有 

| 六 = £, | = Па, = os) He, А, || 

= Парт, » | >42 - 2- 2- 2 ъа, 
M $, = f, ШЖ ЕЙ а, 对 应 тене, „МО 
- lw lat Fl Бх = р. 的 一 个 子 集 对 等 ， 


HJ п 至 多 是 可 数 的 . 
7.4.20 Æ Ll- rn] t, mAT у(х) Ж 
Ў Са ААИ САУ. 


证 显然 ， 
pda E созт, 天 Sn m Lnr, 
Эя’ Үк ИР ' V 
L плк) 
为 上 [一 ,7] 中 的 完全 规范 正 交 系 , 从 而 对 任 倍 万 
Ls[— п.л. 有 
|/l2 = аа 20а + 6), 
A=1 
其 中 ， 
ар rZ) - ян], Tàr, 
= {f p= = 大 | {TIoosnrdr, 
_ пит 
b, = ое 5 


(у. 
= — s ‚н = ‚2, 
Ы І | 
B а, — 0,6, — Ü in =+ о). PRESE 
La- r,r] A 
{Janr} = f Fryeosnzdr — Ü (n + ©), 


{fsSnnry = |" füxr)sinardr — 0 (n —+ со), 


这 说 明 cosnz 和 sinar HAAT 0. fE cosnz>od), 
sinar0. (СЫ uË) 假设 coon >0, MÜ oot nr=>0, М. 
ico nr | < 1, АЕН Lebesgue 控制 收敛 定理 10 2:00 
[2].167 页 或 .1.,220 页 ) 得 到 


m т 
т 一 | о mrdz — | Üdr = ©. 
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FE. ВЕ сових 0. НИНЕ НИЕ sinzz е0. 

7.4.21 (а) Ж L, = L (E), E = [a.b] 
ЕНЕ Б f(z) 的 函数 列 . 如 果 J / | < К, 
ТРСТУ BAT Ут) СФ. pwee, F. Ries). 

证 h £= f M £= A Fatou 引 理 (参阅 
[2],156 页 ?有 

|, Pdr = sapi | дг} К 
K|] = K, f € L. 
对 性 何 # 所 1L,1f.gi 在 E 上 具有 等 度 绝 对 连续 


的 积分 . 事实 上 , 对 任何 Lebesgue AWE e С E 和 
Schwarz 不 等 式 


| лаан) <| Fdz a/f gdi 
=< | Fa лу | gidr <Ky| gdr. 


由 于 gr EE САТААН, й K 为 与 
开关 的 有 限 常数 , 故 | fg| 在 下 上 上 有 等 度 绝对 连续 
的 积分 . 

因为 | fgi ATRAN, fg fg lfl 在 EE 
上 具有 等 度 绝 对 连续 的 积分 ,应 用 Vitali 定理 (参阅 
[2],170 Ж), 


Ср fgdr = жг. 
这 就 证 明了 | „бе ШҮ Fix) Ё. 

7.4.22 RIALA Lp = L (E), E= [afp > 
1) PARRA, == ЯЕ |z „ч К,Ш1у 138 
ИР Рф phe, F. Riesz). 

E HO fab f, л P 
| j 1#.1Ң Faton 引 理 (参阅 12].156 T), 
| РЕК: <el], lfa, dri KP 


和 | Fl S K. f € 1. 

ЯЫ ЕЕ L..lfgl ТЕЕ FEB 8 B sa А БЕ 
的 积分 . 事实 上 ,对 任何 Lebesgue ПГ ес 五 和 
Schwarz 不 等 式 


УЕ [ле] . [г] 


1 А 1 
ZEE т, д мы ку, g пах], 
由 1g1* 存 上 的 积分 员 有 绝对 连续 性 便 知 
1 fg| 在 玉 上 的 积分 具有 等 度 绝 对 连续 性 . 又 因为 
АРЕ), р> Аг MA Vita 定理 ([2]， 
170 页 ) 得 


im | „ках = | нах. 


这 就 证 明了 | 了 (xr)| ЕЗИКА q Faz) 的 . 

7.4.23 WELA Æ Lalat] Наэ 
FEA [СО ТАТУ СЕ) ЖЕНИ 
于 (ух). 

DRAR ВНА", Shitana 
证 ОЗУ +) {Ел а. РР Cr), H 
[£ l — | fl A 
h 
Пл 1 = | (Л, = Рах 
f ñ i ИП 
- (Fae - 中 faide | Paz 


5 
= l 12-21 dz + ПАЛ 


=? -a| аг + Fl? = 0 (о + ое). 
于 是 .| 一 了 一 0 (n—+ ос) Е С) Ж ВИК 


ATF dir). 
ЯНЕ ЕЕК, Sh E A А. 举 反 例如 


КФ) = Ee 00,1], 


lr € [0.4], 
Fr) = | 
一 |,r Ē (> 11. 


Mj r. £ E L.[D,1], BA 
LAR = | бат = а + L yaz 
КЛ 1 w ” ñ п 


= (+> Грома = ПАР, 
ИЕЛ 


L 
afi,- par = [0 ае 


Paa E+ Пат = 26 if- А 0. 
2 


7.4.24 Ту Сх) Е Е, а.в) З а 
Рх. Н ТАВ ПАС со), у (z)! 
ТЕ L, P FERMAT Сх) (ф. paoc, F. Riesz). 

证 ”应 用 数学 分 析 中 的 方法 ,有 

ШАРЕ 0 < c < 1 使 
[+ 12 l+ рте |. 
ПІ<рР<2 Н, fr 0 < <1, iE 
|1+ж]^2®1+ }т+єс|к!#, | z бет, 
іва [2 Т реве 1, 1 z |C L. 
WE p 22, z = (f, РАКА ШС 0) 
得 到 


其 中 0 < r< 1 .所 以 
lf, ml fla pl Тера (£, Р 


+ | f — f !? 
{显然 , 当 = 0 时 ,不 等 式 也 成 立 )， 


ћ b 
| ' f, гд > | | £ indz 
+ p| isf (у, ~ Раа 
; 
+ef Д f Pdr. 
HN 
Торп q = [IF = = 1 fe, 
IN I| £ IP lsgn f "dæ = 上 12а <+ оо, 


-1 i 1 _ 
ГРІ? sgnf € Lag + т = 1, 

ЖИР ЕЕ L, Pimi sk F f. Н 

И LEIP Тара - (£, - Pdr 0 (n —+ оо). 
从 而 

ñ 
0< | РЕЧІ 

1 


‹ 


f | fa lrdr -f i f ?dx 
- pf ао 0 а) 


ш 


= 
чы 


-上 [| rear I FflPdr - p: Ü] 


= Ü (л =+ о), 


imf if- flrtdr = 0, 
ВИР ЕЕ У. 
如 果 1 <р 2, 0,2450, 10, f)7f S 
1 时 ,有 
(ffi. 
当下 = 08k (£, - J)/Zf |> 1 时 ,有 
РТВ Р ева е (f, Р) 
+cl f Ё. 
АЕ = lr £ [a,b]! а) = 0 së | [fir 
/Oz)]Zf0z) > ТЕ, 


| | £, 12dr 

>f, I f i’dr + ДА Р, — Рах 
- |. 1 -flrdr, 

| ык Г, 1#4т >| ы, | f Par 

+ 中 в S атл Ch Лаг 


+‹] IFI? R ах, 
[ubj F. ' 


AAMA 
ср ph 
| lA deS | 1 fider 
Tp. (fin tsgnf (О, ~ fdr 
+ TR If, = fider 


| ТРГА = f ldr], 
~ [«,Ё]-Б. " fa Ў e r] 


0< | f. f dr 


| |p-2 op 
+ [uae EE | fa f! йг 


И 
А 1; ñ 


А lda -f Рах 


` f 
АЛ 
-p| LAIF (6 Pdr] 


— Ü) in —+ 00), 


| лга +] | РТА 


— M п + со), 


此 外 ,应 用 Schwarz 不 等 式 , 得 到 
o= | | f. = f ldz 


+ |a E, 


<| олугу, fd 
Lebi BE, 


- | бут f Pl Д f Ada 
a b|: F 


т 
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- 1 
= Pdy]1 
< ТИЙ в 1245] 


2 ^ › 1 

. р-2 _ рар 

ИА РА ГА Ё І dr] 
. Í 1 
sIf | /1#4г12 

. 3 . ， 1 

| aya. LAIP ŽI fa f dz] 
— (0) {n ж со), 


所 以 


| 万- РЕ 0 (n —+ оо), 
aq h) Е 


| if, Fifdr = |, 1 f, Рах 


+Í Ifa ~ ldr 


> [а.#]-Е, 
= 0+0 = 0 (н + о). 


到 1 ЖЕ L, 中 平均 收 侣 于 
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第 8 篇 泛 函 分 析 


58.1 空间 概念 及 有 关 问 题 


设 X 是 一 个 非 空 
Ж: 

оќ, у) 22 Ü; r = у©о{л,у) = 0. 

2'pUr,y) = руг) ОФК). 

3 р(т.у) < рбх.2) + p(z,y) 
16). 
WER о X В Е, ERAR, о) JERE 
BL tk PR X ДЕ =E [E] ЖЕЛЕ 1'.2.3 ЕКЕ ВА 
H. 

ТЕ 9ТЕ 2 ВУЗЕ НЬ, RAR o RX 
中 的 元 素 列 (点 列 ); дуло озо" ШН с ЖЕЛАЛ 
(zy Ё {ИЖ Gr. АЛ (Е) = 1,2,1,2,…， 则 
Iz 表 1,2 两 个 元 素 组 成 的 集合 11 ,2|. 
„811 设 $3 表 一 奶 实 数列 (或 复数 列 ) 的 全 体 , 对 
任何 数列 r = (5), у= (5) € S( 此 处 第 ;项 上 称 为 
х 的 第 i 个 坐标 }. 定义 


й! | &— yl 
pley) = — 2 ]+1 £ - жЕ 


距离 


Tfr.e:X x Х—-В!,# рій 


{三 角形 不 等 


证 明 : 
(1) o S БА. 
(2) S há ak api a pn K R. 
证 МИ ы ШИГ 
满足 公理 了 ,只 需 证 对 每 个 * = (z) € 5,8 


又 只 需 证 对 每 个 i 有 


Ë — № 1 Ë = Ú; | 
ШШШ 


为 此 考察 函数 (т) = 


Ih -yl 
1+' £ ol 
r+ с (2220), EE (2) 220 


fO) ъа +) 
е) tl g) 


ЖАҢ < г< t <+ co PF, 


РРО, CB 
d- | L£ б I+| £ — yt 
1+1ё&—з1 | 


| | & 一 
=T}, E -— 71 PETE i5 1025 7). 


>i, 


所 以 p S БА в. 
、 — 1 一 | 
(2) Hre M > гра] zt E] =) (лп 
一 co 时 (此 处 mW = (670) Є 5), ИЕ >, 的 每 个 坐 


标 gt) шы {n ж 00,1 一 1,2,…). 若 有 10 使 得 gim 
+ G (n — 90), ERTELE) РСЕ) 使 
| (80) A 12 > 0, АН 
a a 
1+1 & | 1+5 


> 0, 


所 以 有 
= | ёб) — Ë | 
обхо) = ЭТПЕ -&! 
> gg > 0 (k= 12.79. 


ik z, = r ETA. ВТШ E — 0а oo, i = 1, 
2, (х„) АЯК >. 
区 之 , 若 对 每 个 i(i = 1.2, 
一 sj) 注意 对 一 切 x, £ 
S L _ 1&-& 1 
1 2" 1+1 470 – 
故 对 任何 e > 0 ктем, 使 得 


=] lf) zi 

2 D Te 人 TEPEE 
у р ТАЕ 1 

р > 1+1 8”) — & | 

£ Li t&n- £ l_ 
< Dy I+ em рр 6: 

ЮЗ 0 = Тт р(х) е, B e > о. x, 
— T {n 一 和 oo). 

注 TERME MEAN 3 时 , 较 巧 妙 地 引用 
了 函数 f(t) = Г+ 1270—20 的 单 增 人 性 EEH (г, ) 
按 坐 标 收 仇 时 采用 了 反 证 法 .其 关键 则 在 于 准确 理解 
“АЯЙ” 之 含义 ;在 证 明 与 它 相反 的 命题 时 ， 
首先 采用 数学 分 析 中 的 控制 级 数 

#11 | | 

=— 2 1+1 р? 2 
技巧 ,然后 用 通常 的 极限 运算 得 到 绩 论 .下 面 几 题 将 
利用 定义 ,重要 不 等 式 . 有 关 定 理 ,采用 综合 法 . 反 证 
法 等 来 导出 一 些 结 论 . 


“Ө, 209 —= (п 


А 
тун, 


Ti, plen) 
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8.1.2 (Е, М) RWE E ЕКЕ 
的 全 体 fp Р, z € LP(E,M),E АЯ 


1 
pL BI = (|. i F(x) ~ glr) "ан ) “， 
试 证 明 ， 

(1) pp 是 L?fE,M) 上 的 拟 距 离 {p 满足 公理 上 
or) 220.т = y=p(r.y) = GREASE 2° 和 
3°). 

(2) Е, М), f, ВВС, ATA 
(Б) Ж, — f (k= oovave 表 几乎 处 处 )， 

证 (1) a 显然 满足 题 设 中 的 公理 上 及 距离 公理 
2 ERA y. d Minkowski 不 等 式 
(|. 1 gr) Idm)! 


= d. Fir- АС) tdm} 


+ (|, вс) gie) dm) 
得 到 保证 ,所 以 5 是 LE ,MD 上 的 拟 距 离 . 
(2) 2 £, — f, ЕП 
ofe (Í. fir) fir) (^н) 
`— Ü (в оо), 
ЧЕ о> 0,5 E. (e) = ECr 11 f(r) Az) 12 
r) ,注意 


| | jutr) - fír) [Раљ 


>|. 1 u) - fur) idm > нЕ (оў, 
所 以 
mpE, to) <| | б) — f(x) ат 
a p 
= Ü (п — оо), 
р > РС ЕВЕ ЦС), РЕН Riess E BB SD ( F.) 
EFIA) E fa, — t f (b = о). 

8.1.3 ВС [а,5].а > 0,Cr,.. ,. PRES 

р(х.у) = max | z(t)-— yle) 1, 证 明 
B ЭИ SS 1 :(0 € Ср СД, € BDBR:(#) 
< «| AFE. 

证 =: Varal) Єт) ЄС.) M € НЕ, 
zN < al A roin) E B SE, B 为 有 界 闭 集 , 故 有 
у = maxro(t) <a t= а-у. 显然 有 >0, 于 是 
Маг) € (0) ВІ max Кт) хоб) I< ВЕ, 
тїї) < (н) + ó (t € [a,b]). 所 以 magrtz) < 
шахта) +@= у+@= а. ASEE ВЕ, Ж z(t) 
<a Bri E Jri ЕС! C ВЕ, ale) 
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< а! ЖЕЙ (а) © lalt) E C... H: € ВЕ, 
х) < al ЦЕСС, г C алт) 
< al ЈЕ. 

< z, € B.L, — t (n — oo), и Є B BB 
a Airi E СЄ BW eG) < al AF 
ЖЕ roO E 1208 С, к Hr C€ BH. 
200) Lal da 0, E (50) 1500) E Cral Ж 
t € ВЕ, olr) < al. ER roz) + 622 € 200). 所 
bA rolt) t82 < a lt € B}, Bl rolt) а—8/2({ 
E В}, ЕТЕ rolt = „im хоб) <&е-86/2< о. 

» "o 


At ER. 

8.1.4 ЖЕР5], / EEEE EIA 

数 , 试 证 明 
FEE LE Yc € К, EA Ele | fr) 
c) Ñ E(z Ar) < с) RARE. 

Ш =; r, C Efl (ту c), z, = rola — 
s). EIE zy € E(* | f(z)2: ey MA. A f 9], 
Ж f(r,) — fixy) (n — œ). M f(x.) Z c. ВЕД 
Жл) Z е, rg € Ekr | fir) = с). ЕТ E(x 
Fia) E e) AAE. BTE EC 1 FO) =< cy tB, 
为 闭 集 . 

<= fF rg E Е, Ys >0, 易 知 ,Elxz | /(г)< 
Ёа) + e) 5 Etel f(z) > (та) Е) ВЖ, 
所 以 它们 的 交集 ECx | хо) -e < /(х) < (лу) 
+ є) CARE. 显然 ， 

туб Efr | Frp- e < fixr) € fro + ë), 
AFE б > 0, 使 
lro) E(z | fz a) e < f(z) < flr + ey, 
HH rE X polr) < ФЕ flr) (х) | < 
e НАЕ /在 ro 连续 . 国 ro E EER AEE 上: 
连续 . 

W 8.1.5 Ж ХНА, E ЕСХН. 


inf 
AE Es) = +€ E у) > 0. 
(Е.Е) „Єк = y) 


证 明 存 在 X ЕЕ 六 使 得 0 所 /(z) =< 

1, H, 
0, r€ E, 
l. rE Е. 

和 证” 先 证 对 每 个 € X ,# 
etr.) + С.у) > 0. 
AWM ЕХ. 
ДИ Ста, у) = 0, nË обо. у) = 0. 
+ ЖАШ >0О,Н y € Ey E FE. Ë plru, у) 
< #/2,об хо уз) < 872, АТП р\ уу) < < :这 导致 


Ра) = 


inf 
«Є Eplry) 52 руін) < Е, Е | £ > Ü IE, 故 
У 2 


inf 
Sip(x,y) = О.Р. ШАВЕН. $ 


inf ot. y 
ER ғу) 


—— n —( € X). 
Рк) = {ртт 


PA у E X „ЇЇ = 0 = (Р) 1, a 
_ _ 0, Ка = E, 
fr) = ||, > € Б. 


f(x) = 


816 设 (X,p) Жар E С Х,Ф 

IEn iré Х| Va >0,8(r PA E УЖЖ 
ЕКОШ: 

ЕКЕ = ху EEI 3062012307) Fi; 

Е = E’ UDP， 
OE RAE 的 边界 ,E" 称 为 EE 的 内 核 ,E 称 为 E ВОВ 
фп), ЕНН: 

(1) 五" ЭЖЕ; 


(J X = EU 3EU (EWIE = 2Е; 

GIE, E БИЖ: 

(4) ERAST ЕШ KEE E 是 包含 E 的 最 
小 闭 集 . 

Ш (1) ЖЕ" = О, TRENE ЖЕ" @,\уүг 
£ E MUS 87>0,{# a (z) С E.T KX r € 
Slr) )<8,28 = ó- prr O WA S > 
ОШ 6 (a C (у), 6 l) CE, R € 
ЕЗ, ЖЕҢ Slr) C Е, ЕО 为 开 集 . 

(2) h XEN. 

(3) 由 (2) HOEY = E U(E Y, E = (E: 
均 为 开 集 , 所 以 3E,E 为 闭 集 . 

(4) ЗНАТЕ СС Е, V > EC 存在 
8 > 0,[ё 8(х) G Е, ЖЕЖ > € EAMA 
GZ E" H E) ЖЕ Д-Р E АКЛ. 又 易 验 证 E 
S< ЕЁ, НИЖЕ FEET F WX z € E, z £ 
Es BF. HR r € E, a € F.W x € ЕВ, ЕШ 
ж Є ФЕЙ, E F JA0m г € F. s г EEE 
有 = С EC Ffr, — +, BB + E. F ИЛИ НА. 
A FA AEA rE FAZ, > C ЕНЕ ЩЩ x € 
FER FE < FEA E RBS E 的 最 小 闭 集 . 

Жо ”此 是 结论 表明 ,上 距离 空间 保留 有 欧 氏 空间 (是 
一 种 特殊 的 距离 空间 ) 的 很 多 熟知 的 性 质 .下 面 两 个 
论题 ,将 通过 档 造 - - 些 实例 来 表明 , 它 还 具有 若干 欧 


氏 空 间 不 具有 的 性 质 ， 
8.1.7 AR ,路 离 空间 中 ,大 半径 的 球 , 可 成 
为 小 半 经 球 的 真子 集 . 


解 ” 没 X= 11,2,3,4,$l,ptr,y) =] z yl, 


HEX. p) 是 距离 空间 .到 5, = 4 ,x =1ЄХ,8,= 
2.5.25 = 3 € X WREEF 
Alr) = 1а € X! (z I к) < di = 11,2,3.4! 
是 小 半径 开 球 
alra) = |z € X | plzzz} < 2.5i 
= |1,2,3,4,5| 

的 真正 集 . 

8.1.8 举例 说 明 : 距 离 空间 的 有 限 集 可 成 为 开 
Ж ЕЕ [Н] Н, и] ЯЗ ЗЕ ИНЧЕ ИТ Ж. 

Я BX o) 同 8.1.7, 取 有 限 集 FE = 11,3; © 
久 , 下 证 上 为 开 集 . 只 需 证 下 的 每 个 点 都 是 E 的 内 点 ， 


如 之 = L€ ER, 32 = 20, а(х) = lx’ € 


Х10(2,27) <| = ПСЕ, ІЖ ЕВО 
ВРШЕ ЗАВЕРА ВРШЕ 11,31 АХ} 
的 开 集 :又 注意 E AFE E: = 12,4,51 也 是 开 集 ,所 
以 上 述 E 也 成为 于 中 的 闭 集 .所 以 X ФАХ 
的 非 空 真 子 集 存在 .事实 上 ,此 (X,p) 的 每 个 子 集 
EAF XAA. 

Ë 8.1.7 与 8.1.8 的 结论 ,往往 使 初学 者 感到 
“惊奇 " , 究 其 原因 , 妃 因 他 们 把 在 殉 氏 空间 中 形成 的 
一 些 习惯 认识 { 如 对 "内 点 ”“ 开 球 ” 的 习惯 理解 ) 不 适 
当 这 引进 一 般 的 距离 空间 来 了 所 致 . 为 了 克服 这 些 毛 
病 ,关键 在 于 正确 理解 注 里 的 开 球 只是 所 论 空 间 的 一 
TTE. Sl) = z€ Хрл.) <d] REJE 
ХФ o(r,z) < 86 的 那些 xz 所 成 的 子 集 ,并 未 要 
求 它 像 * 球 的 样子 ”. 实际 上 ,由 于 所 论 空 间 及 其 距离 
的 不 同 , 这 种 开 球 的 “样子 " 是 千 盖 万 别 的 .下 面 再 举 
一 些 利用 构造 法 与 反 证 法 来 解 题 的 例子 ， 

819 ЖХ], A.B C X Ф + 
E BAER 5 > 0,8(x) PS A 的 点 , 则 称 A 关于 
В ЫН: 

A ETEME = V ë > 0, YS) 2B. 

证 =: # M) Jë, > 0 & + EB, nE 
ьа), 即 对 一 切 r € A olro r) Z бе. Bü 
Slr) ПА = ORA AATE Н. Е 
成 立 ， 

= UM. A > € EMs > 0 a,( zo) PEA 
的 点 , 即 对 一 切 x € А,Җ облу.) 2 ôy ERHI 
一切 EE A.z E дих), >р É ó (z), Жз 
Y> 0A Yal) © BTE. MER. 

8.1.10 W BC X PA ХАНЕ ТЕА 
关于 EHR, ЕК В 为 可 分 集 . 试 证 

8B 可 分 SR 有 有 限 或 可 数 的 黎 密 子 集 . 
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—*{ (ЮЕ А = ТИШ т B HE., 
А 38 А, Ra= t>o, 由 8.1.9 结论 知 


Од) 28 (= 12," 小 .在 (1,0 ПНЕ @ 

则 不 管 . # ó (r, O BEA Ө, z, € 8,( >.) (Y B 
(m, = 1,2), P H| z 是 号 的 有 限 或 可 数 子 集 . 
内需 证 ! zj: 甘于 BARRA. AE è > 0, 往 证 
UA a) 之 且 邯 可 .否则 ,有 d >0 及 xo € В, 
Є U дох), Й — 0) Za € [zal Ско) > 


бъ. ЛЕ Жл Є B Ü à(z,) — B(ë = Ї,2,6-).ЁХ 


Ыз, = Z < 50 人 2 时 ,有 mm 使 roE ду Cen) AER 
б) Са, ) Г\ В = Ó „їн Tuak Є а, Сеа) ñ H, А 
Саз хы) < ды, < 8.5 рхо) = бу FE. PT 
Hizal НАТЕ. 

8.1.11 证 明 Lila dp > 1) RER 

pt fg) = | | (ж) - gir) tdm)” 

成 为 可 分 空间 ， 

证 Hte Llad] S 


АС), i Кух) 5 п 
Лб) = lo, | flx ИШ 


эш ын зї, C Lla, 5], навин 
对 连续 性 ,有 有 
РА) = (| 1 Ж) = узбе) idm) 
— Ü (n -= co), 
[а 上 右 界 可 测 函 数 全 体 MLa 5] Œ LP[a 5] 
中 稠密 . 又 对 每 个 有 界 可 测 函 数 g. | £ |= m Bf, 
ваф, Жа, БЇ ЕЕЕ В А, (1А, S m), 
$Ë mla rE lab] Alr) £ а(х) — 0 in 一 
co ) , 故 有 
e(g.h,) 一 (| вск) = Fry dm)!” 
— 0 (n — се}, 
ЖЖЖ НҢ Ста, РЕ Mlad] PRHE, У H Weierstrass 
ЖЛ, HEA hU) E Cua A р(х) 


使 Eh Fla ,5]). 从 而 也 有 
BLA, рь) = (| | (x) — р, (с) Idrm) 
— Ü (и — ос), 


此 表明 , £ ka [k Pla 67 Е Cla 56] 5856. V x! 
每 个 多 项 式 pr) АН ЖЕЛИ gir) fË 


h 
PPa) = d | pix) — g (r) tdm)” 


— 0) (n — оо), 


(n = 1,2,9). 
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ИННА ЕА Ж Ql a Б) E Pla b) 稠密 .从 
m Оа, Б] Æ Lla, Б] AE. m ОГ ае] 为 可 数 集 ， 
所 以 IATa, b] 可 分 . 
8.1.12 设 
Сое) 
= |í | z(y € Соу lim лег) Є Ri, 
р(х.) = sup | zitl- y(t} 1, 
证 明 :(C,p) 为 可 分 空间 . 
证 ”对 每 个 z(t) € С,® 
F п) — e << n, 
т) =S rli) евр n, 
len) n < (< 4 оо, 


Я (по) (о, + ос) ЗТ, BX 
СЯ 


BH zy 一 * 
C, = ео) Є C.n = 1,2, 
密 . 对 每 个 有 理 系 数 多 项 式 qU). F 
4(= п) = 20 <: <— x, 
ои =н s m, 
(н) n< it <+ о. 
Ba Q. = = {а(„) 4) 1 (4) 为 有 理 系 数 儿 项 式 ;n = 
…| 在 Cs Ф, Ом 点 然 可 数 , 所 以 已 可 分 . 
i 设 M(— оо, + œ) = zt I {г} E 
{—- Ф©,+%)Н #1 ,„т,у) = supl al) y(t) 1, 
WER: M, p) 为 不 可 分 空间 . 
证 ЧЕ Тас R, (ЕЖ nu) = 


0 ка „Йй z(a) € M(- =, + mm), rt) 
асю; 5м! (— оо, + оо) ААИ СРЕ, i al a; 
时 ,有 ptzo ол.) = 2. 着 (Mp) 977, МА rte) 
Є М (я = |,2,:.-) |, a= 1.2, | £ МОР 
窗 , 从 而 由 8.1.9 ШЖ 8 = + > 0,08 Ü 80.) 2 


M> |z,(t) la 七 Ri| ,注意 每 个 6tx,) 中 最 多 内 有 
абл € (2, ), a$ а; B ra, € ёб), 


1 


2 = р(х, Z, «обе, х.) f p. r, ‚л, < 


+ 才 = 1, 这 是 不 可 能 的 ). 这 导致 |x,(:) 1 a € R 


为 可 数 集 , 这 是 予 盾 ,所 以 (JM,p) 不 可 分 . 

8.1.14 EH: D 完备 的 距离 空间 (区 ,p) HAT 
空间 (Xi ,p) 亦 完备 ;名 任何 距离 空间 {XI,p) 的 完备 
子 空间 ( Xi,p) 都 是 闭 子 空间 . 

证 DER X, 中 的 一 个 基本 列 (x,), 则 {xz,} 也 
有 ХНА) А ХЕ, RA r € Х.л, — x 
(н ж оо). ВТ ir С Х|, a а = r, + € 
X F| ХВА X, 闭 , 也 有 x Є 
X 所 以 我 们 证 明了 X, PEDRES T) 都 在 X, 


РК АТЫ (Ху, р) Йй. 

D (г, ХОН, Н х, сн 
оо), HIM >z.) 是 X 中 的 基本 列 .由 {Xo) 完备 ， 
又 有 > E X E r, г (n —= co) BEX, о) FH 
限 的 唯一 性 得 人 到 = Є Ху, Х АХ ЯҒ 
EEX oO EX, p) 的 闭 子 空间 ， 

8.1.15 设 忆 是 完备 的 距离 空间 ,1O，m = 1,2, 
…! ХОР ЯВНОЕ ,证明 () O, {ЕХ 中 稠密 


证 Yn ЄХ, VƏ, > 0 Ег P ñ O, 
中 的 点 即 可 . 央 O, # ХВЕ В +, € дүз, П 
O 81051) П О, 为 开 集 , 故 有 ó, > 0, 使 闲 球 
Blend ёл) ПО. В O, #E ХЕ, г. € X WK 
f r, C (5) П О. M. iro П D2 为 开 集 , 故 有 
à, > ОКА: (23) С 2,025) П О," 如 此 ,得 到 
ЕВА (а) 二 (ri) D falra) +з. ЖБ 
好 —Ü (n — со), Х КУС ЕХ РЕ й € 
П) а) СО, а(н = 2.3...) 8k z € 
ñ O, E > € 502) C 61(.m), 即 我 们 已 证 明了 


ВПО, € дуба). 


8.1.16 1Е898.1.2 hÉ LP E, M) ЗЕ. 
证 RELE, М) 中 的 一 个 基本 列 , V т> 
О, Е, „(6 = E(zr | Air) -Lr) >), Ж 


| G) fala) dn 


>| | (т) — f, Ur) | dm 
上 a La) 


E аи Ep ata) 
ROO 为 LE, M) 中 的 基本 列 . 故 
нЕ, mla) О (n,m со). 
НИ, ( f.) 是 依 测 度 收 全 意义 下 约 基 本 列 . AL] 
中 了 172 定理 7 知 存在 可 测 函 数 F. 使 р, X H 


Мы 


Riez BRAA) TIG E y, T f (n == 
存在 N. n t NILA 

С = Со dm | < 
H Fatou 引 理 有 


|, lim ' ЖЕЗ, 一 Ha (r) | Jm 


— 


< ма] |) = С | am < e 
k = Б 
H 
рл = (|С) = JG) dm 


= £ (n Z N). 
Ж ЖЕНЯ об А.Р) ОВ у f Сн оо) ВТЕ РСЕ, 
М) 5 

8.1.17 ХВЕ), ЕС X AEN: 

E 的 每 个 无 限 子 集 有 极限 点 SE 中 每 个 点 列 有 
KATP. 

Ж =i 是 瑟 中 一 个 点 列 .车 je 为 有 限 
集 , 则 (. 心 ) 有 常 驻 子 列 (zu ) ,此 (zw ) ERRA. Ж 
ЗА, Ш, 有 极限 点 了 ,从 而 易 知 有 (zy 
的 子 序列 (Cr ) 使 zs — z (k — оо). 

=. Ë A E E BJ P ЯЕ, ЛА 4 中 取 一 可 列 
子 集 排 成 点 列 (x,). 由 假设 (zx,) АРС, ) WE <. 
~> z (k — ®%). 由 于 (zw) 各 项 互 不 相同 , 故 zx 9 
xz, (ё = 1,2,7), И z ЖА 的 一 个 极限 点 . 


8.1.18 ” 设 下 为 距离 空间 XX 中 的 致密 集 ( 即 无 的 
每 个 雹 限 子 集 有 概 限 点 ). 证明 E 必 为 有 界 集 . 

证 “SM FE 必 为 无 限 集 , 取 ri € Е, r, € 
Е обхо) > 1 此 r 必 存 在 ,否则 王 为 有 界 
Ж), AE r, € ЕЁ, o(z;s r) > 1,р(ту,т;) > 
1 z, DEE. BU E ARR) AR rs € Erv 
Anik 198) E АЈ n) 满足 о(т„.т„) > lÚn 
Z т), WP (x. ) 无 基本 子 列 ,更 无 收 竹子 列 .与 正 
为 致密 集 相 矛盾 (注意 8.1.17), 所 以 三 为 有 界 集 . 

8.1.19 ЖЕ" Ут ERREA., 


обу) = (516 g ASR”, 

1=1 
TEB]: A Ж А НЯ. 
证 之: 同 8.1.18 之 证 ， 

=: (лх„) ЖА РАЯ НЕТА 
PRAT; 

设 r, = (8.8 a. 0) (я = 1,2,9). 
нае С (УЕ? гу MG = 1.2, 

i=l 
min = 1,2,6). 

APN 为 有 界 数列 , 故 由 实数 完备 性 知 它 有 收 
AFAFA, СЕ) БН РЕ. RA ИЖ 
(АЗ). (g al) 为 有 界 数列 НАЕ 
HA (210)... Жи (sum 10) 有 收 就 子 数 列 
(2077) ВТВ, Cx) AFR C umdi Em = (609, 
gua) 207) щн оо ВС) НСС: 
= 1,2,0", т). ВТЕ) ЖОх„) RATA. 

8.1.20 105,0) 8.1.1.5 5,189: 

E # c 1ТЕ т, 2201—00 == (g) € Е, 
有 181mli = 1,2,5), 

证 pA Е іт = (8)C E) 无界， 
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АЛЕ 8.1.18 之 证 知 有 r, = (Em, el a.) € К 
(n = 1,2,6) СЕТ) ARREA E S iqi at 
ЖЫЙ ЧЕ ЛАЕК (ОИ a 11), a) ЖИЯР. 
这 与 五 致密 村 了 矛盾 .所 以 铺 论 成 立 . 

eia) 是 天 中 的 一 个 子 列 Eur ЕНЩ 
ян Вр]. 

А ту С) 80 МЕЗА (zU, 
а А gel e) (n = 1,2,9 ЕСЕП") 
KA. Мо ENO |< т, MAP) 的 一 个 子 列 
{rr СЕ Б) (n = 1,2,---), fs 
RRN MA Мо {е |< оз, MN (r) 的 -- 
PPR er = (g) goy 12 
+), BE СЕ) ШИ, BR (z) WJ e r, 
rb) = (Е ga) e), B (у?) 的 每 个 坐标 
(EPODA 一 оо, = 12, ). ЖЫШ 8.1.126 
论 , 所 以 (Cz,) ARATA eri?) 

注 “… 般 距离 空间 中 的 有 界 集 未 必 是 笋 密集 ,如 
(5,0) 中 的 集合 S , 便 是 一 个 有 界 集 ,但 由本 论题 结 
论 易 知 $ 并 不 是 致密 的 . 

8.1.21 ЮК ДАШ = НА RRR SEHA 
的 集 ) .证 明 ;[DK 上 的 连续 函数 必 有 最 大 值 .最 小 什 
存在 ;外 民 上 的 连续 函数 必 一 致 连续 . 

证 (D 设 7 是 X 上 的 连续 函数 , 令 M = supf(=). 
出 вир Е ЯЕ т, € К, f(x.) — M (n — 
0) {х= K K K Е, МАТИК, ) 及 工 ,使 
Fa = (00) HJ K FPA k > € K. X Fie 
续 , 所 以 ftc) 一 /rz) (8 — co) EE /\т„)— M 
BERRE tE, RWA r) = M C оо, Е 15 
到 最 大 值 f(x) = М. ETE ЕК 上 有 最 小 值 存 
在 . 

ОЖ РЕК БЗ ДЕТЕ e > 0, 使 对 


ERA = >09, E K eaa) < 1, 


UFKA) К) жвн» = 1,26), PERO z A f 
列 (zw уай, б) КЕСЕ (у LEENDE 


(y, АОК. BECen) COn) 都 收 化 ,如 zs > z 


€ К,у — v E K EË р(х. у.) < + — Ü {n = 
©), у = y, X f fkr ЁЁ, A f(z,)— f(x). 
Ку.) Рх) ТД (л) Ру) 1-+ 0 fn 
co). IK 1 f(x.) (у, ) 这 en > Oin = 1,2,9) 
矛盾 .所 以 了 在 兵 上 一 致 连续 . 

8.1.22 ТЕХ APAZA, F) Æ xX paj 
ЖЕН F, Ə F, Ə F. Ə Е: hF = @;@ 
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当 把 СР, ) 改 为 一 列 闲 集 时 ,结论 是 否 还 成 立 ? 
# GB xr. € F(na=1,2,:) Е, ЕР P 

的 一 个 点 列 , 因 紧 , 故 有 (zy ) 的 子 列 (zw ) 使 rw 一 工 

€ Fi 注意 对 每 个 自然 数 m, H n, Z= тў, хь Є Е, 


а — хт. r € F, к Є D F,.B I) F, 


= ø, 
加 将 F, ШАЛА Ф ЕЕ KOD ar. 如 在 
R' (olr =1 r- yl) Ф, RARR F. = п, 


F P 
1 


ТУЕ 


+ оо) {н = 1,2,0, КЫ F,— Е; А 


= @( m£). 
8.1.23 ÆR БЕ F KS i +o 与 — со, 


的 集合 记 为 民 ДЕЙ! 上 定义 适当 的 距离 p, 使 (有 &',p) 
成 为 紧 距离 空间 . 
解 е, у СВ! BP, plr, y) = | arctgz 一 


й! 


arctgy | (其 中 arctg( 一 co) = 一 D arogl оо) = 
T) INER, p) 是 距离 空间 . FER, o) ЯЙ 


的 .只 需 证 R FEDAS n) ARFI. 若 (zy ) 
是 RR 中 的 有 界 点 列 , 由 实数 完备 性 知 ,(zx,) 有 收 合子 
Ўл, ). а, — x (В | =, = 1—50), 5 ЖП об», ， 
к) = | (arctgrn, 一 aretgz [一 站 (二 一 оо), PR PA Crp? 


ER! o) 中 也 有 收敛 子 列 (z, ). 苇 (zu] Жн! 中 的 
无 界 点 列 , 此 时 ,不 妨 设 有 (z,) 的 子 列 (rn ), z, 
+ оо ( b == co ,此 时 有 Pira» + oo) =] arctgxr,, 一 


arctg + co | = 1 агора, — z/2 10, 即 (xz, ) #E(RI, 
о) PRA ZR 中 每 个 点 列 (x,) AFA ) 在 


(Ri,p) 中 收 敏 ,所 以 致密 ,所 以 (Ri p) 为 紧 距 离 空 
ЇН]. 

8.1.24 ХЕЗ, ЕС Хх, 

E 中 每 个 点 列 有 基本 子 列 总 YE > 0, 上 有 有 限 
的 = 网 存在 (由 有 X 中 的 有 限 集 А, Us (z) = 
E). 

Ш =: Ж, e > 0, ЕЛС eo- 网 存 
在 ,此 时 E DALRA B ri € ЕБ, x, € Е, 
pixra) ЕЩ z; UFE, |, EE EKA 
R e BJ). HR aa E E, ME Pr 了 il) 22 co plaz, 
ту) 2600 ху BFE, ШЇ) cr) EE E 的 有 限 
ep- М), AR ra E E o WME, E EP TAR a) 
满足 oU rira) 2260 > Oln Z тї), (т„} 84 
РУ, PARo. 


<=, (л ЖЕФ -个 点 列 , 往 证 它 有 基本 子 列 
тана = + > 0, 则 已 有 有 限 的 sr 网 A 存在 
(621.2), ДА ЊН, Це 为 半 经 作 开 
RART), 天 这 些 于 球 之 并 包含 了 玉 , XED 
a RETELA- ARRUE T Un) 的 一 个 子 
Са) EUA К yr A e AERIENE 
HET АА @ЖТЕ,М E= |17 |, 
НТВ Аа) 的 一 个 子 列 
(rE EA A HAAR Pb, H є 为 半径 … 如 此 ， 
我 们 得 到 一 个 点 列 之 列 : 
(2112) — тї, 78 к! 
(Ф021) = x 
(zÜ) — КОИСО 


(хоу ег) 的 子 
Я] 包含 于 一 个 
以 十 为 半径 的 球 中 
(一 23 

BA, ТАЯТ (л?) = ah aP rPe Æ 
(rp ËJ F|. M 3 n,m > b В, i, yU) 都 包含 于 
一 个 以 二 为 半径 的 球 中 , 且 oC), 00) < Zik 
= 1,2,++). (Ос?) 是 (zx) 的 基本 子 列 ,所 以 结论 
真 . 

8.1.25 1 СТ, һу 中 的 距离 

р\т,у) = max Iz0)- уб} P.A С С.в], 
证 明 : 

A RA —0) 存在 M, EH x(1) € A ,一 切 
РЕ [a,b], хб) 15 M(A PHARA FL): 
Ye > 0, FE > 0,24 tE la,b],l ti- to | 
< jij Wr C A, A 1501) - (5) 1< (А 
中 的 函数 等 度 一 致 连续 ). 

证 > CHARA АЖ, ИЕ ё > 0, 
使 A — AMEA 0 REA 0 РЫК), BH xd #1-1- 
2(0 E A, H pOr) = max | z(t) -01< 8, 对 
一 切 rl) € A, max Iri 1 他, 所 以 对 一 切 1 Є 
lab] E Irin < å NA M = ,使 命题 成 立 . 

@ Ve >D J A S Ж, A 中 每 个 点 列 有 基本 
子 列 ,由 8.1.24, 对 对 >0,4 有 有 限 的 与 - 网 存在 ， 
ИН о) о) С) Є Став] ҖЕ ЯГ #  4- 
zrl EA, Al 5 & =< n , Ë max | Xt) хр гә 
+ 成 立 .注意 абе) д0), (Р) 都 在 [az 一 
Е ЕҢ б> 0. BB t, C [а,б nnl 
бвр, | c(t) r Ü) 1 Е ғ = 1,2-9, 
同时 成 立 , 所 以 对 每 个 2) EE А, Ч, [а,Ь], 


Hlin- il< sth, A 


(35) 
Габ) zkr) = irit) дг) i 
十 | RE 一 rlt) | +] zitz} — zita) | 
< y + + + EI =e, 
ЮЕ 4 中 的 函数 等 度 一 致 连续 . 

二 ;上 内需 证 4 中 每 个 点 列 有 收 敏 子 列 ,而 Clas 
完备 ,所 以 又 只 需 证 A 中 每 个 点 列 有 基本 子 列 . 由 
8.1.24, 叉 内需 证 对 任何 > 0,A 有 有 限 的 e 网 存在 
即 可 . 因 A 中 的 函数 等 度 一 致 连续 , 故 对 邱 > 0, 存 在 
ë >0, 当 Fl+tz Є [a,b] В |у ta < 时 ,对 + 


х) EA, 有 Ir) rc) < 3 8 n 充分 大 ， 


使 “<3, 将 [a,8] 作 + 等 分 分 着 :a = to < n < 
t< < 虹 知 ,对 一 切 x(1) Є A, H : € 
[a.b] M [2, i, t] FF, A 

la) а) 1 Za lel) ru) |< +. 
对 每 个 r) € А, хт) = rlt) elti), 
zin 向 与 它 对 应 , 易 知 rl Б" 中 一 个 向 重 ， 
且 

А = jala rl) (т) zt Є Al 


是 R"*! 中 的 一 个 有 界 集 ,由 8.1.19 知 让 致密 , 故 及 
中 的 有 限 个 向 量 (1) ,22(1),…, 工 (1) ЖЗ А 0 


与 - 网 ( RIA rlt), zaft z Є А, 
-Hr EA ВІА т, о(т((),х„(!)) 


<3 вс) trln) -= al) PP< E, =й 


Laft) с z(a) | < FG = 01,2) BEAJ 
e> 0, Ë rlt) rlt) z (t) € A, M XT E T 
х) С А, T t € la b LELARA т, 


{ж(&)— rtt) | <1х(@)—ж(,) +1 хо) at) 
tnl) aa) $ + = s(3 Є 
[t-t ЕЛДЙ). 
即 有 

站 [一 даҳ | Ti) ral) |< є. 
即 我 们 对 任何 e > 0. 找 到 了 A HARTAR), 
AAE (Р) ETRA A He- 网 . 

Ж ЕЖ" ЛЕНС) 的 一 步 ,用 到 了 以 下 
的 一 个 命题 , “Ve > 0,A 有 有 限 的 e- 网 全 Ye >0, 
六 有 属于 A 的 有 限 s- 网 ". 这 个 命题 的 证 明 留 给 读者 
完成 .下 夯 几 例 主 要 是 利用 前 面 已 证 得 的 结论 来 解 题 
的 ， 
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8.1.26 К Ар тв ЖЕ ,АМК ЕК 
7— ВЕНН ЖАНЕ х,у € K (z 22 у), A (Az, 
Ay) < olx, y), ДРОМ ло € К, ху = 
Ar А 有 唯一 的 不 动 点 ). 

证 $ flar) pl, Ar) (x € K), BIE / E 
区 上 的 连 综 函数 .由 38.1.21 知 , 在 六 工 有 最 小 值 存 
在 , 即 有 co Є К, 

Ола) = р(х, Aa 
下 证 此 ro E ro = Arg, B), со Z Aro, НАЙ 
RA об Агы. A(Az6)) < р(то, Ахлу}, В (Алу) < 
хо), J Сло) АМАЛ, ВТЕ ro = Axa. 
RIEA хс К, = Arh, Н хоз го, ШШ 
МИЙ 0 < olro 1) — е(Ахо, Акц) < nec) 
ЖР, ТИ zà = ro B A 的 不 动 点 唯 --. 

8.1.27 ”证 明 Banach ЕВЕ ЈЕНИ. X 为 完备 
НУ Жз [Н], А.Х -= X. fF E 0 = 0 < 1, 使 对 一 切 
r,y€ X, A pAr Ay) = ola, у), ША = 
E X, {Er = A (ЁЁ А 有 了 唯一 的 不 动 点 ). 

Ж {ER ua € X, a, = Ап = 1,2), 
易 知 (x,) 是 中 的 -一 个 点 列 , 注 意 对 任何 自然 数 >. 
有 


lZ. Earp) Ж рбет) 1 HE + 


9} = minf( =) = minl т, Az). 


+ бл», nip) 
= р Лету A rp + pA rp Ал) ++ 
+ ОА" leo, A" Prp) 
= Gpl гу, Aro) + @"!! о{ ry Ал) ++ 
+ PPI ol т, Агу) 
= (Ft +. Р) охо, Arg) 
poa ad 


= TEE plan Ала) 


< P (ze Are) 0 (п — 00), 

(г) 是 基本 列 .由 于 了 完备 , 故 有 C X Ë x, — 
т (пж со), НЕНА Е, УЯ dpal = Аж, 
— Ar (n — oo) Ду = Лл. Вх pA 的 不 动 点 ， 
< 的 叭 一 性 证 明 后 上 题 . 

8.1.28 ТУ Х УЗЕ ЕЛЕ УН, А.Х = X E 
存在 # КОС 1,Ш М—ШЫух,ує Х.Й р(А"”г, 
Ау) = 名 (x;y), 则 存在 叭 一 的 7 E X fjg; = 
Ах. 

证 令 B= А", ШВ.Х = X Ri 8.1.27 条 
ËF, R ME с € Х.е" = Br* = A"z" У 
Ar” = А15 = А"(Ат*) = ВА‘), Аг AB 
Ж вуй. НЕВА, = Ах“, 
此 表明 > BE A 的 未 动 点 .下 证 A 的 不 动 点 唯一 ， 
ЖИН + € Хх = Ar. W 
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о{х*,х) = oAr’ Az) = pA z A Y) 
= е = pAr’ AT) = Mlr' ,7). 
В р(х.) = 0, r ort. 
8.1.29 H X AZERA: X — XE 


pAn AY) |, 
рб, у) 


inÍ su 
{ну БИР 


MU A 有 唯一 的 不 动 点 . 
证 Éi inf 的 定义 知 有 n ,使 
р\ А"х.ЛА”у) 
эш Ах 
从 而 对 一 切 r у, 
А.А?) < À 
р\т,у) ° 


= 8 < 1, 


AS] х,у € KA (Аг, Ау) < р(х. у), 
H 8.1.28 知 缚 论 成 立 . 
8.1.30 а ЄК, = 2,56) X la,- 
ШЫЙ 
1 := z 
P< LEEA = |l 让 证 明 :代数 方程 组 
0 ¿> J. 
[au а U ару д bi 
Гад аз `“ аз, 0 _ b; 
Gn) Qn? л 了 | b, 
对 任何 Бу, б, “ ‚ф ER 有 唯一 — (11. ә» үл). 


证 бА = = (а) аха» = (ду. ' ылы) ‚ф = 
(Б.Б, , 则 上 式 成 为 Ar = 5 ,再 令 
Tr=6- Artlz (= (д) 


Tx = ~ (A — Dr = b (ау = ду), 
易 知 Т.к" + 6", В 
(Т), = h- Уа Sal) = 1,2,5, н). 
1 | 
х 


pi TX, TX2) = (2 (Tx), - (Tx,) 12 


= -QX KO 


(a, -Pe 
=} 


12) aA 


н 

` 3 
PhP _ 00у) 
121 


а, 一 SOUTO — TID y2 


Ea) 
ARZA DERRER, SE H r ERI 
(дужаал) 1. = T.Bi 

r= b-Ar+[z = 6 - Ағ +. 
即 有 唯一 的 z € К" 使 Ar = Р. Вр 


аррар ар x1) М 


IÑ 
iAy Пр бозы са Ер п) 
l 


| 
|... 
la 


Gulang буш т! 


8.1.31 U) Є Cunn, € 如 ,证 明 税 分 方程 
rlt) = fit) 二 Gd (+t € [0,1]) 
有 了 唯 -- 连 统 解 . 
Ш ЖС ЕА р(уг,у} = max | z(t) 一 
уб 期 Cr 完备 ,对 每 个 了 1) € Сог. 
Tal) = fa) rd (610,10). 


易 知 Tita] — Стол ,注意 
| Tr (е) еб) | 


тА (nto) 6041 
| A 1 деб хрло). 


m 


ITa) Tia 181212 E а 22), 


С U) = Р С РА I E pleia) 
— ТА" 


р\та.л;). 
B VA 

Br = тпах | Ту) — Ту) | 
- ТАД" 
n! 
BL 一 0, 帮 用 使 9 = 
8.1.28 知 结论 成 立 ， 


9 8.2 线性 泛 函 基本 理论 


хл 上 的 线性 空间 , | l: XR, 
Жр l WE: 

P |<] 220, = 002908) ll el = 0 (E 
AS); 

rerl = all] zl 
RE); 

F lay] © zl + Hl МЕЧИ 
WEE, i e O BRERA, У X K. 
的 范 数 , l 称 为 z 的 范 数 . 

车 在 站 x x E ES 

plazy) П-у, 
易 知 .p EX ER TER. 称 这 个 路 离 为 范 数 
l I HERRER, 从 这 个 意 久 上 ,我 们 涪 , 每 个 
线性 赋 范 空间 ,都 是 一 个 线性 的 距离 空间 . 


(жузж) (п = 1,2,5). 


ТА <1, 于 是 由 


жы 


‚тё А, € Х(Е% 


线性 典范 空间 完备 ,是 指 它 按 范 数 诱 鱼 出 来 的 距 
离 完 备 ,完备 的 线性 赋 范 空间 称 为 Banach 空间 . 

8.2.1 设 Yic,.56] 表 [a,5] 上 面 变 旦 右 过 读 函 数 
Е, ЕА НИЈА EA 

[z] =! z(a) i+ V (x) (z(y) € Vla ,5]). 
WEH Vla, 2) 是 Banach 空 间 . 

证 “” 易 知 通常 的 函数 如 法 与 数 乘 在 V[a,b] 封 
Hik V[a,6] 是 线性 空间 .注意 Y (r) = Ое (0) 
三 C, 则 易 验证 l- | 是 范 数 ,所 以 уга, 2) 是 线性 
赋 范 空间 ,下 证 它 是 Banach 空间 : 

设 {z E Via d PREES], BE Ye >0, 存 在 
N, n,m > МЕ, 

| tp za 1 =1|тае)— Ipla) 1+ sup | (zs (t) 

一 (02) = бла) - alha |< е, 
此 处 sun e Bl a b] 的 一 切 分 割 : 
Tra= to 

注意 对 性 个 C [a,b], 

Га) С) 161 ж, ба) ыба) 1+ {г„(/) 
一 2,6#)) rka) - х. (а)) | 
=< Ëz, z. | < еби, т Z М), 

л) а, DIZE. E 2,0) al) ,于 

是 对 任 一 分 割 工 ,有 


| apka) — z. (a ун DO Ila) = 


一 《一 CD < | x, 
在 上 式 中 邻 m -* oo ,得 到 


| z(a) - z(a) 1+ > |(з„( 0 — rl)) 


= {х„{+, I) = z(a) I< e (а N). 
从 而 有 


Fakt) 
= r. || < е. 


lz. (a) - z(a) 1+ ap У) СА) l)? 
=] 


一 Crt £1) — riha 1 е (n Z N). 
BB | r,- || е (m 22 N), ШЕ 
再 由 

Уу аба) z(a) 1 РА) z (5) 


rl =] 


=- {жб 1) Ealt} 1+ > | zala) 一 
< £ + М, <+ = 
NL C Vla,b], л, — z (n— оо), Ц Vla b] 
是 Banach 空间 . 

8.2.2 їйлїї} ЖЕ Eñ ТЕ Еу, 
KED = ©, rO EE- E, EAR Ш (2) 3 
五 上 的 本 性 有 界 函 孝 . 令 


lz. = >] — Ü. 


Trt tl) | 
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(Е, p) = ixl) z(4) Е ERRAR 
AR, 
线性 运算 通常 ,约定 天 上 a.e. 相 丽 数 为 同一 邢 素 ,在 
1 (上 定义 
| zi = пір АСТ r(t) E LOCE, н). 


1 
ні 
证 明 L (E, u) 为 Banach 2 [8]. 

W БИ” (Е, н) 为 线性 空间 ,为 证 上 + | Ж 
WRR СЕ, н) ЭЕ ЗШЕ АРК (г) Є L (E, 
bE Е.Е) = 0,48 
{її = sup | rle). 


由 inf 的 定义 知 ,对 每 个 二 > 0, 有 Ен (Бу) = 
0, sup ОЕА ++ (Ë = 1,2). E, = 


Ов. (Е) = 0. 


а |] < Pp | xit} (ж р Izit) 


< [|] ++ (k = 1,20), 
ВЕРА |H | = sup Izit) i. RERE |- | 是 范 数 . 


Ай г) Æ LTE, M) 中 的 基本 列 Шуе > 
OTEN, H н, m >N, | xr, хы] < е. 
而 有 En, mol Enn) = 0 

pup lal) — raO 1< e (n, m 2 N). 


тут 


令 Ey = 山 En m M (Eq) = 0, 且 当 t, m > МЕ, 
зир | z (£) 一 1 
Р 


= ЕР! Kult rlt) е. 


此 表明 (zx, U EE Б Б а (0) © 
aii) Ca = œ) ER- Ре E - Es, 有 

|a (e) = ra l< e (n m 2 N h). 
Фот-+ 00, 得 到 | (8) -x(t)l<e (n Z М, € 
五 - Eo) BVA sup | z, (r) — (г) |= e (n > М). H 


意 ale) Є ІЕМ), Е,.т(Е,) = 0, 


р | хы) 1= а, | «+ 
№ нЕ, U Е,) 一 0, 所 以 有 
БВ т)! 


= ` 
= в | rity r le) |+ su Xak) | 
= к. ate) F Вк Га, (2) 


s= sup Т.) rAz) |+ sup [ r lt)! 
= рр РАР 


E+ | z, || <+ оо, 
K'ar) € "Е, н), ЫЖ 
[u Q | =< sup lz (1) l |< £ (n Z N). 
г. [1 
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EER г, = х. ВТЕ LOCE н) 完备. 
823 ШОС pal, Н Ж [а,Ь] ERE Haleler 
ЖЕ 


| rt 一 (人 zt) A Maino l 
CESTE t < Б) 
的 是 数 的 全 体 ,线性 运算 按 通常 ,对 (r) Є HEX 
тхо аб) | 
Гр l” 


[a] =l x(n) i+ up 
утул» 
证 明 H” 是 Banach Z. 
证 uE HP 为 线性 空间 ,| || УЧ H° 上 的 范 数 
(E), FE Н? 为 Banah 空间 . 
设 (zr) 是 HP 中 的 基本 列 , 即 Ye > 0, 存 在 NN， 
EË n.m 2 Ч, 
|, = r. =, ба) = к(а) 1+ 
а а | 三 L IP * 
Реб) 一 Eak ta) — Са, ta) (90) | 
< z, 
于 是 对 每 个 上 E ta,51, 有 


Ir (t) — rm(t) | 


[= а? 
< (5,00) = zl) — (r, (a) = т (а)) | 
[а-а 
12-а |f 
=< |z, zp || + | х„(а) — tnla) | 


l: — al? 
РЕ, "T n. m Z МЮ, 
| Inl) — matt) | 
|z, z, | tegt? = la) = Tata | 


< 
= е|ф-а1?+е=<е(|5-а1°-+ 1). 


ЖЕЙ (2,027) Elab] Ва. 设 з) E 
хог), Е] аи < uah, n m Z МЕ, 
有 

|z (la) = rnta) | 


ок, (Р) - 2, (21) — (ж,(62) — pkt)? | 


t |, — t l? 
=< рал, 1 < z. 
E m — оо 389] 
|x (a) — r(a)yi 
+ | Éx, ftd — rir) (xn (ft) - rt2)) | 
[= t 1 


< £ (n Z= М). 
从 而 
| (a) — z(a) |+ 
| Cat) rft) ) Са (05) -alta 


а руз В Гр? 


= Е {n = М), 
На <р, 


тс) 
[ғу ғ? 
Салба) -у„(@))- (2052) - rakta) а 
= р 91° 
|! тын) л) 
| | žl” 


= £ + М, <+ се, 


所 以 r(e) € Н, ВТЕ 


а =з || =i apka) r(a) |+ 
| (асв) = (ер) = (аво) — rho) | 
SU 
a | #í — t |” 
= = {и >= М), 


EEI z,- = | — 0 Bl r, — + (n — оо), ВТЕ Н? 
为 Banach 25 [8]. 
824 Ë DI, 


人 


m= (a) СЕ, У) 15 12 <+el, 
= 1 
线性 运算 如 通常 ,对 每 个 二 (&) € p. E 2 
[т СУ ту. 


证 明 /° 是 Banach 空间 , 且 可 分 . 
证 РАЈ АУА], ТЕ # 是 Banach% A: 
Сс) 是 蕊 中 的 基本 列 : 
2 
В Ye > ОТЕ М, nem =МЕН 


| ta T Eyn = (2 | gt -- gt aye «< Е. 


一 | 
注意 | г sum) рш | z, endl < £ (n, m 2 N). 
(г?) 是 基本 数列 (1 = о) 
E — & (n = э), 
ВРА 1,4 a,m 2 МА], 
> І Е 一 gen) [2 = У El (m) 
= 


EM PZE, 
Z m —+ ceo, 得 到 
\ | zt ж? 
~ 


-é Pa ilS hean Z= М). 


r=] 
所 以 
М) nN 
r l 
АШ na = ,得 到 
(2:18 12 < (D>) g) -e ee 
r 1 ' 上 


+S) 


. 1 


|z "ө | UP sC 8 + | т, | <+ ео, 


所 以 了 = (š) € PH 


-ê ТШЕ (я = М), 


КС 


1 = (т 
1 1 


此 即 r, 一 上 从 而 世 完备 . 


ВЕЛ = Hêr 8.0.0.)1 £ € Е.А 
= 1,2,1, А 
= Homon 0.0.) Ку АЖЕ = 1,2, 


-…! 在 六 稠密 ,而 BB 可 数 ,所 以 22 可 分 . 
82.5 E C 为 一 切 收 敏 数列 的 全 体 , 线 性 运算 按 
通常 ,对 每 个 了 = E) E CE 
|z] = suig i, 

Wc, I 1 ) ЖЭР Banach 空间 . 

证 (С, П ARER E E, В 
去 ,下 证 它 是 Banach 空间 . 

设 4z С C 中 的 基本 列 z, = (y, 于 是 Ye 


> ОТЕ №, Ч n,m = МЕ, 
|a, 9 = sup | gl гіт) |< £. 
£F H, T п.т 2 N BJ, 对 一 切 ; ,有 
КИРЛИ 


所 以 ,存在 在 使 人 一 名 (站 = 1,2,…) Е Бе, S 
m == oo ,得 到 
| 89 61е (n > М), 


对 一 切 i 成立 ,所 以 有 


sup | ЁО £ |= £ (n Z N). 
注意 , 当 n = N Bf. 
|& — 6 ISI & Po 1+] gfo — Bio) 
十 | ёб) - Ё! 


Setetes Зе (ғ, = №), 
ВИ z = (š) E CRRA 

[=, = xz] = вир | gun |е (п > М), 
此 即 z, > z (n — %),BTLA C 22 Banach 空间 . 
8.2.6 Я Х,У 18]— A 上 的 Banach 空 间 ， 
定义 

XxY = х,у) | >+ Є Х,уЄ Yi. 
alri y) + Вб, у) = (ату + Brz ay, + Вуз). 
0,501 = hal + Hyl. 
证 明 X х Y 是 Banach [8]. 

Ш X x Y Eb PEWU 2 [Bj BJ ap BH 6, EE 
是 Banach 7518], ((Ол„. y D s X x YY 中 的 基本 列 . 
Ye > О.Е М, n, т e МВ, 9 

Саз) — беу) || 
= | (z,- Z. yn) | < є, 
Ар 


| Ж» 7 Хш | + | Уп 一 = М). 
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yal < £ (п, Z= 


Я, (а). б у„) 都 是 基本 列 , 而 X. YERBA r 1 = 1 ,对 每 个 j(1) Є LPR т), 
Є Ху Є Y ,使 Ia y “+ 从 而 有 Cx, у) Є X 


к=] 


x Үү, Tf(s) = |в, одаг 
Со) = (z.s)1 эь 2 |» УЙ витки н) ELUR, m АРЕН Г. 
Ж X x Уз, ДХ x УВ Banach 18). EITI = l kis, с) чага). 
827 ФЕ" Ф, = (frien 8). E X 证 H 
[æl = © | & 122, |. | TCs) | “ds = R во сове [а 
бан ав а <l | з, нан] то 1а)? 


ам AR CU 92» 


Tr = (ёё Ё,) i 


tre re 


= | | kls,t) | "dids |, i А2) гаг) 
а Aaz U аы <+ о, 


HEH T E. R" # R" НЕТ, R Т TÆLR' m) ELIR, mi KAF, A TER 
А 是 线性 的 . Ян ЕШ 
mak ( 2; Га, PYES | T| 


Пт = тео asya 
> a, 2 
SÈ 2014,07. <Í. [k(s.t) dids) l fl, 


了 = 


证 易 知 + 是 R" 至 R" 的 线性 算 子 ,又 所 以 T r PL. R 
|71 = э | Уеа, т!л ITIS (ale | kist) пага) 


arae _, | А 
< (S У: | a, [2 > | Ё |4y12 8.2.9 设 了 Сү; 至 自身 的 有 界线 性 算 子 , 令 
= & Tm = f.) (a = 1,2), MEB T H ( F.) 唯一 确 


1 
_ (у У Га, зул S) рё 1212 x, 


1 “п iF BMP. о ЖКААЖ, АЯ Pleb] 在 

-> la, 1292111, Can 中 稠密 ,又 由 题 设 知 ,对 每 个 多 项 式 
ЖЫТ, Pi) = >) Уо, 

ITIS <O 5! # 
б (фр T(P) = PaT) = Yaf). 
ЯБ, ER ro = (0.0， 1,0,0) СА", 24а = 
с Ж T # Pu. БНС) МЕЕ. Са: 是 Banach 
leall = 1, i Trall = (> | Sm гуз = SETEC a Ба. 

a saa. 8.2.10 ТЖК FRERE] 
(ЗЭ, а DG = 12.50). Y 的 线性 算 子 , N(T) = |= € XI Tr = 人, 证 明 工 
所 以 有 界 时 ,NN{ T) АЙ. 22,4 N( T) Й, TET 
ITI = sup, J| Тї = | Тут, l -- 定 有 界 ? 

| # Ф 没 (x,) 是 NCT) PAAA, А z, 
= (> Га, 2) (= 1.2... n). — z (и оо). В ТЕ, ЕН Tr, 一 Tr (пон оо), 
sug ` Ti Tr, = 0 (n = 1,2,1), А Tx = @,Щ + € 
s" ал МОГ) ЖЯ МСГ) 是 闭 的 
max(2,la Р ТТИ @ МСТ) BIJ, T REAR, PIAN, E Cha: 
E(X N la DA. 中 ,定义 Tel) = deli) BR ТЕС], E Chan 
ке! | 的 线性 算 子 ,此 时 
8.2.8 Ekls, r) ELR, mxm) p> Lo t NCT) = 1500) Є Cl, в: | r (23 = 01 
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= |C! C € R| 

显然 是 财 的 ,但 T EFH. 

8.2.11 С = ісе) т\т) ТЕ[0,1]# ЗЕ 
Е r) E Co ,定义 
\ >] = max(max | (т) Di Tele) = еб). 
证 明 Т Сај 至 Ca, t: 的 有 界线 性 算 子 ， 并 求 出 
ITI 18. 

证 T BRE Oio 至 Сог 的 线性 算 子 , 又 


l Tz il = шах | dri) Es тах ( max аР) |) 


= | <l, KATERE | T| < 1. 另外 , 若 取 
tlt) = t Wargi) € Coa] | TA) || = г Í Trn || = 


lI] =1, H TI = ‚зур | Tx | > || Tra ll 
= КЗ 
{ТЇ =1. 
8.2.12 B TERETA HAHET E Y 的 线性 


算 子 ,4 EAT) PROGE, (EH TA 是 了 中 的 凸 集 . 
WREX, YERERE, TÆR, 9T) = Х, 
"4 А 是 凸 闭 集 时 ,Ta 是 否 也 是 出 闭 集 ? 

证 Dit Tri. Tr; € TAOS e 1,0 
aTa +l- е) Те = Т(алу+(1-— e)z>) € ГА. 
Fri TA Ж. 

DRX = Ср, П || 
Tru) € Слар 


Tat) = | «(дй (s€ [-14) 


ЭЯ, ТС aa] C; л ВЕ, AT) 
= (r-i) ACAH ,此 时 
R(T) = TA = Сур СС 

不 是 C: (у 中 的 凸 闭 集 .例如 ,对 

х) =li- E С. 
REAP, iE P) El r L HB 

P,(— 1) TRAO s| (m — со}, 

E Р,(- Di- 1 1= 1 (n — so) ПН 

ТОР) 11-1 (п оо), 
此 处 P(E Cl уа). П0151-1Е Ci 所 以 TA 
= Cla: 不 是 Ci-1,1] 的 闭 子 集 . 

8.2.13 BX, Y ERTER E, E Xx Y 
上 ,规定 || Cry} = maxí 1х1, у 证明: 对 
ETF C (Xx Y)" , 必 有 唯一 的 /在 时 EY‘, 
使 得 F((z,x))= Ка) + gly); 如 果 在 Xx Y' E 
规定 {gy = il+ ТЕПА БЖ Р 
(Дз) 的 映 归 是 CX Xx Y)* #| X" x Y" ВЕНЕ 
Fita. 


= max 127(t)1, 对 每 
-igl 


证 Ф/х) = F((z,0)),g(y) = F0. 
DRASTE ERREZA. g 是 了 Y 上 的 线性 证 


ЕЁ. М 


АКЕ) =l Е((х,0)) 6 [F | 10,0) |l 
= [ЕХ], 
(у) = F((0,y)) |. I F| M(D,y)| 
= ЕҢ Ü yl, 
КИ ,ГЕЄ X’ gE Y,B | fl. zl = 
Е(х.у)) = F((z,0))+ F((0.y)) 
= х) + g(y). 
XER р. C Х.в. Є Y* ,使 
F((z,y)) = Р(х) + giy) 
= ф(х) + miy) Сх, у) € X x Y)), 
ШЕ] 


IFI, 


F((z,0)) = filr) = (х), 
Е((0,5у)) = (у) = добу). 
所 以 f,g 唯一 . 
© н Fr (у, в): 
F((z,y)) = fir) + giy) 
有 
(аР (х,у) = а(х) + ag( y), aF = al fg), 
(Fi + F,)((z,y)) 
= (z) + дубу) + бж) + добу), 
= (fi t fa) + (gi + gz) (y), 


Fi t Р. Б (fi t fogt) = (fi, gi) +С.) 
且 对 任何 (Fg) EX x Y*,#8 F€ (Xx Y)* ,使 
FOzr,y) = fla) + giy) Fm (fg), 
PFA, F К = (/,g) 是 (X x Y)” EAX’ x Y* 的 线 


IF(z,y) is l Zl >< + Iz >l 
«ОПА + | тах( lel Ру) 
= (Плн Пасу) 


得 到 
ПЕТ ПАГ + lel = ПСА. 
ХЕШ 
ж) tl (у)! IF] B=? + | ЕГ lyll 
= Filizi. 
所 以 
УИ а) I+ ap. | ябу)! 
< sp. БЕ (хэ) = HF] 
即 | 7] + [<< ТЕЦ НАЕ ТЕЧ. 


hkl Iga) l = ВЕ, Е (р, р) В. 
8.2.14 ВХ = |rt) z(= х1) = 0; (2) 
在 [0,11 绝 对 连续 ;x {rf) е ЧОЛ.) Єх, 
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定义 
Ë! 1⁄2 
hali = (| z G) Pae) 

BEDH.OD X 是 Banach x); 

D V fc X” TTE- -的 00) СХ, 

Ке) = | z(D80)de (Є X°). 

证 D X ЖКТЕ ҮЗ 2= [Н] НЕН Ж, ЕЛ. F 

HE Х 7 Ranach 空间 . 

惕 (zz 是 居中 的 基本 列 , 即 Ye > 0,7 М, 5 
п.т МЕ, 


[а = а 12 = |р |z. (t) — х (t) 1295 e7 
同 前 面 Е) 的 完备 性 之 证 ， ВРС) 使 
Er, «шй, BOB n,m 2 МОЕ], 
| | x, (£) 
в 
k — ea, h Fatou [848 
|, | rry gÚ) Pdi ж etn > М). 


х (t) 246 < е2. 


х по > N, A 
Спасо пш)? 
(а G) бо паре 
+ (| | za (£) ldr)? 
0 u 


= + [=l < + о, 


HBg) Є 1210,1]. 00) = feld И (2) 
在 [0,1] 绝对 连续 ,zf0) = 0,z (+) = (ч) € L2[0. 
П) ЖЯ n, а а = (1) 00) = 
0, 所 以 当 n 2 N Bl. 

' xr{1) 1=1 [Свя | 


1 1 
<| lz, (s) — gis) ids +l [z O): | 
0 Jo 


< |z, (s) gt) ds < е, 
因 e >0 任 意 ,所 以 xf) = 0, at €C X A Tü 
КЕСЕ 
lz- | = (| Lgl) z (2) а) 
LE in = N), 
此 即 r, — r (a — So) ВТЦ X £ Banach 25 [8]. 
DA Y=l]x (t) | >(2)€ x haa Y 5 x i 
ЕКЕ Е, YAM X) E L2[0,1] 的 闭 线性 子 空 
В], ү = х{#})+ае1х(#}©С Y,a ЄК! |, 
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BP £ € X° = Y",f Y, LE 2 f. 

Ка) +a) = flr (1)). 
Ek f R f Ë Y, 上 的 保 范 线 性 延 拓 . (1) = 0,7 
FAAEE L i] , 仍 记 为 六 于 是 存在 叭 
一 的 y(t) Є 1210,1), ПУК = jJ l| = H fl. fs 
对 一 切 c(t) Е Х,Н 


Жа) = He) = xt) rade. 
800) = yG), 8838 ВС ЕГО, 1] 绝对 连续 ， 
PD) = 00,800) =0,8D = | оа = 70) = 
0, 即 pir) € 外, 克 对 一 切 .: € 站 ,有 

f(r) = | (ОФ. 
注意 F 述 /' 一 В) 是 线性 的 满 映射 ,及 
EAA 


= (|в) ао = ПЕ, 
所 以 f+ 一 ~ В X" 至 X 的 保 范 线性 同 构 . 


8.2.15 B ERREMEDIA, rotna С 
Е,а) ra?" Rk Є A (A 是 数 域 ). 证 明 
E LEFKE /(z;) = a (i= 1,2,-: k) E 


l £| = MS SEL ео EA l Уа Е 
М | Уа, H. 
1 ñ 
Ж >: 1 Эа, =I 21 tll) ! 


= [уй Уз, l < MI Уа l. 
一 ,在 的 有 限 维 子 空间 
Х = У Є А; = 1,2,:-,61 
上 定义 f O 
Ў) = Уа, 


А f eX LERRA ( | / М) E f 
Pa ТЕШЕ E E E E MEA f. MH 满足 要 求 . 


8.2.16 #1<р<+оо, rs. = 1, 证 明 ; 
HET FE (oao, AE AOE 
Lia = y ;使 对 一 切 l) € Lwa ;有 
Fa) = | egode 


E fi 8 是 保 范 线性 同 构 . 
证 HAD ra) € Lloro $ tilt) = 


rli) 
Ü, l / |> n, 


= 
ЕЛЕ А 


则 
Tinkt) Є ІХ ео) 5 


| +£ — Fiy) | 
= ао) оосо паву 


一 d aaa! Tri) Pd) — 0 (n — оо), 
Rp Tin A 
Jlr) = hm Гау). 
$ 
H, = [r O rO E Lt om! (n = 1,2,5), 
出 H, Æ Lis. s y 的 线性 周子 空间 ,于 = 
ІФ, СЕВЕ И ГЕ), В. 
H ЊЕ H,C Саа. 
令 у Ж ГЕН, 上 的 限制， m МА Є (16,1) 


[A ol © Пло =< < ПРП, 也 是 
六 在 也 上 的 限制 (> = 一 1.2. J). РЕВ 8,0) Е 
Іа] 


ход) = юбке) = |" 276228,0). 
x Xim kt) € H, AA B, (2) Є Lin n111: Ë 


Frin)) = ИЕТ. — ТОТИ С 


一 站 ацы) tiddi, 
所 以 对 0 аб) EL 有 
| засо одаг = | тыбы соон. 


ЖМ - п.п 上 ,有 
б„\) = Вука) (a = 1,2,9), 
全 RE = 800). Hr El- n.n] (n = 1.2, 
r) M] ai) Æ- оо, + oo) ЕХ. R 


(абе чае = üm|” тсе) lede 


= ш] BO eS | б] < ОТ 
PRG) E LI aao X 
fra) _ | Tt td 


= Г ауа) = | лыб, 
再 注意 
ү” гыр) ЙЧ -| (овде 


=? Гое хт) [| ДС) | dt 


== (Г, Elti r(t) KON 
, (` 1 802) өш} о (n — ө), 
所 以 
fir) = 


lim йбх) = ЕО ОТ 


_ | оао). 
ЕЕ yr — 8 的 映射 , 易 知 有 
af! aB, fit fi —= B + в, 181 = £h. 
所 以 Le) Б ео) 保 范 线性 同 构 ， 
8.2.17 WEH 1 нея БАРИТ. 


证 AREH n E l'r, w) ы, жь 


оо) УН ЫҢ а, өв, а 00и). 


8 


Өз ен 


) (z = 1,2,9). 


JEA 


四 
由 z, E 和 知 对 任何 y = (u mi" 
Уз; — Ü (n — о), 
下 证 有 
>; 6001-0 (s — оо), 
MJ, Ft w > 0 Жо) 的 子 列 (x ) 使 
уз 209) 122 eo (k = 1,2,0). 
DBOR ЕГЕР, BARIH п. 


У | ЁТ") |> go. 
从 而 有 ЖА a Г) |Z сол. EER 
=). EI" 时 ,有 


So oo "Ü (n — æ, = 1,2,0). 
故 有 п; 2 п > IE 


у= (0,0,7 


> | tn) р е2. 


i= 1 +t 


1 


(ЖШ н> н уу 1892 < esi, 从 而 由 


= | со 

` 1 
Хуе убок >| 
r=1 -1 1=r+E 


А 


'1 
< > 
'=1 


知 当 ”充分 大 时 ,有 


| gt) | + £072 
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sa "y 
У от >, 162 |+ e2 
1=1 г 1 
< ep2 + Ep2 = Eg. 
ZETE!) 
同 理 ,又 有 na > nl É {л > iz fE 


+ 
УХ gU :Z 6002. 
121571 
НТ Т, HITRA вун пз < р < 
і < iy < 55, 
"a-l 


` — 
> | Ёз! |== 66/2. 


人 
全 

у 一 【sngS ‚зп! зп], e sagha e) 
Є г", 

则 有 


%+1 


Ул => 2) | Éa) 1262 (6 = 12, 


ыгы 


这 与 对 任何 $= Од, то) € 1 E 

Уор — 0 (н) 
тц 

У БУ 

8.2.18 Ë Cu = 1201) 202) Æla, b] Ë 

续 | ,| z | = тах | zk) lazat) € С.в), ШЕЯ: 


— Q (и оо), 


е 
> D EFE M, {E | x, = M; 
D elt) ot) (РЄ [a ёт, н ж оо), 
Ж =D: 因 对 每 个 ГЕ (Св) С) — 
Firo В zi (f) — r. Clap) А Banach 55 
间 , Щ ЛЕШЕ РН ТРДЕ M, 使 15, | = M, Вр 
H>, || < M. 


D & (г) = 10 a= r< t, 


f тє 5, 
VpLa.8], 从 而 有 


b 
r tr) = сева Се) 


W (т) € 


Гаво) = zo(2) (n == ©). 

= 12,60) = хоб) 1 |z, || + о 1 < 
M+ | хуй (a = 1,2,7), НАСЕ АИ, xT 
每 个 g(t) E Vo[a,5]. 有 


[faod = frota 
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<j 2,02) 一 ro | dgk) — Ü (n оо). 
即 对 每 个 上 E (С). 


Га.) > Сло) BP >, 

8.2.19 Mla, d] = lzi) iri) Æla, b] Ë 
HARAMI, x | = „ЭР, аг), РЕ Ма, Б] 
ERRIA. Ж SWE S ru) 22 0 Br, (х) 2: Ü 
CAFER ОКЕН A), ER ГЕ. 

证 否则 有 x+, E Mla,b],| rl = 1, 
| Fir) | —+ fn — oo) E l rlt) Еа, (ТЄ 
М[2,5], B. 22 0, HUA fO xz, 1) Z: f(z,) l> 
+ 中 .不 盘 设 | r, D > 2"(n = 1,2,0), 


| z, t) | 
zl) = > ТО z. |) 
f Hi ORELE al) Є M[a 6], z(1) Z 0.1E 


BAE NE 0 > D ен 


(L z, |) 
К) 2 уа) z, D 


这 表明 f(zx) 无 意义 ,矛盾 1 所 以 了 连续 ， 
8.2.20 ХАЖ A 上 的 线性 赋 范 空间 ,AM E 
X 的 线性 子 空间 ,证明 
M HA =M BA. 
证 =>: =, € М, =, 一 > ra, EE x= € М. 
显然 г, — ту. М 弱 财 ,所 以 ro E М. 


eR r, € M, r, —> zo, ФЕ zo Є М.Ш 
oxo M) > 0.4 
Mi = іх tar | z EM aCA}. 
在 М, 上 定义 一 个 f: 
к + аху) = е. 


易 知 / ЖМ, CEREZA, уум 0. x 


w 
> ro. 


N — оо, 


| z + ezo ЇЇ = |а | lzot 2 | 


= 1 f(z + ахо) I | ze + >l 
ZI flx + arg) | plro, M), 
所 以 
| fix + ато) [< za mm + az l. 
即 /有 界 .将 了 延 拓 至 兵 , 记 为 了 ,EX* ,注意 FO.) 
= O, Flza) = 1, а, ) 9 боо), Уа, ж то H 
矛盾 ,所 以 xn = М. 


8.2.21 设 1 < p <+ co A EP EB HÉ T, 
Am: Ali, g) = (0,8, 2) ((6, 8.) 


Є 0). HLHH A £ P 3: H ЕНЕН, 并 求 
AIHA. 
Ж АФЕРИСТ. КАТА = 
= (Enin € P.S 
Ar А(&,5,- 


)= (0,6,,2,,---). 
所 以 
| Ar = ПСО, n l 
= (Урра теу jaxl. 


лт Шля, Н [А = L 
又 对 每 个 FE ЧЁ)” {ЙГ m. i) € n AE 
КАХ) = 


Ў (Ах) = 25512 = > 224 ` 
1 


А? КО) — Хе. 
-1 


所 以 A" 是 六 至 
Ато 
的 有 界线 性 算 子 . 
8.222 ХАНИН, НЕН: 
X HB ех А ТИРА А. 
Ш =: XI E. ХЮ Таа, АЕ Хү" — 
XV € ХГ — (XI )" AFE ХХ", 
вО) = а(х) 
Bg EXU HE X = X RURE 
X' ffe € X (0) = f(x). 于 是 ,对 一 切 Є 
Xi ,将 f 保 范 线性 延 拓 至 X, 记 为 了 此 时 :7 < = f. 
是 有 


Yip Нат 


一 = (1. 3." Серо) Є і") 


ао ВО Е). 
下 证 rE X Mai = ir) EKAA GSX. 
否则 ,efa ,Xi > 0, 8 Hahn-Hanach 定理 ,有 fa 
€ x” ‚их, =), об к}че0,{Н А( a) = alfa? = 
ОЕТ, zE xX. 
= ЩА. 

8.2.23 ХЕ Нагасћ 25 [8], Ү 3:8) 一 数 域 | 
的 线性 赋 范 空间 ,14。 l Í C 0 X £ Y 003 3: 
线性 算 子 . 若 对 任何 3 € Y ,任何 x E Х,) (AQ) 
1e 有 上 是 一 与 了/ 及 "有关 的 有 界 数 集 ,证 明 } || A. | 
|a € I: ААТ. 

证 Уу" E Banach 5], 8350, W > £ X ME 
(А! 1 a € H B Y" Е Жа PR. IH T 
ЖЕРЕ YO JAA e EGER, Amge 
知 存 在 M. ,使 Sup ` CA) S M. BI 

зир (Ас (зы M, BH || Аш! = M.. 
HERD с ЄХ, | A 1 la Eil ER, d uns 


ERAMA еб NAR. 

8.2.24 i$ X fé Banach ZIA, Y, Z ERER S 
Н, pir. s) E X x Y EZERRE x 固定 
时 ,全 关于 yy 线性 ,yy 固定 时 ,下 关子 > 线性 ) , 若 对 每 
Аре Л” glbir, DE Ү*,н(Ф({-,у))Е Х*, 
证 明 存 在 M ,使 

Uair Dl s М} Y уу. 
证 [H (+.y) 双 线 性 知 ; 只 需 证 当 lel = 
lx = 1 时 ,有 MM 使 上 (x,y)| < M. 
否则 ,有 Є Х,У € Y z, | = 15, 1 = 
1. Eiry d | —+ о, АВ р, Є, zg, = 
1, 使 1 д„(Ф(х„,у„)) 1-к+ 00, 由 题 设 , 当 .cr,g 都 固 
01,0002, у) € Y* ,所 以 有 M. 使 
М, = sup. |к(Ф(хт,у)) | < + 9. 


# [| >= 
RER, gez" 国定 时 ,X ЕЕ gë FE TZ PR K 
{д\Ф(х,у)} lyd = 11 Ee x ER, i kus sg 
H FE М, 


М, = 
Р, l| > 


此 又 表明 ,Z” 上 的 “ОГ 
и(Ф(т,у | |z] =1,[ уй = 1! 
在 每 个 gg 有 界 ,又 由 共 吵 定理 知 ,存在 对 ,使 


M=, BR a aaie у {я(Ф(х„у))!<+ Ф, 


sup. Ід Фк, у)) <+ оо, 


即 
sup | g(@(z,y) |= M <+ =. 


这 与 有 EYy € Y, € Z°, |х, 1 = 15, 1 
= е, | =1, 1 g, Blr yn) 1+ oo HTE. 
故 结 论 成 立 . 

8.2.25 举例 说 明 共 鸣 定 理 中 ,.X 是 Banach 空间 
的 假设 不 可 除去 . 

EO ЕХ (6.5. 0 £ C Ri; 
= 1,2, RRT r = (Д, в 


"EX, 定义 上 中 (ea 


XEN ETETE X EX NZE 
| 
易 知 ,每 个 Е ХЯР ЕС Хаж, 
= 
= тё, — Ü (m — 0°), 
ЕТА f, | m = |,2,-{ Ж 1л AR, ЛЕЕНЕ 
成 立 , 应 有 М.Ж | Z. | = M (m = 1,2,6). 37 
上 ,由 于 00.0. 1 ,0.--: = m WRA 
lZ | = mto {m — оо). 
ERAH E BE TR Ro, JA XX 不 是 Banach 空间 
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sH T 1,2, =: 


ё..0,0,: 


Brit. 
8.2.26 УУХ E Banach Z], Cr, ) E: X PR — 4 
ALERE r Є X AEAN a) tE 4 


= Уак, 成 立 (此 时 称 X 为 有 可 列 基 的 Banach 25 


闻 ). 证 明 : 在 " = Уау PES Z (Or) = a, BM 


Ja Є X ` (n = 1,2,7). 


证 ЖЕХ VEXA — tE: 对 每 个 了 = 


А 
` 

“аг, € Х,® 

" d 


с 


i æ ү = supll Yom |. 


ER, [ох ||, од |, > |z |, RFEA 
| zi, = безг = 8; 
2° lar! =lallazlli; 


3 Вазу, = арі Уа +8), 0 
" i=l 


< sup | Эк, | + syp || > par | 

s= lelit У. 
КЫ o i Æ xX БАА, ХЕХ, + Hi) 
下 证 X, 是 Banach 空间 : 

Bia) 是 关中 的 一 个 基本 列 , 即 Yes > 0 FE 
Ë А. szk, A |x = з, < = tE x - 
(z) 也 是 X 中 的 基本 列 , 所 
BA rE XÍ |, - 2 | — 0 (/ — оо), $ 


= = ЭГЕ = Уа = 1,2,6), 
el 1 
则 有 


x. | = ЕИ: ч 


| Уа -oz || — 0 (2 — co). 
注意 当 7, Ува 


at 
h! 
= adi = supl X le а), <e, 
A r П 
БЕЛЕ: ЖА 
| (а-ай?) | 
t ПЕ 
1 ` ò + 
= 4 DGN = aa = BaP -aal 
-| 


zhi < 26 (s> k). 
所 以 对 每 个 固定 的 i, Са!) EARR ATH 8, 
207 BU -e оо, 2—30). 

注意 对 每 个 = 1,2,…, 有 


J 
ол , ， = 

! Уа? = а), |  [[л,—о т, 1, 
| 


М 
52| z; ~ 


<< Qn’ >> h). 
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S s — ,得 到 

| Уа" - 
从 而 有 

sp Уш” -Aal <‹ QSA. 


B) | == (п = 1,200, i А). 


Ж 2 Ва EXW he- >, | i> 0 


о), X, ЗЕ КШ. ТАМЕ pr, € x. 
r-t 
HAEA n H: >k, A 
п 58 - 
1-1 


ahar | 
= | Уа-а), + Уе? ~ axl 
= зир | В = а) || + 1 > Ce- e; ) =; |l 


<+ || уа =a}; |. 
© п = оо ,得 到 
Tm | Уа — а;) 2, | 
м i=l 
etll S la - вл, |. 
,=1 
i—i | > Gal – a) | 一 0, 得 到 
Jim | > В -a)l < е. 
因 e > 0 性 意 , 所 以 
Jm >》 (一 wa = 0. 
— =i 


所 以 有 
| Veo- Aya l =0 
从 而 ü 
Slo, - В), = 0. 
从 而 有 a; = AG = 1,2, Е 
Ува = У) Soar Є X. 
至 此 ,我 们 证 明了 (X .| iD 也 完备 . 注意 对 


#1 т € XA l| + = telh BH EDIS ЕНШ 
算 子 定理 可 推 知 , | [| 5 1 1 等 价 . 故 有 常数 己 
使 对 一 切 x € X,8 |x] = CH >l. 
最 后 注意 ,对 每 个 > = Уа EX, 


+1 


` 2 sup | > ал, \ 


РЕ [` 


_ 2 


TaT [кї т ЕЕ 


Вр | лсо 726 Т lel. ЕХ LARTE 


BAREA f € X "(i = 1,2,5). 

注 АТБ Г, A PCO L ЖЫЙ 
ЕВН E А зг, ЕЖ ДЕ Н К. ЭСТЕР 
一 个 新 的 范 数 外， НЕН X =F r 3 se. 

一 段 证 明 中 岂 了 ~ :系列 细致 的 数学 分 析 技 七 ,值得 
读者 推 殴 . 最 后 还 用 了 逆 算 子 定 理 与 刚 网 象 定理 的 绪 
论 来 前 明 两 种 范 数 的 等 价 性 , 才能 得 到 本 问题 的 结 
论 . 由 此 可 见 ,这 个 问题 是 比较 深刻 的 . 

8.2.27 ХНН, л E X 至 XX 的 线性 算 
F.a 是 A* 的 特征 值 ,证 明 А Н] л 次 根 中 至 少 有 一 个 
是 4 的 特征 值 . 

证 PLAImAy mh 是 4 的 2 个 你 根 , 则 有 
(A = AA -ADLA -AD = CA" AL., 
车 和,… A, AEREA уа 

ЖЯ} (21.2, n) AMCA -aD AHB 1% 
4 是 4 的 特征 值 相 矛盾 ,所 网 41,42,…, 4, 中 至 : p 
一 个 是 A 的 特征 值 . 

8.2.28 ЖА ЖЯ Banach 空间 关上 的 有 界线 性 
算 子 ,in E (А), М(А„) EX 上 一 列 有 界线 性 咎 
子 ,适合 ПА, - А [| 一 0 (н о), Ен К 
时 ,An Є рл, H. ПСА, = А) 1 CA- А) | 
— Ü) (z — оо), 

证 0845) = (A - AgI), mj 

| (А ~ A DR Aa) [| — 0 (а — eo). 
mM н 充分 大 时 ,有 


ICA -A ROl < + 


此 时 
` M (A - A VR! (Aa) 1 
< Ў» едо) | <+ eo, 
FSA - AVR (Ap) Ж. 又 


(А„- Аа) SUCA - AYR Y дЫ) 


= D(A, = ЛА - AYRE (Ap) 


= МЛ AJEA UDEA -AVR An) 
ШИП 

= “(д - А, (Ау) - CA -AYIR OY 

= I, 


同样 
Ba- А FROUD A, = 
所 以 т 充分 大 时 ， An Є ойл.) Е 


Aal) = I, 


= У (А ~ An VR U Aa). 


:Ch 


(А, 7 А) 


XH 


(A, = Aí) 1 СА ДЫ. 


li 


УА - A FRO (А) - ЕСА) 
= КОЛОСУ (А — A.R (àa) - D 
10 


= КА) + ЎСА -Aa YR Uo) - D 


УА - ALDRI (Ao), 

B (A АКА) | — 0 (ио) VO < е 
<1,# N. n> NB. CA- ADR (А) < + 
所 以 


[ (А, = A D I СА ~ А 


= ЎА А, (Ад) | 


=] 


~ ЭПА = AVRE o) | 


ШШ 
(А, = ADE СА – Аі) 1 —Ü (x — е). 

82.29 ХЕ ЕЮ Ен |Ы, М, МХ HR 
HFPA. HEH z € Х.Е Є Мут Є 
м, >= т + r. мМ, М 都 是 有 异 线性 算 子 从 的 
不 变 子 空 间 ,证明 (Ам) S (А) (此 处 Aw 是 A 在 
M БАЈ). 

Ш ПЯШ о(А) < о(Ам). YAE p(tA), 则 (A 
-ADEX ЕН, А, (А -AD у = (Ам Ам) 
也 基 M 上- 的 单 射 .又 对 任何 yE х, z € X, B(A 
-Aa = 所 以 当 y € M W.R x, € X E E 
式 成 立 . 事实 上 ,此 хы C M ,否则 有 
r. (z, EM,r, € Nc, Æ â) 


Ты 一 =ош. T 
从 而 

(А - AD En = LA Aan + (A - А). 
注意 >, € N Hre = 0,(A - л!) 是 单 射 ,所 以 (A 
-Ahea € N H(A - А), = 8 , Ë 55 Уһ = (А- 
Ах» Є MRF PVA en € 年 ,此 表明 (A — АЈ) 
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Мм Ж МШШ. Бш (А 条) 村 有 界 即 可 ,车 
FWA — ЕМ. |, || = 10а = 1,2,0), 
ПСА = А) 1 ВКА = А, 
— оо (н — оо). 


这 与 (4 -AV E ХААРА. РТЫ 


À Є ot Aw). 
8.2.30 ЯИС, 中 定义 
Trlr) = rt) (sO) C Ciagle 


ЖШ рК Т),в(Т),в„(Т),в„(Т).о„( Т). 

EO ЖЫ(Т-АРл\т) = (t Ajeti), m,i 
任何 复数 1 (А) (е) 0 ЕН rir) 20, Е 
何 2 挟 不 是 二 的 特征 值 ,所 以 о, UT) = О: ХХН 
уб) € Cia, AFE хл) € Cpap Eir- Aele) 
= у(1)=А C la, b] B a C [а,Ь] AFET- АГ) 
为 满 映射 .注意 (了 - ÀD S E Bs Bh bj, BL H PL E 
Ж. (Т) = lC CIA C [aol Am a (T) = 
Га, Б, х 00 T) = Т) Т) (Т) = 
lab]: 最 后 ,o,(T) = ə(T) ~ a,(T) = о(Т) - 
ot T} oo Ø. 

8.2.31 ЕВЖ10,11 Е Borc| 集 的 全 体 ,g 是 [0， 
1] 上 的 单调 升 两 数 ,在 но БЕЙ Т: 

Tal) = 手工 和 Bi， 
ЖШТ), о (Т), (Т), Т). (Т). 
Ш BRR Т(Т А) (т) = (t-àr) A 


Ат, (т АРС) 一 和 0, 推 出 或 x(1) 二 0, 或 A 为 
g BEETS. 当 À 2 g 的 间断 点 时 , 令 nle) = 
l, t-A, 
0, ÆA, 
Ах = (£ - A)z == О, УСТГА) = 0, 此 时 4 
是 工 的 特征 值 , 所 以 ,zfT) = 15 € [ab] 1 t E g 
的 间断 点 上 
ШЕШ, AC lai a € [a,b gE 
连续 时 ,4 € ol T). ВЕСТ — АГ) 都 为 单 映 射 . У 
A E Та. bT Е уг) € олно 8 zü) = 
M E ktoe КТАР) = уб) В 


时 (了 一 AJ) ARRA, A a (T)C [0.1]. FHRA 
考察 [8,1] 中 使 z 连续 的 点 ,分 两 种 情况 考虑 : 
ПОА 连续 , 且 存 在 [a,8] E 4 使 g tlag] 
取 常 值 .此 时 ,对 任 合 убт) € Ltn ? 
к= Jyt 4, £ € [а, 8], 
10, Ela. g]. 
ЯТ А00) (0) B 
|, Lale) dg = N | уш) ldg 
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ЖЭ х € {блду Æ 0, (T ~ 


‚|, | >09) dg < =, 
所 以 ,此 时 (T — А) 仍 是 满 出 射 , 即 此 种 1 C (Т); 
П) e 在 4 连续 ,但 对 任何 [a,8] E 4 在 [Le,8] 
不 取 常 值 .此 时 ,不 乱 设 有 [6,1] ЈА, А wx 
种 ,我 们 令 
ТИСА, ~ (АУУ, ¿C [A.A]. 
r (e) = N — 
; t E [А,4,]. 
则 有 
t À 
|, trli) 246 = I” ау руё = 1, 


ICF = Аа, |? = Ñ КЕТТИ 
=5|А„—А1°-—=0{нҥ-=# оо}, 
MA z, € Liwag Bz, = 1,(Т—АРх„-—*8, 
所 以 此 种 € = (T). BHEE = (T) (T), A 
аСТ) < [0,1]- la | g Æa 人 连续 ,月 有 [a,8]E 
А etle p ЖН! GS (Т), 
所 以 有 
оТ) = aiT), (T) = Ø. 

8.2.32 证 明 对 复 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 

工 ,成 立 

в,(Т) ET). 

 улдба(Т),ШАЄ ат) - a (Т), ҒА 

Є с.т) ë > 0. 使 对 一 切 x € А.Н HOT - 
А) | lri. KÆRT - AD 必 为 单 映 射 且 
(Т- Л) | #ER(T - ААР. MAIT- А 
RT -ADHAR ERA E a(T), ЕСТ < АГ) 5 
ХСЕЩА € ot 了 )) ,于 是 由 Hahn-Banach 定理 ,存在 
ЕЗ ЄХ", ттар 二 0, 即 对 一 切 xw € X.A 
fa( T -- aADCr) = 0,BT* — A) б) =0, (Т* 
-AND fo = @,ТИ А € аСТ"). КПШ Т 

s,( T) s, (T). 

8.2.33 ТУЖЫ Banach 空间 X 上 的 有 界线 性 
算 子 ,并且 存在 Jordan 曲线 构成 的 力道 本 二 o (T), Г 
按 -- 定 定向 ,使 得 аСТ) 被 分 割 成 卫 的 内 部 部 分 
s (T) 与 卫 的 外 部 部 分 czfT), 记 


Е, = 5] (АР TY ida, 


“Г 
让 明 下 列 命 题 ; 
(i) E, € :A(X -= X); 
Ш) ЕТ = EMMG- E = 1- Е); 
(ü) TE, = E T. 
证 u) R(A,T) = (А-Т) ЕГЕ 
强 连 续 , 故 Е, FEH E, Є A K — X). 
(0) 取 围 道 T соТ), D £ T NR, Гу 06 


-aan w- = 


(Т) 分 万 内 部 部 分 a (T) 与 外 部 部 分 a, (T). МИЗ 证 (I (АВ) = lim || (AB)" | 1 


= lim || АСВА) таӊ 


а: 
< lm | A П (вд)! ут"! | B 
= - СВА). 
同样 可 证 得 PUBA) < (АВ). В 
Г, (АВ) = (BA). 
ОВ АКТ lA), РВ riB) G 
ПРЕ со), А Ye > О.Е МОҢ Z: N BJ, 
‚| {А' | 0А) е), [m | <1( (Ву + е). 
E} = Кз] OAT- Taa 于 是 , 当 > 2N 时 ， 
-1 ma И 
= a|. tt Ddu] агт) та Гед ву = | све 
-1 ama я 
= ы (al 一 Г) (А 一 T) tdÀda =< >, | А! [| [| В": | 
1 Ч 
= aall, А ДЕГ, T) Саг T SO CAMB + e) 
— (А THI- TY АА K м 
l CT- и ту! + С, (А) + 2008) Ө! 
= l, J, Fe ві = Т) ЗАЧ = 


+ у) СА) +) | B|" 
一 L |, а, dA га п +I 


N l 
= Мо А) e'r n-e 
-| |, (ID dady) A A te (А) + e)'(r(B) + е) 

l i 1 + DCCA) + ej'trtB) 十 е) 
ы, 2я(41- ТУ da - zl. дар 
і 


4 В || 
+ У сң (r(A) + е)" (В) 

= | GF- Tda = E. pia В) е 

2л! + у®- 了 

Lrf. О А 18| 

Ш) TE, = (AM - TY'dA Ap A i B|] yv 

| 2х1 +P = тае a) TBT) li =0,1,2, 
2: (т = А+ AIMAT- Т) 1А =N) WA 

| [| (А + В)” || 
= 5) © T+A- ТУМА А 

2 і РА 一 

й =< P >С, (А) + e)' (r(B) + е)" ' 


(AI — T) + АЧА 


3 ` : пс? 
Gar- TAT- T + T)dà + ЭСА) +e) (r(B)+ е) 


Ja 


b: 

3, 
а — — = 

= 


1 "i =(P+](r(A)+e + (В) к)”, 
= sl РА (АР TY'Td M 1 
r сд + В)" |» S< (P + )r(r(A) + r(B) +2). 
= Fai; ХАР- T) 'daT = ЕТ. $ п — oo, 得 到 
8.2.34 RA. В 是 复 Banach 空间 Х 上 的 两 个 有 rtAtH)ErtA)+r(B)} + Ze. 
界线 性 算 子 ,证 明 、 Be > 0 任意 ,所 以 有 
H) САВ) = r( BA); r(A + В) (А) + (В). 
(i) 4 А,В 可 交换 时 ,r(A + B) < КА) - 8.2.35 іа, l i = 1,2,…| Е 
ОВ. У) > Га, 2 < oo, 


=; 


‚ зел o nyd 
(А) НА ВК, (А) = Him | 4" |<) 对 每 个 = (名 外， C RZA 
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| 


Уа =), 


Ат = (tea, Уват 


ВВ. А ДР ЖЕЕ Т. 
Ш SNARE БӨЕК. ИТЕ А 
AREARE. ir- linin ) € |1? = 


У |£ 2 М, КАг), = Ува = = 1,2,…) 
i=l r 
> Ar >= >! 2 б 
оп т-н , 
< (27 la, Р Ута 12) 
r 1 2-1 


SMX Sia, $ — Ü (н — оо). 
Шо [| IMS, Ye >0, FE n (5u AX), fE 
УА), < єл ША! |< | =< Mi AE. 


8.2.36 Я# z — tirin E г, 


w 0a È b ©), 
证 明 4 是 所 上 的 全 连续 算 子 ,并 且 是 广 立 任 零 算 子 ， 
{A 0 FEAE. 


i лааг 和 的 有 界线 性 算 子 , 若 令 


fi j=j- 
ар =" (¿a = 1,3369), 
0, ijol 

Wia, Eg = 1.2. 满足 


Е 2 3 l > 
у Мае 21 1 U < =, 
1 r l ‚= 


H 
Ат = оа 
= = (Ува. > scr Ө). (x) 
rH F Rz SEMA 是 12 上 的 全 连续 算 子 ， хф) 
вә а 
Аг = (0,0. р (Tr Us 
3 š $9 
A = (00,0, тоз, 253-4" 
— E у 
iG T|) +2 77 
Ar = (0.0,.2-.D. А, nyp 
it; + 1)-- Tn 79, 
所 以 有 
I n — 67 š м? 
ПА 1 тусе) | 
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-l 1 үз 
En 1 °) 


所 以 
l 


дА" [| 5270 (z — e), 


MAS X OE A T 
MS Az 一 如 时 ,显然 有 二 = (0,0,,0,-—) = 
9, 所 以 零 不 是 特征 值 . 
8.2.37 Mlh, aSa! 
Kg AtA l) € CL, l ER 


Каб) = | (лл), 


证 明基 是 Cl 至 Cr 的 全 连续 算 子 . 

证 SHUK ЕС. E Cin 的 有 界线 性 算 子 ， 
Н УЕ: К ТЕЗ ЛИЕ E M 足 C „у 中 的 
ZIARE ВЕН L E rO) € M 时 ,有 
{г SLAM ТА < ЛА l 1 = lal L, 
BB KM = 1&rfs) | хт) € Ai 有 界 .又 注意 对 和 任何 
£ >0,%] ri) C KM, s.s C [a b] Ris 
-s | 充分 小 时 ,有 

1 Ёар) — krisa) | 


= ксле = | оаа Сода 


过 上 的 二 元 连续 


ñ 
<| lels) klst) | С) lde < e. 


此 表明 KM 等 度 一 致 连续 .由 C'., | 中 致 窗 集 的 判别 
法 知 KM ЯЕ, р K 把 有 界 集 M 变 成 致密 集 
KM ,所 以 K 为 全 连续 算 子 . 

8.2.38 12 2(5,:) Ж а S t, с b ЕЙ СЛ 


Lebesgue 可 测 函 数 ,| | lks, i) l dids <+ оо, 344 
Ф202) € La 5] EX 

Krl) = | hls)rle)de, 
ШЕЙ K ELis E Lio 的 全 连续 算 子 . 


Ш ЯКІ, , £ Lz. 5 上 的 有 界线 性 算 
+, N.B Лузнн EMA, FERRAN klst) € 


cr 使 | | | b(s,.4) 一 MENS lidtds — 0 
Kals} = а зебо, zkt) E Liaj 


MJ K, BÈ Li. E Lf,.s; 的 全 连续 算 子 ,于 是 对 一 
Є м 

(к - К) (о) = | (060) = kals, Dede. 
所 以 


окко = ек) ауа 


q 


А 
-a 


жр 
(тоз, е) А, (з, в) аваз) 


| Pata = kls, t) be (#)d: Рау)? 


„еш гд. 

所 以 
к-К, | 

< WI Lels, ғ) Р(х, Р) аға)? 
— [) їл 一 到 оо), 
即 有 全 连续 算 子 K, зна А PETER T T , Pr 
以 工 是 全 连续 算 子 . 

8.2.39 iË A EY Banach 空 间 X 上 的 全 连续 算 
Т.А, Є аА), А 50, > 0, Al iÀ — Ар [= є 内 只 
ВА ВОН 05 Ар, S 


_ (АР- A) 4А, 


证 骨 以 下 命题 ， 
(ОР, 全 连续 ,有 Pi = Pu; 
ШР, ХАНЕ Н |= 1 Az = дг} = 


(Gü) Р, А = АР, ; 
WM PAX ЖА" 的 不 变 子 空间 且 |17 А' f = 
АЛЕ Р X°. 

证 (А-А) Л LA- Als | 一致 
强 连 续 , 故 p. ВШ АН P. € A(X— X), X. 
1 


DP, = Za А _ A) ТАА 
= ш] а-ы, _ Ау! А at Ад 
= „у А-А) dh 


ТАГ A EIA- l= 一 华强 连续 ， 

所 以 | OQA d € AX X). A 
А-А 一 < 

连续 ,所 以 Р, Ж.Р = P 的 证 明 只 需 注意 


_ 1 1 КОШ 
Pa, = СТ лга, 其 余 全 同 于 
8.2.33 题 的 相应 证 明 ,此 处 略 去 . 

(ї [8 

[Pr | | Pael = 1! 


= Pa Py | || Рух [= 11 
致密 , 故 Р, X 为 有 限 维 空间 .又 当 xE jx | Ar = 
Aar! 时 ,有 


(AI —- A) !т = (А-А)! ge 
G 
=- (А-А! А) А) 一 А, 
il 
zx, АА-А) 'z 
An Ађ ` 
MAOI- А) !х = — MA 
Ü 
{l _ ayi 
57 С A) dàr 
1 — dÀ = x, 


T Dri з-д =e А — Ап 
Вх = Puz, 所 以 有 
lz | Ax = Асі S P, X. 


(ñ) P, À = iua - А)! АЧА 
p A aale (AI А) АГ A — АР)дА 
= 元 | + 5. С лута 
= =l... „A - А) 1А 
= = А, ИС - А + А)ОАГ- A) da = АР. 


(М H (ü) АСР, A)" = (АР, )' ËD A * PZ = 
P А", НЕ РЕ XAA PISS РАУ 
€ PAX" FPL Pi X" 是 A* 的 不 变 子 空间 .你 
EILA" = А. 1—0 х е X, 

ЖОМ - A) l>) = SA - A)r} 


= AGT- А) !г) 
Ü 


Mal A- ADAL- A) !z) 


-1 
= 
=! A -1 
А Ох) + + Kial- A) 11), 
Ü [y 
所 以 有 ЖУ. = ААР A) п), А 
БЕ 
231 а Ар 
= Рх) = PZ f(z). 
注意 上 式 对 一 切 x £ X йм ROGE 
f= PE Pr X". 
МТРА АЕС РАХ“. 
8.2.40 ЖА R E Banach 空 间 X Б. 
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ќт) = fial- А)х)аА 


F.R = (ÀI - A) l. ЕНА E atA), Ау 
O. R, ТЕА, 附近 有 展开 区 
Ena бар 

(А — Ау)" (à — Ape! 


К, 


+ Сув ССА А0)", 
б] 
ЕФ С(у=-я,-я+1,е,0,1,2,›50Х Б 
有 界线 性 算 子 . 

证 JAX X) É X F 8 SP. šJ pi АУ Banach 
空间 . 易 知 有 e > 0 Ë V f 8 (ХХ), ДА) 
О<1А A l< е ЕТ, НАТА - Ае LRA 
ME 一 的 谱 点 加 ,于 是 ,在 А 附近 有 


ДБ) = >раМ(А- А)" (laurent EF). 
易 知 上 式 中 的 


,= ЖК) 
"O Rmi a СА + Ад)" 
(n =Ü, +1, +2,---), 


di 


所 以 
AR) 


-N L Í FAR) оуу 
之 Rais а-л Cf — Was ào) 


_ l x __ К КЕТ 
= Кош L -Ap e (T I TO A0)"), 
注意 上 式 于 一 团 F € #(Х-= X) 成 立 , 所 以 

R= > К (A = àa)" 


— H 一 
271 „ты ЫЫ: {A 一 Wu 
— У) GA Ад)". 


т j RR _ ЕА 
хе = Rmi» local 5E їн 一 Ду)" 19А E AX X) 


(n -=0,+1,+2,-=),АПП 
R 


— — —_— 


_ 二 | 
Сър = Rmi к 和 -一 Wa 


Си Ap R, dy 


2 m: ГЕТЕ 
= (А = А)". 

下 让 有 xm 使 对 每 个 z € Pa Х.(А1 -Aor = 
PENAI АР г = 0-ге ХЖ, 
(Aot - А)"оР, = 8. 

由 8.2.39 题 的 结论 知 , |x Ar = Даті Р, X, 
已 ,六 为 A 的 有 限 维 不 变 子 空间 ,从 而 易 知 ,PX 也 
POA) 的 不 变 子 空间 (这 里 PLA) 是 A 的 任 一 多 项 
AOB roris se 1 为 PP ХВЕ, ДР хо EAR 
于 Ао BJ RAFI] R. TE, со. Ала, A rot Абеу 8 
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性 相关 ,此 有 非 零 多 项 式 


РА) = ahh + ofA + ЎА + 


+ afat 
$E Pot Aro = 6. orp Arp Аг, Айсу 线性 相 
2.8 ЧЕ 32 ii yË 
РІА) = аф + аА + ад + o + аА 
РСА) = 9,…… 如 此 有 非 零 儿 项 趟 
Р (A) — а нард + апд + 
+ aff ln 


使 P, ICA). = 9. 令 
PQ) = PQP (P. (A), 
则 对 每 个 x € Р, XH PA: = 89, 分 解 P(4) = 
А .不妨 设 分 解 式 中 的 до 就 是 题 设 中 的 
ü 


у= 


Аз, ЕШЯ# х £ P. XH Aat- Aar = 8 (Bl 
(А01 一 А)%®Ру, = 0). 否 则 有 x € РХ, (АЫ – 


А)? 天 0, 从 而 在 分 解 式 P(X) = а-аа, 
А здо ИАС ОА) MEAG 
- А)%узё 6,{Н 

(АЛ - А)ОК(А)(А -A)r = 0. 
F у= HAA- А) зл A8 Ma- А)у= 8, 
即 > 是 A 关于 ,的 特征 向 量 ,注意 x € P, X ëk y € 
Р, Х.Х Р; = Pi ÄTA 


— _ 1 { 
у= РУ = =] л, _КәЧА. 

注意 Ау = Ау, 

-L àl- А 

У 2711, е А 一 д, ?®^ 

_ 1 Y p 

= 55], ap -EÀ 1 =ê. 
REFE, MAG,- А)%Р, — 0. TEŽ n > Yo 


时 ， 
С. = gl- А)" `P. 
= (Ау - АДӨ"! (Ал 一 Ар, = Йй. 


58.3 Hilbert 空间 及 算 子 理论 


i X (Т) 数 域 A 上 的 线性 空间 , 若 对 任 
г.у X, FE A DEAN r, y) 与 之 对 应 ,县 
xA OS (е, Y 满足 

1 (х,у) = (y.z)(z,y E XAMR M); 

2° (агу + Bessy) = абту,уз + pira yp OR 
一 变 元 线性 ); 


s0, Cr, r) = О = 0()E fE), 
.1) ЧП а] с) ЖКА + Ру 


3 (z...) z 
MUPRCX C, 
АЗИЈЕ. 

易 知 ,在 内 积 空 间 ХГС Х,Ж Г 
lal Ст, MJ | + | Хх ЕВЕ, Jr 
PETRA eh РИН КЕ! ИНЕ. së НА E E lal ( El) i 
积 空间 按 范 数 [лу = {r,r Së Ë) ЖОН Hilber 
== [н]. 

证 明 一 个 空间 为 内 积 空间 或 Hiber 空间 , 只 1 
根据 题 设 条 件 效 个 验证 公理 1,2 ,3 Вар. 
8.3.1 举 测 三 个 内 积 空间 ,它们 的 范 数 者 不 能 由 
内 各 导出. 
解 “首先 注意 , 当 X 是 线性 峡 范 空间 时 , 若 X 上 
的 范 数 | + H 可 由 内 积 导 出 ,由 | ，|| Wa: 
Пе + у 112+ Пе у? 
=(r+w.r+y)+(r -yr y) 
= 2||&]5+2]|[у[. 
出 此 知 : 

T Cog 中 的 范 数 | | = max i 2 (1) 1 不 能 

HIS H SH. 例如 取 zf 一 Ht — 1- #, 00 


z= y] =, ежу? = hasyl? 
= LER, гну le- yll + [5+ 
2|| yl? МОН СВЕГ ABER. 


00 (р = 3) 中 的 范 数 


rl = -> | £ yta 
ЖШ ЛИНЕ. ИШ r= (1.0,0)， y (0,1,0), 
MJ |> 2-1. Пу = 1, +12 = 222, l ar- 
3| = 22, R r+ y|? + [zr - y| ° -£ 
2 有 21 + 和 yy. 故此 范 数 不 能 由 任何 内 积 导 出 . 
GD Ел 0,1] 上 Riemann 可 积 隧 数 全 体 ) 中 的 


WR iel = | aG тас 不 能 由 内 积 导出 .例如 最 


r= куб = 1-е = H, iyt? 


二 
yy 上 27, 故此 范 数 不 


ШЕНИН Н. EEk, H р>, p2h}, ФЕ 
数 都 不 能 由 内 积 导 出 . 
832 设 只 ,Ra 是 -: 列 内 积 空 间 , 令 玉 = 


Къ), ER, өз |, 2 1, HEr), (у) Є 
RR HE, gi „у= (ах, ). Са, t (y,) = (r, T y.) 


Bieno = н ,证 明 R 是 内 积 空间 ， 
чр, 都 是 Hilbert ЖЛЕ, R 也 是 Hilberr 空间 . 


证 SE lalia 501, 2 < e, 
n=] a l 
У tal? 
w = 1 
=< Уу | 过 可 | 2 + | Уз [2 +2 | (х,у) |) 
n- | 


=Y (2[х„Ї?+2Й у?) < о, 
u=] 
故 R 是 线性 空间 . У 


> (or у) = >у{у„.л,„) 


=l 


1 (г), 650) = 
= {fytin D: 

2° faleth) + 805027), O 

= Уш? + йт?» у.) 


а Уа э) + B YO y) 


СИИ) 


= allr P) (y )) + А027), (ә, s 
F lerh) = У (золь) 2 Ü, 
n=] 
(rah Crn) = KES r) = й. 

A R 是 内 积 空间 . 

БЕУ R, 都 是 Hilbert 空间 时 ,也 是 Hilbert 55 
间 : 令 工 = Cr), 设 (xz) 是 了 R 中 的 基本 列 , 即 Ye > 
О.Е K, p. >К, 


| ху 一 z, [2 = > | хц? _ тү? |: < Et, 
r=1 
注意 
— ru) | <(> хх — y| 22 < е 
т 1 
{я = 1,2, ). 
ak тЫ, к}, +, 0) E R, АЕО T R, 完 


备 , 所 以 有 zU) — xz, ER 人 一 吧 ). 再 注意 对 任何 


мі = 
= 
т, йг! -ху |? Уруу! ~ 
r=] 


"m-i 


= КЕ). % 令 j 一 ,得 到 >》 | 
=< = (h > K WJ), АФ y 一 = 88) 

> {ж — x, 1: 
此 处 由 于 
> \ х„ |! = 
(Ура-а ро (Ух 
< Mh = K), Е 


х ||: < 
ЫС 


= =Y (k Z КВ). 


(У) | r,- г? + rt) 1 2512 
+=] 


= Ë) 25912 
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所 以 、; |z, 2 < =.Ф = (у), z € R H 
|a r] = (N [2280 z [2222 7 (> К 
HJ). 
Bl о (b — оо), ИЩ Fe Ж Hilbert 空间 . 
8.33 0 '0,ео, ne | Ж КЕ" ЕЈ -- 956, 0209: 
CRS R" FHA ЕЗ ДЕ x х n BEE A 
вА а) ) ,使 得 


Све Ху) Е > Da m. 
1 , 上 一 1 = 


证 — ua, = (e.e) Ci) 2, n). а, 
= d H SPE ВАВ 
Ое Эл me) DEl, Уе) 
ra = 
= У > plene = -$ Уаз h 


. 1 
注意 对 任何 > Ge 28,4 
СХ Ее, se) = № Dua h E 
' | ' 1 I 
= || Уге, [2 > D. 
"=] 
HEEN, 


=fr Š “ау = Увек, 


ВІДА = (а, ) 


( r. y) = ` Хай т. 


易 验 证 : 


> Маё у = >; БӨ aiy ёл} 
= 1= 1 
= - >; У} a, ёр = 7 {ysa х); 


бо! 


F (аху + йт, Уу = = afany) + {лолу}; 


Pirr) у) Ya E 20,2 = 0S{r, x)= 


F (u y) = 


8.34 НАЈ, yE H ЙТ > € Н, 
S /(z)- (r.y) ЕВ: yC H'E |l fl = H >l. 

证 ”由 内 积 的 定义 知 了 关于 zx 线性 ,又 

ОКЫ lal z] (ЄН), 
所 以 了 E Н.А l fl] = Iyl. 5-2, y> 
OHP. 1 (y) =1(y,y)1= Ixl РС ТУГ? 
| x Il, ETEA 

АП = sp РАС 之 ATyT) 
所 以 有 
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= 151. 


10 = iyi. 
8.3.5 pEi- a, + oo) Ей Lebesgue НГЫ 


Жор) >0,H = 1/1 f #E(— оо, + co)Lebesgue 可 
WETT AOD pde <+ о, Н а.е, iS 
的 函数 为 同一 , 证 明 按 通 常 函数 运算 及 (F,g) = 

| A ODDp(2)at, 日 成 为 Hilbert 空间 . 


证 ЯШЕ HEART B, HEH BO Hilbert = 
间 , 设 (f,) E H PREAB Ye > 0, 存 在 六, 当 
nam > М,Н 
П = = (о GO Polat 
< є?. 
Va > 0,22 E. „бо = | Ут) y pl- 
f. (ry pir) [> сі, м, ЧЕ 
ат(Е, „(0)) 


<j，。 л) ло) рса 


«Го л) Рр < e, 


此 表明 (六 Ур) Rot MN EE К Ж Ж LEEA, 从 而 
(лр) 依 测 度 收 化, 设 f, p= Гр i Riez EH, A 


ЈС, Ур) f f, Jp fp EEM nk МЫ, 
| (Лб) fa (r) Тре 
-| | fü) PO MAD VP а < ег, 
= Ë — со, HI Fatou 引 理 , 有 
W | (t) = fO) plede 


= ОУ - бо) рб) Pdt 


en Z N). 
注意 此 处 


о рб ав) 
= (| DVD -pV BD 
+ V ра) Pde)? 
И - £C) рй) Pary 
лс Уво) шул 
=< f7 IAEA Ddi < = (ор М). 
FAFE H, fils 


I-l [7 лсо G) puya: 


<= (ясе N). 
此 即 所 一 了 人 一 co 所 以 五 为 Hilbert f. 

8.3.6 HH RAREN EHRT EA, 
HEHH; N 完备 时 ,NN = СА у. 

证 МСМ) МИРАН E V Є (м1), ñ 
N 5688 VAM Е N.,z € Nl, 使 4: = rn 
=. (г.г) = (хо) e li EEU 
Obrni О. | е! = О: = a. РИД z = лу 
E N Ae € (МЇ)! Е, ЦКА d = N. BZA 
N = (М-)-. 

8.3.7 НЕКЕ, M.NC H.L RM B 
N 张 三 的 线性 子 空 间 ШЕН] 上 -= MLA N- 

证 Жом, Z NB 1-С M-, LICNI, 
PAL GM [Г N4. RF. Ye € М-м, 
Щу] М,у М.Д H z € L.A z = az) + 
йг ЖН ЛЄ М, М), iy =. Bl y C L+, 
注意 yE м! СМ! Ө M (мс I . 2 3 
WA Ll < MLA NE, 

8.3.8 Barh rri oe ai i= 1.2, m Ë 
EAA, HRE Ek ЕД ars 
а, ;使 得 


z) = 


є 


ry- > ал? 


= 
达到 最 小 . 
Ш = Cx) 0 


n, x ER ,于 是 所 提问 题 乃 求 达到 ze E roaz, 
s.a 张 成 的 子 空间 上 = | > an а, € R11 的 最 小 
+>] 


PAHen aa) dH L su БАРЕН 
1 .rn 一 Уан П А (о - Уеа) = 0, = 


ГЕ 1 


1,2,8, И 


~ 


"Ñ | 
valan) = (хра, i = 1,2,8. 


所 以 满足 ЈН АЈ (оу заза.) FEE Д ај 
题 的 解 . 


8.3.9 设 忆 为 Hilhert 空 间 ,Ad 为 U PRETE 
HJ EBR: M = (M-)L ML = M-. 

证 Ф MC(M1) Ж, Ме. (М2). ум 
JR r € (МТ) ,由 题 设 条 件 ,可 将 > 进行 点 交 分 解 ， 
Вб. € M.z L M fE x = mr +. ЖА Є 
(М), s € МЫ, (х.х) = (zo. z) + |z], 
WAO- 0+ |z 2 8 z = 0,ñk > = za € M.B 
rE(M J! AF ЦМ) C M.S L M = 
(MHH, 


D M- ML ER УЕН + € МІ уЄ 
MAA y, € М, y, — y (n — o) (т,у) = 
limt{ am =0,И + у. TER y E MIEL BUL > 
C 条 又 2EM- 任 意 ,所 以 ME M+, 综 上 有 有 
M = М-. 

8.3.10 Ë H A Нет =Ë, ЯН ЕТЕ 
(ну, HEHH 

H = LOLI eL (Р REZAD. 

Ш > iir, EL, i r, x (n— оо), ФЕ 
геу H = |. GO L L RH z = xo+z, 其 
Фо € L.,z Є Lt. Plr? = (ro,zg) + 
|z] E r) = 0 (nn = 1,2,6), (ro,z) = 
0, 所 以 zji =0 即 z= 8, 从 而 r= z € L. 

<=: H E Hibe 25 (81, Г. ЙІ, L л, Bebe 
EEH ЇЇ z C H.A za € LEL $h = 
rot Е.Д ҢҢ Н = LOGO LL, 

83.11 Ж#Н) = (0) © Le -Tin = Ql, 
"Ж Hermite 多 项 式 , 作 

pt) = Оа) te EHG). 
WEA (ln = 0,1,1 120 оо, + со) р 
ЛЕЛЕ. 


Ш ЖШ, (0) = 1,2, 
m = п ЕЧ, 


| pW de = 10) 091) 


| 为 正 交 标准 系 , 当 


x Иб H (OH, Dde. 
用 归纳 法 可 证 


H(tt)= w! >C 1 тое 


з= 0 


-HEV nin- 1)зз(т—2у+ DODY., 
其 中 
x , 当 ? 为 偶数 ， 
Maps, 
i n 为 奇数 . 
所 以 
H, (z) = 2n бз CUa- DG -2 


т 


(m - 2))00:)" 1: 2 
= 29Н, 10), 


н 1 
2 
2 


ктм) 2 为 偶数 . 


КЕП Ўр К, 
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Ау) е 


| н» )dr 


= [(2" а) mn] m) 1-1 
x| н„@)е б) 
= (2 nmn) T 
= (Pnl x2 "ny x) 5 
хн, И (е) 
= (2% М2" У 
х (一 р” |н, Сезу (zdi. 
| H.G) vem), 


+ оо 
= H(A VOTIC) 


сх 


-| | ү {ун (аг 


一 《一 Dal vte GiH, ftdt 


= ( - 1) 2m f ytet ajde. 


E m = nhf, 


| VEP Odi = r е д = Хт; 
ЕТЕ 
Ж + ° 
| vt ГГ. Ра Vm ) = 0. 
— — бю 
所 以 


Í| aya, de 


= (221) 22" | ve ДЇ Г, 

_ il п = т, 

_ іо, H = Рі. 

以 上 表明 i 6 (z) | n= 1,2,6} 是 标准 正 交 系 ， 
ТОЕ СВОЕ) R alt) E Liero 
得 

| асра = Ф (п = 0,1,2,:), 


从 而 


| (eH, (dt = Dla = 1,2,5). 
ЕЕН) -- 1.H (r= 2: ,H,(r) =- 2+4422,..., 
ЕЕ 

566 


ШИКЛЕ -0 (я = 1,2,2). 
HR RAR 
Fla) = | aE erdr. 
Fir) 在 任意 有 穷 复数 有 定义 旦 到 处 具有 有 穷 导 数 . 
F'(z) = [ое ачса, 


а 
Боа = [асое еса) нде 
{я = 0,1,2,---), 
МЇ Fiz) 三 0 因此 
оз 2 
[хе Себ =й (- co < Ë <+ оо). 
ЕХЕ e y 为 实数 ) НЕ £ M. - |o 积分 ， 
得 到 
ае Bea aq, = 0, 


对 一 切 #4 5 uo 成立, 从 而 可 得 +O) = 0(М, 
фихтенгоъи 微 积分 教程 第 三 卷 }, В, (0) | n = 
0,1,2,… 上 | 完全 . 
8.3.12 = la 14 € Al EG НН) 
HZA, EM: 
УВА Ж © HEN ry € HKA 
(г.у) = > fria Kye). 
E =: НИЕТА. НН 
x= > (Talay = > ERARE 


AE A 
所 以 
(z,y)= (Ў) (х,у), У) (y,e,)e,) 

AEA нЕ A 

= У) (х,а) (е, У) (ea) 
АС А мк А 

= Ў) (жа) Ў) Ore (oe,) 
Ел нЕ A 

= Yl (r.e)(y,a) 
ДЕА 


,对 每 个 и EAÑ 
lle, 2 = te,,e,) = > (еле е„, еу) 
¿€ A 


= [| He 1. 
不 芒 设 |е, 1 0, Ат le. | =1(EA), 故 3 为 
标准 正 变 系 .又 对 每 个 z € 五 ,有 


[|z] = (z,z) = > (т.е) (ra) 


АЕА 


= УМ (ж.е). 


АЕА 
所 以 至 完备. 


8.3.13 RiB In = 1,2,1 12002, Bu) (8 


oo яя ге ЎА 
Ф,)Ф, 是 /的 Faurier 展 开 , 称 (= УС ФФ, 
(«= 12.20) 为 部 分 和 序列 , а Elow) = 
Уак) Ф007). HEB 

50б = | fo Е, (ow data). 


证 5,0/)(0) = Уе. Ф,)Ф,( о) 


` | G) dpe ьа) 


| Ко) Be Ф, (о)аһ(а") 
й sel 


= [ AE, (ww диб), 
8.2.14 ЖНА Hilbert Zj da lA € ЖЕН 


的 完备 正 交 标 准 系 , 又 设 了 是 六 上 的 函数 ,而 且 除 去 


中 最 多 可 列 个 元 4 外 , (А) = 0, 同 时 人 (А) 12 < 
Ae 
co $ H E УНА £ AR, ЕНЕ pa 5k at £b k 
ie P Карр 
(б,в) = rO) z za) 
EF WEI 525 8], ПЕНЯ B E Hilber 5180, 3EB H #IH 
ЗР. 
Ш ”首先 (了 f,g) EAR. H 
ФР, = УТСА) 12220, (f. = 0 
le 
SJA) =. 
111) КА + ЗР.) 
бал) + PRAD КО) 


= ЕУ А) gG) + B 220) (9) 


= aff a) + Д#(}›,д}). 
Ш (Ук) = УЗА) ОА) 
АЁ 上 


= Ука) =A. 

КТЕЙ Ө H PRATER. 

ЖЫТ РЄ B.P л = > Fae ,注意 到 
2) ПДА) < оо, z = Yaya жал. ® 

ФРА) = Ула, 

显然 ¿ED ЖН ЮӘРЕНИЦ. НА ОН f,g & Н. = 
кН, ф >= фи. у REN. ТЕЗЕМ z = 2. erde, 
Є 万 , 则 在 中 至 才 有 可 列 个 六 使 (ee Z 0. > 


КА) = (ria), Шауа? = > > (r. e) 2 < 

со, f € Ñ B А) = > (a = = У (з, n)a 
АЕ" 

=r, W у 为 满 射 . 又 I (Q) { = jz] = | 

> (z, ae, = > е) = > А) = 


和 TE Ri y 是 保 范 线性 同 构 ， АШ Н в Hilbert 空 
Їй]. 


8.3.15 1# f(x) 是 单位 图 | z 1< 1 АО И res 


数 ,ftz) = Daw Бү, < оо, ТА 
SkA H Ея 它 按 通 常 线性 运算 和 内 积 


(Тун) = Лт 去 fire) є(те®)ай 


成 为 复 Hilben 空间 . 尾 取 H, 中 的 完备 标准 正 交 系 
[е Се). ЕНЩ Ра |< 1. 1 1 之 1 时 ， 


Хе) e (r) = ТУШ: 
证 ян 由 六 1 = im 去 | flre?) 1248. 
对 每 个 ftz) = Уа Є Н, T(f) = la) 
€ F, ЯХ T EH, É 的 线性 同 构 .又 
IAI? = ш э], Dyare” Рав 


一 Хп п) > адне" "dO 


= Ул L > > 0 т) 
Р N i de 
. < Í 
= lm. 2798 Га, е + 2л 
= Dia t= = a) 12. 
Н 与 о заан, 所 以 H; 为 Hilbert 空 


BJ. 及 由 上 上 知 1,z,z:,… Д& H, 的 标准 正 交 完 备 系 , 故 
对 任何 其 它 标准 正 交 完备 系 (eslz)) ,有 


(е) = Уа 20) ай, = Dyl rendent z} 
k = (U mr=E 


故 ORD 
= Ead: È ry 
= У) лм 
= Уе = Урат = ү. 


8.3.16 i HAA Hilbert 20H, A EH EWER 
线性 算 子 ,证明 
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А =- A*r E H ,Re(A7,2) = Ü 
Шоо 字 ;Re( Ar,x) = --(Аг,х) +(Ar,x)) 
= FAT) + САТ) 


= (Аут) + (А*гул)) 
= (xE H). 
<: 
(Ах) = (cAr) = (Акт) =- (Ах, х), 
УВ = А" + А,В B АН. H 
(Brr) = СА‘ + А)т,г) 
= (A`+r,z=) + (Ағ, х) = 0. 
TE -rE HA 
i Ber ||? = (Br, Вх) = (Ву, т) 


LICA + Ах), x+ Az) 


4 
-(A(xz - Ағ), г — Ал)! 
= Ü. 
В = #8 ША =- А“. 
8317 ЖНЖ ja T € AH — Н), 


ITI = Т, ER: 
е H! Te =l = із Е НТ у= ух}. 
证 ҮРС r€ HIT = z, 
б< M P> zl 


= |P l+ ælt- (T'r,r)- (r T >) 
= Іт" l zll? (z.Tz)— (Tr.z) 
= Trite bahs ell- keh? 0, 


B T'z =... Bele C H Т'х=х\.РДЬ} 


rE HI Trs т} {т ЕН Т° = z}. 
BHA 

l€ Hi Trz C хл £ НЕТУ = rl. 
所 以 

т HI !ITe< = zl] = lz € H I T* r = xl. 


8.3.18 ВАЄ AFE 2) W z = (6) € р, 


= (Уа), А” х = (Daa) зя 
al 


Arri) = = 1.2... 


证 Re = КЛИ = 4,2,…), 则 
(Aeg) = а.а," = (Ае, е) = (e, Ae) = 
(As...) = а, 

8.3.19 设 万 为 复 Hilbert %0], A СН H), 
A ЭА 的 特征 值 , 问 4 是 否 为 A” 的 特征 值 ? 

M 4 未 必 是 A* МИАН, л, (л) Ж НН 
的 标准 正 交 完备 系 ,在 下 定义 算 子 4 : 
iĝ, i=l, 


ël ‚1 = 2. 


t — 
dy = 


Ае, = 


t 
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即 对 每 个 z = 2146 € H, 


Ах = Јал = Уе. b 
所 以 对 每 个 > € H, 


(Ar,y) = Se (ya) = Уа 
1-2 к=з 


一 Убал = (r, A ` y). 
J: l 
ЎТА y = уле EHA 


Ay = Ум" 6 = Уу = У. 16. 
由 以 上 易 知 ， А= 0 为 A 的 特征 信 ( 因 有 ci EH. 
e, Æ 91 Ae = 站 ,但 0 = DU AE A ° 的 特征 值 .事实 


上 ,由 A*y= Эле, = 0, 推出 m = T = в 


= 0, 即 = 9, 所 以 A* 无 任何 特征 值 
83.20 É HÆR Hilbert =Z [R] ,J E H PHAR 

HEMAT, XF -— SJ + € Н, f (т.т) Z: Ca, 
zi 此 处 己 >0) ,在 百 中 引信 一 个 新 肉 积 (zy = 
(Jz,y),z,y € H, ЕВ 

D HRO, -) 成 为 Hilbert 空间 ; 

ОАЄ ВН-+ Н) в 

A fEH; PARE ЈА = A° J. 

证 @(-,-), ЧЕРЕН 558 (862), DUE H, 
A Hilbert 25 [8]. Wa) 是 H; 中 的 基本 列 , 即 || x, — 
ты |, 一 G (n,m — ©). 注意 |z,- Z, ll; = 
2,- 故 Cx,) 也 是 得 中 的 基本 殉 , 从 而 有 
Се x) z, 
z — В.В | r. - | 


Clap- x, | 
r€ Н. т, z E |+, - + 13 = 
- ғ). EEJ AR, =, 一 
О, Ну 29 Hilbert 空间 . 
Q) =>: HA х,у € Н.(Ат, у); = (т,Ау}у. 
R JAr, y) = (Ja Ay) = (A Ду, у). БРДА ЈА = 
А. 
<. JA = А.Ж ay € H, A 
(ЈАх, у) = (А* Дг,у) = (Jr, Ay), 
即 
(Ar,y) = (x. Ay); 
# A # H, "АЗ. 
8.3.21 Ë Hilbert Zi] H BB) AHMAT ET 
有 特征 值 ? 
解 ” 复 Hilbert 空 间 中 的 自 共 辆 算 子 未 必 都 有 特征 
值 .例如 ， 


RH S Lineo zl 0 (TO) ate, 


CA H HH Hilbert 空间 ,对 每 个 了 (9 € Li „а. 


Arlt} = arll E[l- m=.r]), 
易 知 ,A ЖН PHARE T, {BHEE A, h 
СА = АГ) хг) — lt- 
推出 re) 二 0， 
值 , 即 无 任何 特征 值 . 

8.3.22 ШТ Æ Hiber Zj H EKRE T, 
le le € Ai 是 万 的 标准 正 交 9 EER, 2, | Te, I? 
< of 此 种 工 称 为 Hilbert-Schmldt 算 子 ， 简称 É. H. S. É. 
F) .证明 HL.S. 算 子 必 有 界 纪 


{тї Te П". 
re x 


дух 20 


证 令 MH= Уд | 5& 为 复数 ;ei € іе е 
451l 


EAk 1,2,6, nim = 1,2,: t SEE z€ H. 
ЖЯ Hr 一 206, ea) Te, , MIH 
ете, || 
К 
=< (Y те, ПХ (rre) PYZ < оо 
те А Є Ж 
知 旦 在 HH 有 定义 且 有 异 ， 


| Bl = < (> l Te,| 22. 


ME WH fE M E,T = B ‚Т ы EE, ME 
万 稠密 ,8B ET 在 HH 的 有 界 延 拓 , 由 延 拓 的 唯一 性 
AEH L.f T = BB, 所 以 结论 成 立 . 

8.3.23 ЖТ E Hilbert 空间 万 上 的 有 界线 性 算 
F.A R T) 为 有 限 维 的 ( 即 二 为 有 限 秩 的 ), 则 丁 为 
Н.5. Т. 

Ш е а Єл HM ТЇ ЕЕ ES <, 
MARE ЕЖЕ Л... L СЕКСТ) ,使 


|ы? = ú Уто, АА ЇЇ? 
k 1 
= У) | (Te, , fx) 12 


= > I(T fre) 1 


k i 


(e € А). 
所 以 有 
> l. 2 = У) У 
+€ A aE A k=l 


-> Урт Де) 1 < оо. 


全 = 
帮工 为 HS. 算 子 . 
8.3.24 Ë ГЕНІ 55 
HH 了 全 连续 . 
证 х^ | Tel: 
абл 


Те Ае) l? 


Уан ЕШ H.S. AT, iE 


< == WA (a) С le, 1а 


Л e, Æ e Bf. Te, = 0,22 || Te, | 2 < «=. 
k | 
对 每 个 x ЄН, x = > {aiee ТАУ. 


z£ A 


Tr = Sy (r,e) Te, = Y (rayta, 
«Єл 


S Тл = Ухо) Te DA T, АЯ 
$= 

+, isk. V 

IT- T,| = SR, ILT- T,)z| 


= sp | У^ х, Сазе) Те | 


= вир $ | (a, er} Tes || 


її, 


< зир (> (зер) 12)122( È || Te, || 2312 


WN 


sup ( È E Те, 12) | a |l 


<> J| Ta 129120 (н о), 


É=whl 


8.3.25 设 4, 电 是 Hilbert 空 间 五 上 的 线性 算 子 ， 
它们 适合 
(Az,y) = 
证 明 4 有 界 . 
证 Vyclyl l|] yl = 1|, 易 知 (rc,By) 是 关于 
х 的 连续 线性 泛 范 ,又 注意 对 一 切 y€ iy | | yl = 
li, 


(т,Ву) {ry € H). 


lir By |= CAr,y) 1 А 1. 
由 共鸣 定理 知 有 M fE sup 1 (r. By) S MM 对 一 切 
уЄ lyl |] xl = 11 АЁзу А 
HR, Ae, | (z, By) | 


= вир вир | (Az.x) I< M. 
ПУП = Il zl =1 


注意 Ar = вур | (Az.y) |, 所 以 

(Ыр, | Ax | = ip үзүр! (Ах,у) 1= M. 
所 以 А ЖЛ. 

8.3.26 (е) Æ Hiber 238) НЕЗ, 


(А) HERF, А, — Ü (u оо), 

Tx = УЛА бааа, 

ШТ E H ЫЙ АЗЫ ЕШ T. 
证 ар, ГА Сазе) хм) Пе) Ë. < 


M| z ||: < <=, T 83... PS NI T ЕН EHAN 
线性 算 子 ,区 
569 


(Тг,у) = (УА, (z,e,)e,.y) 
” | 


ч 2 —— 
_ > UA (ле) (у,е,), 


(х, Ту) = (х, УДА, (зв, \е,) 
= ХА аба.) = (Тт, у), 
"= 
РИА T НК. ЕНЕ Теје. 
AT- Уи хе deln = 1,2,7 
= I l. 0922382838 (DS TR Et). x 


.) , 22 1 Ta 


Ттт, 12 = sap | У) дс.) d? 
Па = ¿= 2-1 


- 1 
S: sup A 17 sup У) 10.6) 1? 
ЕТЫ. r -1 
1-м] 
= ; 123 


= sup | À, 
rcal 


所 以 工 全 连续 . 


+0 {п-к о), 


8.3.27 ik HAR Нем 5218], ЖН Һа 
线性 算 子 , 则 有 

T HRH Sir € H, (Те, с) 为 实数 . 

Ш =: z E H.,B8(Tzr,z) = (z,Tz) 
= (Ге, т), l Tr, r) 为 实数 . 

<-:Ухт,уЄН,Н 

(Tr, y) 

= Тев уа +) Te yhe- y) 


ECTE фу), ку) ~ (Tr = i)e 5)! 
= ПТ +) - (O у,Т(т- у) 


+ т\т + ту, TEx + ivy) ~ (z — y, Ti x iyi 
= (v, T>). 
FFU T AHHH. 

8.3.28 i H 238 Hilbert 空间， генная 
ШАТ. 有 特征 值 , 则 全 的 特征 信 都 是 实数 . 

Ш БАЛТАЕВ, ДН ro С Н, ro 0, 
Tra = Ах, МИШ 

(Tro rg) = (Arg to) = Alro, 0). 


所 以 
А = {Tro'zo) za) 为 实数 . 
(то, эт) 

8.3.29 设 片 为 Hilbert 空 间 ,了 工 是 万 上 的 全 连续 
算 子 ,4 50, = z€ HI Tx = Xr| ,证明 E, АН 
的 有 限 维 子 空间 . 

证 ФЕ = 101 结论 显然 成 立 . 若 天 >= 101 ,我 
们 证 E, BJ a r ЖОЖ]. 
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Wx Е Е,,|| л) = 1{=# = 1,2,9), {ЕРШЕ 
(=) НАК РУ. 注意 Tr, = X>, T 2ER, E 


(Tr) RIFI Tn Y RAR. ATC, ) = Ста, ) 也 
收 误 ,所 以 E, ВУЗА. 

注 ”由 此 题 结论 知 ,全 连续 算 子 的 非 堆 特征 值 А 
对 应 的 特征 子 空间 必 是 有 限 维 的 . 

8.3.30 Н Hilbert 空间 ,本 为 日 上 的 全 连续 
算 子 ,4 关 0, 广 明 ( 工 -3 中 的 值 域 叉 并- дї) E H ñi 
АЈ |н). 

证 у = (A - А), — уон о), Ef Ar, 
= Аг, — у (1) Euro 有 有 有 界 子 列 , 因 А 2E 14 
(Аз) ETI Ar, KA ATC) = HAr 
itat. it En, "9 E0 ДІ Аг, 一 Ao; 所 以 Ат, _ Ar, 
ж Aro — Ало = yo FTA у € AA — АР). 

7 h>. l = 2,4 E, = jz € H I Ar = 
Arl. ECH E, НАВТ, AmA £ Є E, 
使 
Га, 61 = if lza yil el) 

(n = 1,2,9). 

- £.) АНЯ, ШЕ || >, -- 


一 & 
оо (2 — оо), И] ы 一 ETE 


He 
||, - 


(A - А), 
(A — М) = [z - 1 


х 1% 1 =1(#=1,2,—-),[ (К | Y Е) # $l 
Cha, I HES BE 和 — (Е оо), ДИКА = А) 一 
Ag — А = 如, 此 表明 Є 后 ,从 而 
Pp Ba) < =< | Ya 一 po ЇЇ — Ü (n — оо), 
另 一 方面 ,存在 z € E, ,使 
elh B= lpo i l 


Hair, ё, | 一 


— f in — co), 


= 1 тает 
-TT 
= TET St | 
> qg ge = {ш 


= 1*0 {n = °). 
RETA, , 故 (z。 – 2.) BARTI. BH (i) 之 证 ,并 
注意 (4 一 А), = 9, 易 证 得 yo € WA - Al). AZ. 
SA - АТ) 是 闭 的 . 
8.3.31 НЕЯ Hilbert 
АЕТ, А > 0, А] 
¿€ al TS 是 下 的 特征 值 ， 


s 间 ,全 是 二 中 的 自 共 


Ж >h СЕО АТ - AL) Y H ЕНДЕШЕ 
子 空间 ,省 ГА) = H.BJ(T - А!) ВЕУ, ie 
BCT - AT) ААО rl H В P E EPS А 
Є рТ). УНА), АКА ET ТШЕН; EAT- 
aD Z H, WE z € H, ség | КОТ АЈ). А 
i—i r E HA 

((T- Ах.) = 0, (> (T - HN)z} = 0. 

M Ts = Аз АКА 是 工 的 特征 值 , 从 而 1 为 实数 ,从 而 4 
= AHT ВНЕ. 
二 :这 是 显然 的 事 . 

8.3.32 ЖНЖ Нет 空间 , 工 是 HH 上 的 自 共 
WAF, WER T 的 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 其 相互 
B. 

证 I Ar. A. E: T ШТ АГЕР Н (ЯД 
9) „ерес 是 对 应 的 特 往 向 量 , 则 有 

(Apei) — (Тере) = Сер, Tea) = (ер, Авэ) 
BIA А (ете) = Aale ez). КА, — Аз) ер,е) = 
О.Ж, A Ai- А з= 0. ee) = 0, ВП 

el | еә. 

8.3.33 ik H Æ Hiber 8, T E H БЕА 
全 连续 等 子 , 证 明 了 最 多 只 有 可 列 个 谱 点 

证 НЕН UT) 最 委 只 有 -- 个 极限 点 ,又 只 需 
证 a (T) АЕО 的 极限 点 .否则 有 一 数列 (2) A € 
оТ), А, (8 = 1,2,6), Ч пз m В.А, 2 А. 
А = 40550 (n — оо) НААРА, RET RHE 
T, Hi e, ЗА, 对 应 的 特征 向 量 ,不妨 设 He, 11 = 1, 则 
Cen) Æ H ТЕЗА, HA Te, = Ае, (я = 

2,…) H F T Н, (Те) 应 有 收敛 子 列 , 另 一 
方面 ， 


| Te, = Te, = ЦА, = Ае, h 
= ofe = е,) = (А, - Ао), + (À, = igle, |! 
= ЦА бе, 一 е.) | - 1 (À. Ауе 
一 (д, 一 Ap)en |! 
=I Agl Fe, el oi {a = Ami |H e, | 
=l (А, = А) | Пе, 1 
=1À l ke, eml làn Ар 1- ТА, = АІ 


= 41А ГЕТА — А-ТА, = Ао | 
421 д> 0 (н 


то— Оо). 


这 与 (Tr,.) ERATIS A й À (T) 无 非 0 的 极 
RA W sf 了 T) жуар. 

8.3.34 $E HAR Hilber 8], ХЫ ВАЗЕ 
заат, I. H 中 的 标 淮 正 交 系 (e,) 及 相 
АНЕ О 实数 列 (34,) ,使 对 一 项 r € Н.Ж 


Tr = DIA (ее). 
ЕТ 


式 中 У) 表 有 限 和 或 可 列 和 , 视 (。,) 有 限 或 可 列 而 确 


定 . 
证 ”用 1! ТЕОРЕ ВУК, ШШ и, | 

无 限时 , 必 有 pe — 0 СА -= оо), 4 

E, = |> € Ні Ту = xl, 
B NL. E, АА, 23k > M.E | E Вее, 
‚е, E Е, 的 标准 正 交 基 , 用 ек1 еы 425777 En, k 
Е, 的 标准 正 交 基 ,，… 令 

Ар = Ау 二 去 Ат дү 

Ak = Ашы = “А = т 

于 是 得 到 下 的 标准 正 交 系 {e) 及 相应 的 实数 列 
(a). H M Ehee en 张 成 的 子 空间 , 则 M 与 
М-Ж T BJA EB], А H = МФМІ .对 每 个 
z E H PERZI a = r, + == EAE z, € M, x 
MT), AAS Tr = Tx, + Tel, 注意 zx, = 
Dirse Je, FT 


x, = XC, е) Te; = у (r,e Je. 


又 注意 Tiv- 仍 是 Ө ЗЕ АЗЕР Т. Ë. 1м 1 
‚ЫР |l) 1 三 p | À, Т, 


of 了 м1? 
[ Ti = 
= Sup ГАТ (æl -+0 (m — œ), 
所 以 有 


Тт = (Те, + Tem) 
= lm 2J4(r,e)e + а (Т міл) 
=“ — 站 “四 


Acr, ete. 


[s ` 


:=1 
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第 9 篇 微分 方程 


591 一 阶 常 微分 方程 求解 法 


求解 微分 方程 , 远 校 求解 代数 方程 困难 .一 方面 
基 由 于 已 经 证 明 有 些 方程 实际 上 是 励 法 积分 出 来 的 ; 
务 一 方面 ,至 今 还 没有 一 个 普遍 方法 可 以 用 来 判定 一 
个 方程 足 否 可 以 积分 . 因此 ,迄今 所 知 的 可 以 完全 积 
分 的 常 微分 方程 类 实际 上 为 数 其 少 . 根据 Kamke 的 
书 ¢ 常 微分 方程 手册 》 所 收集 的 材料 推测 , 可 以 完全 
积分 的 常 微分 方程 类 ,日 前 已 潼 担 的 不 会 超过 -万 
个 . 
在 这 种 情况 下 ,判断 方程 的 类 型 ,对 于 求解 方程 
则 相当 重要 ,本 节 研 究 一 阶 常 微分 方 经 的 求解 法 ,这 
时 最 最 基本 的 可 积分 方程 类 便 是 可 分 离 变量 的 方程 
类 ,其 它 一 切 讨论 都 是 设法 把 一 个 方程 演化 成 可 分 离 
变量 类 .此 外 ,技巧 上 要 求 较 高 ,但 求解 方法 更 简捷 的 
类 型 便 是 所 谓 全 微分 方程 及 积分 因子 方法 . 掌握 可 分 
离 变 旺 类 和 全 微分 方程 类 这 两 种 方法 , 便 可 以 讨论 相 
当 广 泛 的 一 阶 常 微分 方程 . 本 节 针 对 方程 的 各 种 形 
式 ,介绍 了 近 20 种 具体 的 求解 方法 ， 
9.1.1 
上 连续 . ижин. 


= = fp). 


解 элын: 
(a) (у) 30, yE lend 
在 [a,b] 上 的 解 , 则 有 


ауыт) = Fc) (у(х)), г E [a.t], 


J], ytxr) 为 方程 


或 
dy( z) _ + 
бух )) = Frdr,.r с [a,b]. 
Fi y {ro) = Уо. (то. уу) Є [ а .b] x Lr. 过] ,由 则 有 


ауе). 
|, CC = 上 Fr)dr,x C [as 上 
етуу ага ER. АД 
分 方程 
* dy |р. x 
ау ае (e) 


Ф(у) = rz ТЕ у. Fix) = | Ё©х)Чх. 
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设 A(x) 在 [a,5] HER, pO) 在 [eyd] 


Ш( > ) 成 为 
ply) = Flr). (* ж) 
ВТЕ ПЕВА, (ж * ) дЕ ВЕРЕЯ у = y(r),y( xo) 
= л DEE, B Sl r 682. S 
G(r,y) = Фу) — Fir), 
Се, у) 0556 (х,у) Є [a.b] x [c,d] 
2G 


2G _ ру —1— . 
连续 , 且 5v Фу) = сту yE ledd AAR 


据 隐 函数 定理 ,在 z EMRAT ЕНЕ А) y = 
yir) Ж у(х) = yo, 且 连续 可 微 . 歼 得 


G(z,y(r)) = Ф(у(=ғ)) – Fir) =Ù. 
ВП 
dy(z) 
Í Роб) = =| Жош 
或 


和 = Fe(3(z))， 

根据 以 上 讨论 可 得 结论 : 原 方 程 的 满足 у(х) = 
np( 其 中 ro уо) Є [a.b] x [с,9)) 的 解 在 xn 的 某 
邻 城中 一 定 存在 且 唯 一 , V AW BB PR ЛЖ ( x* x) 
енг. 

(EPS у= этә y (у) = 0,3 = 1°, 
"Йй = уќу = Reon RART E, TA y= yt 
= ipe, m 均 为 方程 之 解 . 

结论 ; Жа< у <: 

b ,在 每 一 Б [8] (у, ун) = 1, 
式 解 出 之 解 

а = [/ ат + C (C 为 任意 常数 ) 

除 此 以 外 ,还 有 特别 解 y = уур. се. ». 
9.1.2 ЖЖ 


1<ж< жн <<» < 
єп) 上 ,得 到 由 下 


dy міту у. 
E =+ 1. 解 得 
dy 为 任意 常数 ) 
或 
arc siny = arc sinr + С) 
最 后 得 解 


N = sinl атс ып + Ci), 
у=+1. 


2 _ 
9.13 RIED = 21 的 满足 下 面条 件 的 而 
PRR: (1) (0) = 0:(2)y(0) = 


解 vri тти 


2 
(0 
= r+ ü" 


кип |= ++ Су 


ys HHE (ОСН ВО. 


对 у(0) ) = 0,9116 = 0, С = 一 |, 特 解 为 
_ 1-#' 
Ye 


y0) = 1 之 特 解 为 y = 1. 

9.14 RM, PRN ОЕ, b] R[c d] E 

M(r)N(y)d: t P(r)Q(y)dy = 

Ж AAE 9. 1.125 — J БОК i: W 

N(y)P(2)60,(r.y)€ [а,6]х [e , d 1. WHER 
| Ба +903 = С. 

AMAR = rp 或 ?= yn; 此 时 应 Ptro) = 0 或 
М) = 0. 

9.15 求解 

z(a = ае + y(r? — ау = 0. 

解 ”注意 ;y =+ 1,x =t] ВР, S у 

Ætl, z Æt 1i, HAR 


(+z DO- H) = C (Cj,C 均 为 常数 ). 
注意 特 解 + =+1T 或 一 土 1 串 从 通称 分 式 中 令 
С = 站 得 出 , 故 不 必 单列 出 来 . 
9.16 解 方程 
3e'tgydr + (2 - e )ѕесгубу = 0. 
ж H 


' „2 
>e -de sec уду _ 0 
总 一 时 (НУ 


得 通 积 分 
у = ((2—')% 
男 有 特 解 y = krk = 0, tilpun = n2. ДЖ 
ЖЕҢ 09 C — оо 49, Фф. 
9.17 ”和解 方程 


dy 5 = жу =]: 
(1) ФУ — ycos2 = Mayi 5 =l; 
(2) e1 + r2)dy — 2rz(1+ e)dr = 0. 


Ж (Iy = snr. 
(2) 通 积 分 为 
l+ =ë = CCL+z2)、 
Ж ”我 们 再 强调 一 名 ,以 上 诸 例 的 共 问 特点 是 : 通 
过 乘法 或 少 法 可 以 将 自 变 量 和 内 变量 分 列 在 等 式 两 
按 ; 这 时 方程 已 经 可 以 算是 可 积 出 .那些 阻碍 上 述 步 
又 的 特殊 常数 应 该 事先 列 出 ,他 们 往往 代表 着 方程 的 
特殊 (常数 ) 解 .对 大 量 的 方程 而 言 ,这 些 常数 解 常 又 
可 以 从 通 解 特定 常数 得 到 ;也 只 有 此 时 , 符 解 组 需 单 
列 . 注 意 特 解 有 时 有 着 很 深刻 的 理论 背景. 
9.1.8 解 方程 9 = sin( + — y). 
E ларь ЉЕЧ ВУК, S u= r- 
y MESELA 
dr 99 = 0 


1 — sinu 


可 得 通 解 
„+ С = сїтїн + Тя), 
йн r 8 СЕ 


т+ Ü = agi (z — у) + Tm). 
919 ЖУРЕ 
(x + y)? = аа DEW. 


Ж “u= x+ у, ДЫ 


可 得 通 积分 
=+ y = аш(С +). 
9.1.10 Rytel = а(1+ лу) REL) 
=- a 的 特 解 . 
解 令 xky+1= 4 方程 化 为 0 = ан, ПАЖ 


特 解 为 ，= -二 
9.1.11 z(u) 为 某 区 间 上 之 连续 函数 , 解 方程 
z = sC). 


解 Qut Су) С.ш) Ју = uz. 


5 


du _ 1 dy 
2 


或 
du =(g(u)-— u)r. 
此 方程 已 有 可 分 离 变 量 形 式 , 可 知 : 当 gfa) > 4 时， 
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有 通 积分 
du ` 
Ке = lnr + ЄС 
或 
= Сой Су С 为 任意 常数 ). 
HARER ,y) ,可 得 原 方程 通 积分 ， 
# gua) = ио. Д н = ио, EÉ у = нул ЗЕ. 
# би) == и ЎВО = -X THER > = 
ССС 为 任意 常数 ) 
上 述 三 关 解 最 后 需 通 过 任意 常数 C БИЕ 
定 是 否 有 必要 单列 ， 
注 ”本 是 方程 又 称 之 为 齐 次 方程 , 定 可 化 为 可 分 
离 变量 方程 的 重要 类 别 . 它 的 一 般 形式 应 为 
SY = fay) лу) = Jr YEER. 


GR = СУ) = У.У) АНА) 
9.1.12 atri, 
к 52 = wx, 化 得 
du =® ligu £0). 


teu 
HER sinu = Cr, H sin > > = Cr, йн = O,Ël] sins 
= Ü, W kak а Т C =0 之 取 值 情形 ,最 后 所 得 通 解 
为 sin 一 


= (x. 


9.1.13 2-2 2 = y. 


ж ыж Чу + (е0) Ф = 
5 ,可 得 通 解 = (їп! r |+ CY RRR w = 0. 最 后 
得 


y=(Inl zl: Cr É y = 0. 
9.1.14 求解 方程 (alyas,pbayctvcz 均 为 常 
数 ) 
dy aq r k biy+ с, 


ах ‘arr + byy + су 


E (a) a = o = AREI = (>), 


Gl a 


(5) = k, W 


方程 有 形 
dy _ klax + bay) + с 
dr art bxy + c 
З ц = аут + biy H 
du = ау + flu) 
此 时 得 可 分 离 变 基 型 ; 
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PLODA E = 


“р 


= фазл + уу). 


“| Ё 


(c) 
零 解 (a ,8) 


“cz 兴 0. 则 有 下 方程 之 非 


30, с 


аз ёо 


ах + б\у+ су = 0, 


arr + bsy + cs = Ü. 

FRE X = а-о, Y= у- 8, HERH 
ЧҮ _ aX to Y ч Y), 
dX aX + b, Y TE 

已 具有 齐 次 方程 型 ， 

注 “从 本 题 讨论 可 知 , 下 面 类 型 方程 均 可 化 为 可 
d аух + byy + С 
dx =f asz + у + с 


dY = Қат + by + c) 


(ш) ъс а2 Cy a. D 均 为 常数 }). 


9.1.15 求解 方程 
dy _ 工 一 Y 十 1 
dr л+у- 4 
K te Y. ва = 1,8- 2 , 故 应 作 
= X +I, 
үң , 方程 就 此 化 为 
dy Х-Ү 
dX X+Y' 


令 = YAX ,得 
X (u? + 2и - 1) = С 


ү? +2хү — х = C, 


{у = 2) + 2(r - 1) (у –- 2) - (x - I)” = С, 


эу + 25у at - бу- 2р = С. 
ЕЖ, н + 2u - 1 = ОХУ Y2 + 2XY —- X2 = 0 
ЖЕЛЕ С = 0 得 出 . 

9.1.16 设 Plr) Q) HA AKA, КУГ 
程 

SX = P(r)y+ Q(z). 

W В ОС) == 0. ДЕЈ, НЯ 

通 解 
= б” (C 为 任意 常数 ). 
对 于 Q(z) 和 0 的 情况 ,用 党 数 变易 法 如 下 : 
今 设 诛 方 程 之 解 具 有 形式 
у(т) = С >) ЇР 

其 中 Сїт) КЕ 方面 


2 _ = detz} х) Аре Ya Сз,” Ор у, 
为 一 mi. 虞 方 程 右 端 可 写成 


POVEJ el +С), 
由 令 上 两 式 相 等 ,得 
ак = QC). 


ЖШ Cir) 得 
Clr} = асое Проза, + С. 
将 СО) 代 人 YIri 之 待定 表达 式 , 最 后 得 不 方程 所 
RAR.: 
у= [гов есе Је dz +C) 


(为 性 意 常数 )， 

注 ” ”本题 方程 称 为 线性 方程 (外 三 0 时 , 称 齐 次 线 
性 方程 ) .也 可 称 为 可 化 为 分 离 变 基 方程 的 重要 类 型 
之 一 .其 中 州 和 到 的 常数 变易 法 尚 有 更 普遍 的 意义 ,后 
ЎН. 


9.1.17 求解 方程 


ny = eirt D Ha 为 常数 }). 
解 方程 只 有 线性 形式 ,其 中 Pr) = — 


est 
Qir) = e (u +1)”(х те 1). АН БАЙ АА," 
得 
уб) = (m+ "ie +С) (С 为 任意 常数) 
9.1.18 求解 方程 


{ 十 1) > 


бу) = (C - Il yl). 
91.19 求解 B = ру Оу. 


# ЛЮ п 50 {否则 为 线性 方程 ),w 关 【 (f; 
则 为 齐 次 线性 方程 ). 作 代 换 
r = у", 
ПОЕ Е (н, у) 变换 成 {r,*), 则 有 
Че ‚ Чу 
а а-у". 
方程 因而 化 为 
一 Ба = P(a)y + Qir)", 
或 
dz = i я)Р\ к= + il- n)OQ1>). 


由 此 椒 难 写 出 通 解 {注意 ,y = 0 亦 为 特 解 ). 
注 本题 方程 称 为 Bemoulii 方程 . 


9.120 EIRP = 62 - гу, 
E == у aE =- Š + xz, 解 得 


= 一 GHT (CIERRE. 
最 后 得 通 角 


解 方程 
ду 
22 51 


9.1.21 
= r? + уг. 


ж ARAE JMEN 
2x = ¿z - у)ш(у. 

Ж ”以 上 诸 便 已 经 不 具有 变量 可 分 离 形状 ,因此 
求解 此 等 方程 的 合乎 还 辑 的 想法 自然 是 将 它们 化 为 
亦 量 可 分 离 类 型 ,于 基 就 出 现 了 寻求 代 换 的 技巧 问 
题 .前 人 为 我 们 总 结 了 三 种 很 有 用 的 类 型 , 即 齐 次 方 
Ж .线性 方程 和 以 这 两 者 为 其 特例 的 Bermonulii 方程 . 
但 是 这 二 类 方程 也 不 是 万 能 的 . 遇 到 三 类 以 外 的 方程 
时 ,技巧 问题 依然 存在 ,请 看 以 下 各 例 . 

9.1.22 (ry ~- ldy+2rydr = 0. 

Ж ”本 是 不 具有 齐 次 型 形式 ,也 不 基线 性 方程 或 
Bernoulli 方程 ,为 此 试用 代 换 y = 2°. о 待定 , 则 得 


dy = аг" іх, - № 
TARTE 
alaton] dr + 2re dr = 0. 
此 时 项 l, a! 及 zz” 分别 有 次 数 为 2+ За = 


lra -1 及 ]+ 3a, 故 当 令 386+1 = а ПФ a = 
— ] 时 ,将 得 到 齐 次 方程 , 歼 知 应 作 代 换 y = L i 
程 就 此 化 为 
{«®— rx2)dz + 2zrdr = 0. 
令 z = rú, n r EE Bl Ж 
н{и* + ldt + rlut- ldu = 0. 
Ж ИҢ а(н ra = C. и = Тху 代入 还 原 , 得 
L+ 22у? = бу. 
注意 求解 中 所 得 特 解 y = 0 ,可 令 孔 一 + со 得 到 ， 
9.1.23 AJE 
O) Zela = y?) 0 + ут = 0: 


(2) 4уб + z = блу? qx. 
解 (1) 用 y = ARE TAa = + нї, 


程 齐 次 化 , 即 у = z? 为 所 求 代 换 .最 后 可 得 通 解 
у? = zn. 


(2) а= + BR y = 27 可 将 方程 齐 次 化 ,最 后 
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可 得 通 解 
Crt = уб + гў. 
9.1.24 解 直列 方程 
L) yilt 1+ > yt jdr + 2rdy = Ü; 
(2) (г + уа ғ + 3 一 ту ду = Ü, 
解 (1) 代 换 为 = = ута Ө 
Pytt 1 = (Gy — 122, 
(2) RRN y 一 ЗА 
arag É) = Inf r? + yŠ) + С. 


9.1.25 ЖОАН ЛЯУ = pley + 
gla) ЛАЛ НЕЕ С. M АКСО УА = 
(r 为 任意 常数 ) 之 交点 族 , 证 明 ; 过 4M 所作 的 局 的 
证 明 BAJ G 的 方程 即 方程 的 通 积分 ,其 中 1 
对 应 于 任意 常数 ,曲线 C 在 其 上 某 点 (x ,3) Н 
率 ,根据 几何 意义 , 怡 等 于 
Perya + сбх). 
特别 ,在 直线 = > 上 点 (r ,外 处 的 斜率 应 为 
pirya tair). 
FHU, Y) лл р, M С, 在 (7 ,w) 相 的 切线 
方程 应 为 
у= у= (X -—r)(b(r)y, + at r)) 
或 写成 
Ү-ч@шкИХ-=) = (1+ p(> (X —- r)). 
{ЕЙТ э) ,1 以 求 上 两 直线 之 交点 ,从 联 立方 
程 


Y= (Хк) = wtl+t Р(Х ғ) 
[и «(00 r) = wl p(r)(X - r) 


解 得 
Е Ои яй) 
X 一 了 s Y = ТЕ r (рг) + 0). 
由 此 可 知 ,交点 与 4 之 选择 无 关 . 
8.1.26 ATRL = y/(2ylny + у= z). 
解 ”线性 方程 ， AEN 
x= 了 + уту. 
9.1.27 EDE ay + y = ух. 
AO DE + y =0 有 通 解 y = С.у = 
СО 为 原 方程 通 解 , 代 人 原 方程 得 
te -ed 党 


2. 


解 之 得 Ctrl = y/(1+ Са + lu) ЗП 2 3 BE 
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为 


= {1+ бу +nr) 1 


Ж “本 解法 说 明 ,对 Bemouli 方程 亦 可 施行 常数 


9.1.28 MAE 
«| уйдш = (+ D| vende Cr > o. 
解 ”本题 可 视 为 积分 方程 ,两 边 求 导 , 得 
[коч = [оона + yG). 


再 对 + 求 导 , 得 线性 齐 次 方程 


22 Ë 4 Ga- 1)y = 0. 


最 后 可 得 通 解 


y = Сее +. 

9.1.29 解 下 面 方程 

(1) (л? + е?) ду = 3х2; 

(2) 2sinr Чу + ycosy = ysin rs 

х 

(3) (аку + dy + жуйт = 0. 
解 (1) 通 解 为 ,re Y= C+ y. 

(2) HRY y lC- risin = 1. 

(3) BRA у +2? уб + 22 = С. 
31.30 Ж E 


ду = шу + e' /cOSy. 


Ж (АЕК z = siny, 可 将 方程 化 为 


dz 
T = ж + е" 
dx i 


ЖЕТЕЛЕ ‚ЛЛ 


siny = (х + Ce'. 
9.1.31 解 方程 9 = yle + lny). 


解 55 = 1һу, еі 
dz 


а^ te 


故 易 得 通 解 


lny = (z + С). 


9.1.32 Ж ye 

(1) УЧ + l= {ұғ - ei, 
(2) созу 92 + siny = r+; 
(3) 8 а rsin2y = 2207" ny. 


ж (1) Фе = opta), 方程 化 为 +z == 


一 1, 故 通 解 为 


TT—2+Ce ' = exp( 32). 


(2) $ z = siny, 可 得 遂 解 
(siny = Te = C. 

(3) 令 = = tv 方程 化 为 

dz + re = 21е ё, 


dr 
最 后 可 得 通 解 
Ey" е = (+7. 
9133 ЖЯ: 
оо [5004 = a? + э(е) (a 为 常数 ); 


(2) [еа = ny( =). 
解 (1) 求 导 可 得 


通 解 为 
: 2 
у= ет(С+2е т) 
或 y= се +2, 
注意 原 方程 满足 条 件 yla) = 一 22, dig i С 


S- (2 + 2) 3 , 故 最 后 得 解 为 
уба) = 2 (2 ад), 
(2) Ф r = es AET PERRA r En] A 
5% 


T| уса: = wlr). 


kaz КУ y UATR 


у= Се" 
9.1.34 ”求解 微分 方程 
$Y = a(z) 4 b(n)y + elr)y. 


解 “ 木 题 所 列 方程 即 著名 的 Riccau 方程 ,已 经 证 
明 ,一 般 情况 下 ,此 方程 不 可 积 出 .因此 本 题 无 解 . 
但 可 以 证 明 ,已 知 其 一 个 特 解 y (xz), 则 可 将 之 
积 出 ,事实 上 , 今 y = x" + = Ë АЛТ Н 
dz 
dr 


此 为 Bemoulli АЕ, н]? НЕ. 
9.1.35 MAE 
2 


А 
4; = e + e” — 27у + y“. 


解 ”观察 得 一 特 解 了 = у(х) = = M] y = = 


+ ,化 方程 为 经 = 22 z = (C = z)- ,最 后 得 原 
方程 通 角 


2с{х)у t b(r))z + c(z)x2, 


9.1.36 ШЕЕ 


-, dy 
Ое ае 


(2) +° dy = | + zy + ry. 
E (1) 观察 得 特 解 (z) = АШАН 
为 


= | -er+2ey— у? 


I 
= p+ 
У С + е" 


(2) 观察 得 特 解 le) = ВОЕН 


为 


= у. 1 _ 
Y= Yt (C —Inc)z' 


Ж ”以 上 各 例 的 求解 , 极 大 程度 依赖 于 寻求 代 换 ， 
既然 出 现 了 像 Riccati 方 程 那样 的 不 可 积 类 型 ,寻求 代 
换 的 技巧 就 无 法 规 可 言 了 , 一 般 说 来 , 解 题 全 凭 经验 
【尤其 是 遇 到 9.1.36 题 那样 需要 观察 特 解 的 情况) 
但 是 题 9.1.22 PERRE y = = HHR, T St E 
之 . 

注意 9.1.28 题 与 9.1.3 题 已 不 是 微分 方程 ,而 
是 积分 方程 ,常用 的 办 法 是 求 寻 . 当然 , 求 导 法 也 不 是 
万 能 的 . 
9.1.37 求解 下 列 方 程 
(1) rdr + уду = 0; 
(2) (z?) + у)дх + (x — y)dy = 0; 
(3) (322 + 6zy2)dz + (буу + dy)dy = 0. 


БООН Е (2 + y) HER 


分 , 即 方程 等 价 于 d[- (22 + 5707 = 0, 从 而 立 得 通 
积分 
r+y = C. 

(2) 仍 用 (1) ВОКА BP. OR ЮА Viry), 
ШЛЕ оа. 这 时 ,立即 得 出 通 积 
ЯУ, у) = C. 

Жак V RU) 困难 ,将 方程 左 端 分 项 ,写成 

zdr + (ydr + xdy) — уйу = 0, 
则 可 写成 
4 2 
dÜ) + d(zy) — 0) = 0. 
得 通 积分 
= + ху ~ x = С. 

(3) ЕЕЕ 

3х?дх + 6(хуѓах + xiydy) + дуду = 0 
或 

dir?) + 45у) + dt) = 0. 
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最 后 得 通 积分 
a74 3r?y? + yi = (С. 

注 “本 题 所 列 三 个 方程 便 基 全 微分 方程 ,掌握 本 
法 ,求解 简捷 ,内 难 是 技巧 上 的 要 求 较 高. 注意 ,并 不 
是 每 一 个 微分 方程 都 是 全 微分 方程 . 

9.1.38 ”微分 方程 

Mizr,y)dr + МО, ујау = 0 
РА Ср Ру пр тра ФУ => Pk: 
分 ) 的 充分 必要 条 件 是 


дМ\х,у) — олг, у) 
ду dr ` 


Ш ”本 题 要 求 MAN јар. 
GEM. УНЕ ЖОЕ (су) ,使 
dU = Miz, ydr + №, y)dy. 


则 有 
д д 
ZU = Mt сэз = = М(л,у). 
从 而 
дм _ гб FRU _ ƏN 
av “ Pady  дудх Ax 
ДЕНЕ. 
ЖЛЕ. жао й UMIE = MRE 
= N, 令 
U(x.y) = (мее ух + ply), 
z 
| 
Мг. у) = "шт. 
а ， 
= s| Mt) + ge (y) 
或 依 题 中 条 件 
мг) = #001 уйг 
а 
N(z,y) = g(y) + М, у) 
таң 
Вр 


М(х,у) = g (у) + 
最 后 得 
g (y) = Niri yigi) = IN N( ra уду + C. 
А 


М(х,у}— N(ra,y) 


ЕТЖ ВАЎК U 为 
(х,у) = Ë Mir, yide + Г МО хо уйу + С. 
“ал ЫЛ 


验证 可 知 ,U 人 台 乎 全 微分 所 些 求 的 性 质 . 
9.1.39 求解 
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.2 
ryder + Cy + F idy = 0. 


„2 
E 令 M= ayN = 5 +E MA 


为 全 微分 方程 ,用 9.1.38 得 旬 的 公式 , 取 -ro = б.у, 
二 |, 得 
U = [az + es с> |- s + dy 
1 


= > ?y+ п yl. 
故 通 积分 为 
T zy + In | y |= С. 
it EELT AA ETE: 
(хуйх + Zay) + Tiy = = 0, 


462) + d(In | y 1) = 0. 
9.1.40 求解 
(оње + $ )da + С _ з Жу = Ü. 


ам 1 dN 
# ду =o у? 7 пж 


为 全 微分 方程 , 求 出 U(x,y) = snz +] y l+ >: 
通 积分 为 


sinr+ nl ylti = C. 


9.1.41 求解 
{sinry + zycosxy)dx + r2cosaydy = 0. 
г Ji 
Ж ЭУ = 2reszy- 2 ysnay = ge ,为 全 微分 


方程 . 
U(zr,y) = [маг + piy 


= Е + лусоьгу)іх + ely) 


i 


1 
= — y ©ту + (тыпту + -p созлу) + фу) 


= хзіпту + ф(у) 
{ 括 号 中 的 项 来 自分 部 积分 ), 由 此 又 有 
e (y) + х°ссвлу = 5 
故 得 gp (y) = 0,ф(у) = Ct 任意 常数 }). 最 后 得 通 积 
分 为 


= М(т,у) = zcoszy， 


хяплу = С, 
š ”本 题 不 用 UU 的 公式 求解 ,得 到 一 样 结果 . 
9.1.42 解 下 列 全 微分 方程 


(1) ( 1 


+ 一 +1) 


T 
т? + у? + 


= r t- 
М у + у? У 


(2) Сма. + туйт + (у 一 


dy = 0; 
bsin rdy = 0; 
у 


VIr? 
EII +a lnr)dy = 0. 


解 《1) 通 积分 


(3) = + Dry -- 2 )а> 


V x + у? +1: zy |+ zZy = C. 
(2) 通 积分 
Tainta + Tee 1 у) = C. 
(3) 通 积分 


y V l+ z + ry 一 nr = C. 
9.1.43 解 下 列 全 微分 方程 
(1) yir? + y2 + a2)dy + r(<? + y- а?) 
-0 {a 为 常数 }; 


Н 2 
(2) УКЫ СО yq, + (—— + siny)d 
сов тү Cos ху y)dy 


= Ü; 
(3) „ёт + уйу 4 zdy уйг = 0. 
тї + у? а? 
解 (1) (z? + у)” + 2a2( 2 - z2) = С. 
(2) gry cosg- 


сезу = C. 
(3) (22 + у + > = c. 

注 “全 微分 方程 是 一 种 非常 广 写 的 方程 类 型 . 此 
法 能 很 快 地 写 出 通 积分 {此 时 可 认为 方程 已 经 解 出 }. 
在 上 而 所 给 诸 便 中 ,还 包含 了 完整 的 求解 过 程 ,但 如 
果 解 题 者 能 掌握 大 量 的 全 微分 公式 , 则 有 时 求解 几乎 
H E ҮЕ. 

9.1.44 RHE 

(r + yd — 2rydy = 0. 

Ж M(r,y) = rty, М(х,у) =- 21у, & 
М 225,2 – 25.2.5 ,因而 方 各 不 是 全 向 
分 类 型 . j 这 时 试用 下 法 求解 

ЖУЗЕ z 2. B 
Уа, - 234 = 0. 


_ 2 _ 
ЖЮН Mery) = 二 + HAM NG.) =- 23 


лм 
t 


IM _ 2y ӘМ 


dy д? дт? 
即 新 的 方程 已 为 全 微分 型 ,而且 很 快 得 刘 通 积分 
= hiri- = Č. 
х 


注意 原 方 程 可 以 写成 
хай = 0, 
Шо = CARA RARS. 

Ж ПИР tz ,y) = .r“, 称 为 积分 
因子 ,对 于 非 全 微分 方程 的 求解 ， 寻求 积分 因子 就 成 
为 极端 重要 的 方法 . 

9.1.45 Л 

(1) 25уіпудх + (х2 + y2 1 + y2)dy = 0; 
(2) (3х + 2y + y2)dz + (х + 4лу + Sy)dy 
= Ü. 


解 (D 有 积分 因子 pfzyy) = 
二 后 ,可 得 
у 


~ - 原 方 程 乘 以 


2 2 2 
y l+ у 
0 = 2zlnydz + 2 LEY gy 


= 4(:2у + ta + 252). 
故 通 积分 是 
stny + tq + 22 = C. 


(2) н(е, у) = z+ y”. ЖУЗЕ (с. у) 后 
得 
0 = (32 + 2у+ y Hart у) 
+ (z + 4ку + 55у) (х + у)ау 
= d[(z + у)(а + у2)]. 
故 得 通 积分 
(z + уа + 52) = C. 

Ë ЖАЛЫҢ Y dok iay ТАЕ 积分 因子 
理论 一 方面 还 有 其 更深 刻 的 理论 背景 , 另 一 方面 ， 
Ricau 方程 之 例 ,说 明 期 望 一 个 普遍 的 寻求 积分 因子 
的 方法 是 不 切实 际 的 .人 们 对 积分 因子 的 要 求 只 可 能 
是 寻找 形 形 式 式 的 特殊 形式 . 

9.1.45 试 给 出 具有 下 涂 特 殊 性 质 的 积分 因子 的 
条 件 ; 

(1) g(x,y) KA x НУВ; 
(2) alr yy ЇХ y HARG 
(3) нж, у) = p(o[z,y)). 
# ”方程 为 
М(к.у) ы + Ма, у)ду = 0, 
От, у) 为 积分 因子 ,因此 ит. у) 必须 满足 等 式 


Z uM) = 20000), 
或 写成 
] д д М _ JN 
7 (N a, М М 5) = dy 7 ат’ 
НИНЕ НАВИН ТОВ 
一 个 偏 微分 方程 . 
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(1) ШЕН = 0, 故 得 到 求 utx) 的 常 微分 方程 


da М - М 


РА dr 


此 时 自然 要 求 (3 - улу 为 -公告 之 函数 , 记 


- dr 
为 с). 最 后 得 积分 因子 为 


ol rir . 


Ndr. 


ніж) = 
(2) ан = 0, 的 方程 为 


= May 


ШЕК (ЛУ -TM ARR y ZER, 记 为 
ph) MIATA 


(у) = el 
Gaele, = нею, у) ), о Hr у Z PR SS А 


ph ydy 


有 
yde дө _ py du 2w 
dw бл dw ду 
„Мм ZN 
M б абба). 
жч 
ОМ -2N 
E Е № 20 dw _ M 2 де dw 
Ar dy 
视 ш 为 jz 的 日 变量 ,此 时 庶 要 求 右 端 的 分 式 
2M IN N 2e y 2e 
Cay пх (Nar Мзу? 


ЩЙ (у 之 复合 函数 , 记 为 Ф(о( к, yh Ж 
在 从 
Ча = (wd 
РА 
可 得 


н = = |o) ш Flw) = 天 四 人 
# “本 坎 用 来 寻求 具有 下 列 形 式 的 积分 因子 ， 
(l) мск, у) 为 xy «В ду), ЕЖЕ 


JM OJN 
dy ЕТЕ = (ry). 


(2) ateis) Атту В ибт + у), ШЕЕ 


d д 
М _ POAN - M) = Ф(х + y). 


读者 不 妨 用 本 法 求解 9.1.45 Es. 
9.1.47 求 线 性 方程 的 积分 因子 . 
E 方程 为 
(piriy + gtr))dr -dy = 0. 


AM _ =N =- plr), RARA x 之 积分 因 


ШИ Ny 一 Мух) 


Jy 
子 . 易 得 
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и(х) = е [ов 


9.1.48 试 求 齐 次 方程 М(х. у) аг Ме. уау 
= 0 之 积分 因子 . 


解 рз, у) = Mri Му 1 Ny 

9.1.49 试 求 Bemoulli 方程 之 积分 因子 . 

Ж ”方程 为 {prjyy+ ofrjy dr -dy = 0. 
积分 因子 为 


-nn еба pt ry 


иілу) = y 
9.1.50 Ж (ру – grde- (pr + qy)dy = 0, Е 
中 户 ,9 为 常数 . 


解 此 为 齐 次 方程 , 依 9.1.48 题 , 有 积分 因子 


_ 1 
nery) = (py - rr (рх + qy)y 
1 
(а + у) 
故 从 
ру = qr 
бтк Т дубу = 0 
可 得 通 积分 
КЧ лв у = Се Рас. 
9.1.51 ЕЕН: но М(х, уат + N(z,y)dy 


= 之 积分 因子 ,有 得 通 积分 Un = 已 . 则 对 任 一 单元 
пра D U), рай 
(yy 一 olz „yB U) 
也 是 积分 因子 . 
ШАН Н, Н 
Ü = рух, У) Мех. ydr + Nfr, уу) 


= dUa( >, у). 
5 
ulz, y (Mir, ydr + Nir,y)dy) 

= pokry) P Uo Мат + Ndy) 

= ФОСЛ)! 

= afo Uaua), 
аб т] ЖЫШ 

Ф( х,у) = с, 


Д Фо с, у) = [PUAU онан 
Ж ”本 题 证 明 的 积分 因子 性 质 提供 了 一 个 被 认为 
较 具 普遍 性 的 积分 因子 方法 , 试 将 方程 写成 
(M dr + Nidy) + (Mdr + N.dy) = 0 
{或 更 多 项 ) ,已 知 各 括号 内 已 求 得 积分 因子 
mitry Мах + Nidy) = айл{(ут,у), 
робу) Madr + Nady) = dU,(r,y). 
根据 本 是 结论 ,两 个 括号 还 各 有 更 一 般 的 积分 因子 
и\т.у) = нф (ЕЛ) Ж р(л,у) = pB U), 


ЕФ, КФ, E T S PI Pt SS л MERA OK HS 
当 的 Db. Ф, ,使 成 立 等 式 
b U) = Ar = o(r.y) = Ф017). 
M F 1б НОРА FIlm i ЕВА. 
9.1.52 求解 方程 


CÈ t 3r2)dr+ (1 + "ау _ 0. 
解 ”此 方程 非 全 微分 型 .将 之 写成 
(4х + dy) + (3гах + чу) -0. 
第 一 括号 有 积分 因子 = х. А 
z (lz + ду) = dU}, UU = лу 
第 二 括号 有 积分 因子 и = y, Н 
Hade + Edy) = ФЛ) Ua = ay 


故 原 方程 积分 因子 应 具 形 式 
nry) = аф (xy) = yb;( ry), 
E Ф,,Ф, 待 选 . 今 选 ( 尚 有 别 的 选 法 》 
Pila) = wla) = g, 
则 上 式 成 立 : 
lzy) = rlry = улу) = лу. 
故 原 方 程 有 积分 因子 oy. EEE, 


3 
0 三 гух + dy) + x 203: dr + dy) 


= dE yD) + d( 二 ray2)， 


2z32 + 3rey = C. 
9.1.53 求解 (Cr - y2)d, + 2rydy = D. 
解 (АША. ы 
xdr + (— ydr + 2zydy) = 0, 
则 有 бт, у) = 1.U = L rtin = $U = x 


Ж 


оа) = ДФ). 
ФО) = -+U 1,00) = 1, 
пу) = r2 = 5 z 2. 

今 有 

Ü = r айх ~ ydr + 2rydy) 

=!) 4027), 
通 积 分 为 
nia С, 
9.1.54 ЖТТ 


(1) (л — 22у) + Jr уау = 0; 

(2) (27у? _ 3 y3)dz + (7 — 3zy2)dy = 0. 

Ж 【ptr = ptzx), 通 积分 为 

у + r (lar -]) = Cr (н=л). 

(2) ибх. у) = z(y) 通 和 分 为 

x? Fiy o Злу < C (g = у”). 

9.1.55 ЖЛЕ 

(1) (35 ~ rda + (2° – 6.ry)dy = 0; 

(2) (12+ у + Idr - 2zydy — 0. 

Ж (Dairy) = plæ) w = ху ARAA 

(тж ур = С(х- у) (и = (z + у) 7). 

(2) (г.у) = (о), о = у ті 

Li y -x = Cr (н = (у х? + 1)2). 

# “从 理论 上 讲 , 寻 求 积 分 因子 即 相 当 于 求解 . 因 
此 ,上 面 12 重 也 可 以 视 为 求解 一 阶 显 式 方程 的 总 结 . 
现在 我 们 可 以 用 下 面 这 张 表格 来 描绘 解 契 思路 . 

变 基 可 分 离 类 一 可 化 为 变量 分 离 类 (线性 类 , 齐 
次 类 ,Bernoulli 类, 寻找 特 解 或 其 它 ) -> 全 微分 方程 
一 积分 因子 法 . 

再 强调 一 次 ,确实 存在 使 以 上 各 法 失效 的 方程 类 
Ху. 


9.1.56 Жл = е — y (у = ФУ). 
# у= Ша = e -e 


今 因 
ау = уйг, 

故 得 

dy = tte — [dr. 
JÁ If] 

y = [е Dá + C 

= (ре 5 +С. 

最 后 解 得 通 解 的 参数 形式 : 


二 et, 
2 
r (2- Dz - 5 + C. 

注 ”本题 及 以 下 诸 题 均 讨论 所 谓 隐 式微 分 方程 ， 
其 特征 是 方程 中 的 一 阶 导数 不 能 或 不 宜 解 出 ,这 时 所 
用 的 方法 是 引进 参数 ,然后 用 dy = ydr 导出 通 解 的 
参数 形式 ， 

9.1.57 EKE z = y Al+ у). 

解 у = tgr, M r = sinr. SAM 

Чу = y dr = tgteostd: = sinidi 
得 出 
y=- cost + С. 
故 得 通 解 
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j= 
[у =- ов + C 
或 
ta С) = 1. 


Ë “上 题 及 本 题 方程 均 有 形式 了 = Fiy) R 
数 化 的 方式 是 y = 1. 


9.1.58 EHE 3 (у)? Jey = 0. 
解 令 w 一 tr RIM c? + è 3226 = 04858 
_ 3 oL 3⁄2 
TOIA I+ 

ў 
. 9(1—2:°%,:° 
dy = y dz = (Т? dz 
或 
_ 3 1+4% 
ус 2 (йуу С 
通 解 为 
Т 
ажа 
| _ 3 1+4 
772 (+з © 
9.1.59 Ж 


уу — 0) = (2- у). 
Ж 52-у = y MAJEN 
1 


y = ltty= у 1. 
今 从 
Чу = y dr šK dr = dy/y 
得 出 
KÈ -o 1 
есуу яс 
故 有 
_ 1 
= + С. 
通 解 为 
f _ 1 
а = |, f C, 
o, 
> t 
或 
_ 21 
у= r- е: 


Ж БЕЖЕН лд Р(х,у) = 0 或 
F(y,y ) = О.Ж {ЛИ y = 1! 为 参数 化 方式 . 


2 


解 方程 y = (y )2—- гу + 


9.1.60 2 
2 
x 
>: 


Ш $y = р.у р xp + 
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М ау = рах ñ[ 34 
(2р - хәр + (— b + r)dxz = pdr 
或 
(2р = хар - dz) = 0. 
第 二 括号 得 出 p= x+ C, 代 人 y = р ар+ 18 
通 解 


y = (z + CY- а(н + C) +5 
= z + Cr + (2, 
从 第 一 括号 得 出 р = 2 КА у 的 表达 式 ,得 
2 


‚ = = 
Y 4: 


ШЕЛ АОВ рУ. 
9.1.61 解 方程 
(y Y- 4zyy + Sy = 0. 
Ж “< = p Wi | 
2 


_ É y 
Tay р’ 
于 是 
_ b 25 2 
dr = (3y 02) + ( 1⁄2 pay 
从 而 
Tp 2y 2 _ P 
Чу = pdx 669 9209р + (Š 45229). 
化 简 得 
3 42 _ 3 _ ду? _ 
SETHE )dp + ( т )dy = Ü 
或 


-4y (dp — dy) = 0 
2y р 2y | 
керин? = p = Смт 


Сї 2. 
хъс 


或 
у= Сүт 一 Cy, 
BHAE р = (4219 Ü A. 的 表达 式 得 到 特 
#5 = 2Ly BD 
Ж “上 题 及 本 题 中 方程 的 形式 为 
F(z,y,y ) =Ù. 


参 化 办 法 是 令 x( 或 y) 为 p = у уб г) 的 函数 ， 
再 从 全 微分 dz{ 或 dy) 得 出 dx 及 dp 的 方程 

特别 应 注意 ,上 是 及 本 题 中 都 出 现 特 解 , 称 之 为 
S. 它 的 重要 性 质 是 : 奇 解 常 为 通 解 作为 曲线 族 的 


-——— э-- _ == ама 


PH ,内 而 在 奇 解 上 处 处 破坏 解 的 唯一 性. 
9.1.602 WE y- 22y +1пу. 
Ж у= A MKa у= 2xp + ns. 


今 有 
dr = 六 dy = 2014 + tap + 2pdr) 
或 
dr 2 1 
dp р р 
Br 故 通 解 为 
„-E_1 
рф’ 
2С 


= np += 2, 
y np р 


注 ”本 方程 称 为 Lagrange 方程 ,其 一 般 形 状 为 
у= rely) + (у), 
9.1.63 ЖЛ у= чу + фу) EF e HHA 
FRRO. 
W y = р.Шу= pr + (pp), 战 
pdr = (rt ф(р))др + pdr 
或 
dplr - e (p)) = 0. 
dp = 0 得 出 p = С, 
y= Cr+ С). 
Мох =- ф (р) 19 SY 8 
|z =- ç (0), 
[у= Ax + plp}. 
# ”本题 方 程 称 为 Clairaut 方 程 . 与 Lagrange 方程 
ВЕ ,在 结 期 讨论 初等 几何 时 , 曾 被 广 证 地 讨论 过 . 
9.1.64 求 一 曲线 ,使 其 上 每 点 处 的 切线 ,与 两 定 
点 的 路 离 的 柔 积 为 常数 . 
В ” 设 待 求 曲线 方程 为 y= Ae), AESF 
Fil- c,0),F,(c,0) 处 (如 图 9.1). 


Y 


ЁН 9.1 
从 解析 儿 何 知 
FN == a 
мі+ у? 
FN =+ ye ЖАЛУ y 
vI + y ° 


ETTIR r.y) 处 的 切线 方程 为 了 = yX + (y 一 


yr) HPX, Y) ЖИК. Оё A 
(zy = yey) _ a 
г. (59? = P OE), 


或 


у= zy + / (|+ (y 52 + 20у). 
可 见 为 Cairamt 方程 . 故 即 得 通 解 
y = c= + x b+ ate? 
(ЕФЕ a= pte’). 
这 是 一 族 直 线 . 另 得 奇 解 


] аср s7, 2,2 
y=- == + v b ta p. 
| V bl + a2 рд P 
化 简 得 
2 2 
+ 
+h] 


EN. 容易 看 出 AREA ZJ T, E [BJ 8 Л] 
Ж. 
9.1.65 # F#J E: 
(1) у= ylny; 
(2) (y )'+ (xz + 2)e" = D. 
解 (1) 通 解 为 
2(z + C) = (њр + 1), у = дар. 
(2) ЖА 
(= + 2)#9 = 467" + C. 
9.1.66 TIJE 
(1) y = z(y Y - (yy; 
(2) r= y(y) l + (y y2. 
Ж (1) Lagrange 方 程 , 通 解 为 
je = (Cp -2p- 1)22p2( p — 132, 
[о = (CP +2 = DA-I- 5. 
(2) Clairant 方程 , 通 解 为 
x = Cy + t, 
奇 解 为 4r + уг = D. 
Ë ”让 我 们 用 几 句 话 来 总 结 一 阶 隐 式 方程 . 这 几 
名 话 是 :一 个 原则 ,三 种 类 型 ,两 类 方 穆 ,两 个 概念 
一 个 原则 就 是 坚决 参数 化 . 此 时 分 类 当然 很 重 
要 :对 三 种 类 型 就 有 三 种 参 化 形式 ， 
Fixy) = 0(z= у); 
F(y,y) = Q (£ = y); 
Fir, ysy ) = 0(p = ул = rly p), 
y = убх,р)). 
两 类 方程 是 指 Lagrange 方程 与 Claraut 方程 . 注 
意 ,在 应 用 问题 中 这 两 类 方程 的 遂 解 并 不 重要 ;重要 
的 是 亲 解 和 包 络 这 两 个 慨 念 . 
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从 理论 上 说 ,一 阶 方程 呈现 最 多 的 是 隐 式 方程 ， 
可 风 我 们 实际 上 对 之 讨论 得 很 少 .要 提醒 读者 的 是 ， 
- - 阶 隐 式 方程 和 奇 解 有 者 很 深刻 的 理论 背景. 


592 高 阶 常 微分 方程 求解 法 


APD URRA БЕЗЕ. -- 阶 方 税 更 为 困难 ， 
即使 是 对 于 线性 微分 方程 .但 是 有 -As AAA 
线性 微分 方程 .我 们 可 以 完整 地 求 出 它 的 通 解 来 ,所 
以 常 系数 线性 方程 的 求解 ,主要 精力 是 集中 在 讨论 对 
应 的 非 齐 次 方程 的 特 解 .( 本 节 根 据 方程 的 具体 类 型 ， 
分 别 介 绍 了 算 子 法 等 近 10 种 方法 .) 

9.21 RAE y 一 2y -3y =0 ВЕЙ. 
L шут = Py НЫ 
D'y- 210?у – 3Dy = 0, 
或 1D1 — 212 — 3р) у = 0. 
我 们 熟知 ,其 时 首先 要 解 特 征 方程 z. 
IP -2D: - 3D = 0, 
890 = 0, -1,3, 故 知 方程 有 三 特 解 1,e ', 
此 三 特 解 为 线性 无 关 , 故 立 得 通 解 
у= Cit Ce +t Cer. 
Ë ”本 题 方程 为 齐 次 常 系数 二 阶 常 微分 方程 . 线 
性 常 微分 方程 的 一 般 形状 是 


L(y) = 


e. HF 


H cz) 2 t=: + ал02) 92 


+ у = fir). 

ЖФА а(х), a (к) ERKE (а,в) 上 的 连 
р. БЕУ n[ 5 pu 

іу) = (F + ард) 

= für). 

可 以 把 上 而 括 导 整体 看 作 一 种 运算 ， HARTE 分 
ят. 本 题 中 各 alr) HALER, 今后 也 仅 对 实 党 
系数 的 情形 来 进 - - 步 发 展 线 性 微分 算 子 方法 . 


+ a, (U r))y 


92.2 求解 -бу+ 11у —бу = 0. 
Ж 写成 (DY -6D + 100 - 6)y = 0 
МЛР Jy Ж 

0 = 有 -6p+tD-6 

=(D- XD -2(D - 3) 


ЖЫН D = 1,2,3, ZIAR, u] sz И НО 
у= Cie + Се + Cae™, 
923 Ж y -- 3 +9y +13y = 0. 
解 写成 
(р? - 302 + 9D + 13)у = 0, 
或 
(D + 1)? - 
特征 方程 (D+ UD? ~ 
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4D + 13)у = 0. 
40 +13) 088 D=- 


243i ОНЕР г 7, ег oia ,e'sin37 .从 而 通 


Же 
у= Qe t + Се? сов. г + Сце? sin3.r. 
924 Жуй -4w +5y dy + 4у = 0 2118 
解 . 
解 ”写成 
(D4 -4 + SIP ~ 4р + 4)у = 0, 
或 


(D - 2)2(D2 + 1)> = 0. 
特征 根 是 D = 2,2, + i, 对 应 的 特 解 应 是 e” лег", 
cor йг, з ДОШ 

убх) = ЧС + бут) + Geese + Cysinx. 

925 Жу + y = (cosr) 2384. 

AO 本题 为 非 齐 次 方程 , 先 求 出 对 应 齐 次 方程 y 
+3=0 之 通 解 .写成 (D +1)y =0, 可 知 征 特 根 为 + 
i ,相应 通 解 为 说 = Сусс + Csing. 

设 原 方程 有 特 解 形 为 
ух = fror + C,(r)sinz. 
其 中 CC: 为 待定 函数 .常数 变异 告诉 我 们 ,应 求解 
下 面 的 方程 组 
Pn + Cy (r)sinz = Ü 


Cr (zXceosz) + Cy (r )(sinz)” = (овд). 


或 
Ci {rcosr + С; (r)sinz = 0 
Ë (Q (r)sinz + С, (л )ссах = (соат)! 
(ЖЖЖ АДЕ. ЗЕК (соња) !). Ж И 
CC) =- SE, C, (z) = 1, 
或 | . `. 
Cir) = In] cosr |, Cfr) = в. 
最 后 得 通 解 为 


yir} = y (z) + y, (z) 


x 


= созт + Cainz + созт + In | or |+ тып. 
+ ЛЖ, ENRE, Н РР 
Ж. TIRRENIA а, КЖКНЫН 
简捷 的 办 法 . 
9.2.6 求解 下 列 方 程 
(1) y) + 257 +4 -2y - 5y = Ü: 
(2) 4у ~ By + 5у = 0). 
解 (1) у= Cie + Сре" 
e (О Сзсов + Casin2r); 
(2) у = "(Спа > 
9.27 K FFI Cauchy 问题 
(ly 3y +3y — y = Ü;y(0) = 1,y (0) = 
2, 40) = 2; 


+ Сып 5). 


(2) y” у= 0;y(0) = 1.y (0) = 0,y (0) = 
1. 
E (бу=е(1+4). 
(2) у= z 41 е '. 
9.2.8 求解 非 齐 次 方程 
y + y + у = L (u = 0). 
解 。” 本题 不 是 常 系数 方程 . hok l aan AG НОА r 
次 方程 y+ Ey + y = 0 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 .更 
设 用 观察 法 得 到 两 个 特 解 


Sr _ СО 
y( = киш: x 
今 
убх) = Субх) == + Сх) т, 
考虑 方程 组 
Cm (xr) S = 0, 
СС у + су AEEY = 二， 
+ T ка 
最 后 解 得 
Сх) = пл, Cir) = созк. 
故 原 方程 通 解 是 


Ж ”我 们 说 过 ,高 阶 方 程 中 最 重要 .研究 得 最 彻底 
的 是 线性 方程 ,因此 我 们 就 从 它 开 始 . 因 为 有 了 常数 
变易 法 (9.2.5 题 ,所 以 重点 似乎 应 放 在 齐 次 方程 的 
求解 , 但 是 , 齐 次 常 系数 线性 方程 的 求解 来 得 太 窜 易 
{只 需要 解 代数 方程 ) ,而 齐 次 变 系数 线性 方程 的 求解 
则 又 赤 困 难 { 即 使 求 出 一 个 特 解 }, 这 就 构成 了 这 一 单 
无 网 特点 :我 们 着 力 于 求解 具有 特殊 厂 端 {物理 学 中 
称 此 种 项 为 强迫 项 ) 的 (任意 高 阶 的 ) 全 齐 次 常 系数 
线性 方程 .这 样 司 赂 是 为 了 洲 锡 使 用 繁复 的 常数 变易 
法 ,也 是 为 了 让 解 题 者 掌握 一 种 最 实用 的 技巧 一 一 
微分 算 子 法 . 

9.29 求解 

у +5у + бу = ш". 

Ж ERUF 4 5D + 6)y = х", 
或 


(D+ D+ 3)y = z’. 
故 对 应 齐 次 方程 (4P +2)(D + 3)y = 0 ZARA 
уб) = Се + Сует. 
今 用 下 法 求 原 方程 之 一 特 解 y (у). Ш у(х) 18 
= 
(D+ 2(D + 3)x = x°. 
令 用 下 法 求 出 у". 


+ _ j] 2 
y бт) траура 332 


= — l} 
D+2 р+3 


= 02 -Ay + T (2) 


- а? ау + y (2 
= 102-29) - 10а блв) 
-2 5 , 19 
= Б 一 187 T 108: 
通 解 为 


yix) = мб) у (к) 
= Cle 22 + Сзе 3 + : д? Žr + A 
注 ЕРНАТ АУ Е ЖЕСЕ: 
是 将 求 导 运 算 D 同时 当 作 数 与 运算 来 处 理 . 上 法 中 ， 


EE HAOD + 2)(D + 3) 的 逆 运 算 .经 


分 成 部 分 分 式 后 ,又 将 DEAR M ERRE 


作 除法 ), 最后, X$ D,D, e 恢复 其 运算 功能 .至 
尼 . 积 分 微分 方程 问题 已 变 为 求学 问题 . 

上 上 述 方 法 有 其 严密 的 理论 根据 ;但 本 法 早 在 20 
世纪 30 ~ 和 年 代 已 在 工程 师 中 间 广 为 流传 ,理论 工 
作 于 20 世纪 50 FRIT ER. 

9.2.10 给 定 一 个 微分 算 子 
L, = D+taD +t + apa D + a, 
(ani = 1,7, п 为 常数 ). 
WIHL— п REFARAS gir), Е — hu ps SK 
fix) 


(во) — /tz). 
今 定义 道 运算 子 ?- 如 下 :对 任 一 连续 函数 f(z), 定 
Ж 

Ох) = gír), 
从 为 微分 方程 Lu(g) = ба) 之 一 特 解 
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iH FAHER: 给 定 fla g 不 为 唯一 ; 

(2) 对 任意 常数 ab МЕ РӘ АСЕ), иг), 
成 立 

басо) + bg(<)) 


- aT (AG) + Ву бш бл): 
(3) ASWARA L, = DY” + aD" ] +- 
t aaa 
L L _ 1 11 
L, L, glr?) ш 工 ， 工 ， (EÁ „+ 
(4) ЕЗ 
Fute) 


l 


р-а) (glx)) 


{р - А) 


', 


Ë 
` ` 
- 之 > (Б ун). 


[后 一 式 相当 于 将 有 набй 展 为 部 分 分 式 ) 


证 明 (1) 设 gi(x) 是 方程 L,(y) = 0 之 特 解 , 则 
A 1,002) + вул) = L,(g(r)) = РС), H 
fr 
(2) 与 (3) 直接 从 定义 推出 ，; 
推出 . 
9.2.11 ŻE L, 如 上 题 ,证 明 下 列 性 质 : 
(1) Ë F(£)>= 0,Jk&Ë F(A) = A" + аА"! + 
+ аА + a, SETRA Le 对 应 ), 则 


}) = віх) + р(х). 
(4) АЗ) 以 及 定义 


de l w, 

L = руё: 
特别 ,o = Ë HJ, 

A endl 

Б = 1. 


_—1 I ү = a l Е ` 
(2) гр)“ . fü) ё грр 
特别 ， 


l z. 
(Б ор” Клу = е рт С): 
(3) `" 4 FO) ЖИК ЖЛ, РО) > 0, 则 
] , l . , 
LDA = Рух ЖЕР { = /—1. 
对 «ёл 亦 有 类似 公式 . 
特别 ,对 一 般 的 La D), H ОА) 5608, 


грузи = L,(— 09 гуруч" 
证 明 (1) (р-р) е = (k p wA 
РЕ = (А - р) р. 
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Ра 
М 


А 1 ka 1 а 
L. UD) Е D a) Dp 
1 | А 
T (р-р (D р) 6 р, 
l і 
E Р) ` 


(2 D - o)et'g(r) 
= kgl} + tg (>) - eglar) р 
= #“(Dg(z)+ (k — pg(tr)) 


= #'(D + k- n)g(z). 
5% 


gír} = pr = tC), 
+ k- е? = fix) КАГА, 
(D р)е" 54) = = fix), 


БЕС 
或 
еч ртк Л)“ = Бе 
АРЕН. | 
(3) A D°(sinkz) = (ik 2sinër t 
(Г? - p)sinkz = (Е) — p)sinkr, 
从 而 
sinke = ((#)*— p) 让 Sin ` 
4 Кд) 为 个 多 项 式 时 ， 
1.00) = (D ~ pel) (DD? = k), 


战 一 般 公式 由 上 式 逐 步 推 出 . 
Ж (D Z 还 有 另 一 性 质 , 我 们 述 而 不 证 : 


1 
D+ ар l+ 


+ бы 1-0 + б) 


Lr" t Бүл"! + 
+ 4-10 + а, ! 


= (> BD rT + byr l + + b.) 
7 上 三 导 


= Ур ("++ bn). 
(2) 当 Fik) = 0 时 ,此 时 宜 用 Euler 公式 


е" skr + ankz. 
(D 以 上 两 题 旨 在 建立 我 们 算 子 法 的 理论 基础 . 
由 于 我 们 仍然 不 能 做 到 完全 严格 ,所 以 对 于 只 求解 题 
技 15 的 读者 ,可 以 不 必 追 求 细节 ,但 请 务必 记 住 9.2. 
10 Ж 9.2.11 两 题 的 有 闫 结论 ,以便 遂 过 下 面 各 题 尽 
快 掌握 这 个 方法 . 


9.2.12 求 下 面 方 程 的 一 个 特 解 
Ф › 
da? = бе" 


# у(х) = р lbe 


= 2," 


„| Г 
Фу a, | узб) = ТУТ ту Tr) 
9.2.13 жле 4% +4у= 2000-8 SA 
Е. _ ] 1 _ 1 Ж 
各 | эт) = (3) pap- = 6-3) р 11: 
ул) = изт 77 2 2 3 | 3 ,1 _ 3 e 
D 74054 = 4р1 ^7 4° р 47° 
= 2 2: 1 l l 
TE эб) = 4 prit p-p) 
= 2g? 5-1 1 1 1 
р +2)-2] = (тр 7 $ (Z pz) (522) 
= 26р аеро Ta + 8796522) 
al „ 
т -l= gla) Ре) = 1,81 (ху) = _ s " 2, +? 
LTA gl) = эү, НЕ 最 后 得 
у) = r e у(х) = е 62.12, кл? 
52.4 на 7 3.2.17 жауу — Gor + 3sin2 之 特 解 . 
. 1, 1 ] ， 
解 yx) = Dl  (D- D (D+ 1° 解 у(х) = yi(r) + y. (>) 
саас. - бою + ii. 
= `5 ТТ Т4 = е т 1 рі а 19981 I 3sin2. 
1 , 1 
= уле боту a +35 0; 3 + БҮЛ. 
得 遂 解 为 = — Jsir — siner. 
yfr .) = 726 + Сре" + Се ' 9.2.18 a a 
dy ду __ 
9.2. 15 атауны 22% dy f = 1351021. 
Фуу gy 
dii Sdr 92 +22. 解 (x) = 5-5 (= 13)sin2< 
Y — 1 z ә 1 
r › 一 =ar 2. = 一 一 一 
解 vf Dy {— Sr + 2.r) [(- 0) + ( Пру {с D) + 1] 
l . i . 
DD- а, 52? + 22) тру! 13)єл2 ғ 
L. Е 
= C s) р — 522 +21) = [02 — D + 1: АИЛЕ l13)sin2.+ 
5 
; _ 2 _ ССНИ 
= tser2) TUIO- D+D oar уу 
1.1 1 =- (0 — D + 1)sinr 
= (Эту 597 +2) + s( 10У + 2) = 3sin2r + 2002.0. 
+0 10)] 9.2.19 ТЕЛЕМ @ 
` Фу Яу 
= (= i) 01-320] Mt qr + dy = пъ. 
_ l ;_ l3 W y(tx) = [(- D+ 2] 
一 р" 一 3 1 i 
2 ы ООЗЕ 
9216 RSJ 6P i Sy=-3e + Se MRA. (0+2) (0+2) 
Г 2 | 
ж B ya) = (ғ) + убу), = (D - 2) (p: _ 4" 
. 1 ‚ _ coar 
其 中 vilr) = D: COD + 5“ Зе?) = (D - 2)? (OQ: -4P y: — 43 
. l : _ lu... 
-D-IND 5 3), = gr. 
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1 
9.2.20 zs + y = 2sinz ZHR. 
я Б О + | = 0, ЕА. SE 


зп = рее"! 
则 特 解 
_ l 1 r __ 一 
мх) = rT IVT Le е7“ ]) 
alr 1 =] 
itp +1 Р? + 1 
l- l ; 1 
= о 一 一 一 一- ] e | 
i ° (tiy +1 1-е р-р 1 ] 
l- 2 | = 1 1 1] 
т 1ё Paz D “ D-DD 
_ l a — _„ __ 1 і -] 
^;1# р+2 E D-2 
— f нана 
= 2lmle Drar !. 
imz KE сг ВЕБ. S 
1 1, 1 
браз" зг р" 
2: 


= оочу - > sinr — iror + L Finer), 
页 
yir) = — хосыг 一 Чып. 
9.2.21 求 下 面 方程 之 特 解 
d r 
FE: — y = Fccor* r. 
W SA 
Erorr = Eegent: + зеб 09) 
= Веле), 
(Rer 表 复 数 > 的 实 部 ) АНГЫ 
— 1 нр 
убх) = Кебту — 1 +). 
ШИТ (Isi. = etti): — l ,, 
Г)? — 1 (D+1+i):-1 7 
= (J ay a O _ ‘a BJ ` 
е п2+21+ 00+ 0-10)" 
= ert! | — 
27—1 2+21 p 
15271071 
— ажар 2 ! ._ 2 + 2: 
£ 2i- 16 2i- 121! 
一 一 (сом + isinrj[tzx 一 1) + 1{27 + +)], 
# 
у(х} = eli- E: + Ја) + (2 = до Zs)sinz1. 
9.2 22 REE 
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ту 38 y r. 
заз нуе (> — 5). 
解 уг) = туртне - 5) 
= е 360—5). 
W glr) = Z 5), Ш Pelr) = zr - 5,52 
知 
4 

gir) = ЕЛ _ >. 

最 后 得 通 解 


yir) = Cie + Cire + Cyr? e + Tla — 20). 


Ж ”这 一 批 例题 充分 反映 出 算 子 方 法 的 特点 : 简 
捷 , 灵 巧 ,清楚 . 无怪 受 到 应 用 数 党 工作 者 的 好 评 ,万 
其 因为 实用 问题 中 的 强迫 项 大 都 是 三 类 函数 е. 
sinar (cosnz) z” 的 组 合 , 这 就 使 这 个 方法 具有 一 定 
的 普遍 人 性 .至 此 ,加 上 常数 变易 法 后 ,我 们 已 经 成 功 地 
完成 了 对 高 阶 党 系数 线 件 方程 的 求解 . 在 常 微分 方程 
塌 论 中 ,也 只 有 这 类 方程 已 被 人 们 完全 掌握 , 一旦 碰 
到 别 类 方程 ,我 们 就 又 需要 各 种 各 样 的 代 换 技巧 ,如 
下 面 一 些 例 子 所 说 . 

9.2.23 解 微分 方程 


з? dy + 2z 42 
解 названа атин 
ВА АБ Й Н ГН, АГЗА 
将 之 化 为 常 系数 方程 求解 . 
和 作 生变 量 代 换 x = e ШАД 


va dy J% 2 (ФУ 
~ dë dë dz’ 


— бу = 0. 


Py _ б dy e! d е! dy 
42 ^ аууб J d 
"UU Í 
{АЖАЛ TTS 
M 
dy + ду — бу = @ 
由 此 解 得 


y( = C ie 3 + Fe. 
最 后 得 
у(х) = Сүт + Car’. 
注 “本 题 方程 称 Euler 方程 ,一 般 形状 为 
dy dy 


аул” ду" tar Арт! Ук. + еалт È + ау = 
ГС) 
CHP ао, ат, a, 为 常数 ) ,此 时 ARM r= е Е 
将 之 化 为 常 系数 情形 


9.224 Ал 
АГЫ. 
Ж RERE y= z 试探 ( 待定 ), 风 有 
klk — 1). kt + 222 = 0, 


(А-0) - +2 = 0,8 k- 
= ! + ,. 从 而 对 应 通 解 为 
уба) = Спа Сз" 


2k +2 = 0.18 А 


或 可 与 成 
yla) = Суке) + Сабж). 
今 
et = re = y(cosln; + ¿sinln+), 
[24 
убх) = Cirone + Сузу. 
注 ШЖ АЖ x* WRH, ES Euer 方程 的 又 一 方 
法 . 
9.225 ЖЕ 
r s -2y = sinna. 
E АЖЕК = = e', 可 将 方程 化 成 
2 
-i ay = sinf. 


故 特 解 为 


у(х) = sint 


1 
-D-7 


DD 2 S. 
(D+ D Эа үз 


= To (eos — 3siny) 
Жа 
yir) = уН) + C ez: + Cie. 


原 方 神道 解 为 


yir) = С + Сул + L (онал 一 Запал). 


9.226 TE 
Ф 3 中 6 4 6 
КЕ F =: + ri T 53У = О (z = 0). 
W HME 
убх) = Cir + Саа + Caa’. 

9.227 ЖЖ 

„Фу dy _ 

t ду? 3 +24 + zy = 0. 


解 ЖАЙ ЕЕ Ы {Н УЗЕ Euler 型 ,页 前 
法 失效 .一 般 说 来 . 仅 当 已 知 一 特 解 v 时 . 方 可 求 出 
一 与 之 线性 相关 的 特 解 y, 来 ,本 题 中 可 设 已 有 -- 


特 解 > = anr, 
作 央 变量 代 换 y = Эш, щн 


dy dy, а= 
dr dri "d 
Фу Фу dy; dz dz 
а С de” dr dr ар 
RAA 
Eyi d 
= F: +2 P + ryd 


+ лу 9 1 1+) E = Ü. 


或 将 yw = ЭШЕ 代 人 后 化 简 得 


2 
“Зып +2 dz cor = 0. 


再 今 = 92 , 则 上 式 化 为 一 个 一 阶 方程 


du ~ ирти = 0. 


19 
н = (sinr) ? 
从 而 得 
в = — сіг. 
WS MEN 
уз = ты (. ctgz) =- =. 
最 后 得 通 解 
убт) = С, + С, E, 


注 “没有 一 般 的 方法 可 用 来 求解 一 般 的 变 系数 线 
性 方程 .本 题 体现 一 种 重要 的 精神 是 降 阶 . 将 原 方程 
化 到 u 的 方程 ,用 的 因 变 量 代 换 是 


у= э |а, 
ух R Ж ЕТА ОЕ 6. 
9.2.28 证明: 已 知 n 阶 线性 方程 


dJ y I 


d” 
ху ГАЙ 


йг ИД 


+ ат) 


+ аб) ЧУ Jr +a,(z)y = Ñ 


的 一 个 特 解 y, ,可 将 方程 降 一 阶 , 隆 后 方程 仍 为 线性 
方程 .特别 , 当 я = 2 时 ,已 知 - -个 特 解 , 必 可 完全 解 
Н. 

证 明 Или = 3 为 便 , 作 内 变量 代 换 


У = у «Гааз, 
则 
dy _ {д + э . z, 


s = yi [еа T2y(z + урт, 
ф „ P .. „ 
q3 = y [а + Зур + Зур t ур". 
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i 


y er takry tatrjy= 0 
w. z а [Зу + аре + [Зур + Зару 一 
азуу] + (y, + ауу Tay + азу) [28 х = 0. 
或 

ур +[3yr + ету] 

+ [3y + Zayi + азуу] = O. 

ПАЈЕ БЕРҮ REF TE. 

由 于 一 防线 性 方程 可 完全 积 出 , 故 本 题 后 一 结论 
成 立 . 事 实 上, 设 已 知 两 阶 方程 


È aa 
F. + plr) dy + лу = Ü 


Н ууа) ,用 前 法 , 代 换 y = у, | xdx 将 方程 
化 为 


a 


У = + 1231 + ду] = 0. 
最 后 解 出 


1 一 Г 了 
sar) = s| z Jr- мү. 
9.2.29 ЖА 
Ф d 
(2+ ДРЕ + (42 2) Ф 8у = 0. 


Ж НЙ y = e* 试探 . 通 解 为 
yr — C (1 + 422) + Се 2. 

9.2.30 求解 方程 Т у — лу – Зу = Sr4. 

解 齐 次 方程 有 特 解 ,= 十 , 另 一 特 解 为 ya = 
+ . 通 解 为 

yla) = Cir Ü| + Ca? + rt. 

注 ”这 一 批 例 子 罕 出 了 两 个 方法 :或 者 用 代 换 将 
方程 化 为 常 系数 线性 方程 (如 Eder 方程 ) ,或 者 用 寻 
找 特 解 的 办 法 来 使 方程 降 阶 .9.2. 28 题 证 明 能 得 至 
儿 个 线性 无 甘 特 解 , 就 可 以 将 方程 降 几 阶 .但 是 特 解 
的 寻 逐 恰恰 是 最 困难 的 ,因为 至 今 还 没有 找到 (实际 
上 也 找 不 到 ) 一 个 普遍 的 好 方法 ， 

Euler 方程 虽说 是 - .个 特殊 的 可 化 为 常 系数 的 为 
程 ( 其 标准 代 换 是 自 变 量 代 换 .r = о) ,但 在 理论 上 已 
经 证 明 (1956 年 ) ,在 所 有 可 化 为 常 系数 线性 方程 的 
类 型 中 ,Euler 方程 具有 EMERI. 换 人 名 话说 ,我 
们 也 不 能 指望 礁 可 化 为 常 系数 方程 类 中 再 控 据 出 普 
ЛГА Ж. 
9.2.31 
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解 方程 


зу Чу _ 2 _ y dy, 
(1+ y )y d 一 (3y Жер, ` 


解 Hb. ЛЕ ЕТЕ. AHB S АШУ. 


ду _ Фу а, dz dy 
程 得 
(1+ y) y = = (3y — pDr 
或 
{l rE = (3y — Dz (s #0) 
或 
dz _ Зу -1 y 
z (1+ уу” 
或 
(I+ С 
现在 从 
dy 
dx” С 
{1 + уг)? 1 
得 通 解 
l 5 = Ат + B. 
1 + у 


当 x = 人 0 时 ,得 解 x = 常数 ,已 舍 于 上 式 . 
Жж ”本 题 方法 适用 于 不 含 自 变量 之 方程 
Ебу, ууу) = 0. 
使 用 的 代 换 则 在 引进 新 自 变量 y, LERN. 
92.32 和解 方程 


‚Фу Чу ду _ 
та а та 0 
ж + = J.M 
Фу _ dy}, dz 
Дх” = 4а t > dx 
= y + y E = уба + E), 
代 人 方程 得 
ry (z? + dz) + туга? уе = Ü 
或 
2 1 de „— 
2 r= кх z = 0, 


这 是 关于 z 的 Вепюц 方程 , 解 得 


z 


`= +C 
dy, _ X чал; w. 
Ay = гус. 
y = Ov =° + С\. 


Ж ЛИМУ л = 2, 可 以 对 下 面 方程 降 阶 : 


d'y 


Fx,y, Pon, EP ZY) = 0, 
其 中 下 жу. ты s 为 齐 次 函数 . 


9.2.33 sal “у = zx. 
解 Syaz My = # +z. 


今 有 
dy = уйт — zle + 1)дх, 
故 
y = Тасе + idz + Ü, 
= (z - l) + 12 + С. 
x 
dy = ydr 


= [(z = DE + 26 CONE + ае, 
最 后 得 通 解 为 下 面 参 数 式 
„2 Е 
ебите 


9.2.34 解 方 程 
жу = y. 
解 Фу = z M = e° + z. 


SH 
dy = y dr,dy = ydr, 
由 此 两 式 得 
ЧУ „Чу, 
y У 
或 
y dy = уу 
sk 
diy] = 22(е + lde 
х Жу, ае + zy ду). ВЖ 
= [2(z 1) + 22 + с]. 
现在 从 
dr = dy Лу 
= (+ )dz/[2(z - De + 22 + С 
得 


- (e° + 1)dz ‚з 
3 = | Пе + 22 + Су r Cs. 


(е + z)(e' + 1) 
2(z -1)e + z2 + С] 


radz 


(e + zx)(e +1) 
205 — 1) + e+ Cy 12 


p 
' + ldz 
( = Гаа еа G. 

# “上 题 及 本 题 旨 在 求 参 数 化 的 通 解 ,处 理 的 方 
程 是 高 阶 导数 未 能 或 不 宜 解 出 的 方程 ,情况 类 伏 于 上 
一 章 中 同类 方程 . 

由 这 两 是 可 见 非 线 性 高 阶 方 程 的 降 阶 和 求解 ,一 
般 说 来 都 较 困难 . 
9.2.35 ”和解 方程 
ry — (z+ 2yr)y + dy = 0. 

解 ” 令 这 = tr,y = ш С.у) В (т, 

z) MA 


dz + С, 


化 简 得 


+2(1- г) = 


2 
{+ шас ти RAER = 


лъЧЕ - pyi = 
Кя Е т dz d 
与 


du 


dz +2(1- z) = 0. 
解 得 

u = 12 - 25 = Су 
Вр 

dz ш 2 С, 
解 得 


ж = 1+ Сир Сүт + Сас). 
最 后 得 { 令 x = е 代入 )， 
y= r+ Cg C а Cr))). 


9.2.36 求解 方程 
у Зуу y 


y l+(y) 
E 方程 左 端 可 写成 
[m у 1- За + (y) = 0, 
故 方程 降 阶 成 


” 


Tm СУУ? -CC = 0. 
此 式 叉 可 写成 
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dj у ___„ 1. 
drla y б Cl 0, 
MW h Fe РРС КЕЛЕ, 
— _ Cr = (5. 
V 1 + (y yy | Í 


这 是 个 隐 式 一 阶 方程 , 令 y = tgr, 则 得 
x 一 Csinr 一 = = Сүшпг + С. 
№ ау 一 wdr = Cisinrdr 中 得 通 解 之 参数 成 
ly =- [ieor + С, 
x = Cisinr + C. 
可 化 成 圆 族 
(т Ë, + (y 6, = C. 
Ж ЖЕ Еж -PETR2F b RE SEP UY Ж. 
的 推广 .下 面 两 题 则 是 积分 关子 方法 的 推广 . 
9.2.37 求解 


dy .dy дуо 2 dy_ 
47 + de + ду) x ду = 0. 


E 写成 
yy +2y (у) + (у)? - 
ЖЕМ 1/уу ,得 
Zatzy +9 -2 = 0. 
此 起 可 与 成 
[nly ity +ilyi-2it zi] = 0, 
即 得 


Z 二 
т = 0. 


Жл, X nf = Rš 
2 С 
“| ! еў 3 25] = 0. 
最 后 得 通 解 
+e 一 © = С, 


9.2.358 ШЛЕ w- 
解 方程 两 边 同 乘 以 ,得 


2 ү 
у y | 


或 


дут! l- 2in| yI] = 0. 


y _ 5 „=d _ 
ше 一 С.Ж у T Аг + B 
9.2.39 И Лу = ¿1 +(y y. 


Е 仿 9.2.36 题 , 通 解 为 
y = shir + С) + Cirt б, 
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z 


9.2.40 RAE л“ уу = (у-у) 
W ho 2.326 H Н 
у = Care 7 
解 方程 
xy = (y 一 ху). 


B 1592.35 01,52 = е, у 一 ze' ,可 得 通 解 


9.2.4] 


у = ттар. 

Ë 5—1 ааа ЕЕ, R R 
难 更 大 ,能 以 介绍 的 方法 也 前 少 . 大 致 说 来 ,让 方程 降 
阶 仍 然 是 我 们 赖 以 求解 的 原则 ., 办 法 是 ; 通过 代 换 
(9.2.31 一 0.2.35){ 请 注意 与 代 换 相应 的 方程 类 
型 ), 寻 找 全 微分 式 (3.2.36 ~ 9.2.37) ,或 是 寻找 各 
分 因 于 (9.2.38 一 9,2,41), 

末了 ,我 们 也 像 一 阶 方程 那 祥 ,按照 求解 的 难 易 
排出 一 张 次 序 表 如 下 : 


算 子 法 
аео > 常数 变易 法 

| 齐 次 变 系 数 方程 一 降 阶 ( 代 换 , 特 解 ) 
ано Hmn ,高 阶 全 微分 及 积分 因 


593 和 党 微分 方程 组 求解 法 


如 所 周知 ,最 -- 般 的 常 微分 方程 组 ,是 具有 下 面 
形状 的 典 则 方程 组 ; 


d.r, 
КШ! 


齐 次 常 系数 方程 、 


中 


dz, 


k: = ET a | 
且 如 假定 D йт А, f, ERAD C К"! pA 
连续 偏 导 数 , 则 Cauchy 问题 
Ф 
(губ) = rlro) = 29,576, (00) = z9 
Е ОЕР (о, 1,6,0) E Р"). 
即使 对 于 (D 的 特例 ,* 维 线性 常 微分 方程 组 


d - 

F: = апт, ++ аб) л, + АИ) 

„екан калк канк ная анн ва О 
dr, 

de = MLESET t= + 41) + ч) 


CHR aalt) От) 在 某 区 间 [e,5] 上 连续 ) ,其 求解 
问题 也 是 十 分 困难 的 ,除非 是 当 eft) ,i,j = 1,2, 
…,n ,都 是 常数 的 常 系数 方程 组 的 情形 . 


ЖНЖ Еш, nas O 写成 
= Alet fU), 地 
其 中 
faule) em "о лч) 
AG) = ease ene ra für) = |: , 
lanto) 7 а (t) J г) 
M G) da x K n Е 
[ri 
x= |: 


微分 方程 理论 告诉 我 们 , 只 要 求 出 @ 对 应 的 齐 
次 方程 
dx = А(}х @ 
的 n 个 线性 无 关 的 特 解 
туг) Takt) 


4X1 = к = 


тт) 2.67) 
或 者 说 ,一 个 基本 解 阵 
了 
makt) c rl) 
ZI (t) o ra (0) 
即 可 得 到 (1) 的 通 解 ,其 形 为 (e 表 任 意 常 数 向 量 ); 
хб) = Ф(ғ)е. 
ЯН КЁК М 9.3,1 的 公式 可 以 求 出 @ 与 
@ 式 的 通 解 . 对 线性 组 ,重点 讲 和 矩阵 方法 :对 非 线性 
组 , 壬 点 是 组 合 可 积 法 . 
9.3.1 设 tt) 是 中 的 基本 解 阵 , 则 例 的 通 解 可 
用 下 式 计算 


х00) = Bx + | BGAN Са, 


其 中 p! RN, хо НАЕ: 
xlii) = Xo. 
Ж CAORAN x)= (i) сср 
D DA MEH 
xi) = @(¿)c(:), 


Ф) = 


则 
x (0 = Belt) + Фе) (е). 
КА © К, 
Ф) г) + Pitje (4) 
= A Pireler) + f(t). 


AFR PO) = Att}g(r) ,上 式 化 简 为 
Tne tt) = fit), 
故 得 
сг) = Ф (е) е). 


SE elr) = хь, 
elt) = xat | ФУ). 
ЫП 


{КА xi) = 更 (ef 可 得 所 要 公所 


9.3.2 ”求解 方程 组 
[Es 
ау 1 {т > 0) 
(йо? 
E жае ЈЕ 
11) 
dx) Н Кы 
0 “li 2 |8) 
2 t 
MARAR, z= z+ гу, 


аа У 
x х 2. 
= ( tyty +y) 


2 
=( 
t 
RER z= г. А г = r- 1y. 和 将 此 式 代入 第 一 


方程 得 


x 十 ѓу) = 2. 


d 1,2 
-у-бу=ср(®-у)-у, 
或 
d 1 
а 171 


НЛ Л. y = tinz, 因 而 解 得 方程 的 一 个 特 解 


(=) = сы") 
у лг ` 


今 直接 从 方程 可 观察 到 另 一 特 解 


0-6) 


最 后 得 基本 解 阵 为 
12 12-ы 
Du) = | ) 
-7 tint 
HRA 
2 рр 
000 = [° 22(1 е) 
— tlnt c; 


Wi + czt ll 一 “| 
су? езе | 


9.3.3 FEE 088 
dr 1 _ 
Е Ty 
СТЕНЕ 


й ”写成 矩阵 形式 
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roh 7). 


对 应 齐 次 方程 由 上 种 已 知 有 基本 解 阵 


‚2 z 一 
фи) = [ (1 poy, 
-4 tnt 
易 算 得 
Ds) =" И! 
s А] s 
wA 
lns + 5201 — lns 
Ф 1) 65) = {= н fi 小 
全 站 = 上 又 得 


КАСЕ 


I ion- Sia + 35 - 2 | 
| omoget 
最 后 得 方程 组 的 通 解 为 


G) CL 


12 P а) уре 
Ë C, ting ME) 
| Slnt _ E (ne) t -+ 
5 Unz)? + Sint - + + 4, 

Жж ”我 们 也 把 疗程 组 分 成 线性 与 非 线性 两 种 类 型 
分 别 如 以 讨论 .对 于 线性 组 , 跟 高 阶 方程 情形 -- 样 ,由 
于 常数 变易 法 (9.3.1 题 ), 我 们 的 重点 是 齐 次 组 . 
9.3.3 题 是 一 个 完整 的 寻求 通 解 的 题 例 ,内 容 包 括 寻 
求 特 艇 和 常数 变易 法 .注意 ,本 题 中 如 非 观察 旬 另 一 
ЕШ , 通 和 解 将 难以 求 出 . 至 今 尚 末 有 普遍 的 寻求 线性 
变 系 数 方程 组 的 通 解 的 方法 . 

讨论 中 的 另 一 个 特点 是 充分 利用 矩阵 知识 . 

9.34 Жа Ж 0р AC 阶 ) ,可 定义 一 个 新 

eaen 


£ 1 
= hm РУ: 
试 证 明知 阵 A 具有 以 下 性 质 ， 
(D) e™ lo = Е,Е 为 单位 阵 ; 
(2) Ë AB = ВА, '# = о.е; 
(3) 对 任 一 A. Е, B(A) = еса; 
(4) 设 工 为 非 商 , 则 АТ = тег; 
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(5) (A = A ZV; 
(6) ЖА 为 一 对 前 分 块 陈 


AÜ 
А= |; 11, 
Ü. A; 
则 
е^ 0 
её = `. 
0 её 
特别 ,如 A 为 对 角 阵 
ы 
AO À 
则 
ei. Ü 
a=] " ): 
0 e, 
(АВ = AE М, ЕДЕ, 
0 0 
则 对 0 10 
д 0 
B= |р. 
Hiza Oia 
1 Ө f -- Ü 
ғ 1 Ü Ü 
Ë 
Z = ЮМ — |Т! 1-0 ; 
"С! 
G- pT”! 
а —ё b -snf 
(Bel ) = [° е. 
яте соб 


证 ”注意 矩阵 列 | А, 之 极限 А, КЕ x. 
lim la, - Al = 0, 
其 中 | A| А 2 ННН. PA = (а„}, 
则 


ПАП = Ута. 


JEI 


故 只 之 存在 由 级 数 > Al y aaa sm, 


e 之 存在 ,由 》 LAEL 对 - 切 有 界 ;为 收敛 可 
知 
(1) 的 证 明 是 显然 的 
‚в _ SA (A + В)* 
а) = 5 аз ву 


AB _ 
гие: 一 п)!" 


оз Ë 
= yí Y) 
і ` і 
#=й рай 


(注音 此 处 已 用 及 AB = BA) 
2710, 


дове е 
оя PAP- 23022 тв pD 
(3) Еу, 


© стае ! 
= Ч.А = Аг 
(6) 因 


7) tusa = =. е“ 


(му у 


= Z(E + Ne- М 


代 大 上 式 则 可 得 证 
(R) 之 证 朋 , 由 下 式 可 推出 
9 - в)" _ Н 
ь 0 0 
0 °)” _ Ë 
= (,, 


,| 
mn = 4р; 
Ё" 1 Ё 


| = 一 h" 0 
— Ht _ . 
|, 0. , MEE 4р+2: 


й" 
D | m = 4р + |; 


Ü -b m Ü A 
{п = 4p +3. 
| | = (_ > Л" 4 


ñ Ü 
9.35 求 常 系数 线性 方程 组 (wn Ш) 
d.r; 
de T 11 ++ + ар 
Ол» 
4 dr = агу + + атык, 
dr, 
de = 431-71 + + ьа 
之 通 解 . 
ж + 
gr di, г 
“| 
dal ` Py Ta 
方程 可 写成 
= Ax. 
再 令 ¢ НЕ иШ, ji E 
КЫ 
KREETA RRE, L (ес) = Aese. 故 知 , 原 
方程 的 通 解 为 
x= ev. 


特别 ,如 取 初 值 x(t0) = хо. Ше = хо. ХРАНЕ 
ARE DU) = Z, 000) = 

Ж ”因此 , 常 系数 线性 方程 组 的 求解 ,归结 于 计算 
Е е^. 

9.3.6 Cauchy 问题 

е = Ах + (0), 
xito) = xo 
之 解 有 形式 
xG) = Bw + | BD WU)ds, 
或 
х) = ry + | orf Yes 

(Ф(:) 为 齐 次 方程 之 基本 解 阵 )， 


2 
9.3.7 Rir = Р ани. 


и а= (6 alo o) 
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x, Í Ü 1 I /Ü 1\? 
-ee (0 б). + 去 (0 o) aa) 


| 
гр 
—n 
> 
+ 
— 
= 
D ж 
— R 
— — 
l 
` 
= 
— 
DT = 
— — 


е?! дерс е + cale” 
о (оа О) (л) 
注 1 本 题 的 4 较 简 单 . МЕНЕ 4 ,家 用 下 
面 三 个 结论 来 计算 ZV. 
(1) ЖА а ТАНЕ А АСА 天生 
Ajig = l, n), ХЛ, 为 对 应 的 特征 向 量 , 则 
= `«#1!ур,рбз'ру tv. ]. 
(2) 设 和 有 站 个 特征 根 和 fn E), eA Gu Ж), 


AZAL = henk) nit ny + е + n£ = 
п, 
È 
ee = Уей, 
1 
其 中 


cp = «УЕ + (A = АЕ) + А (А - АЕ)? + 


тук -AE ] v; 
其 中 向 量 vov evn Be EAE НСА 一 
АЕ) = 0048,3 = 1.2... P He = vy + + w. 
(3) ) 设 A и BRERA, И 
е“ = 2 Ма -ME) 


Ф 2 LERNTE, ne SEWU R 
КЫ IB ОПЕЛ Н), h ДЕЛЕ sus 
征 向 量 , 题 9.3.7 列 出 的 所 有 的 情况 ,可 以 通过 下 面 


各 例题 掌握 求解 法 . 
9.38 JJ RH 
р = т +4у, 
de = 5 


toele w ух 


= ef t), 
0 1 


方程 有 两 线性 无 美 解 
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9.3.9 ЖУЙЕШ | 
aG 8167 
解 从 det| ， А = А®*—104 + 9 = ОЯ 


4 5- 
征 根 为 Ау = 1.45 = 9. 


жэ, лв) 088 a = 
l,m = 一 上. Ë ú 
求 m = (PJ aa- зю [ ')= 0 解 得 s, = 


l, = 1. 
由 此 得 基本 解 阵 


cl ciel + се” 
awi] = ü c e, ым. 
9.3.10 和解 方程 组 
= 2 —-1\{4 
£| HES IG) 
解 ” 从 det{ 有 A 一 AE) = 0,4Ẹ A? - 4A +5 = 0, 特 
ФЕВ S A. = 2 二 了， 


先 求 "=| 1). (л-@+ рю )=о,жё 


El 一 1 总 二 一 1 ERRAR уз, [ЫШ v 必 与 w 其 
е. 


Мен mr 
和 


об) = (6. 
К 


о + ¿e° ч 


eeint — ie teost 


9.311 ЖУ 


dajz 4 —1yY íf >r 

ас») =з zj 小 
E EIERE A - 61 +3 = 0. НЕНА = 3, 
因此 н = 2.4 


ee = ЧЕ + (A - ЗЕ)г) (° ) 


“(Р т 


= mw 


通 解 为 
fettle e) е c et + cartes 
ИИ а) е — су) е + Я! 
9.3.12 求解 方 种 组 


т] 3 -I 1 Я 
d _ 
+ ?| = 2 0 11151. 
z] 1 -1 211: 


$ det(4 -AE)= (А-1) А-2), АВА = 
1,333 дул 1,92 2. 


H| 
Еф у = |а | , 解 (4 1: Б)» = 0,88 
нз 
2 1 1 “| 
Е -1 10 јао 
l -1 la 


{Чону = 0, му = из = а (СЕК). 
у 
5 | , 解 


àg 


(А — 2E) y; = Ü, 


K v; = 


或 解 
0 0 0] 
-1 1 ) % |= 0 
-1 1 07] 
{ з, = 5 — 8,5 = У(Д,у ТЕЕ), 
ст) 0] В 
° 中 B|, 
c; g Y 
解 得 gw = cy с,#=сх,у = ate of 
人 0 сү 
WW = [с [р = с 
бс Cl сат Єз Г 
通 解 为 
+ 
у |= Ev + е! (ЕК + (A — 2EÉ))v, 
zJ 
ù ltr- 1 c] 
= e aaja as C2 
les— el t =é llles согу 


leitete cat epe” 


= (c; -ee + (cI t без сз t epe]. 


(c, = Cie + (cs — c> + cee” 


9.3.13 求解 方程 给 


г {1 1 1||х 
«|> "| 1 -1 1 y|. 
z 1 | —-1J uz 


解 йс(А-АЁ) = (А-1)(А+2)?,А = L.A 
=-2,пу = |, ну = 2. 
1 


Hl 
Кур = |а|, ALA - 1. E)n = 08848 
н 
иу = #2 = ну = ef 任意 常数 ). 
51 
Жуз = |52 |. МА +2Е)“ v, = 0 sk 
33 
3 3 3113 
| 3 N » |= 0 
3 3 311, 


а B 
a+ y 
a -8-Y 


得 时 a = Llar teste) p= T 20 — e ca), 


у = 二 (2c2 - 63 - c0) ,最 后 得 通 解 为 
[у а 
|y | 
|z g 
ГВ 
+ 2(E+(A+2F)D | y 
l-8- 
а 1+. £ t B 
= dlate] l+: ft Y 
a і t 1+:}\-8-у 
fa В 
=e |а+е "| у 
а -8-7 
а +{ Н | 
= ае + ye 2! 
аё 一 @” _ ye» | 


9.3.14 ÑW Cauchy 问题 
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— 
8 
= СА 
= 

I il 
IOo“ 


УП) = 1, (0) = 2,y (0) = 0. 
解 EATER MER TEH, ПӘЙ 
x = # +siní(,y = ë sni. 
9.3.15 Ў Cauchy 问题 
[z +4y+ 22 = 4: + !, 
{х(0) = y(0) = 0. 
| > 


解 z= ttt yo- 

注 TEFA EIRA EHR, ЗЕТЕ АТ, 
对 于 这 一 类 组 ,更 没有 什么 普 吉 方法 可 资 应 用 .下 面 
种 例 (9,3.16 ~ 9.3.25) {Еч ЖАШ ЖИЕК 
分 .我 们 这 里 称 此 法 为 可 积 组 合法 . 


9.3.16 和解 方程 组 
[dz = 201° + у), 
ja = dry. 


解 两 式 相 加 ,可 得 
еу) = ir + у), 


由 此 得 
т+у* =e. © 
黄 式 相 减 ,得 
ЕЕ: = 2z(.r — у), 
由 此 得 
l p= сз. @) 


xy 
由 © Z @ 两 式 解 得 
с + c, 一 Zg? 
T Zie- 12305 一 GON 
_ (2 © 
Y (aa CC 09): 
Ж 本题 方程 已 为 非 线性 型 , 故 前 此 所 用 方法 失 
效 1 加 及 @ 即 为 首次 积分 ,对 п 维 方程 组 , 求 出 x 个 
独立 首次 积分 , 即 可 认为 方程 已 经 解 出 .以 本 是 为 例 ， 
озон. 002 Z 0 Fui D,D 
ЯЗ 0,0 зА D = 二 


1 - 
+ 2, SA 


л 


+ {?,Ф» = 


+ — y 
DCD, a) А 
роу) = (х1-у370 (69 5). 
9.3.17 “求解 方程 组 
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dz ж — t 
dy zzy 
d: z— t` 
d а-у+1 


в ple = 0.8 @, = x — y = c EI: 
式 代 人 第 二 .三 方程 ,得 


dy _ _ср_ 
dt z-t' 
dz 


— = сф, 
š 
可 得 
z = (ci T 1)/ + c> 
及 
y= nl cí + со I+ cs, 
通 解 为 
=-= = (е +c |+ ср T сз, 
у= inle +e |+ сз, 
z = (ci +1)# + co. 
9.3.18 $J EH 
dx, 
q = 237 22, 
dr» 
G = = 7 =a 
dz; 
dr T i. 
解 ”将 方程 写成 
d _ dr _ dr _ dz 
1 С жз Tra TI tr ту 


ЭМ (3 xa) + (zi — zs) + (хэ ту} = 0, п 
diry + rat z3) = O, 
或 得 一 首次 积分 向 = x+ z+ zs = ср. 
SH z (zb xz) + арку z) rr 
= 0 B 
түф + ridez + rade; = 0, 
或 得 第 二 个 首次 积分 р = + 2 + д + ку! = C2. 
注意 ,从 
zikri- rs) + zalza- ra} + z((z>— ту) 
+ sl 一 zs) + дәдә о лр) + rt хз) = 0 
可 得 
zid; + ydr, + жойду + zadz; + Z dz; 
+ жуйт, = 0, 
或 又 一 首次 积分 


Ya 一 ЖЕ; T ZəZ3 T -53-5] 一 《3， 


Ж р, = T (02 0). фу BS pirg ЕЙ. 


= t] 5 = єў HH 


е е — 5 
ry дс +2 Bra 


>e ` 


1 
T 5 = (ü луі 2O -e7 + 了 Cr - 353 у, 


ОГУ — 
CO 上 cr 一 Жа ` 


vir = = (1. 


атеш 
< бел 一 Zél 
;个 首次 积分 
2ra тү 3 
arcsin — 一 一 - 
` T| + -17 + -F3 


ЖАТУ : 


31 = 4. 
注 ”本 题 方法 常 称 组 合 可 积 法 . 可 咱 米 讨论 一 般 
Bi B Л Н 中 ,只 要 将 之 写成 林 称 形 


ЖШ es ps ВА 
О) ма ji tt ps = 05 
(2) pde t day + ° + „йл 
= Ях, туд). 
则 得 一 首次 积分 (г, 


ду) те. 


ЖЕШ TE ASK ЕТАН НОЗУ РЕ. 
9.3.19 ШЛЕ 
dr Ету dy r-i 
dy у-ту x 
E GR 
dt dr _ dy 
yx #-у жо Ё 


BA de i dx+dy = О, ИЧКИН ы + y+ 二 


LAM rÍ y 一 г) + rlt — у) + y( -- ғ) == 0 4835 — += 
首次 积分 
х1 + y° + f = ca. 
9.3.20 ”求解 方程 组 
de_ 1 Яу 2 č 
і l - ууа 2 Ф t- y-t 
# 。 今 写成 ш = 92 = 空 . 则 有 
l vy zx-t 2 
Чу x t} dr, 
Му-тот TE 
ñ E F 
di - 2 y t+ ce. 
ХАЧ - Ф ву р-у 
l >: з = алт y = c). 


9.3.21 求解 方程 组 


dr _ | l dy 1 
df vdt ro 
E ”写成 
di убх (r = dy 
1 5-1 1 ~ 
从 
уйг dz) Lr- pdy 
-1l I ] 
知 有 
_ dr-D)_dy 
Tt y? 
解 得 
p= (у= с. 
由 此 得 
dr _ |- 2t 
dë El 
或 dr = de- =ar, BU 
dír- 4) + d: _ 0. 
Tr Ë el 
解 得 
(xz 一 rye = r. 
解 第 二 个 首次 积分 
(Cr - pele Dy = су), 
93.22 ЖШ 
出 dd 
2r ln n - 2 
Ж ”由 第 - -等 式 ,得 出 
а? + (ае 1} = cí. 


另 一 首次 积分 易 见 为 


9.3.23 求解 
dr _ бє _ dy 
dy— 5r Si—3y 38r-—- 4у 
Е 从 
(4з Sr) + 4(Sr — Зу) + S(3.r ody) = 0 
得 
Wi ry = с. 
x 
2f(4y 5ту+2у(3г- 3y) i 2yr- 4у) 0. 
iA 
p 一 ах 4 у? = Ca, 
9.3.24 求解 
i гіх = (#-— 2r)di. 
lidy = (tr + ty — 2: — tdr. 
Жоо 通 解 为 
= 4r + To = pje > sI 一 Feo 


£ t у + y = с. 


9.3.25 Ж 
zd: _ ах _ dy 
х*—-2хлу-у rty x-y 
解 фу = z2+ у? 1 2 = Cyr = ж? — 2=zy — у? 


= бо. 
Ж ЖАТИ ХНК RERA 
程 


> Х,а) sz = 0. Ф 
КҮТҮҮ Г: 

Ye iz) = Zr 

D'E ri, NARE u ЭЖЕШ. @ H = 为 


Ж, хт. z. 为 自 变 量 .可 设 Х,, Y, ,Z fE elk 
上 具 连 续 偏 导 数 . 
对 О) 作对 称 微分 方程 组 
dzl dx; _ _ dz, 
NI X; X, ` 


设 已 求 得 它 的 n- 工 个 独立 的 首 演 积分 ples 


х.) S eaj = 1 WAI O 的 通 解 


иб, буль) = Ф( фу, фо, s фы-1)› 
ШАД Ф An — 1 лау пра. 
HD 也 作对 称 微 分 方程 给 
dry dra o. dz, _ dz 
Y, Y, U C Y 7: 


设 已 求 得 它 的 =” 个 独立 首次 积分 而 (zi 


了 z) 一 


AF = 1,-+-, n), ДГА 全 为 一 ЛЕ W k 2 BJ ра 
AD 的 通 解 即 可 从 
Bg) =й 
解 出 . 
9.3.26 BHH 
„Он 可 
解 ”作对 称 组 
dr _ dy _ dz 
r —2y 一 = 
得 两 个 独立 首次 积分 
Ш = zz = сф = жу = су. 
原 方 程 通 解 为 
ry) = Ф(хе,х?у) (Ф ЕЖ). 
9.3.27 HH 
(z- x) SE + (a = 2954 + (5-2) 58 = 0, 
dæ dy dz 
M f = > = RERBA 


= r+ y +z = c, 
Ф r? + у + z? = с. 
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и(т,у) = (z + y+ z, д®+ у + 52). 


9.3.8 ЖЖ 55 - 255 = 0. 
解 (х,у) = @(x° + y2). 
9.329 RHE 
/х 5” +4558 +4258 =0 
ЙЛ u | . -1 = r- уйй. 
# 从 
dr _ dy _ dz 
т Чу v 
解 得 首次 积分 
= ма-а = cr gb = Му fz = сә. 
通 解 应 为 
ule) 一 和 (ww 
令 应 选 下 ,使 
Ф(Уу —1,Jy- l) = z- y. 
Han, PA Pla, f) = (a + 1 一 (8+ 1)?, 故 所 求解 
MEA 


и(х,у) = rt у ух + 0). 

9.3.30 ж убх -和 = 0 的 满足 x |... = 
piy) 之 解 ,op AD AMAR. 

М 已 知 通 解 为 (г.у) = b(z2? + у?) (ФЕ 
ARRO. ЛИВ Ф,{# O) = pty) AETS Dla) 
= pia) MRM A 

(х,у) = piv х? + y°). 

注 “” 求 特 解 的 标准 办 法 如 下 : 北 以 上 题 及 本 题 为 
例 . 上 题 中 从 首次 积分 加 = су.» = ca B. = 
| „-1 = Чу 1. (Уу 
+ 1)“ = хт, + 1)2 = у, Н 

u |e = (фу + 12 — ($ + 132. 
最 后 得 解 
u = (Ф + 1)? — (ds + 12, 
ГА ЖАЙ ЖЭ. А у = +y IB 2 = у.н у 
pi p), ATS 
z = Pv). 


=p. ik 


т | ,—% = 


dr _ dy d= 
Жу -y (1 кюу?) 
解 得 首次 积分 


фр = typ = 2zl E ati deye. 


故 通 解 含 于 

Dlry Zr? r rtt Arr) = ОФ HRAN) 
中 ,或 写成 

2х°+ zl + gry = (туу) СРЕ), 
故 可 得 


= 


adoray 
2o Айту! zy) 2y gy 


9.3.32 Wr 
TEDE = 2, 
解 从 
dr _Чу dz 
ltux z y l 2 
解 得 首次 积分 


bt 
通 解 含 于 
ЁК(т-2у,2ё/=-т-у+у) = 0 


rh. 
3.3.33 ”发 方程 
дт àz _у-а 
dr ly x= 
的 满足 < | 1-1 у‘ ӘМ. 
E 从 
dr dy _ dz 
1 l у-у 
解 得 首次 积分 
= yg = ry- z2, 
故 通 解 含 于 
Plr ty.2ry - 22) = 0 (Ф Зри) 
中 ,或 写成 
= = /2ry+ /(x у) (为 任意 函数 )， 


今 = li уф = 2y- х7, WER 
y= - 1,2 = 20 — |) — ф. 
Hija af = y 相当 于 
0-0 — é; = 
ВМ Ugi- 1) - s = (h 一 1 可 得 所 求 的 解 为 
z= V (r+ ye 1) + 21у Katy- D. 
9.3.34 Ка +V5 су) 2+0=2 
的 满足 {1) z |, = 2r;(2) z 1.-0 一 之 解 . 
# и А = 22у, = 2 а г ужу, 
(I ро n v МАВ laas 
2r 得 出 


【一 1 


фр 一 2091 


r 


2: —4y (2 z r y + y): = 0, 
(2) 初始 条 件 z | ,-o = x 相当 于 
di- = Фи, уо = 0, 故 所 求解 为 加 = 0.80 


2/-х-у+у= 0б, 
或 


2 
2 = +т+у. 


Ж ”从 一 阶 偏 微分 力 程 的 讨论 可 以 看 出 ,其 基本 
内 容 是 对 称 方程 组 和 首次 积分 ,而 基本 ( 养 不 多 也 是 
唯 … 的 ) 方法 便 是 可 积 组 合法 .这 些 内 容 其 实 最 初 都 
出 自 经 典 力 学 .求解 非 线性 方程 可 视 为 这 僚 方 法 的 一 
次 演习 .可 见 , 我 们 诗人 论 的 非 线性 组 的 求解 法 其 实 都 
属于 经 典范 围 .至 于 近年 来 发 展 出 来 的 主客 新 方法 ， 
大 部 已 经 超出 本 书 的 要 求 了 ， 
作为 总 结 , 对 于 方程 组 的 求解 ,我 们 也 用 表格 表 
示 如 下 : 


齐 次 常 系数 方程 组 一 一 WE BE е 
явну 常数 变易 法 
г ЖЕНЕН ЇЇ 
i 齐 次 变 系 数 方程 组 一 一 积 组 合法 . 
ЕВ 组 会 法 . 
附 ; 一 阶 偏 微 分 方程 可 积 组 公法 ， 
99.4 二 阶 线性 偏 微分 方程 


一 一 特征 线 法 


Милан 一 般 形状 是 


(х,у) TH t oley) te ун 
а(х, y Х.У 2а. + стау эу? 
S 9 
+ Ех, уун. TE 25) = {), D 


根据 它 的 性 质 和 求解 方法 ,我 们 对 之 分 类 如 下 : 设 
afzryy)iafzy) 及 cfry) 是 基 区 域 万 于 到 上 具有 
二 和 阶 连 续 俩 导数 的 函数 ， 
(1) Ж 
(х,у) = а(х, у)сб(т, у) > Ü,(z,y) € D 
时 , 称 D ARAR, 
(2) 当 
(х,у) ~ a(r.y)e(r.y) = 0.(z.y) € D 
时 , 称 中 为 抛物 型 ; 
(3) 当 | 
P (z,y) --a(z,y)e(z,y) < 0.(т,у) € D 
时 , 称 С) УВВ. 
求解 中 的 第 一 件 捉 是 将 之 化 为 正则 列 , 其 法 如 
F: 
601 


B ok Wen IE Sk, A Fë 
а{т.м)ду* - 20020, ydrdy + c(zr,y)d=2 = D 
这 是 -个 二 次 一 阶 常 微分 方程 ,可 写成 两 个 方程 
айу = {+ V Б — ас)ах = 0, D 
айу — (à -v 2 — ac )|z = 0. Ф 


REKE D 与 四 的 通 积 分 
g[zr,v) = ec pey) = c. 
(1) 对 双 曲 方程 (到 — ac > 0). MAE, y) 
ЖЇК ПЕЛЕ (у, у): 
ë= ф(т,у), = (х,у). 局 
这 时 可 将 厚 方程 D 化 成 


Pu _ ди ды 
Ed 一 File paer ap 


REKAH УЕ НОЕ Д0, 
(2) 对 抛物 型 方程 (8 - ас = 0) а HA 
通 积分 р(х,у) = с. ЗЕЕ р = (х,у), Ж 
求 它 生 pg 在 口上 为 独立 , 即 要 求 
|90 дф 


а МІ 
рё =“ шо, 


Dixsy) |ð} 27 
Jz ду 
则 代 换 O 可 将 方程 Q 化 为 
А ди ди 
ay = Еди. баз gy 


这 是 抛物 型 方程 的 正则 型 . 
(3) 对 椭圆 再 方程 ( - ас < 0), @ = @ ЖШН 
УЖ ON Нег, CHAHE Г НЕ РЕ РЁ. 设 
D 的 通 积分 是 
ф{л.у) + 1002,5) = c, 
ФКФ ЕЗУ КЕБ, ШИП ЕТЖ ET С, ар 


T 化 为 
Jy ц КА Ju ды 
ag t 3 Fate, Ет gg) 
jx ЖЕНИ ЖУУ Pe BJ YF ШЖ. 


要 注意 的 是 ,在 代 换 O 的 正则 化 过 程 中 EH F 
面 的 计算 公式 : 


3 
dg ðE dr 37 dz dy © аё dy Jy ду' 
2° 2 22 2 

DA S ое #2 зера эл * ээл! 
dr Фё + 2207 дт Ax аз дд 


„ĉu PE, u д 
AE At ар д 


Fu и 982, > ди д& ар, ud 


032 一 + 22053) 
йу? ag? Әу 2829 ду ду ар ду 
| ди є ди 8р 
ЗЕ ду дз) ду? 
Фи dn аё JÈ 


дхду Е Пё? ` dy ay 
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2 
u JE, 3g, 2.2 
209 dz ду ду Jx 
ды Fg 
ЛЁ droy 


атану 

9.41 RATE 

2 2 
К Е _ у? 25 z 0 

化 为 正则 型 . 

解 P-a Ty >O fE(z,y)> (0,0) 4b. i 
HARE. УЕ y PE N 

гіу + ydr = 0 Ж 

得 通 积分 


д 9 Ady 


rdy - ydr = Ú. 


+y = c R = c. 


作 代 换 
_ 2 
ё = zy, 1 У` 
HOAT 
Pu Pu уз? Pu уйш, уди 
дұ? = y д? 122690 іар ti ap; 
а Fu „Фи Pg 
dy? -F лг? + JEA t г? дїр” 
信人 方程 得 正则 型 
БЫ, 1 du 
iay 289 ` 
9.4.2 ”将 下 列 方程 化 为 正则 型 


0. 


Aray ИЕ дұ 


ду” 一 20х0у – 3dz2 = 


或 
(ау + dx){dy — 3dz) = 0. 
得 通 积分 
*F*+ x= с É 3r—y= с. 
作 代 换 
= z+ y, = Зх y, 
а Sar 
zi 155 1,92 J= 1: 
É 
ды _ ди 3929 du _ дш du 
дж дё  2р'ду dé д 
x 
32 22 2 д? 
КЫ: t 63292 EFT 
Pu ы _ аы Žu 
ау ағ 929) 2р” 
Pu u Pu Fu 


J ry Е gë | 2380 — dp 


代入 方程 得 


Fu l du _ 
Tey аё” 9. 
9.4.3 求 下 面 方程 之 正则 型 
22 H 4 и _ КЫ? ди Ән А 
过 了 2 д rəy +2 a y дд dy = 0. 


解 Б а =-1< 0. FERNEN 
(2+1) ах dy = 0 (= и 1). 
得 通 积分 
(2 t i)a — y = c. 
Е 
Ё = 2р -у,№ = x, 
可 算得 
ди ди dn Пы du 
ðr TJE dn dy JE’ 
Tu _ Pu ёи д2 ц 
Jr- 4 22? QE + др ! 
и du Fu _ Fu u 
ду? _ qet "ғау = JEŽ 260% 
代 人 得 正则 型 
Fu Žu ди _ 
2 зр + ар" 0. 
9.4.4 将 下 面 方程 化 为 正 由 型 
Ju RLST Pu ён Ом 
-2 -+5 ; еи = 
072729535 + эу? agot B Jy 8 0 


(а. В.с). 
E P-a = ОНЫ УРЕ АУ 
(dz + ду)? = 0. 
由 此 得 - - 通 积分 .最 ? у, Й] 


Ре) _ А |- 
] 


Рау) т 1 = 0. 


эң 
{= rty, = у. 
则 可 算得 
_ За ү 
Dr dey Н ДЕ 十 
Ju Pu ы КЫП, 
“Тап, зу? = s= + 
0: JË 
2? H Пы 
ШЕ д ту 


ди 
дт? 
Fu 


En y ` 


ди _ ди ди 


дг? 


А 
ты н 


二 A у 


КА АН 
£ э tA бк юй + e = 0. 


9.4.5 将 下 面 方 ka 


32 у 
Н _ 3cosr — (3 t sin?) ° Pu 
dy” деду ду“ 


解 ЛЕ 


Ји 


Уу Ü. 


Ё = 2a T amna ty = 2r -sne y, 


正则 型 为 


Ра 0 Ё,9 J 
Jay ' Ета 25) = 0. 
9 4.6 ГОЛЕНИ 
у? Е + 22у эи. + 222 т + Уз = = 0. 
解 MRH 
£ = -一 +. 
正则 型 为 
Fu p% 1 ðn l йн 
аё? ШЕТ £— 7 ПЕ 27 дт) 
9.4.7 ИУ 
(gr 2ytgr i, 1 H + ои. = Ü. 
解 ЛИЕ 
= уйык, = у, 
正则 型 为 
Pu 220и 0 
дэр т IE 
9.4.8 THE Fe 
2 2. 
У с + T = Ü. 
Ш 5052 ws- y. Щу < ОВ, BDA F E 


平面 内 ,得 一 双 曲 型 方程 ; 当 у 
内 ,得 一 大 图 型 方程 . 
特征 方程 为 
уау) + (dr) = 0. 
当 y > 0 PF. 3kin ЛЕ 


у? ду t idr = 0, 


BAIRI 
Зуі =с 
Huw TNE 
2 3 
pray, 
IEA 
авна = ОУ > 0). 
у < 0.13 028 r F 
£ (-y)idy + аг = 0, 
БЕНЕН 
4 -4 = e,r + 3 【一 у? = x. 
作 代 换 


得 正则 型 


> ОН, ВТЕ ЕРКЕ 


603 


2 
Lu оби 2u 0 (y < D. 


Agay lE- ў) JÈ 97 
+ AE PE M bia ДИМ. 
9.49 ”讨论 方程 

з Фи Pu 2 аы 

T ar? Ariy 


H 2ту 


-2r +4у SE + 16235 = 0. 
m T 


解 Л 
Ë = хуур = z" /y, 
正则 型 为 
Pu Lax l Ən 
Jg 40027 Еду“ 
9.4.10 ”讨论 方程 


= 0, 


2 2 
25 дм 2 ua ан „Зи 
Пж ot lty zata ty, 


解 ЕК 
£ = е + v 1+ 22), = (у + 
正则 型 为 


дт 


Pu Pu 
ag? + CE 
注 ATERI Laplace 8. 
9.4.11 ”讨论 方程 


. 92 
— 2ysinz = 


"i д u 
SU — 
da? 


解 ЛЕН 


£ = уш 5.7 = у, 
正则 型 为 
Iu _ _2Ё_ ды = 0 
др £ + > ЗЕ ` 
9.4.12 ”讨论 方程 
Fu дц 
о? БЕ 


Bu кыш. 
元 азу 7 0 (a 为 常数 ). 
[> 0 РКТ. 
b- ac =- 
解 Уо FEM, 
УДУР y > ОЮ, w КЕТЕ 
£ = 站 ,和 二 24у, 
ПЕЛ ҖИ Уу 
22. ди 20 – 1 Фи 
22 ар y 2 
у 所 上 0 时 ,应 作 代 换 
E= r2 y,p= 3 +2 y, 
正则 型 为 


= Ü. 


1 
з? н, а 2 ди ди 


ddy E- рдЕ дт 
9.4.13 ЯТ 
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) = 0. 


= 0. 


1 + 3), 


= 0, 故 为 抛物 型 . 特征 线 方程 为 
{дл + уду) = 0. 


解 2-а = 


故 可 选 代 换 


Fu „#и ы _ „ыш 2 
dr? аду "ә <" әгәр 
Fu Fu ay 
Әхду = ЖУ л? + EEPE 
正则 型 为 (注意 y= y = 0) 
7 ар 
对 q 进行 积分 ,得 


5 9. 


i 

7 og 

(其 中 p Же ЖЖ). 再 对 Ж {ТЕЧ 
= Ing- (2) + (Ёё), 


бё) bp š 25 ЕБ. 回 到 原 变量 (* ,y) ,得 原 


方程 之 通 解 
и(л,у) = ф(лу)Їїпу + ary). 
9.4.14 求解 方程 
— — 2sinz Pu _ 2 y gu созу 24 = 
да? ахду ду? ду 
ж FERH 


Itt y` бт = r,r — y + cosr = c. 


可 算出 通 解 为 


ulay) = lrt у— созт) + olz- y +£ eor). 


其 中 ç Жу ЕЕ. 


9.4.15 киле 
a 22 
с = 127, 

解 ек. = ur 化 为 的 方程 , 今 有 
Зы — гам ] du 1 BEJ 
dr z? az By ж ду’ 

Fu _ 1 u 
ду? Е 证 ду?! 
RAETH 
а 99 7 
й = r Эх u T 25? 
或 
Pu _ Pv 
дх° ау? 
出 此 可 得 通 解 


н{ш,у) 一 二 (人 > - у) + ф(х + y)), 
py HRAM. 

9.4.16 求解 

(r — у) 


Fu Ju du 
> бу ду 


S WIR es (а у)н TEA о 的 方程 ,最 后 
可 得 通 解 
иїт.у) = E lele) = gO) 
(ш, IHES AN). 
9.4. 7 求解 
32 72 2 
225 2 ESET y РЕ + Зу T 
з ди 22 
tg E +257 ЕРУ = 
HO АУЕ ЕКА (г, у.) — (4, 
АП: 
y „у, 
б-р 1 IÉ = z y. 
最 后 可 得 遂 解 为 


n(r ys z) = (z — мес.) 


ЮС.) (р.р HERERO. 


9.4.16 ”求解 方程 
БЫ? Fu 34, 
да “дд ду - 0. 


HO 本题 为 四 阶 方 程 . 作 代 换 
上 = 二 
可 解 得 遂 解 
国人 
Elwy) t falet y), 
ЖН fasadh K a AERAR. 


9.4. 19 设 常 数 Gj ,C|5 422 满足 此 1] $ an 一 
ао? ,求解 方程 
Fu _ дц Pu Р “и 
3 910012 + 2а 5 гау Ja 55 + аг ду?’ 


EO Au = Фиг DAEM) 方法 ， 
可 得 道 解 
мазу.) = р(х + Z aptyt w ant) 
+ plr- y aniy y 22), 
其 中 py HERRAR. 
9.4.20 证明 :方程 


Фи п ды m ди _ 
Jrdy roy dre ro- y dy = О (n. m 为 自然 数 } 


有 具有 下 形 之 通 解 ,其 中 (cc),Y{y) ЕА. 


Хо) YO 
+ y 


атт -2 
a lq ql 


ulr. y) = 


解 ”将 方程 


Fz dz dz 
(т-у) Этду Jr + Jy” Ü 


(9.4.1688) 对 zy 分 别 求 导 (mm - 1 KA(n - 1) K 
Biat. 

9.4.21 求解 方程 

пи ___2 Ju, 3 ju 3 Сы = 0. 
Hxdy of х-уду (r- уў 
Ж ъ= (z - yu 化 简 方 程 ,可 得 通 解 

1 ə r xt) = ҮС») 
= — уде т-у ' 
EF Xir) Ж YO) ВЕЖЕ. 

9.4.22 证明 ;方程 

Е(а,В) = ги. 2586 2-0-0 
(а. 为 常数 < а,8 < 1,т + B Z 11,858 РЕАК 
之 通 解 

иб г,у) 


= (y = юке] gle +(y-—z)/]: y Pd 


ukr, y) = 


+ [iMi +y- +i] 91а. 

S 注意 , FPFE El, p) = 0 有 特 解 (a - 
2) ly- ay (а 为 常数 ); 如 邻 ple) 为 任意 函数 ， 
Bill 

(ту) = еба) еу ddz 


БАЛ Ele, B) = 0 ZE, 
以 下 记 Zle, 8) 39 Ela, B) = 0 之 解 , 则 简单 计 
算 可 证 明 
Z(a,B) = 
Кыс д 


(у= r) - Bla). (ж) 


Гб) ба - «)#-Чу- ad 
(é 为 任意 函数 ) 为 EL1 - B,1 ~ a) = 0 之 解 .依据 
(* ) 式 ,E(a,B) = 0 又 有 新 的 解 
(у= лт) ACOE — ж) (у z) laz, 
最 后 得 原 方程 通 解 
иба) = 9(z)(z - ә) ty- z) Paz 


+(у- хера) ба — к) !{у— g) ldz. 
再 用 代 换 > = (1) + уе, ВГ ЕК ЕШШ АЈА 
式 . 

9.4.23 证明: 方程 


Fy y— дч _ m ди _- 4) 
Ardy ZT- yr г-уду 


В ТАЛК (ХО) 及 YO) HERRAR): 
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——-— = ". = - x а мы 


+ т" Х № ү ) 
н(х.у) = (х- м)" "С! — Xt) Y буз] 


пж 2 у? u о-у 
ж MHLE +) KO(Ra = a іт. = B +n), 
并 注意 显然 的 等 式 
(а + т. t n) = 元 (а ,月 )， 
可 得 
(a 一 yim e ву В Pa-a — m) 
_ БЫША a g) 
J” y ` 
HINKE =) 式 ， 
fa- 4 -B-n dl- m) 
дтп РС y 1 — а 21, 
= зау ау" (хоу) 


А а, В, т.п 8,1 
Zla- т, — п) 


r | 
-a,n m, 44 


Ivii e-i д9" z(a i 

= (z оу"! e Aray" (у 3821. 
BES а 一 8 = 0, А8 
Zí- т. — п) 
= (урни E pX Кс), 
aray” т у 
9.4.24 解 下 而 初始 问题 
(ди Pu Fu 


252 +291997 3 52 = 0, 
= Ü. 


7 
и |,-а = 322,5y | ув = 


Ж “可 解 得 通 解 形 为 
и(г,у) = plr +у) + glr- у). 
АУЛИЕ Laba ЕНЕЙ p Ж у. 
SH 
pir) + gpr) = 32.2 (z) p Gr) = 0. 
由 前 -- 式 得 pir) +30 Gr) = br kiah ф(х) 


= Èr IA X ЖҮ AiE 及 的 自 变量 , 解 得 
p(X) = ÈX? + C (C 为 任意 常数 )， 


1+ 

WY) = + Y2. {= үу С. 
故 最 后 得 解 为 

ц(ғ.у) = + + у)? + Lige – y} 
或 


иїг,у) = 352 + у. 


9.4.25 求 下 面 初 值 问 题 之 解 


{ -as 一 фус). 


Зн 
H ' Y- Dr 一 фо) у, 


解 nhap. ENR 
ë = x -sinr + ууу =r tane- y 
KHEN 
ta = 0. 

故 得 通 解 为 

и(т,у) = X{r -sins + y) + Y(z + sinr — y), 
X, Y 为 任意 吨 数 , 初 条 件 给 出 
X(+) + Ү(т) = polr) X (ж) ' 
出 此 解 得 


X(z) = оба) + еда + C, 


Y (т) = ф(х). 


1 1 1 L |! 
үс) = фоб) 一 T (yas - С. 
故 得 所 求解 为 
и(г.у) = T egol -sing + y) 


+ galr + sinr- y)) 
+> w 
9.4.26 Nra 


Iu Fu 
уен _ 24 ш ди ди 
(+ 22) A побыта s 


H |x= р pon) | узо = gír). 
解 ”所 求解 为 
ulr, ›) = 0р! ета )) 
Ё 2 
-了 и jds, 
其 中 
aa=(r+wl+ziy+wl+r 刀 )， 
O zivit? 
y + м 1+ у? 
9.427 求解 
Iu Pu 22. 
je ax 27у э, Зу Зу? ау? = 0, 


|, | -1 一 poke), 
解 ”所 求解 为 


ибж.у) = ЭЗ alri) + тже) 


du 
ау | ,p_i 一 руб). 


Ey 


3 : 
+16 м 225 У оба заг 


- 3 >, (е) Заг. 


9.4.28 证 明 下 列 后 问题 有 唯一 一 解 
Pu Šu 1 ды 


PE tyg +5 35 Ü U< 0), 


н | y-o = с), |y- 为 有 界 值 . 


Ж 方程 有 通 解 
иілу) = Х(х-2/-у}+ Ух + 2 У-у). 
由 此 可 得 所 求解 
uy) 一 СЄ -2/- у)» та +24 -у)] 
(y < 0). 
94.29 „К F JD] Bn 
гы Ju _ l ðu 
1) дм? у Ja? 2 дт Е 0, 


2 
(a | уз» = gole) gy | = gtr). 


解 EEN BUR 4. 20a = 1,8 = r: 可 


得 所 求解 为 


ur = Е 


y .. 
rere 


“| 1 


~-i -4 
х | ple ку» J 8(1- s) Bds 


ЗЕЕ я ws - ураа _ 
НҢ ro Ar РЁ 
Гь) = | eanas. 


ads, 


9.4.30 ЖРЭА 
МД _ Fu ‚и = 0, 
дж E Jein ayt 
u |3 = 1686 | x-3 = elr), 


а | 
ау? 
ж ”用 9.4.18 题 之 遂 解 形式 ,可 得 所 求解 为 
uir. y} = 4[ rir + y) + rir- эз] 
-2у[с (a +у)- т{хо-у)] 
-2y[p(r + у) + ptr у)] 


riy rty 
і ef ols)ds + 2у| р(х) 
r- y т-+ 


д? 
76 7 риа), уз а-о = руб»). 


- [TG P- 570205) 


9.4.31 RAH 
Фи _ Pu 
лр? Е Qe 


之 -- 解 ,要 求解 在 特征 线 
tte = ООА ЕВ ^ 


9.2), 
иїйг,{) = ф(х); 
在 特征 线 上- + = 0 Ë 图 9.2 


ОБ EL. 
ибт.) = (т), 
HRE Ф(0) = (0) 
解 МАЛТЕ 
(тә) = Xlr- :)+ Y(. r + t), 


可 得 
иу) = Фу ) + фи - (0). 
9.4.37 Кл 
Ф ц Ф ц ди 


+1 іи _ 
Ya 2 ау 00У <0) 


ВОВЕ ,要 求解 在 特征 线 Туге 2у y = Ü K Lar 
+2 V -y = 1R OB ЖАВ F(EBj9.3), 分别 取 值 
иб г.у} | L, = pir) OS т <. 


ибх, |р = gals), t =< z =< 1, 


HB e (2) = ФС). 


O A 
B 
Le 14 
М 9.3 
解 ”用 通 解 形式 
и(х.у) = X(r -2/-— у) + Y(r +2 / у) 
(у< 0), 
чанкен 
и(х,у) = РС Leza 2v y)) 
+ ФС Leay - 2 = + 1) - pil 4). 
9.4.33 求 方程 组 
ды ду дф _ а du 
at Ё ахгар Т р дт 
的 满足 初始 条 件 
H |,-о = 0, v |, = 0 (Ü =< z = 2) 


АЛЯ 
и 1,0 = б.у |i; = або + Ди) - (t30) 
的 解 , 其 中 oA o 为 常数 ,att) 为 纵 定 函数 . 
解 “ 求 导 后 可 将 问题 化 为 上 与 的 二 阶 方程 
y 29и. 224 › д? т 
27 a Oa д2 0. 


由 此 可 得 所 要 的 解 为 
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е = pl: 一 =) 一 plr +2), 


u(r,2) = Tgl - 2) + plt +=)], 


其 中 p(xz) = 0.Е(- +, L) 中 ,又 
+ а 1 _ 1 i 
рб) = elai ozu, DE, 126-2) 
595 二 阶 线性 人 恼 微 分 方程 
一 一 分 离 变 量 法 


设 ох), р(х), glr) 为 充分 光滑 的 画 数 (efz) 
> 0, рх) > 0,9) = 0), 34 


Ju 
eD = 部 |р) зи). 4бх)ы D 
的 非 零 解 ,要 求 满足 边 值 条 忻 


mu (бт) + ыа» = Ü 
@) 
уч) + g Lt = 0 
БАЧ 
и(х.й) = polr), СЕ = фіг) 


其 中 a,B,Y ,为 常数 ,polx) рук) СТН. 
设 所 求解 上 其 下 面 形 状 ; 
uiz) = Т(#)Х(х). D 
将 四 代入 站 ,得 
ATOT) 


= TO A po YE] TOX), 
或 
af ба) ax ]- q(z)X(zx) 
plzr} Xtr) 
др ЭЖЕ. 
由 此 得 到 
| р(х) ах |, Lapele) -glx = 0, б) 


Т) + АТ(:) = 0. (© 
站 尖 0, 故 为 使 函数 图 满足 边 值 条 件 四 ,充分 
必要 条 件 是 下 面条 件 成 立 ; 
aX(0) + #Х (0) = O| 
ух) + aX U) = 0| D 
这 样 , 为 求 函数 Xir), ФИ Toki ТОТ ЕЕ ЙЛ 
程 的 边 值 问题 ; 
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RE AHE), Н y E ©) FEIER, R 
WK 318 2 O RARER AERA). 

常 币 分 方程 理论 也 经 证 明 下 面 一 些 结论 : 

(1) FETRET Ad agder < À, 
<o АРЫС РАЕВА Xlr), Xale), 

(2) a = Ü AA RE А, AIE- 

СЗ) ЕРЕ BJ[0,7] E, ЖЕ АЕ — А 2 
об) 的 标准 正 交 组 : 

Ü m= n, 


Leta) х,о) аа = | (5) 


(4) ЯАЖ D 的 具有 二 阶 连续 导数 
的 函数 Р(х), БЕЕК ЛЕРЕ Х, (+) 展开 或 笔 对 一 
ЖОЛОП: 
Кх) = > ic X, (z). 


n=l 
En = PERELE 
对 每 一 4 = 4, ,方程 О 的 通 解 T, (:) 为 
Туй) = Асов Ant + Вып Z At, 
An B, 为 任意 常数 .由 此 得 到 方程 (D 的 下 面 形状 的 
和 解 的 无 限 集 
ukr, O = Talt) Xal} 
= {А„сса y Ant + H sin V A tK, (=), 
今 作 级 数 
a(x) = Алоо» Аа + B,sn v Аш )Х„(х) 


@ 
假设 此 级 数 ,连同 它 的 关于 z R: 的 两 次 逐 项 求 导 得 
到 的 级 数 都 为 一 致 收 伍 , 则 此 级 数 和 应 满足 方程 D 
КАЖЕ Q. 
为 使 初始 条 件 @ 满足 ,应 有 


и(2,0) = DA Xale) = polz), (9 


mata. - = Ў VIBA.) = риба). @ 


урун жй, ДЗЕ qo K db РАШ) 
рох) Х, х), АО, ЕНИ АС A, 
в, 20,9189! 


A, = | ебх) росе), Саг 
-Lf 
B, = 1-Р), Сеа, 


将 上 述 值 代入 级 数 回 , 便 得 到 所 要 的 解 ，. 
9.5.1 解 下 面 问题 


1.9, 1) = 0,2,3) = Ü, 
_ 4йл({ — r) Cr 
Т? 
(Ü =Ç > = Р) 
HP ahd 为 常数 . 
解 HH E. 所 求解 为 
ulay) = 
со (2я + Dna 1 ‚п t Dar 


4 } 
юы аля ` 


其 中 h= „(54 0). 
9.5.2 ЖЕ РЈ 
дн = 3u 
ar f 212° 


(00) = 0, ER -0， 


ur. 0) 一 hx ди 0 - 


.0) = 0, 


oat 
Ж.А. 为 常数 . 
解 ” 双 曲 方 程 .所 求解 为 
ular.) = 
BA хл (- D" (29 0 ln, (2n + D nz 
л? 2, (2n + 1)“ 2 “Мору 
9.5.3 ”求解 下 列 问 题 
и Fuy 
Je? _4 Jr?’ 
Julû, t) Jull, t) 0 
дт Зб л Ds 
т т 
u(r,0) = = plr), EM = = pir}, 


(0 < << 1) 
Ж а! 为 常数 ,go, ф СЯ. 
解 。” 双 曲 方 程 .所 求解 为 


1 [" + 
нїт,ї) = Lf Сас) + tp (z) міт 


л ‚ита? ‚пла пих 
+ (е, 1 + bysin 1 ) Г? 
其 中 
І - 
а, = 了 | plr) "Еду, 
_ -2 | Пил 
h, = wa Pi 00977 d<. 
954 求解 下 面 问题 
Pu _ zu 
де? Е дг?" 
ðu 2% | ди 25; _ 
FP. T. „әс T 2, = 
#0) = физ), 5 б = gj r). 


E a, hiha ЖТ HEM, ро. Фі HE HAH. 
# 所 求解 为 


и(х,{) = 
S ( алок 244 + бп БЕ joa), 
a-l 
其 中 
| pos )Х,(х)ах 
a, = = 
| Хї(т)дх 
| [CX uda 
Р. 一 i * 
REEN 
Х,{т) = oos “E + Plan =, 
perp i A FEAA ER 
'n ФАЗ То 
Сви = af Тун | [° ' ку 0): 
9.5.5 ”求解 下 列 问 题 
Fu n ağu 
2 + 2А = азу 


u0, = БО. t) = 0, 
u(z,0) = polr), Са = 


HF А.с, HER gopi SEMAR. 
解 ”为 到 曲 方程 .所 求解 为 


gilr). 


ulr) = е" Y (арса + b singi}, 
„n=l 
其 中 


7 
= h°. 


t ` 
a = Z| расова аз, 


1 
b, = h. + Z ptsin mda. 
9.5.6 ЙИН АЖЕ Е 
Pu 029и (а,Ь 为 常数 ) 


_ 129и 
= + bshr. 
32 = & 312 bshr 


解 本 问题 可 化 为 求 形 为 (ryt) = от) + 
wir. D ZE, HEF ur) AA a v lar) + bshr = 


0 的 满 星 边 条 件 ъ(О) = wl71) = 0 之 解 , 而 w A FF 
问题 之 解 

длр _ 37 

21° dr 


(0.4) = 0, {.:) = 0, 
wir, 0) 一 一 vlr) ,te — Ü. 


由 此 得 所 要 之 解 
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Í r= = - 7 =ü 7 = т = Ü, 
и(х,#) = (Esh — shz) u ieo = u |e = и [уен |, ; 
. X ulz, yü) = 0,2% “ | ,-0 之 值 ， И т = 本 ,二 
+ 25 мл (—1)" пла. плк 
ат — _ п i i А аламан, 
H DOD а pes но "ГЕ. 解 所 求解 为 
9.5.7 在 零 初 值 条 件 及 边 值 条 件 u(r,y, E) 


и(0,:) = Outt,t) = 0 дА = С, з. 
下 ,求解 方程 “олт | а, dh (2. y)sinaszrat, 
2 2 k.p 
21 = 55+ (0), 其 中 
i CJ | П S 
HHE b, 为 常数 . ыб тә y) = =n T sin =, 


解 ”同上 法 ,所 求解 为 pa = С BY. 


иб) = (z) — 2221 + 09) 9.5.11 ”求解 下 列 问题 


ш. үе оз PAE Dae л + 1)лг 条 = 人 23.0<z< >, 
8 
п? {Щщ Ол + 1)? м(0,2) = uli = 0,20, 
9.5.8 ”在 零 初 条 人 忻 及 边界 条 件 
#(0,г) = Auli, t) = 0 о х,40< z< 5 
_ HT = 
之 下 ,求解 方程 l-r, E SC r < L, 
и _ 28и орди _ рц = 0 
32 * а д; ' 解 “本题 为 抛物 型 方程 .所 求解 为 
Яра, h b A, NS, Cd г) 
Ж 仍 为 双 曲 方程 .所 求解 为 _ ху _ (1) А -Annina „2a + ағ 
иж) = Деле = х) д? > (2а +1)? 
_ shpt 9.5.12 求解 下 面 问题 
дети 2 aga 人 == oa lehnt + залы )sin EEE, Zu = а? = 
其 中 
=Ë = L УАН а) + а?) «зене а 
# az” * a'l ` ut х,0} Со, 
9.5.9 求解 下 列 同 题 : 其 中 a, H > 0 为 常数 , (z) HERRAR. 
z 2 2 
Su „Тауну, 解 ADAKE ИЖИ 
„ l = u | „=н |е и |с» = 0， и\бх.{) 


© 2 2 
2 Му р? t, p l | rË 
грр + 1 ! 


а _ 
н | .0 = Ахубь = z)(b ~ у). 59 |,-o = 0. Е 


其 中 a,b, A 均 为 常数 . x | f(x)sin 74а, 
解 所 求解 为 Ш 
uty) 其 中 ai. nz, 为 下 面 方 程 的 正 根 
(2а + lar , (m + 1)лу. tge =— ,p= НІ > 0. 
_ 64Аһ+4 wy "D b sm Ь P 
= =Š „= (2n + 1 33(2 py + 177 9.5.13 求解 下 面 问题 
а 3 
x cos v (2n + 02 + (2m + 1) ©. Эр = а д 
9.5.10 ие коош (PA O, u(t) = поси (2.0) = pla). 
Žu _ шуыш 
ә T 0 GE 30) 其 中 ан, HEB. ol) 为 已 知 函 数 . 


边 值 条 件 为 解 ” 可 将 所 求解 写成 u(r,#) = ugt olr, i), 
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后 得 所 求解 为 
ибх.) = ыр + Slag ањд х. 
n f 
其 中 
1)”4 
а= 2] ег Јањ Day = Сэ TD 
_ (2n 11)л 
А = ММ. 
9.5.14 Ж РЭТ 
ди а 
| ‘a 
Ju Ju 
kapta |›--к = 0,— -kz +4 1.-в = 0, 


тай = 0, ulr. 0) = 0, 


HH arkigi E HAR. 
解 PRAN 
. ч? B` - За? 
иж, Р) = РЕ (£ 一 ba? ) 
2aR Му (— 0)" 
9.5.15 求解 下 面 问题 
zu = д? 7 一 6и, 
и{0, = но, ғ) = ujui Ü) = Ку), 
其 中 下 为 常数 ,了 (xz) Зу ра. 
解 求 形 为 и = Tu + т 之 解 ,其 中 心 为 方程 
2 
95 - Бу = Ü 
之 解 .满足 边 值 条件 000) = ао, 000) = илле 为 下 
面 问题 之 解 
оа кы 
(0,2) = Owl) = 0, 
Vada D) = flr) — olr). 


212 
їл һап, 
e рі. 


由 此 可 得 所 求解 为 
n sh b - uosh “(т _ 1) 
н(х,1) = я Ь a 
shi 
2x хл (1) ши 20, p PI 
tE H” А } 
К эт 
+ 之 `S sin HAX =e aaf хузн = dr, 
! — { ü H 
其 中 
mn b 
д? = р + ps; 
9.5.15 ЖЕ 
du du 2 БЫТ 
d + ч пж 7 дт?” 


КИЮ E u n КЇ 
ul, t) = 0, нс, ғ) = Ot > Ü) 
K B КЇТ 
u [i-on = Хх) (027 r = 0) 
之 解 .其 中 6:7 为 常数 , (т) ME MIPS. 
解 ” 设 了 (x,z) 是 方程 

ат. Т 

a © ол? 
的 解 , 则 函数 w(x,1) =- 2a? SET ate 

ди, ди. зи 


a “ox 8 ду? 


之 解 . 今 将 了 写成 
T(x,#) = = cile” эһ Afia {тг 
1 = 0,08 


T(x,0) = coe hm = Тыл). (<) 


NAMER ДЕЕ н 与 工 的 关系 , 知 
Т) TUD ү (жж) 
=> =0, 


дт 
因此 现在 可 在 (* ) 及 ( x* * ) 的 条 件 下 求解 方程 
Т оТ 


3 z Jr?’ 


与 工 之 关系 ,最 后 得 所 求解 为 
222 
2424 2A sin Kass 
HlT,t) = i 227 
nar адд, 


A+ YA t п 


求解 后 ,代入 人， 


其 中 ， 
Ар = -二 | Тз\х)Чдх,А„ = - 2], To(z)cos РЕ да. 
Ж ”本题 为 二 阶 非 线性 方程 、 


9.5.17 #3MUED:0= += a,0= уже РЁ 
Laplaee 方程 


要 求 满足 边 条 忻 : 
и n= polye |,-, = (y) (0< у); 
u уа = Hoy | ys = (y) (0=y <a), 
H 

фь(0) = H0). gpl) = (0), 

Ф059) = pikaj ФБ) = ба). 
最 后 ,对 特例 

piy) = Ay(b - y), polr) = Взіп А2, 

фу) = ф(х) = 0 
ЖН (фо. д, фо, н ЕЯ, ,Ь,А,В 5% 
Ж). 
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解 ”将 问题 分 两 部 分 ; 
1) 求 满足 边界 条 性 


uD y) = goly) urlasy) = piy), 
u (z,0) = 0, нуж, b) = Ü 

2 ибх, у). 
(2) 求 满足 边界 条 件 


нз, у) = Dazfeyy = 0, 

ualr, 0) = por), ual Td) = (2) 
之 解 ulr, y). 
网 z (2.3) = и + Wz 为 所 要 之 解 ,结果 为 


25 ( _ ) b 
u= zZ S [sh "т а. = |, воза Zay 
ас] 


sin rs 
sh 258 лла 


b 
+ 2 Yr | tk >)" gat rsin РЕЧ 
ио] 


+ 中 пат |" фі (у) зіл 212145] 


si к 
+ | mnj фаб) зіп 22 Adr] аб 
а 
特殊 情 阅 之 解 为 
20-2) Ë = 
ulr y) = В E р sin 22 
(Qni Dalar), и 6223. zy 
= sh E n 
>» (2я +1)? sh (2n 十 l)ra 
l D 
9.5.16 ТЕ б< х= 0,056 y < о 上 求 
Laplace 三 程 的 满足 边 值 条 件 


и(@,у) = 0, иа, у) = 0,u(z,0) = AQ - +), 
ulr, œ) = 0 (0=_ += a) 
之 解 , 其 中 а, А WEH. 
解 “所 求解 为 


ulr,y) = 2А > 1 ys їп, 


9.5.19 在 国 环 1 < r < 2 内 求 满足 边 条 忻 
н | .-1 = = Ü,“ | ,=2 = Ay 
之 调和 函数 ， 
Ж ”化 成 极 坐标 ,可 得 
utr,9) = ЗАА lnr + sin. 

9.5.20 在 环 域 ( 内 ,外 圆 半径 汶 RI 及 RR;, 中 心 
在 原点 ) 中 求解 Laplace 方程 的 Dinichlet 问题 .再 考虑 
环 域 为 贺 的 极限 情形 . 

解 AREE, Ai 
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Tu 3u Pu 
2! 
И Jr? r Jdr + 202 


边界 条 件 为 
fr 日 十 3) = u(r 有) 有 „8) 一 fia). 
u(FR;,0) = fs( 9), 
其 中 # 085 Б fst 0) 为 可 展 成 Fourier 67 E 14 
数 .最 后 可 得 
а) — a$ аак: 一 of nk 
АК: nR" T nR,- IR, 


х На; " 


= 0. 


utr,0) = 


+ PRIRi” — Ку") 
к= 1 

— арти)" (ар — a PRY) r" oosnë 

+ ТОК" — ВРЕ") н" 

– (PIPRI – APRI Jr” ]sinn01. 

其 中 


а!) 


lj. 1 [= 
ES Aty, atl) = + |“ A(8)essn040, 
Ё = 二 | (ё)яаябаё; 


aP = 


82) = 1f" „%\9)ыплёаё, 
对 男 的 极限 情形 ， 解 为 


л ? 1 x 
|". PIi, aD = LST бөдене, 


(0) = о 2 
HAT, = 2Ёксоа(т — 0) + r? 
9.5.21 а EAHA 
ди 


а |в = (Ou | Rp, = 5200). 


解 以 «Май „а! at, 91 K p н Ей [а] 
"公式 , 则 所 求解 为 


и(г,й) = 25) + аА, ар + Ув КА р^ 


+ БУКТ) x i[ [laf R; Ё 十 к, а 1027), 
+ (АРА lalh 一 Rš aft) z Јов 
+ [ИО ъа) А 
+ (ARI BY — 3807) е4 ]sinkð l. 
9.5.22 在 矩形 D :0= z = a ,0 < у 

Laplace 方程 的 满足 边 值 条 件 

и(0,у) = А,н(а.у) = 

du Ju 

Jy |.- o = 0, Zy |p- = 0 
АЈ А ,а,Б BARR 


п ”所 求解 为 
н{х.у) = А „А 5—2). — 
a sh *2Ё + 1)лх 
JAL > 1 — 5 (2k + 1)лу 
m ут ӨКҮЛҮ кб Das b : 


b 中 求 


9.5.23 ЖЫ 0 < o =< R,0 = ? =< а 内 求 
Laplace J ES A MA ЕЖЕ 
иб(р.0) = ulpa) = O,u (FR gp) = Аф 
之 解 , 其 中 К,а,А 均 为 常数 . 
Ж ”引进 极 堂 标 , 河 得 所 求解 


= sin ZE 
utog) = 222 DE pg —. 
9.5.24 #— REAA, 半径 为 а 的 圆 内 ,求解 
Poison 方程 
Pu 2и 
ar2 ау? 


的 解 , 边 值 杀 件 为 


u | .-. = 0. 
解 ”引进 极 誉 标 ,可 得 
ulz,y) = a° — (а + уг). 


85.25 ”在 中 心 为 原点 , 半径 为 R 的 图 内 , 求 
Poinsson 方程 
Pu ди 
д? ду? == ду 
的 满足 边界 条 件 
u |р = Ü 


“Ж. 
E RIEA ufx,y) = v+ ww 之 解 ,其 中 


wT y) =- 证 人 + yi} 
{为 Poinsson 方程 之 -~ 特 解 ) ‚ао, у) 为 下 问题 之 解 ; 
Pe, te _ 
w ду? = 0, 
ш 1 в = о | „ск. 
由 此 可 得 
uir, ð) = - sin? 
4 т 22 
+ 下 -| sinz: 5 


48 -y R? — 2Rreostt - д) + ғ 
9.5.26 ÆR a = + = ARH 
тщ t Žu i 


= — 42 
ау? = 12( z2 X ), 


u |. = 0,94 | =й. 


解 REIR, Ti 
ulr, g) = [lat + b rt + + 258)? 


dat 
~ Са? 202) 2 ] TER, 
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第 10 篇 


$10. 1 容 斥 原理 


E 六 和 B 是 两 个 有 限 集 ，A 和 B 的 并 集 记 作 及 
UB, 并 记 $S=AUB. А ЯД 的 窑 集 记 作 A H. 
集合 A 的 基数 , ШЕЖЕ A 中 的 元 素 个 数 记 作 
JA], ШЖ 

|5]=|А|[+]|В1-|АПВ1. (D 
集合 A ESPEIA, Я 
IA 1B1=1SI- 1Al-IBI+1AfiBI © 

式 吕 是 容 斥 原理 的 简单 形式 ， 式 加 是 所 亩 逐步 
痢 当 原理 的 简单 形式 ， 式 中 和 式 加 是 彼此 等 佐 的 ， 
所 以 通称 为 容 序 原理 ， 窜 乒 原理 是 组 全 计数 的 一 个 
基本 原理 ， 在 计数 问题 中 有 着 广泛 应 用 .通常 在 应 
用 式 中 来 计数 时 ,总 是 将 所 签 计 数 的 集合 S 分 解 为 
ТА 和 互 的 并 ， 琢 后 再 利用 式 四 求 出 181， 因 此 ， 
如 何 确定 有 限 集 A 和 了 ， 使 得 S-AUB. 这 是 应 
用 式 中 来 计数 的 关键 .在 应 用 式 全 计数 时 ， 其 关键 
ШЖ, = SAYTA МВ, iS S=AURB, ПП 
且 将 所 欲 计 数 的 集合 表 为 А ГВ. тА 
是 中 ， 容 斥 原理 的 篇 单 形式 个 和 外 往往 已 足 通 应 付 ， 
但 在 解 比较 繁杂 的 计数 问题 时 ， 则 需要 用 到 一 般 形 
式 的 容 乒 原理 ， 因 此 掌 根 答 斥 原理 的 一 般 形式 基 必 
要 的 ， 也 是 十 分 有 益 的 . 

10. Т. 1 ЖА, Аз, A ВА, 5-4,1] 
AJ As. ЖИ: 
IS] lA UAUA =A l+ А: + lA] 
-JANA ANA JA Пл; 
+{А. ПАЛАЗ. @ 
证 用 贡献 法 . 所 请 责 献 法 就 是 考察 每 个 元 素 在 
HIGIE FARE. Aa, EA s 的 子 集 4 Н 
数 ， 即 要 求 出 基数 | 有 A|， 我 们 考察 集 S 中 的 每 个 元 
束 对 基数 |4 | 的 贡献 . 如 果 集 S huwa ATTE 
А, ЖЛ a ХАГА [Т КЕ 1; 如 果 元 素 a 
不 属于 子 集 A， 就 说 元 素 a 对 基数 141 的 贡献 是 0. 
集 S 中 所 有 元 圳 对 基数 14| 的 贡献 之 和 即 是 所 和 欲 要 
的 基数 14|. 在 证 明 涉 及 基数 的 等 式 时 可 以 用 贡献 
法 ， 同 如 要 证 明 等 式 鲍 成立 ， 我 们 可 以 考察 集 S 中 
每 个 元 率 村 等 式 辆 两 端的 贡献 ， 如 果 对 等 式 合 两 端 
的 贡献 郁 相同 ， 则 等 式 合成 立 ， 否 则 等 式 图 不 成 立 . 
现在 用 南 南 法 来 证 明 式 合成 立 .， 首先 设 > 是 集 


离散 数学 


当中 的 一 个 元 素 ， 则 с 到 式 镶 左 端 的 贡献 慎 为 ] 
WEFR ОТН) Й. фу S=A UAU 
Аз, И xr CATTA, А», Аз 中 的 某 一 个 . 
如 果 z 只 属于 子 集 4; А, А, 中 一 个 子 集 ， 但 不 
属于 其 他 两 个 子 集 ， 例 如 ， 设 СА, fB х&А„, 
tA ШУНА + }А›] +14;,| 的 贡献 为 1+0 
+0=], ЖТА, ПА, | + ІА: ПА; | + А-ПА 
#00+0+0=0, 1А, ПА: YA, О. Ei 
№ r КОТУ ТОУ 0+0=1; HHE = H 8 
TERA, Аз, Аз PATTE, 但 不 属 余下 的 子 
Ж, MM rEA, rEA 但 x 总 A = А | 
+ |А: +1 六 ;| 的 贡献 为 1+1+0=2, ЖА, ГА] 
+|А,П Аз! + TA 但 A;1 的 贡献 为 1+01+0=1， 对 
А: ПАПА HARA BE с Ж© ЖИЕ 
Жл ?-1+0=1; WR z 同时 属于 三 个 子 集 A， 
Аз. Аз, А |+ |А,| + |43| 的 贡献 为 1+1 
+{=3, АПА: +1А,П Ал| +t ANA LHR 
WË 1+1+1=3, IIA NADA RAR. PT 
以 < HEDA RATAR 3-34 1= 1. 这 就 证 明 ， 
集合 S 中 每 个 元 素 对 式 多 的 堪 端 和 右 端 的 贡献 都 是 
1， 从 而 式 岛 成 立 . 

注 10. 1. 1 的 证 明 所 用 的 贡献 法 是 论证 有 关 钥 
合计 数 的 恒等式 的 一 种 基本 方法 ， 请 给 予 重视 . 

10. 1. 2 WA Ane, An 是 集 5 的 子 集 ， 
H SSA UA Ue UAn. IEH; 

151= 1А. ЦА, 0А, 


DAT E ТАПА 
+ D 1А ЛАПА + 
IS: 5 m 
+ (DPA PAN YA, |. @ 


W НЛ е5, Dj > wr tiy nb: 
数 1S| 的 贡献 当 1 现在 考察 € S з] ЖАШИЛ 
ЁК. 由 于 5$=А,ЦША,Ц UAn, B z€ S, ШЙ 
ETERS А, Іт, E EA, j=1, 2, 
©, k, ISHL << ат, {Е х&А,, г=1, 
2077, т, Em B jie 
wireh ЖАЙ 1, 2, +з, m 的 一 个 排列 ， 现 
EEE = МАЖА, ПА, П-- ПА, | 的 贡献 ， є ] 
SSR EA А, +, А, ВАТ ЖА,, А, 
…， A, PREA s 个子 集 时 ， M] + ЖА, П 


АППА, 1 的 贡献 为 1 5 18 Sh HA, 
А. 7, А. ВЕЖА, An: 77, A ФЕРИ, 
s HERA ПА, ППА, | 的 贡献 为 0， 由 于 从 
ТЖ А, , А. сз, А, PRETER A | A... 


2 


A, 的 方法 有 GL +. ИЖ, 5 S А, z 对 
У. A ПАП QA, 1 的 贡献 为 G- 


[ xr <, 

ЕТСЕ 时 ， 由 于 子 集 А, А,» tita А, 
DRAFTE A, Ans с, А, 的 子 集 ， 因此 z 对 
> ТАПА, П-- Па, Я 0. Ф 


„=1, 2, +, m, MEN, + HADA %a BJ МА 
和 为 
CC 
而 
ci-tie (DEIC 
=1- (1—1)#=1, 
因此 > 对 式 怨 右 端的 贡献 为 1. 
10. 1. 3 А, А, Аз 是 集 S 的 子 集 ， 证 
НҢ: 
А ПАЛА = 151 -SIA 
t 2 JAA, -JANANA l. © 
WE ” 先 证 明 ， 吉 果 ATS, HH 
[A1l=|s| -1Al. @ 
PHARRR. É zc S. WE rCA, Mr 对 基数 
[| 的 贡献 为 0， 对 基数 |S| 和 | 上 | 的 贡献 均 为 1， 
因此 ，.z 对 式 岛 左 问 的 贡献 为 0， 而 对 式 凶 石 端 的 
贡献 为 ] -1=0; МЕ т&А, Ж z 对 基数 14 | 的 贡 
献 汶 1， 对 基数 138| 和 |4 | 的 贡献 分 别 是 1 和 0， 因 
此 xz 对 式 回 左 端 的 贡献 为 |， 对 式 信 大 端的 贡献 为 
1- =1， 扬 以 对 集合 8S 中 任意 一 个 元 京 z， 它 对 式 
DA., HATH. BEROR. 
EKES, AUAA MANANA 构成 
集合 5 的 一 个 分 划 . 即 有 
A UAUA = A ПА, ПА). D 
rE A ЈАЈА, Wr PEA, Аз, As 中 每 
ЮУ, AH СА, n A, A, 5218 rE 
ANAN As, W| r PETEA, Аз, A, 中 任何 
一 个 子 集 的 元 素 ， MA rE A, UA; UA... 
EROP А = A UA UA, WE 
[А UAUA; =S- lA UA UA;l. 
HAQDARORA ЕН CO, 
10. 1. 4 RA, А, з. An 是 集合 3 的 子 
Æ. 证明; 


la, A, NA, | 
=|S|- >; |А|+ > |А, ЙА, | 
1 PZ, m 1 = t 2 


© 
= 0). _ |А, ПА, ГА; {ке 
уз <i m I z i 


+ (—D”|A, 1A@, N Anl. 
证 510. 1. 3 类 似 ， 容 易 证 明 ; 
ANA Ne N An АША; U Am. 
由 式 电 得 到 
ANAN A, = ТА ОА, UAn! 
= {51- lA UAU UA, |. 
ЖОНКА Б Bl KG. 
Ж ХОЖА, О К 
原理 . 
10. 1. 5 设 上 4 是 集合 S 的 子 集 . EX SHEA 
ЕЕ Я ya 如 下 : 


і, ICA, 
0, zA. 
`5, B, fE 5 
, йы f bi, ba, с, ba 


ХА (z) = 


WA, Аз, е, Am 和 Bt, Bz, 
BBB f E, ау. ay, o 
是 两 组 实数 ， 考虑 等 式 


ау Af +а [А5 + + am А! 


= bil Bil + bal Bal ++ bal Byl- @ 
B z€ 5, i 
L (z) Saiya, бх) tasya, Ur) 
t. tasa, (z), 09 
R (х) =biys (z) + боув, (т) 
十 二 (х), úp 


L (z) WR (=) ЭЛН х А] ЖЛЕ ЖИЗ 
端的 贡献 . 证明: 如 果 对 S ФЕТ, 有 

L (х) =R (т), Фф 
ФА. 

证 注意 , іст, Ж 

А; | = Dga (z). 
同样 уп, £ 

| В, = 2225, (>). B 
AE, AOZA 

Zalas Sa (Уда, (7)) 


= У адл, (х). 


8 8] 

аА = BL (z). 
由 式 吕 得 到 

SalAl= У (z). 
ARDEN 
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FL H 13% 81] 


Pit KOD ar. 

Ш 10. 1. SAEK, ИТИ ТИКИЕ E Br I T. 
集 上 的 特征 函数 方法 ， 则 时 还 指出 了 用 贡献 法 证 明 
有 关 组 合计 数 的 等 式 的 理论 依据 . 

10. 1.6 设 S 是 一 个 有 限 集 ，w 是 集合 5 到 实 
Ж R 的 一 个 映射 对 于 xES，w (z) 称 为 元 素 
zR. w RARAS EMRAN. 设 ASS, Æ 
Хш (А) = Dw (z), Iw (A) 是 子 集 4 中 
Аж ВА, ЕУР А 的 权 . 设 A, 
As, =, A, В, В, е, B, ВАА S 的 两 组 


TE, dis RI: "yy GA ЖА, bx, бе, 5, 是 两 组 
实数 ， 考 虑 集合 赋 权 等 式 

аде (А) = вло (B). @ 
对 于 zES， 记 


L (z) = адл, (z), 
R (x) = rbs (=). 
L (z) ЖЕ (+) 分 别称 为 元 素 x ЗСА 
ЖАО ЕҢ. 证 明 : 如 果 对 于 任意 ES, BA 
L (z) =R (ух), КЕ; 
Іс Дд. 
证 由 子 集 权 的 定义 可 知 ， Ж Sim, 有 
w (А,) = ge (a) = uw (z) уд C). 
HH, жал, A 
w (B) = 2w (b) 
= ow (z) ya (х). $ 
ТЖ, 
Жадо (А) = За, (Dw (z) уд, (®)) 


= > (Daga, (2)) w (z). 
HADE 
Daw (А,) =>; (Box (z)) w (x) 


=b, (Zee (z) xs (=). 
ФАА Ени 
аль (А,) = в (В,). 
因此 式 中 成 立 . 
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Ш ”对 于 给 定 的 集合 S, w X S ВЕНА 
B < 2; X z€ S, Sw (z) =1, Wau £S Е 
BJ— “РА. 设 АС 5, M 

w (А) = Zw (x) = Z= Al. 
PH 38 А зо (А) ВТЕ АВ. 因此， 
10. 1. 6 Æ 10. 1. 5 的 推广 ， ЯЬ, 10. 1. 6 的 
证 明 用 的 也 是 贡献 法， 

10. 1. 7 设 w 是 有 限 集 S БНР, А, 

А. s А. 是 集合 3 的 子 集 .证明 : 
w (АПА: П: NA,) 
=w (S) T > ш (A,) 
> лю (А, ПА, ) 一 。。 


La S = 
+ (=e (А ПА: ПА). 也 
记 M= 11, 2, +з, т}. 对 于 其 = |а, Р, 
т, b| СМ, 1а 
Ах= А. ПА, Ne NA- 
WAD FHF 


w CA ПАПА) 
=w (S) -EY (Ах) +з, (Ax) – 
+ (CDr Pw (Ах) 
= >, (= 1) žl w (Ау). {8 
证 ”只 证 式 电 成 立 ， 对 任意 z€ S, 考察 .+ HA 
也 左 、 右 两 端的 资 献 L (z) ff R (x). 注意 , 对 
STETA В, A 
Xans (z) =ya (z) ys (z), 
YA (z) =1- уд (х). 
因此 ，x 对 式 17 左 端的 贡献 为 ~ 
L (=) = XA NR Nena, (=) 
= Ха, (z) xa, (z) зуд (z) 
= {l- ya (z)) (1- ya, (z)) ee 
(1- ұл, Uz)). 
将 上 式 右 端 展开 ,得 到 
L (z) 51- ДА (z) 
* „Ла (z) ХАР (z) т 


+ (-l)"ya (z) ул; (z) Xan (z). 
59—010, x 对 式 他 有 端的 贡献 为 

R (x) =1- 22 Za 6х) 

да (z) ZA;2 (z) = 

+ {—1)”ул, (ж) ха, (z) "Xan (т). 
因此 , 对 任意 z€ S, ЖІ (z) = R (x). H 
10. 1. 6, RORY. 

Ж ЖОКЕ ЕВ. 它 是 容 斥 原理 


НЕГУ. 由 于 容 斥 原理 是 组 合计 数 的 一 个 基本 原 
E, 因此， 一 直 是 组 合 数学 家 研究 的 对 象 ， 人们 力 
图 给 出 更 为 广汉 的 容 斥 谍 理 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 进 
Жална {Г ЕНИ ЛЕЛИ» (Ж 
学 通报 、1980 年 第 2 期 第 296 至 299 页 ) НЕ 
的 文章 《计数 多 项 式 与 计数 子 》 (高 校 应 用 数学 学 
报 ，1988 年 第 2 期) . 

10. 1. 8 Ў нА, n>3, Z< k < 
п, НРА ЕВ z 个 点 ， 其 中 任意 二 点 不 共 线 ， 
而 且 用 一些 线段 连接 其 中 革 些 点 . 证明: 如 果 其 中 
每 个 点 都 至 少 和 其 他 k TARARE, MENA 
连接 的 线段 中 至 少 有 三 条 ， 它 们 梅 成 一 个 三 角形 . 

证 因为 n>3, д>, 所 以 22 而 所 给 的 n 
АТ ei 个 点 用 线段 连接 ， 因 
ЮЖ, н ӨЕ РА Н а 和 和 5 用 线段 连接 ， 设 
给 定 п 点 的 集合 为 S8，5 中 去 掉 点 a 和 的 集合 记 
作 S- la, bl. 5- la, b| 中 所 有 与 & 用 线段 连 
接 的 点 集合 记 作 4，S- ja, b) 中 所 有 与 b MA 
段 连接 的 点 集合 记 必 日 ， 注意 ， 艇 证 结论 成 立 ， 喘 
ЖЕН], Af|52 0, BI A B| 221. 由 客厅 原理 
(HRD) 有 

[AUBI=IA +|В|—-|АГПВ!. 
由 于 点 a 至 少 和 其 他 上 个 点 用 线段 连接 ， 面 且 点 a 
和 点 53 MAREE, [ИШ | А >®Ё/—1. АЖЖ В| 


®®-1. 另 一 方面 ,AU BS5- |а, b|, 所 以 
|AUB|= н -2. ФЕ, 
п=-2®#|АМВ!=|А|+|В) |АПВ! 


Z=2k-2-|AP Bi. 


ШЕНЕП Af1B| 222 - n. ШЕЖЕ А5183) 
ТАП В| >2ё -n >0. 

Ж 从 10. 1. ВУШЕЕАЙШ ДАШ, EMBAR 
理 趾 时， 关键 在 于 确定 集合 А В. 

10. 1. 9 ZAPE mT, m22, НЕ 
4 点 不 共 面 .证 明 ; 如 果 这 2z 个 点 之 间 至 少 连 有 
mtl 条 线段 ， 则 所 连 的 线段 中 至 少 有 3 Ж, EN 
构成 一 个 三 角形 . 

证 ”对 m 用 归纳 法 . 当 mr = 2 8, 空间 中 给 定 4 
信 点 .它们 之 间 至 少 连 有 5 条 线 眉 ， 易 知 这 些 线 段 
中 至 少 有 3 条 ,它们 构成 一 个 三 角形 . 现在 假设 结 
А m- 1 Ra. 也 节 假 设 空 间 中 纵 定 2m- 2 + 
点 ,其 中 任意 四 点 不 共 面 ， 如 果 这 2m ~ 2 个 点 之 间 
EPER (m1) +1=m -2m +2 AER, ДХ 
些 线 蜗 中 至 少 看 三条， 它们 可 以 构成 一 个 三 角形 . 
FAIH, ER m 成 立 ， 


设 空间 中 给 定 的 2m 个 点 的 集合 记 作 S， 点 集 

S 中 所 有 点 之 间 至 少 连 有 2m +1 RAB. Ra, b 
ES, На 和 5 有 线段 连接 . 5 中 去 掉 点 a Mo Ф 
下 的 集合 记 作 S- la, bl. S- Га, b' 中 会 有 2 
(m -1) 个 点 ， 且 其 中 任意 4 Aet. МЯ 5 - 
la, b| 中 所 有 点 之 间 至 少 连 有 《各 一 12+ 上 条 线 
段 ， 则 由 归纳 假设 ， 其 中 至 少 有 3 条 ， 它 们 构成 一 
EAE. RHR S- |а, bl 中 所 有 点 之 间 至 多 
ЖН (xm -1) 条 线段 ， 这 说 明 ，S - la, Б} 中 的 
点 与 点 a 和 5 AENEA m’ tl-1- (т—-1}7 
=2m - 1 条 线段 ，S 一 1a， 上 48| 中 与 点 4 MARE 
接 的 点 的 集合 记 作 4 ， 与 b 用 线段 连接 的 点 的 集合 
ЕВ. W 

IAUBIEIS- la, b] |=2m -2, 
而 生 | 太 |+1B| 宇 2m -1， 由 容 斥 原理 (A0) 得 到 
2m – 22| АЦВі = 1АЇ+1ВІ- 1408 
22т-1-\АЙВі. 

Н, |АЙВ>1. 所 以 存在 C A 15. 使 得 < 与 
а 和 和 上 5 用 线段 相连 接 , то Aie 用 线段 相连 接 ， 从 
Wila, b, c 是 由 三 条 线段 构成 的 一 个 三 角形 的 三 个 
顶点 ， 

Ж 10.1. 9 中 线段 数目 m` +1 是 不 能 减少 的 . 
例如 在 平面 的 单位 圆周 上 取 2m 个 等 分 点 т. Ts 
er, Tym i X = fz хз, Ze 21 у, 

А Жы}, ү = ftmt "ө, .. Жаз 
т}. X 中 每 个 点 和 了 中 每 ， ， 
个 点 都 用 线段 相连 接 ， 因 此， 
这 2m 个 点 连 有 m Ж. ' ` 
但 这 m AAB E = Те ^-- гй 
条 线段 ， 它 们 物 成 一 个 三 角 w 
Е. 尽管 这 里 是 用 平面 上 的 
点 作为 例子 . 但 容易 想象 ， 对 空间 中 的 点 也 是 成 立 
ВЈ. 

10. 1. 10 REAR 2т +1, m21, 
其 中 任意 四 点 不 共 面 . 证明: 如 果 这 2m + 1 个 点 之 
间 至 少 连 有 wr? 十 m +1 条 线段 ， 则 其 中 至 少 有 三 条 
线 拔 ， 它 们 构成 一 个 三 角形 . 

证 ”对 wz НН. 3 т=18, 3 个 点 , 连 3 
条 线段 ， 它 们 构 卡 一 个 三 角形 . 因此 当 >= = 1 Еф 
EET. {И ИЕ m — 1 成立 ， 即 如 果 空 间 得 定 
2m 一 1 个 点 , 任 四 点 不 共 曾 ,它们 之 间 至 少 连 者 
(m -—1)2+ (m -1) +l1=m`- m+ RAER, M 
TERR TEAR, ТЇЙ = fB. F 
面 证 明 结 论 对 m 成 立 ， 

设 空 间 给 定 2m + 1 个 点 的 集合 为 S， 由 题 设 ， 
ЮН а, 65, a 和 和 用 线段 相连 接 ， Ш 5 – 
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la, $l 中 至 少 连 有 (m —-1) + (m —1) +1 = mł 
-m+ 条 线段 ， 则 由 归纳 假设 ， 这 些 线 段 中 至 少 
有 三 条 , 它们 构成 一 个 三 角形 . 因此 设 S- |а, 
b| 中 所 有 点 之 间 至 多 连 有 m° 一 m ARE. MUS 
_ la, b| 与 ja, bl 之 间 所 连 的 线段 至 少 有 m? 
+т+1-1- (т2- т) =2m Ж. НА HB 9] 
RRS- la, б} 中 与 点 a #16 用 线段 连接 的 点 的 
集合 . ША + 1812229 一 1， 另 一 方面 ，AL B 
S- la, b|. 所 以 | AUBI2xm - 1， 于 是 由 容 斥 


原理 (KO) 有 
2т-—1=|А\Н|=|А|+|В\—-|АШПВ! 
Zim- |AÑ BI. 
从 而 有 


lA'1BI21. 
TE## СЄ А В. 其 而 点 c 和 & 与 六 用 线段 相 
连 ， 而 点 а 和 所 用 线段 相连 接 ， 所 以 点 a, b, c 是 
用 所 连接 的 线段 榴 成 的 三 角形 的 三 个 项 点. 这 就 证 
明 结论 对 mx 成 立 ， 从 而 10. 1，10 成 立 . 

+ 可 以 举 合 证 明 ， 当 启 连 接 将 线段 数目 从 м2 
+m +] S m! + m 有 时 结论 不 表 成 立 ， 另外， 
10. 1. 9 和 10. 1. 10 可 以 才 述 为 这 样 一 个 图 论 定 
H: i GREE- Tn 阶 前 单 图 ， 其 边 数 记 作 
e (G) W 
_ r =2тн 

є (0 = т2+т+1, п= 2+1. 
Mä е (G) 22е (п) Hf, 图 З, 而 
当 e (G) <e (n) 时 一 定 存在 一 个 n М С, 
使 得 图 G 不 含 3 图 . 这 是 数学 家 W. Mantel 1907 
年 证 明 的 一 个 定理 ,至 于 如 条 将 i0. 1. 9 和 
10. 1. 10 转化 为 图 论 定理 ， 请 读者 自己 考虑 ， 

10. 1. 11 一 次 国际 数学 会 议 有 1990 位 数学 家 参 
加 ， 其 中 每 位 数学 家 至 少 有 1327 位 合作 者 . ВЕНН: 
其 中 一 定 有 四 位 数学 家 ， 他 们 之 中 每 二 个 人 都 曾 人 台 
ЕЧ. 

ЖЕ 先 把 命题 转化 成 图 论语 言 : 把 与 会 的 1990 
位 数学 家 视 为 1990 个 顶点 ， 其 集合 记 作 VY， 对 于 
и, VEV, ЧИМЕ u 和 > 曾经 合作 研究 时 
顶点 a о 相 邻 ， 得 到 一 个 1990 阶 简单 图 ， 记 作 
G. 由 题 意 ， 对 于 任意 wv 万 VW， 数学 家 vw {41.1327 
位 数学 家 合作 过 , 因此， 其 度 d (и) 221327. 所 
MEHE, С 中 有 4 不 顶点 《数学 家 )， 其 中 任意 
两 个 顶点 【数学 家 ) ЖИН (АЕ). С 
有 一 个 4 阶 完全 子 图 站 ,于 是 10、1，11 的 图 论 形 
式 是 : 设 忆 是 1990 阶 简 单 图 ，Y 是 GG 的 顶点 集合 . 
НЕЕ EV, а (о) 221227, WJ G Да 
Ет FE K. 
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m +1, 


510. 1. 9 和 10. 1. 10 i, B ww ЖЕ G 
的 一 条 边 . V- lu, о} 中 所 有 分 别 与 x Aog 
的 顶点 集合 分 别 记 作 及 和 B. ШЕ ШЕ}, 
d (и) 221327, d (u) 221327, 所 以 | A |21326, 
|B|=Z1326. 5 53h, AU BSV V - ju, vl. 因此 
|АМВ|&||У— lu, v! | = 1988. ВЖЖ 
AD), 9 
19882 АШВІ= [А1 + [В| - АПВ! 
222 х 1326 -1АЙ ВІ. 
所 以 


Е 0. 2 


АП В|222 х 1326 – 1988 >0, 
从 而 АПВ 0. ÆR aa €C AB. V- lu, v, 
ші 中 所 有 与 w 相 邻 的 顶点 集 台 记 和 作 С (E 
10. 2). HE SIF, d (z) 221327, МІС 
1325. 9—28, (АПВ) UCSEV- |а, bl. H 
此 , | (ANB) UC|= 988. 再 次 用 容 斥 产 理 〈 式 
D) 得 到 | 
1988 =| (АГ ВУ) UCI 

=)АПВ]+]С|—|] (АПВ) NCI 

223 x 1325- 1988- LAN BACI. 
所 以 

|АПВГ С >®3х1325+2—2х1988=1. 

АШ АГВГСзе@. 取 ЄАПВПС. MRA u, 
т, ш, 工 中 任意 两 顶点 都 相 邻 ， Шош, v, w, т 
Ж G 的 一 个 4 阶 完全 子 图 Ks 的 4 个 顶点 ， 从 而 
GAK. 

Ж 10. 1. 11 的 证 明 中 两 次 用 了 容 斥 原理 (sb 
D. MHE- XEN ANBA СРНА). заа 
注意 的 . 另外 ,10. 1. ©, 10. 1. 10 #110. 1. Hl 
是 图 论 中 下 述 极端 问题 的 特殊 情形 ， 对 于 给 定 的 正 
整数 & 和 # ， 求 这 样 的 最 小 正 整数 (x), WRS 
й е (G) Fea (п) МЇ, n 阶 简单 图 吕 -ERE 
к ВР К,. 1941 年 著名 数学 家 Turan 解决 了 
这 一 问题 . Turin 首先 引进 一 个 x 阶 点 部 完全 图 工 
(n). AEREA V Hi 个 两 两 不 交 揭 子 集 V, 


Va, U, М Н. ЕПА |у. Vl, 
=. М е 509321. ЕТ М, V; 中 任意 
两 点 不 相 邻 ， 对 不 同 的 V, Ж V,, V, 中 的 顶点 和 区 
中 的 顶点 都 相 部 ， 图 T, (н) 后 来 称 为 Turan Ё, 
其 边 数 记 作 h (n). AH Turán 图 T, (z), Turan 
证 明 , (n) =a (n) +1. 这 就 是 Turin я 
EB. Turan 定理 之 证 明 已 超出 腐 散 数学 这 门 课程 的 
范围 ， 这 里 不 拟 更 述 . 石 兴 趣 的 读者 可 参阅 В. Bol- 
lobas 专著 {Extremal Graph Theory ( Academic Press, 
London New York San Francisco, 1978) B. 

10. 1. 12 求 在 1 到 10000 之 间 不 被 4, 5 s б 
除 的 整数 的 个 数 . 

解 设 A 蚌 1 到 140000 之 则 的 整数 集合 ，A; 是 1 
到 10000 之 则 能 被 整数 ; 整除 的 集合 ， 则 


А1 [10000 =2500, 


1900 


lAsl= [=] =2000, 


lAs = пню = 1666, 


АПА) = д 


lAN Aim 219090) 833 


| 10000 
` 30 


АПА Пл = 60) = 166. 


Я. АПА; ПА, E 1 F 10000 ZERE 4, 5 和 
6 ЖЕКЕ SE А. HEF OU (A0) 有 
AN As YA; i 
= 1А [= А111 АТАА! 
+ 1А: ПАБ HASN Asl- JANAN Al 
=10000- (2500 + 2000 + 1666) 
+ (500 +833 + 333) – 166 


[А«ПАк = ] = 333, 


= 5334. 
于 是 所 类 的 整数 个 数 为 5334. 
10. 1. 13 {Euer 国 数 mp in)) PF л 是正 整 


Ër, р (n) 表示 从 1 到 LANE S n 互 素 的 整数 
个 数 , п рз ру, ҖЕН ру, до, сс, b jË 
НРА, ау, оо, с, Ж DEBE; 
е (п) =a G- A ea A 

Ш 设 4 是 从 1 到 ”之 间 的 整数 集合 ，4, ЖА 
中 被 p, 整除 的 整数 个 数 ，2 = 1, 2, =", А. WH 
ф (x) =lA, ПА: I: YA i. ВАЛ (RO) 
有 


e (m) = A| -A 


>; | А, ПА, | = 


ае алай 
+ (FANAN NA. 
Е, |А\=ял. X a= ph pha рр, MAY і 
= 时 ， 
д, = Ри рут Б 
4 l<: < i =b Вр, 


>” 
а. а а 
-1р%-1р®+з- ра = . 
р, М К Ë Pi 


1А, (ПА, l aa 
当 18%; < i. < i sh H, 
ne = 
A NAN ПА, | bi bi P 
于 是 
SER # 
g£ (mn) m" др гы Ps 
_ 4 yË н 
с и" Р 
_ 1 ` t _ 
Sa U Pi Pi 2а Р. Pi, 
_ 2 1 . 
+ С1) Бр) 
_ _ 1 1 1 
一 (1 ы? (1 р; (1 PO 
10. Т. 14 # п ЖЕЖ, EM 1P н 2 Bl 
Hn 互 素 的 整数 的 平方 和 记 作 户 (я). É z = 
рир ph. ЖЕР pi, ро, VU, рь EARRA, 
Gis Q2, 7. Gk Хави ЕВ. 
fa (п) =-тп?ф (н) 
ED pp (л). 


证 从 1 到 ?之 间 的 整数 集 和 台 记 作 4 А Фр, 
整除 的 整数 集合 记 作 AA,，i = 1，2z，…， & EXA 
ын а w (m) 为 : XE T = C€ А, $ 
. | 5 (a) == (АПА: П 
各) 注意 这 是 证 明 的 关键 ， 请 仔细 想 一 想 其 成 立 
ЮН. ШЕКА Ж Кн ЕНШ, A 

ш (АПА П YA,) 
рок - gaw СА) 
+ w (Ai DA, - 


І= E a 


+ (-1)% (A, A, 1: (А). 
由 集 4 的 权 w (А) DEX, 有 
w (А) = Эл (m) = Zm 


ш (т) =m? 


=P+2+ tasin [m +1) (2п + 1) 
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当 Јасар 时 ， 
w (А) = „ме (m). 


W m A;, 则 plm, 


由 于 m= gp 全 如 三 及 所 以 m = gp п. 于 是 q, 
< ‚ ВШ 
2,2 А 2,2 
w (CA) = a P. 24910 
= р} (+ 22 +. + сы?) 
2 pty, 1 (үл, in 
3 
=з? ҮӨР" 
同 理 ， 当 ti < <Р], 
_ 1 于 l 2 
TW (А, D A, ) 3 bp; тз + 2” рарын + 


ЖН, q li < < 5 РР 时 ， 
w (A. NAMANA) 


_ l x _ 12 a- 
73 РРР t 2" + 6?,, Pi, Bin. 
于 是 
у Дн l,l 
„220 (А) = 22, Суут" t брт) 
_ п? 2 


Lay < a = Pi Pa 


+i Cn n+ 二 E Pie 


Özzi < х 


D PAd CA: NA, Nen А, ) 


3 
= y 1_ 
= 3 = ee bi Pi, ba 
+1 >. азаа 
бт? + r З 22 < a Pi bi Рі 


aig 


因此 
fo (n) = ww (А: ПАП: ПА) 


3 
= (1- у t+ g 1 


3 шиш Pi HETRE Pi Р, 


1 
+ — & 
с Бр) 


2 
r5 (1-С|+бй- 


+ ( 一 1Y) 


A f _ 
+ О ЭЁ, 
+ {—1)*рур› р). 

由 10. 1. 13 得 到 
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从 而 m= QP Ө ЛЕ. 


2 l. 4-1... -4 
ñ O) = 地 а-у) (1-3) (2-20) 


2 
+ a-p 


r {1— b) U- p) + (1-1) 


= (л) С pu par pry (л). 
ж А18 н [ёл н НӨ ЇЇ» 次 赛 之 和 


ЗЕ £, (m). БУУНА n 13 A 
求 得 fna (n). Й, A 


fi (n) = np (в). 


10. 1. 15 (错位 排列 ) 设 лл; m, ЖЛЕ 
1, 2, =, # 的 一 个 排列 . 旭 果 对 每 个 :=1, 2, 
eon, mi, HDE лукот, 是 一 个 钳 位 排列 ， 


Ж, 2, е, п 的 所 有 错位 排列 的 个 数 乙 ,， 


解 记 4= 11, 2, з, n 的 所 有 排列 ]， MAW 
是 п, =: 的 排列 rirz…m 的 集合 记 作 Ai ， i=1, 2, 
п. ЖР, = A A, Y YA l. ER, 
|А|=я!, 


lA l= (я—1)!, i=1, 2, “", m. 
ГА, ÑA, |= (n-2)1, IKAS а. 


A ПА, Й: ПА; 1 = (n —t)!, 


1; <; < 
< REN. 
因此 由 容 斥 原理 多 得 到 
Р, = (А: A, П: ПА, | 
= А1 B 1А +, я» IA, ПА! 


- JA ПА, ПА + 
а а 


+ (- 1) А: ЛАЙ: ПА, | 
=n! - Сі (п 1)! +e (m — 2}! 


-Ca (а—3)! teet (D'C (n-n)! 
=+! ааа СР”), 
10. 1. 16 aj а, ~", a n 不 不 同 的 字 


BE. B n ау, ауу аз, аз: ез ap, a, 
2n WF. 求 相同 字 母 不 相 邻 的 2» 元 字 的 个 数 
g (т). 

解 用 对 字母 4aj，al; ар. арр зз а, а, BE 
成 的 2я 元 字 集 合 记 作 4. А НАРАЙ а. a, Ж 
邻 的 2я 元 字 集 合 记 必 Ai #=1,2,--, п. 于 是 
g (n) = 1А, ПА ППА, 1. W z 对 字母 a， 
ai; аз. аз i а. а, 排 成 的 22 元 字 共 有 
(28)! 个， 对 于 一 个 2n 元 字 ， 对 换 其 中 字母 a, 与 
a, 的 世 置 ， 得 到 的 是 同一 个 2» т. Fu, 在 


(20)! 个 2 元 字 中 ， 同 一 个 27 ЕВЕ 2" 
x. ЯА] 282. тшш, BEPA a, 
He- 1 AË ар, ар аз, азр 77% Gijs ауса; 
ai арр р а, а, НЕ Za 一 1 元 字 ， 如 果 
将 诸 字 和 母 视 为 互 蜡 ， 则 排 成 的 22 – 1 元 字 的 个 数 为 
(29-11. 6—7 2n -1 AFP а а, 对 调 位 置 ， 
ki， 得 到 的 是 癌 一 个 2 -1 元 字 ， 因 此 在 排 成 的 
2н -1 元 字 中 同一 个 22 - 1 元 字 重 复出 现 2" 次. 
FEA |= 2217. ШШ, SALKE 
== Е, 


А, ПА, ППА, | ==] 


FfEH E ВӘ, 8 
g (n) = ІА, ПАП: ПА, 
=|А|— > А, |+ А >; И lA ПА: i= e 
[р I 1 2 


2 
+ С-ТА ПА ППА, 
= Qa)! с, Оа Ut cs баі. 


+ ( - 1) "Cr {2п-— п)! 


Эла 
029) о a- DI, p (21—2)1_ 
2" п 277! н 97-2? 


+ (1-1). 

Ë 110. 1. 16+, # A PRA k Н 
+! 26 TEATRA z, (п), Ё=0, 1, v" 
п. ро (z) =g (n). TURE 

в (л) SOS ODG 25А. 
读者 无 妨 试 证 之 . 

10. 1. 17 лля, 是 自然 数 1，2，…，nm 
的 一 个 排列 ， 如 果 对 于 正 整数 k, 1н, x,= 
Ë, M k 称 为 排列 = zy m, 的 一 个 不 动 点 ,自然 数 
1，2，…， a 的 所 有 无 不 动 点 上 & 的 排列 个 数 记 和 作 £., 
所 有 怡 有 一 个 不 动 点 至 的 排列 个 数 记 作 g,， 证 明 ， 
lf- El =l. 

证 RA, BRKI, 2, ---, n 的 无 不 动 点 上 的 
排列 即 是 错位 排列 . АЖ f = D... 自然数 1，2， 
=, 的 所 有 恰 有 一 个 不 动 点 的 排列 集合 记 作 
112 和 DD 1 = f, |. 
而 且 

E= lAl + 1А: tt AlE afaa 
H 10. 1. 15 可 知 


£, = Р, = ні а-к” (- p" 2), 


E, = пу, -1 


1 L n- 1 
=n! -77 31 U+ 【一 和 "усти 


f, ga = (—-1)*. 
于 是 
|£. = gəl = 1. 
10. 1. 18 设 1978 个 集 人 台 A, Аз, +, Аай 
Æ 


| А! = 1А 1= 5 = Angl = 40, 
且 对 任意 2， j, 10431978, 有 
[ А.Г\А,| = 1. 
RIA UAU U Al. 
E ”由 容 斥 原理 四， 有 
л. UA ООА ув 


= > lA|- > А, ПА 
Г 221978. 1505051978 L 2 
+ >; ІА, ПА, ПА, | —- 
Ja Eig tag LITE 1 2 3 


+ = А ПАП ПА. 
ноя, 只 需 对 给 定 的 正 整 数 2, 352251978, 
11265451978, ЖНА, ГА, NA |. 
为 此 考虑 集 А, 中 40 ТУ ТЕ Аз, Аз, з. Аз 
中 出 现 的 情况 .如果 A, 中 每 个 元 素 都 至 儿 在 A, 
Аз,” Ан 和 9 个 集合 中 出 现 ， 则 Al 中 40 个 
TREFFE A, As, =”, Ав 40 x 49 = 1960 1 
集 人 台中 出 现 . 由 于 A, Аз, =, Азов 19774 `: 
集合 ， 所 以 其 中 必 有 某 个 A, ЖАПА = @. 与 
已 知 条 件 矛 盾 ， 所 以 存在 aC Al， 使 得 a А, 
An e, Ag PER 50 个 集合 中 出 现 ， 由 已 知 条 
件 ， 即 可 设 


lal = АПА = А; ПАз == АПА. 
Баб А,, 52571978. 记 
А. ПА, = 1а, |, 1=3%51. 


Ж аза. 车 对 于 163, 51, a ар, ЙН а, 
=а.ЄА, ПА, Ma EANA 881, JA ПА 1222. 
与 已 知 条 件 了 矛盾 所 以 awa, РЖ А, 含有 51 个 
不 同 的 元 素 ар, a3, 0, as, ВА, |2251, 56 
知 条 件 矛 盾 . 所 以 аЄА,, #=52, ++, 1978. АЖ 
H, FSE i, 3551978, 155 < i, <. < i 
+211978, Ж 

A ПА, А-ПА |=1. 
于 是 
А: QA, NN A, | = Суз. 


2 
51979 


lr 


所 以 


(“< 


ІА ЦА U Ао! 
= 40 х 1978 — Cigs + Сув" 
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- c Dci 


=39x 1978 +1- [С – 
4 (= 1198198] 
=77143— (1-1)'#®=т7143. 

10. 1. 19 11987-4 А), А, ` Ау E 
|А,| = 141 = = [Арав | = 45, 
1А;ЈА;1 = 89, 156:<351987. 

RIA UAU- ЈА |. 
В НЕКЕ), 
ІА, UAU- UA] 
= 24у 7 


| 2 _ 
Ciar + Стоя 


\<. шз! A П А, ! 
AANA 
+ СТ [А ПА, Й ПА! 
= 45| — рар" ПА, | 
А ПА, ПА, | 
一 :十 СТ) A NAN ПА]. 
于 是 问题 化 为 ， 对 给 定 正 整 数 :, 2/1987, H1 
SaLi L 1987, RIA, ПА, ЛА, |. 
首先 当 *=2 时 ， 由 舌 斥 原理 号 有 
= {А ША, 
= ТА ЖТА. [A ПА, | 
=90- |А, QA; 1. 
ВТЕ, 15711251987, Ж 
ГА, ПА, 1=1. 
其 次 设 3<1<1987， 并 考 虚 集 A, 45 ТЕ 
А2, Аз, бз, Апат РНИ. ЖИЙ A 中 每 个 
元 素 都 至 多 在 А,, Аз, =, Ай 44 个 集中 出 
W, WA POTRESE A, Аз, t, Aggy 
中 的 1980 个 集合 ， 于 是 必 有 A, 25:51987, jË 
ІА: A, l =0, FE, RURE a € Ау, 使 得 a 在 
Аз, Аз. 77, Ав Н 45 н, Ж 
Аз. Аз, = Ap ЖЖ а. 对 任意 A, 47< ; < 
1987, ШАПА, = lal, 15346. 显然 ， a; 
. Ж < 4б, a= а, MJ a, a, = a, € А, 
A. УГА, ПА 1 =1 #09. Ва, а, =°, 
aa | А, HARES. МИА, 246. FE. ras 
H|, аСА;, 221987, 于 是 
ГА, ПА, ППА, | =1, 
其 中 16566091987. 
因此 
ie ñA, П ПА; | 一 Совт. 
所 以 
ГА, ЈАША 
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= 45С 17 = єс io | А, n А, | 


> АПА ПА 


1=;= р ПОН? 
+ -DTA ПА: П Ав | 
=45Cig87 ~ Су + Совт s + (1) 9871987 
= 44 х 1987+1— (Сз Cie ~ Cirt" 
+ СС] 
=87429— (1 — 1)" = 87429, 
. 1. 20 Ж n HRA, n23, 
B nta УАК E 1, 2, + 
Н _.[н) ЙАН ЯЛЕ О ВЕ В а. 
# КАЖ, п аА ҖАЕН ЕК {ш E, 
要 么 都 坐 在 双 号 座位 上 ， 即 女士 就 座 的 方式 有 两 种 . 
M ”他 妇 士 在 ”个 单 号 座位 或 双 号 座位 上 就 座 的 方 
KAn! 现在 考虑 n 位 女士 在 双 号 座位 上 就 座 的 方 
me F, п 位 男士 就 座 的 方法 ， 设 在 女士 就 座 方 式 
e F. fE2, 4, 5, 2n 号 座位 上 的 n 位 女士 依次 为 
шл, Ч, се, шы, 她们 的 先生 依次 是 һу. h>, 
在 1 ，2，…，n YEREL 
的 入 座 方 式 数 为 n! W, HRACE A. i 
Ау= ih ЖЕЕ wi 的 右边 的 坐 法 上， 
Аз = Ау ЖЕТЕ иу 的 霸 边 的 坐 法 | . 
As= ih BE wz 的 右边 的 坐 法 上 ， 
Аг = "ha 坐 在 єз ШЧ ЕУ ААР Е |. 
As, = А, ЖЕ то, 的 右边 的 坐 法 | ， 
Аз, = 1А, АЕ зо, 的 左边 的 举 法 }. 
则 在 诸位 女士 的 坐 法 p 下 ， 诸 男士 的 符合 题 意 的 坐 
ВОНГА, ПА: ППА, |， 由 容 斥 原理 名 ， 
A QA e MÅ! 
= 141 1А | t. Zo, Ai Па, Бш 


+ (12А, ПАЙ Ay, |. 09 
РЕНЕА АО ЧАТЫРЫ 
0. =2 (п!) ГА. ПА: П-- YA, |. 
ЗМЕН А, NA ППА, 1, Ter < < < š, 
全 2n， 注意 ,由 A1，Az，…，A2, 的 意义 , 显然 有 
AÑA =0, ;=1, 2,0, 2n, 
其 中 定义 六 24+1 = Ay. 11099, лд, ias "75 š, 
РАЖАА ЕЧ, 
ГА ПА Г-ГА, | =0. 
特别 当 nsien, 上 式 成 立 ， 从 而 
А, A, N NA, 1=0. 


ТП «2 © 2 
таф нех Ian, Вай, iy, = 
ARRIE ROR H jA, ПА, ‚ПП А, | 即 可 . “ 
意 ， 此 时 


HERRY, 
2н. ЖАЯУ 


АПА, ППА, | 


Ы, 
中 的 项 数 是 从 排 在 贺 朵 上 的 编号 | ，2，…，27m 中 
取出 1 ТНК К Л. Б, сз, з, 的 组 台数， 从 
MIRROR! Li 对 每 个 取 定 的 i, 0, 

ОШ ЕР, A И h Еп + uE КЖ 
后 ， ж F £ w 个 男士 在 余下 的 rn -t 个 单 号 座位 
ГЛАВУ у (я Dl = А, ПА, Y. YA, |. 
因此 ， 


l^ a 


>, lA, ПА, П-- ПА; | 
ан | z [ 


-全 Ci a) 


于 是 有 
е2 (1) 1А ПАПА, | 
-2 (nl) in! е а (mO)! 
+ 至 Ca tt (nn —2)! 
t И (и-н)! 
=2 (я!) È (- „о! (|+ (a-t)! 
=2 (я!) È ( ws СЕР 


@ 

Ж 10. 1. 20 Ẹ& ЖР. G. Тац 1870 年 提出 
的 .1877 年 A. Cayley 和 Т. Muir 独立 解决 这 一 问 
ÉH. 1891 E Е. Lucas 最 早 将 它 收 入 到 他 的 飞 《 数 
的 理 沦 【Theorie de numbres) (Рагіз, 1891) HF. 
ХР о, ВО K KODE J. Touchard 1934 年 得 出 的 ， 
ТКН ТЕЗЕ I. Kaplansky 1943 年 给 出 的 ， 

10. 1. 21 #5®НЮЫЖ, р, р, сз, р, 是 
一 组 与 S 中 元 素 有 关 的 性 质 ， 其 集合 记 作 P. HF 
ТЄР, S 中 有 只 有 属于 了 的 所 有 性 质 的 元 素 的 个 数 
IHN. (T) 注意 这 种 元 素 除 具有 T 中 所 有 性 质 
外 也 可 能 具有 只 - T 中 的 性 质 ， 另 外 ，3 ФАА 
属于 的 所 有 性 质 的 元 素 的 个 数 记 作 和 NN. (Т). 这 
种 元 素 除 具有 醋 中 的 所 有 性 质 和 外 ， 椒 再 具有 P — T 
kaa 证 明 : 对 РЯ ТСР, 有 

- (Т) = „22, (-1)^ Тм (2). Ф 
иза к РОДОТ 的 集合 Z 求 秆 . 
特别 有 

N (0) =2 (` DIN: (Z). @ 

证 用 南 献 法 正明 式 全 ERE (€ S x= GD 
ЕН. ШЕ + 不 具有 下 中 所 有 性 质 ， 
ШМ. (T) ВО. 于 任意 ZDT, HF 
7 不 其 有 本 出所 有 性 质 ， 估 而 也 不 具有 Z 中 也 有 性 


(Z) 的 页 献 为 G0， 从 而 对 
{2Z) 的 页 献 为 0， 所 以 3 对 
ADAMAS (MEO; Er БАНТ PE 
SREE, M .x ARDEREA 1. 对 任意 ZD 
T. Z=TĦ}, + WN; (7) 的 贡献 为 1, 当 ZZ 
=T BF, xz 对 N> (Z) ат 0. 因此 x+ 对 
„22, СОАТ Na (Z) 的 贡献 为 1 所 以 x 
对 式 人 多 两 端的 贡献 相等 (都 是 1); В. ЖАЯ T 
中 所 有 性 质 狐 ， 还 具有 T 之 外 的 m 个 性 质 p, , 


>; т) TIN: 


Pirar 


Р, Uo Ры, тыз1, W| + HADAM RERA 0. 
考察 z 对 , >; (一 1 UIN (Z) 的 贡献 ， 记 
S=TU |p, ba "> p. |. WẸ T=zCs, M 
£ XN, (Z) 的 贡献 为 1. 如 果 5 Z= P, = 
对 Ns (2Z) 的 贡献 为 0. 于 是 т 对 
w, СЗАТ NZ (Z) 的 贡献 为 

рә 《一 旧闻 


显然 ， 满 足 SƏZƏT HiZ|-|T|-—-:; WZ УН 
С, 0, 1,се, m. FE 


> (-1)|ZI-ITI= "s х, 


= 
s=z=T “05% He 


D 


=}, (—1) C= (1-1)"=0. 
所 以 АФРИ RREO. 


10. 1. 22 #1 10. 1，21 的 记号 ， 证明: 对 给 
ЖЕ ТСР, 有 
Мы (Т) = 2 N- (Z). @ 


证 用 贡献 法 证 明 式 @@ ЖЕЕ ESHO 
E., МНК. ШЕ x АБТ ВАТРЕ. 
M r Ах ЛЕНА 0, ПНЕ РОТ, 
rN- (Z) 的 贡献 为 小， 从 而 对 。 Z= М. (Z) 


的 页 献 为 0. AUE, v 对 式 加 两 端的 页 献 相等 (都 
ED; ШЕ [АНТИ НЕЙ, И АНЕ 
Pis Ё. р, ЇВЛЗ#АЯН НИЯ, BB x 6 
АЯЛ,-Т\ д, р, се, р} 中 所 有 性 质 ， 
Шм. (Z) 的 贡献 为 1， 而 对 其 他 Z, TEZ 
СР, х М. (Z) 的 贡献 为 0， 所 以 + О 


端的 贡献 为 1， 另外 ，z 对 N. (Т) 的 页 献 为 1, 
于 是 + 对 式 名 两 端的 贡献 部 是 1. 
Ж 式 加 可 以 直接 由 М. (Т) MU N. (Z) 的 意 


文 加 以 证 明 . 59, ВАОи ЩА, ЖЖ 
妨 自己 证 之 ， 式 合 称 为 窜 斥 原理 ， 前 语 的 容 斥 原理 
CACAH AARDT. WA, ARE P 的 所 有 
于 集 的 集合 记 作 .”(P)， 在 子 集 间 的 包含 关系 下 
УРАН. N. 和 Nz 是 定义 在 偏 序 集 
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РСР) КЕЛЕР, ТП EJ tr KRAG, 
可 以 证 明 (2838), ШЫН). Баа 
РАНКО Н K. ERATE? (P) БАЕ 
演 公 式 . 美国 数学 家 Rota 1964 FÆI T —Ж {И FF 
集 上 的 反 演 公式 . 反 演 公式 是 数论 中 经 典 的 Mobius 
反 演 公式 的 推广 ， 直 到 现在 ， 反 演 公 式 的 种 种 推广 
和 统一 形式 仍 是 组 台数 学 研究 的 一 个 课题 . 
10. 1. 23 x ПИРЕ С HA m 条 边 . 
图 G 中 至 少 仿 ажаа (E) 个 3 图 
证 оС PEA ыды 相 邻 的 顶点 集合 为 N 
(u), Жы Жо El G 的 任意 两 个 硕 点 ， 则 由 容 奈 
原理 有 
|N (a) (IN fv) =N (a) HIN (s) Í 
-|N (а) UN (z) |. 
SM [|N (а) |= d (u), HEA ы ВУ, 而 
|N (a) UN (2) =н. 因此 
|N (a) ПМ tv) |d lu) +4 (о) - n. 
@) 
E, ШЖ G Ри 和 ww +, WIN (ш) N 
N (о) i 即 是 以 но 为 一 边 的 了 图 的 个 数 . Т E E 
图 上 的 边 集合 ， 将 式 贸 对 图 避 中 所 有 的 边 求 和 ， 注 
意 到 图 G 中 每 个 3 圈 在 此 求 和 过 程 中 被 重复 算 了 三 
次 ， 因 此 图 C 中 3 周 的 个 数 至 少 是 


+ X (а (u) +d (v) -n). 
EE 
记 上 式 为 f M 


证 明 : 


-1 dl ` ' 
f, = 3 2 [2 ( >, d (м2) 
+> Сы 0900] - эт! 
=Ñ! Р (а (к) тп). 
由 Cauchy 不 等 式 得 到 
Бе E С (4 Ge) нао). 


由 度 过 定理 有 >a (a) =2т, [А 
P> (т), 

10. 1. 24 in НС А RATE 
Ke 证 明 ; 图 G 中 度 小 于 或 等 于 P= | (ёс 2} n) 
的 顶点 的 个 数 择 少 是 m=| 11, ДФІ а] 是 大 
于 或 等 于 + 的 最小 整数 . 

证 设 n= (Ё—1) gtr, Ое - 2, Н 
(k2) n= (6-1) р+к, ОА 2, rr 和 s 是 
EH. SOI -=0, B) ==0, BE 221, = А 


-r-l 


现在 设 图 G 中 度 d (z) =< АТИ A r 的 个 数 
А Гюнт. EXS [EV (G) ld (z) рі, Y= 
{уб V (G) |а (у) 宇 p+1|, 其 中 V (G) 是 图 
G 的 顶点 集合 . МХ, Y E v (G) 的 分 划 ， 而且 
IX <т—1, Үзп—т+1. 

ARNEY, HN (у) 表示 图 G 中 与 项 点 y A 
ВАТАН Е 26, HI y ВУ. ЕНУ wEN (м) ЙҮ. 
M HER RHA 

|N (ур? AN (уз) l 
= |N (x) I+ |N (yp) | 
-IN (s) UN (s) | 


=2 (p+1) —n. @) 
如此 继续 设 y € ПАМ (y) D Y, ғ=1, 2, 
#-2. B= П (x). 首先 证 明 : 


|IB|Z= (2-2) (р+1) - (4-3) n. B 
AEX £ - 2222 用 归纳 法 ， 当 不 -2=2 时 ， ARS 


可 知 式 留成 立 ， 设 式 留 对 -3 时 成 立 ， 即 有 
LAN (y) 12 (6-3) (p+1) = (6-4) я. 
则 由 容 斥 原理 有 


|B|= м CG) | 
= | (NN (x) QN (xo) 
= м (x LEIN овса) | 


-1 (DN (50) UN (2) | 
= (#—3) (ptl) ~ (k-4) n+ (р+1) -n 
= (6-2) (р+1) — (А-3) n. 
ЕК нй зу. 其 次 证 明 : 
(&-2) (р+1) — (#-3) n=l pj @ 
考虑 两 种 情形 ; x =0 和 -21. 
情形 1， r=0， 此 时 ;=0， 因此 
(6-2) (p+1) — (ËE—3) л 
= (Е—2) ( (#—2) +1) 
~ (Ё—3) (Ё—1) q 
= 4+ 2729. 
情形 2: 251. 此 时 з= +r- 1. 因此 
(6—2) (р+1) — (2-3) я 
={k-1) p- p+ (2-2) 
— (6-1) р-ғ+л 
= р-р 5-2 
=," t 


+e 
zgi tR 5—2 


Z= q +l. 
ТИҢ А hh. 

HFX <m, В[>®=, H X, Y E v (G) 
的 一 个 分 划 ， 所 以 B Y YZ @. 于 是 存在 y, - I € B 
Пу, Ea (y 1) =p+1. ШЕЛ ЖН 

| (IN GO) NN Gn Di 
Z= (k-1) {р+1) 一 (2-2) n 
=Ë -—1-—. 20. 
因此 存在 入 E ПМ (x). REH, у. уз з ж 
之 间 尾 意 两 个 项 点 都 相 邻 .也 即 图 G SA: Sr 
TAK. 5887A. Wii X =m. 
$10.2 (0, 1) +. $4 


与 关系 


Ш тхл EEAS [a] 中 每 个 元 素 a, HAE 
ВО І, ЩА SRE mx n (0, 1) EE тха 
(0, 1) 3EBF A= [a,] ШЕЕ ЕЖЕ КБ 
ВЕ, ШЕРУ НОЕ Жа R F ERER 
ЖУТ, AAE дА (0, 1) Ш 
BF. m xx (0, 1) ЖЕ A= [a] 也 可 以 看 成 是 
TARRA 4 БЕ Ж, ШЕЕ ЕН ЕРА Л 
二 元 布尔 代数 2 БИ ЕИ АНТ, AAEE 
—- EE (0, 1) ЖР. 

(0, 1) ЖО ЮЖН ЕК. tri 
个 (0, DEFA, 可 以 有 刻 种 组 合意 义 ， 弄 清 
(0, 1) 短 阵 的 各 种 组 含 背景 ， 即 可 应 用 组 合 和 矩阵 论 
的 鱼 论 与 救 巧 来 处 理 各 种 类 型 的 组 合 问 题 ， 亲 此 
(0. D ЖЕЕ ЕРЕНАК, Ш 
解决 各 类 组 合 问题 的 重要 工具 . 

10. 2.1 W X= 1, х), се, z | Ë x Zü 
Ж, Xi. Xp, сз, X, EX 的 子 集 . ЕХ m x n 
(0, 1) EBE A= [a,] 如 下 

1, х,ЄХ,, 

其 它 ， 

‚ Xp AFX 的 关联 矩阵 . 


üy 二 


lO, 
жт A HNX, Xa, 3 
证 明 ; 
(L) 记 m X т(0,1) E A 的 第 i 行 上 所 有 元 素 
之 和 为 x , 即 г = ар ъазза, r= 1,2,: m, 
А 8; BJ E Er 8 Tu 522 СЕ s; , Вр s = ay, t aa, 
tt 1,2,0. Р, ЖП з, 分 别称 为 A 的 第 ; 
行 和 与 第 ; 列 和 . 则 | X |= r. i= 1.2, m, s 是 元 
Жу, Х.Х, з Na 中 出 现 的 次 数 . 


12) 记 S= АА'= ls Je 其 中 A! ЖНА 的 转 
й. 则 
ХОХ, IE 
"х, 

3) T= АА = [n]. MS ZS 时 ， „ёл; 
Ж, л, ТЕХ, X;, 5, X, 中 出 现 的 次 数 ， 

(4) iu Ү;=Х -X,, 1=1, 2, 00, m. W Yi, 
Ya, vo Ya ERT X REEE H = J... A, 
ЯФ J... mx a #1 (有 即 每 个 元 素 均 为 1) 和 矩阵. 
i W= АН = [w] M w EEEX,- X, 的 基数 . 

证 (1) 由 关联 给 阵 4 的 意义 易 知 ，x, —|Х,|, 
i=l, 2, +з, m, х, ARa EX I, Xa сз, X, 
中 出 现 的 次 数 . }#=1, 2, =, н. 

(2) H EE ЖЖ X n] SI, 

Sy = аа + азар te t айы. 
№, ашы=1, SARM eal Н о„=51, Hx, 
ЄХ, H>€ x, Pl > € X (YX. W 5, ЈЕ 1, 2, 

эол HEI алар = ] 的 的 个 数 ， 因 此 当 25 
BP SIROT H =j t, sylt 

(3) H EBE3ETE EFH, 

ір 0101. T 020). 十 анды. 
注意 ,auus = 1, AERX аъ =1 H а = 1, УВ 
H r € X, Bz € X, Bi к, r; € Хр. П 2, Е 1,2, 
зуп И акша, = 1 ВА ВОК, В с, ЕЖ z, 
т, 同时 出 现在 总 PETE X, 的 个 数 ,也 即 元 素 x, 
= 同时 出 现在 XXX 中 的 次 数 . 

(4) iE B= [b] MH z £ Y; E, l 3 
LAY 8, 6,=0, AH z & X, BJ, b. = 1, Ч 
LEX 8, 5, =0. 1,5 -А= [с„1, M ¿= 1 
-a HEH r & K Ч, gslsin 3 x € X, 
В}, с,=0=6,. ИЖ B=J, A AKA W= 
AB = [w] 得 到 


те, = а {1 ад) 


Š 一 
І=1= јн. 


ban 1 
t am (l-am). 

其 中 ag (1-а) =1 SHA a1 H 1-а = 
1, Ф. € X, aX Fl € X -Х. M zo, E: 
1, 2, =, а Pag (17 aa) =1 的 的 个 数 ， Ш 
即 X,- X, 中 元 素 By ЇЙ. AE з, = 1X – Х, |. 

10. 2.2 Ü X= |а, an … xl E x Zü 
Ж, 2 (X) 是 处 的 所 有 子 集 的 集合 . 12 (X) |. 

Ñ i Yezn(xX), Bl y RX y — Pi. Y XT 
X # ХЕ ЕЕ A. BAR. А R — F 1 X z 的 
(0, 1) ЖЕ. 所 有 1x (0, D 矩阵 的 集合 记 作 
# EIX УМ: НЕ Y € 
P(X), Ф ọ (Y) = Ау. ЯА, 对 Y, XE 
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аз) + 


P(N), ҮҮХ, f AyZ Ax, Мо (Y) Ze (X). 
因此 e EAH КЖФ А- [ag ар, с. 
а] Є {а,—1Е]Ф r € Y, "ia = 0 n 
туб Y. ЖШН YE y (X), HB z (Y) — Ay 
=A. МЕСА. РЕР (X) |= |a. H F 
A= [a чр, с”, amn, E ¿É 1х (0, 
1) ERE HAT a1,， 只 能 取 0 或 1， 因 此 每 个 а, 
HABERI. WL 1, 2, е, л, ТРА. 
=2". Рі (X) 1-2". 

Ж 10. 2. 2 是 说 , Gi n ut X T: 2" 个 子 
Ж}. 这 是 个 基本 结论 . 


10. 2. 3 WEH: a TEX B? 个 子 集 可 以 编号 
Ху, Xs. сз. Ху, EFRR GATERA 
个 不 同 的 匹 素 . 


证 Ж. -2 0. ЖЕНУ XS irp 221, 
Y 了 是 x 的 一 个 子 集 ， 了 X: X Юр Ay = 
[an аз) 是 一 个 1x2 (0, 1) EBE, EP aj, a 
内 能 取 0 或 1 1x2 (0, D 年 阵 有 4 个 : 

A= [0, 0], A:= [1, 0], 
As— [1, 1], As= [0, 1} 
记 А, 所 相应 的 六 ETRA X i, X,. Ху, X4. M 
其 中 相 邻 的 两 个 子 集 惟有 AS B6926 3. 
考虑 2 = 3 的 情形 . ШЕВ X < ixi, л), 
rl, 是 于 的 一 个 子 集 ，Y XF X ЮНИ: Ay 
= (ar аз, аз) 是 - -个 1x3 (0，1) ЖЕЕ, 1x3 
(0, 1) PER ВА: 
B i= '0, 0, 0], B= [1, 0, 0], 
Ву [1,1,0], B,= |0, 1, 0], 
Bs= (0, 1, 1], B= Ll, 1, 1j, 
B- 11, 0, 1), B= [0, 0, 1]. 
它们 相应 的 ХВФ XI, Xa e, XK, BPH 
邻 的 两 个 子 集 抬 有 一 个 不 同 元 素 . 
比较 wx 一 3 和 n=2 的 情况 ,可 知 
B i= ГА, 0], Bs [А›, 0], 
Ву (Аз, O), B45 LAs, 0]. 
1]. 
р, 


Вз = [А4, li, B, = [А;, 

Ву= [A,, il, Бу= ТАЏ, i 
ВНЖ - n SEX = (гр, шу, се, r) 的 
VATERS. 设 4 -上 元 集 Y= |а, Z, сз, 
x, (| AZUETA Yo Ya e, Yowi, МН 
相 邻 的 两 个 子 集 抬 有 一 个 元 素 不 同 ， 记 它们 的 关联 
矩阵 依次 为 Al. А», G, А !. 它们 都 是 1x 
(m-1) (0, D ÆR. 考虑 2 个 Ixa (0, DE 
РЕ 


ГА, 01, lAa, 0], ЕС [A> ', 0], 


TAa 1, 11, '®, ТА, 1], LAL. 11. 
它们 相应 的 和 的 22 个 子 集合 次 记 作 Ху, Xa +o, 
Хә", Ху, X, е, ХВЕ. 

10. 2. 4 i X FP ЮТИЯ £F. 证明: 
存在 X 的 两 个 子 集 Y 和民， 使 得 y (lZ - 0, H Y 
中 所 有 数 之 和 与 工 中 所 有 上 数 之 和 相等 ， 

证 fE X HS 20 - 1=1023 Р. 对 于 每 
ТТЕ W. W 中 所 有 数 之 和 记 作 = (W). 34 wE 
М X 的 所 有 1023 个 子 集 时 便 得 到 1023 个 和 
a (W). H# F W 中 每 个 数 草 是 两 位 数 ， 而 两 位 数 
至 多 有 101, 内 此 a (W) 10 х 100 = 1000. 由 
抽 展 原理 ,这 1023 个 和 stW) 一 定 有 两 个 相同 . 
REEE X 的 两 个 子 集 六 和 2Z ,使 得 so (YO - 
s (Z). МУЖАВА, а 
ПЕ УЖ. MJ ҮП2= 0 He (Y) =c (Z). 

10. 2.5 X= |l, 2, зз, ni. HF YE 
P(X) Y tP r 8 Яш E s ( Y). Ж 
a (Y). 


ыз 
vexXX) 

Е 由 10. 2. 2, аше (X) = iX, X,, 
. Ху]. 2 (X) ЖТ X BRKE A gx) 
Ax xy 2" X x (0, 1) 矩阵 ， 易 知 Аҗ ху? 
第 点 个 列 和 为 27-1， 即 数 下 出 现在 和 的 2 1 个 子 
集中 ,因此 

>: о (ү) = 5р2" 1 

ye К X) k=l 
= (1+2+-- + ру 277! 
== {n+1) 2"7%, 

10. 2, 6 X= 11, 2, =, яі. HF YE 
ЭХЭ, ір Y= zu r o ты, Б zi, гә, 
' a| ЖЕФ, Н1< т< r <. хри. 10 

s (Y) = толу үл; Tp gte 
+ (= 1) lr. 
求 о (У). 

ie A X) 

解 У(Х) = |х, Xa ce, Xrh 5 (X) 
XF X HRKI АУ). Ayy- F 2" 
Хи (0, 1) E., ЯЙ) k, SEn, Ú 
Aa XI) 的 第 了 行 w= (ац, аз, с. as] 的 第 上 
个 坐标 为 1， 则 a, УАУ ТЕХ, 含有 上 k&. їп 8 = 
Langais O’ а]. ШЖ Д 中 有 偶数 个 1， 则 不 在 
с (X. HBH k; 如 果 8 PARA, MM 
Фо (Хо FEAH- +. 易 知 舍 有 偶数 个 1 的 
(0, 1) 向 量度 的 个 数 > (£) 等 于 全 有 奇数 个 1 的 
(0, 1) {д 的 个 数 【 见 10. 2. 3), 而 (0, 1) 
向 量 员 J ЖЮ 22 所 以 rr (®) =27 1 1а 


„= [uay ap ai A (0, 1) PJ E 
y, ВА 2871. ATEA p, НӘН 22 14 y, 
使 得 & = (Y. а. B) B A (xy А ТНУ 
1 的 - :个 行 ， 因此， 在 
> =(Y) 
ye XX) 
的 展开 式 中 大 ШИШИ 2 !-27 A egn, - 
上 出 现 的 项 数 也 是 277*. Ий э, © (Y) 


的 贡献 为 0. АРА п 对 Xx) в (Y) 的 页 
Ye 

Ж. 由 于 ”在 `> 

ve XX) 


s (Y) 的 展开 式 中 总 是 正 


的 ,而 和 YX) 的 第 二 列 和 为 2 Ши. (X) 
HPE Ху, X,, з, ХФ 25 AE a Æ 


> о (了 的 展开 式 中 出 现 的 项 数 为 2” l. Br 
Ye W X) 


以 对 O с (Y) HARA 2771л. TE 


` о (Y)=2"" lq, 
Ye Х) 

10.2.7 х= |l, 2, +, nl. ËA X th; + 
没有 公共 元 的 子 集 的 有 序 组 (X X,, зе, ХЫ) 
的 个 数 gp 

解 W S= (Х|, X un X,) ЕАД 
ВА TT EB ESL Х\, Xp зз. X, £T X BJ 
ЮЕ RHE А. ЕЯ, I X i, X,, з, X, X. 
公共 元 ， 国 此 下 Xn (0, D ER A 不 含有 全 1 的 
列 ， 怒 烈 上 每 个 元 素 都 是 1. 所 有 无 公共 元 的 下 个 
子 集 有 辣 弓 的 集合 记 作 :2 所 有 不 会 全 1 列 的 Xn 
(0, 1) 垂 阵 的 集合 记 .x EX Ap УШИ p 如 
F: 对 于 SE 令 (S) =As. DA o Р 
EKK. TE g, = |91 = |+]. 现在 来 计算 | :y| 
RAE, А;ЖЕХтп (0, 1) Н, ТАЈ Pl 
a Ж-КА (0,1) 回 量 ， 且 不 是 全 工 列 ， 如 此 
的 wm Ж 2-11. ETAs AnA, БИРА]. = 
(2:-1)"” TE z, = (2* 1)". 

$ 10. 2. 7 的 解法 之 关键 在 于 ,将 无 公共 元 的 
АТАР (Xi, X, е, XO ERATA 
全 1 列 的 上 xmr (0, 1) 年 阵 ， 因 而 解法 显得 异常 简 
ЖЕ. 读者 无 妨 党 试 -下 用 其 他 方法 来 求 g BIAR 
味 出 用 0，1) 齿 阵 来 解 题 的 精妙 之 处 . 

10. 2. 8 R XI, Х, е, X, e n fE X = 
лу a t, 的 m CTE, 其 中 性 意 两 个 子 
集 都 有 公共 元 , 任意 二 个 子 集 都 无 公信 元 .证明 : 
(CZ sln, 

证 Dr XI, X, з, X, ÉE X BJ Pt G EB ELB m 
TFE, ABX, Х,, n. Х„ X: X BU X: ER EER 
E. A 显然 是 онха (0, D ЖЕЕ. #8 A BJ 


3х x РВА: 


] 2 Ë л 
X [ал az а (La 
= 上 
А, =X, ад &2 ав а 
X, Lfe] Ga ` de 7 Чы 
H 10. 2. 1{1}, z = |X |sat and T as + 


Ta, H 10. 2. 1 (2). = 1Х, ПХ, 1 = алаи 
Жазат + айы Кб T asqa ба 9), 其 中 
(а,, а,) ЮЕ а= (qa, аял, сз. аң) 和 z, = 
баи» йаз С» аы) HAR H mH xa ni ML, йр = 
Ix ПХ,1>20. 因此 存在 上 ， 使 得 se = ор =1， 由 于 
Ix x YX 1-0, ВДА ТЕ аста = 1 89 6, 
ШУН аа = 0. RIRA, ХРАНА ; 和 任意 } 关 i 
关联 矩阵 A 的 第 ; та, MEG Ta., BAD TR 
量 必 和 sr 均 为 上 【， 即 必 有 - -个 元 素 s, Ilia Х,, 
X, MA iira 和 第 1 an 也 必 有 第 让 个 分 量 
as 和 af 均 为 1， 即 必 有 一 个 元 素 Xr] T X... 
K- рза Bf, лёд A л, ЕЛУП. AE X, 
HRR ҮШ ЖЛЕ X, ЯТ X, рал 2 7 ii m - | + 
(ур, 2, 60 i-l, i tl, +, n). 所 以 
|Х;|®=—1. 而 X U X, U)... 1) Х„ 中 这 类 同时 出 


ЗЕ ОТЕ 
(m- 1) $. 由 于 ХХ» U X ЕХ, 所 以 


Tm (m-1) «ІХ: ХХ, |а. А É 


10. 2. RÈ. 

Ë 10. 2. БЕЕН ЕЕ, Ху. X, сз, 
X. ВЁЭЕВЕ Ед 的 任意 зх н PERA KREE] 
ži, WE 81 21-19. MJ 10. 2. 8 TP 
得 到 关于 x TEX 的 一 组 任意 两 个 子 集 都 相交 ， 任 
意 二 个 子 集 都 不 变 的 子 集 X, X e, Xa 的 个 数 


m Е: 由 Сн 易 得 ， п +y Inta. 当 
n= 6 9, т4. W X= zí, ох. дз, 


Та, Tga 
zal › Н. Х\ = | x1, T2; Жа |, Xa = ЖҮР Egi 
Tst, X; = Íz, Жа» ха!» Na = ESR Жа Tal, 


WX, X,, Ху, X, 是 X 的 -- 组 符 人 台 是 意 的 子 集 . 
HH, f nast, 上 界 是 可 以 达到 的 ， 

10. 2. 9 Ж Ху, X,, +, X, Een ME E X = 
мү, igp U т} 的 子 集 ， 其 中 任意 > 个子 集 部 
有 公共 元 ， 而 任意 rtie TRHA]. WH: 


Ст 
证 ЖХ, Х, +, X, А) m FR, A 
是 XX,， Ka, Eg X ya *FX 的 关联 短 阵 . A 的 第 i 


行 记 作 a,， 从 A 的 其 他 行 中 取出 x 一 1 行 ， 和 H 
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成 一 个 xr xn TEA: 


_ 1 > n. Ё КА п 
x A] #5) т ak 7 л 
Xa ma © д б н 
A= : - r + + + 
` | 
X-i КЕРЕГИ “А ` ан] 


由 于 Х|, Xoo, X, 中 任意 + 个 子 集 都 有 交 ， 所 
以 Al 必 会 有 全 工 列 ， 由 于 Ху, X;, се, X, Ф 
Eri 个 子 集 均 无 公共 元 ， 因 此 从 A 中 再 任 取 一 
Та, 和 A 组 成 一 个 (+1) x n TEEB: 


1 2 n 
x ап 917 an | 
x А Gii 2 in x 
: = 
Хх, ЫА) 9.2 ` a, | 


中 不 含 全 1 列 .这 说 时 ， 对 于 给 定 的 子 集 X, Kah 


同时 出 现在 其 他 x 一 1 个 子 集 的 元 素 至 少 有 Ch 
М, 而且 这 些 元 素 都 是 互 异 的 从 而 |X >С. 
于 是 X UXU- UX., 中 这 种 同时 出 现在 XX ,, X, 
=, X, 中 个 子 集 的 元 素 至 少 有 mC% 上 个 ， 由 子 
每 个 这 种 元 素 同 时 出 现在 个 子 集 ， 因 此 在 对 X, U 
“U UX, 中 被 重复 计算 了 > 次 .于 是 有 


(X UXU U Xn >С! = Ch. 
而 Xx UXU X, EX. 所 以 10. 2. 9 成 立 ， 

10. 2. 10 有 一 保险 库 ， 由 11 КАЕ. EA 
Ж, 必须 6 个 人 同时 在 场 才 能 打开 保险 库 ， 而 任意 
5 个 人 则 不 可 能 打开 保险 库 . 问 如 何 给 保险 库 加 锁 
和 分 配 钥 匙 ， 才 能 保障 这 一 规定 得 以 执行 . 

解 ” 设 给 保险 库 装 上 a WEM, ERARE KX. 11 
个 大 所 不 能 打开 的 锁 的 集合 分 别 记 作 X, Xo --, 
Хи. ЖАА, Ху, X2 се, ХЫН 5 个 子 
集 都 有 公共 元 ， 而 任意 6 个 子 集 都 无 公共 元 . 由 
10.2. 9 0A, 22 Ch. ТИЕР FE Ch 把 
H. 

下 而 说 明 ， 装 上 CES, W c ARE 
ЖІ, 2,8, Сй. ПААНА 5 人 组 共有 Ch. 
它们 由 依次 编号 为 1， 2, +, С. 注意 每 一 个 人 
属于 Ch 个 不 同 的 5 人 组 ， 它 们 各 自 都 有 一 个 号 码 . 
只 要 不 将 这 些 编号 的 锁 的 钥匙 分 配给 这 个 人 ， 而 将 
其 他 所 有 号 人 始 的 锁 的 钥匙 都 归 化 掌管 即 可 . 易 知 这 
种 分 配 负 是 方式 一 定 能 保证 规定 的 执行 . 

10. 2. 11 #Х,, Х,, ++, X, En ХР 
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Te TE, Yo Үс, Y, X 5 T b +1 元 
ТЕ. Чат X, ХНА X, 的 上 + 1 元 子 集 


HÆ Үү, Ү›, сз, Y. 中， 了 而 对 每 个 Y, Ж 
其， 使 得 X, 是 Y BTE. WEH: 
Ри, 
证 x Yis Yi, с, Ү, ЖХ}, Ху, с, x 
НЭР А = [a] WF: 
1, XEY ЮТ, 
S (0, 其 他 . 


ЯША 是 一 个 ;sxx (0, DER. 58 ARRA 
Fs = ау, аз + "+ ay 因为 X, 是 XX 的 元 子 
Ж, X-X 中 每 个 元 素 .r+ 添加 到 多， 得 到 的 一 
+k+13ET8E Y=X U |z. 而 由 题 意 可 知 ，Y 
EY, Үз, “е, Ү, rh, 因此 Үр, Үз, ovu Y. 中 
na КАНІ ATRAS X. Ы =н k. 
FE as + 二 ii 二” (0 一 天 )， 劳 一 方面 ， 对 每 
АТР Y, DAHA X, Ë X, E Y, 的 
元 子 集 . mY, PENX, X., --, X, BJ u 
至 多 有 上 +1 个， 所 以 Yi, Үз. с. Y, ВА Ju F 
EX. Xo cv, X. hÉ P ЕД (#+1). 于 
是 得 到 (n-k) =s (2+1). 因此 10. 2. HÈ 
X. 

注 10. 2. iH Y,. Y;, ~, YAX., X, 
э. X, 的 关联 矩阵 4 ETREX, Xo t, X, 
ЖТ n TRX ЮЖО PEP НОКЕГ. 

10. 2. 12 (Sperner 定理 ) i ХВ-а ЛФ. 
其 子 集 的 集合 了 了 (XX) # X JT Y, 22868 
关系 下 成 为 一 个 偏 序 集 . 设 S= |х, X, e 
Х.С? (X). 如果 S ТЕЕ t su X, AX 都 
是 无 关 的 ,也 即 XEK, B x= x,, MJ S ñF IN 
КЕ» (X) 的 一 个 反 链 . Ш; 如果 S= |X 
Хз, се. Xal 是 篇 序 集 好 (XI) 的 一 个 反 链 ， 则 m 


<c, ТА БЯ UAP. 

证 Š S= IX, Х,, ~, Х.ГА 
Э СХ) КУ, Hm 是 所 有 反 链 3 HARISI 
之 最 大 值 , Н x=21. MA 

х= |X] == |х, |=. Ф 
为 证 式 中 成 立 ， 我 们 用 反 证 法 . 设 X,, Х|, сз, 
Xa НА, Х›, з, X. Ж ЕЛ + E, В+. 
Ху, Хә, се, ХШ АА—1л ЖОЕ Y i, Ya, 
б, Yo ЖЯ ХХ, +з, X, 5 Yp У, с, 
Y, 的 关联 矩阵 4 = [a] 如 下 : 

l. Y EX 的 子 集 ， 

其 他 . 


z, 二 


" 0, 


WAE irs (0, D ЖЕ. 出 于 每 个 上 元 子 集 
X BAr 个 点 -1 元 子 集 ， 因 此 .4 的 第 i 行 和 x,= 
k, k=l. 2, се, r. 内 而 A PRE 1 的 个 数 为 ri 
trt tr = br. ЕЕ, А 中 每 个 1 表示 Yl， 
Ya n Y. 中 一 个 第 ЕХ, Х,, с, X PET 
X, Ф, ВЖ br Y I, Y. се, Y EX. Xo се, 
X, EMS S. - - , 每 个 -1 元 于 
# Y {ЕХ 的 所 有 元 了 集中 出 现 的 次 数 不 名 是 - 
ktl AE Yo Yo, сз, Y. EX ААЛ f 
峙 现 的 次 数 至 多 是 in -上 +1). 于 是 有 Erss, 
(n-k+1). B 


-k 

= — 

akl 
M It a, 所 以 


~ k 
s2- —— r >r. 
” 


一 点 下 
现在 用 Y Y, се. У ЖКХ, Хә, з, Xp 中 
之 X, Х›, +", X, ИЩ СҮ, Yo, сз, Ya 
Xap се. At Ж PiX) 中 一 个 反 链 ， 与 m 的 
ВЕК КАНЛЫ. РИК, XIS i- 1，2，…， 
т. #Ж|Х, =|X;] =+ 二 | 站 -| =k=i-1, а 
按 10. 2. 1 构造 子 集 Y I, Үз. сз. У. НЕ 


们 替换 Х|, Xx, `. Кы 中 之 X, X, ШЫР X, 
得 到 于 集 YI, ү, a Үү, Хез, с, Хи. ® 
$I ГУ, Yas с, Yy Хез, 7, Хы) + 
EPX) 的 -个 反 链 . 由 10. 2. 11 可 知 
„ПЁ 
` Тә”, 
parr 1-с ёл} ' 
AF 1-15 5 < Br 
йр. 
从 而 反 链 ү, Y;, е, Ye, Хз, б, Xn | 


所 会 元 素 个 数 A +q mn r >m. 5 m ВОН КОН 
TE ОНА, 4A x, 者 是! 元 子 集 . 易 知 ， 当 
n=2 HF, a TEX 含有 3 个 二 元 集 Ху, X, 
=, Хей, ТИЛЕНЕ Я ;x (X) +В 个 反 链 . B 
№, "(n =27 时 ， 结 论 成 立 . 

EF an-ti 时 的 情形 ， 证 明 是 类 们 的 .从 
Е. 

JD 2. 13 R Xene х, +, X, Ён лй X ~ 
гү, Жз, сс. шы Шон TOT (ЖЕЛП). АД 
E XPH m 个 政 蜡 的 无 素 x,， ж, T Eo 使 得 
TE 序列 Cr 
A к) 是 子 集 序列 (Xi, X, сс, Хз 的 


2 


ERRARE, [ЇЙ SDR. Fi с, X, 的 代表 
元 ， ШЯА4ЈЖ X= iz), о тә. хз. ra) 的 4 个 于 
Ф Xi = і, zl, X; = zy ту, лі, Xs = 
Iza mh X. = zú za nl: Ж (Хр X, 
Кз, X.) 的 互 异 代 表 匹 序列. 
E Х|, X., Ху, X, 甘于 X HAKER 
Zi T> £3 T4 
XI 100 
0 1 1 i 
Xll 1 0 O 
1 0 1 ! 
19 бл. Par Fae х.) E (Х|. Х,, Ху. X.) 
УНЕ, Ma ЄХ, z, ЄХ, x, 
Є Х;, z, ЄХ, 因此 an 1. ax, = 
aa l. 由 于 T Ti Жз n É XPERIA, 


‚йуу, аА, 2, 3, 4 的 -个 排列 ， 因 
Han» йз, 831, aa, ER H 4x4 Е А 的 不 同 
行 与 不 同 列 上 的 4 个 1， 反之, ЖАНЕ A 的 不 同 
行 不 同 列 上 的 4 个 1: ац» йш, бм аә щ 
F Tn? т) Ж (Ху, Xa, Xs, X.) 的 一 
TERRENAL. AE (X, Xa Xa X) 的 
MAH Ав] бл жы, Жз х) 的 集合 
S 与 关联 短 阵 A 的 由 不 同行 不 同 到 的 4 个 1 序列 
(ао азы, азы аы) 的 集合 了 之 间 存 在 一 个 双 
射 ， 国 此 131= 171. ВВЕ A 的 行列 式 detA 的 
定义 ; 
detA= 5 @ (іза) CIFRENE йа,» 
727374 о: 

其 中 求 和 号 表示 iii ЖЫЯ 1, 2, 3, 4 的 所 有 排 
APRA, Ma (iizisia) 是 排列 11114 的 奇偶 性 
#5. Ж“ {Ии З ВЕ А 的 积 和 式 pera WF: 


` 
per A = > Aje Bz Tz aai 
ЕТА ' 1 3 4 


注意 对 于 年 阵 A 的 不 同行 . 不同 列 的 4 个 1 序列 ， 
p азы, аш), реА 的 展开 式 中 相应 的 
项 al аз, аз, аа, 应 为 1 BL (ау, а,» аз, 
aa.) ARRA рал 的 贡献 是 1 不同 的 4 个 1 序 
列 баз» Alir Яу» aa) 对 积 和 式 perA 的 贡献 
是 不 同 的 Y. WEE A 的 不 全 为 工 的 序列 《al ， 
аз, азу, üa) 对 perA 的 页 献 为 0， 区 此 1 了 | - 
ber4， 比 较 det4 和 per4 ШЕ ИГЕП, ЕН ЭЕ АУ 
是 排列 41151014 的 奇偶 性 符 导 .因此 可 以 将 per A JE 
行 作 类 似 的 Laplace 展开 来 计算 pera ЮН. Piri 
регА 对 第 1 行 作 Lapac ER, A 
реА = аурегА t аџрегАџ + ajperAis 
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1, азы = 1, 


п 


(тд, +, 


(ан, " (2, 


+ азтрегА ja- 
ИНАЛ А л а WATER TEN 
求 得 


1-1 | 
per Tanper,l 0 М 


LO 1 l- 


W 1 1 
+ aper [ Ü Ü 
l | 


—2кю2=4, 
REH, (Ху, XA, Х,. 
Ж, А Га Н, 


Xa) 有 了 4 个 互 异 代表 元 序 


它们 是 бу, Жу, {ОУ 


хр. бш, гү, Fos £3), (Xy жу Ту, tal, 
(мо. Aga Күр КА). 
注 在 解 10. 2，13 中 用 到 了 4 ЭЕ А 的 积 和 


式 bera 的 概念 ， 对 于 n BRA- 
Ñ perA k YS 
PTA ‚>. а 22), t йш, ' 


[a,-， 其 积 和 


EPRA GER үгез, WA l, 一 的 所 有 
排列 求 和 ，pera 的 展 3 Ани pt 项 .第 和 行列 
атл KIEF. 对 行列 成 derA 中 每 个 项 
Q data, Ж РН F A ib i 的 奇偶 性 符号 
Š (sin m MA per4 中 相应 的 项 
AA, MEATS (reio. AFRE 


Т: регА BRIT (ЖП), регА HANE, 
的 两 行 (AD 相间 ， 其 рел ИКА Е 0 0, 
而 将 perA 的 AF (Ж) }Ш 5—17 (Я). Ш per 
的 值 不 再 保持 不 变 , ЕТТЙ deta ARAA 
регА 的 这 种 区 荐 ， 和 使 得 在 对 积 和 式 per4 作 Laplace 
刁 开 时 ， 省 去 了 各 项 的 符号 .例如 ,对 peA 按 第 1 
行 作 Laplace EITHA 

рстА — апрели + шууретА у; + 
其 小 A Ea Р Е. 

п ПАА = [a,] 的 积 和 式 pra 的 概念 可 以 
ЖГ] ахо Б ЖД E. mX n ЖРЕН У л, 
I, U, ЫН, уз, с, J| ЈНА РА E 


` ® Ау„регА„, 


H j се А КА А А 
wal 】 ,网 当 mss 时 ，perA 定义 
юмор lU Г 
为 
| l 2 - m 
per4 一 > рег^А ( . | . 
г 116% Eha н 1 di `". dm 
14 n >a Fl. 
` ii 12 ter 1 
регА - 2 рел | ” | . 
l- әү . ыан 1 2 ... и 


хон ЧО, 


630 


1) ERRE A 的 积 和 式 рал ж (0 


|) PER-ERIK. ТРЕНС ТРУ 
M. 

10. 2. 14 
бт, aa, h 
= iel WEH: РЖ) (Ху, Х„, сз, 
互 异 代表 死 序列 之 个 数 等 于 积 和 式 perA. 

证 PRTA (Xo Xaoo, Xa) HRA LR 
AR zú 1 ЛЗ Uno mo буол, ) WES fE > 
积 和 式 регА 的 所 有 非 零 项 "аы 的 集合 记 
Е. ЖТ (л, z. се. 0 ER f x; € X,, 
i=l, 2, се, M, TO =], #71, 2, °, т. 
AA (G, ху, сз, n ) 是 所 异 代表 元 序列 ， 因 


Ху, Ж», “е, X pa En m # x = 
` а, 的 ТТЕ. НОСНЕ РЕ Н А 
X,,) 的 


Kah Au,” 


ЮЖ. Асы E 1, 2, сз. 的 一 个 加 НЕ, ЕЮ 
设 Руіз, -11T №, е, Ё. 的 排列 ， 其 中 ІА, 


врн. ВШ аруз йз, 


` 
с, Ayn NK э 
п? 


1 т 
ШВА |е пазя 
Ši ka 7 Rn 
л, бад , 由 积 和 式 per4 的 定 试 ， ааш,” 


а 是 pra 的 展开 式 中 一 个 非 专项 ， 定 久 әр 子 的 
映射 e 如 下 ; АЙДЫ Ea ү, z, D С у, & 
ë С хыс» z; ) = араа 易 知 ， 
ИЖ (ау, л, сз, 4, ), у) 
сє, Наж, WJ а, ааш 与 qu Qu. a, 是 
pad PARIERA, EH Ф (ros Мн U т) = 
$ бл, Tp Us чу). 因此 ， p 是 单 射 . ХВ а, 
Є 2, В ау аг, "а, = 1 ER регА 
HAER, HH al а 1， 从 而 
EK =1, 2, 00, m. HME perA MJEK. 
TE I. 2,，…， 的 一 个 m HES), Ай т, 
жр ау ШЙ. PELA (rat ж, з ж) €x, 


2 
Ez (ту, тт) йы. EE g 
EAA. AmA = 151. 

注 尽管 10. 2. tR n TEX Um 个 子 集 
Ху, X... X, 的 互 蜡 代表 元 序列 的 个 效 转 化 为 
Т Х|, ХХ, с, Х„ MERKER А 的 积 和 式 
регА, WPR, {НТ ЭЛНИ регА F AF5. 
这 是 庶子 注意 的 . 

10. 2. 15 求 5 元 集 X= Mary, Fis Tay ХА, 
+s， 的 于 集 序列 XI = iah X.- X, X, = X, = 
iep т} ЇН КАЕ]. 

E X Х,, Xa, X, MERKERS 


TIREE 


9237 А 


тат. 02,77 


10000 
т 
i 00 1 0 
ката 
由 积 和 式 的 定义 ， 
ppt 2 3 4) 
[ 2 3 4 
1 2 3 4 1 2 3 
«ел; serali 2 3 
J 2 3 4 1 2 3 
+pea( 3 1 s|*P2A[, 3 3 
поо I 0 0 @ 
_ l 1 11 11 11 
СЕН 
шоо 1 100 0 
поо O) 10 0 m 
ЕН 
1 0 í O 1010 
ооа, 1010) 
0 0 0 H| 
selt EEN 
0001 
Ü 0 11 
将 上 式 各 积 和 式 按 第 2 列 作 Laplace 展开 得 到 
п оо O] 
l 1 # 1 100 
i o o це S 50 
10014 0 l 
100 6] | 0 0 
1 111 
ml бе 
тоо 0 iiia 
тоо O | _ 
ттл. 100 
moa of ш 
пол ! O 
гооо 
1111 поо 
Pr, „| 01Р 1 00=0, 
1 0 1 OÜ 110 
0 0 01 
т 001 
Perly o o 11 Pr f 0 1/50 
ооо) 001 
因此 per4 = 0. 所 以 不 存在 序列 (Ху, Xan 
Xr X) 的 互 异 代表 元 系 ， 


注 可 由 了 于 集 序 列 的 所 异 代 表 元 序列 的 定 尺 易 知 ， 
10. 2. 15 РЕЖЊА (Х|, X Хз, Ху) Е 


ЯУСА ТЕЕ. 10. 2. 15 НАТЕ Р 
对 10. 2. 14 的 理解 ， 

10. 2. 16 (错位 排列 数 ) х= И, 2, --, 
at. ieh Æ l, 2, `, п 的 一 个 排列 . 如 果 对 
每 个 上 =1，2,，…， п, HE hÆ, BJ ili, ËF 
为 1, 2, ve, n 的 错位 排列 ， 其 个 数 记 必 D... 证 
HH: Э, = рег (jf, 一 了) 其 中 上 和 ТЛ n 阶 
全 1 方 阵 和 单位 方 阵 . 

证 对 每 个 =1, 2, 66, л, И ХЕХ jl 
= {], 2, -, А—1, ktl, =, nl. È (Х‹, 
X,, 55, XO 的 互 异 代表 元 序列 (Gi, їз, U 
1.). AA n, 5, се, „Нут, 且 均 属于 X, КТЫ 
iiei Ж1, 2, е, n 的 一 个 排列 ， ха ЄХ, 
ШАК X. BR gk. ВТО түс Æl, 2, =, 
的 一 个 错位 排列 反之 设 i, G, v „1, 
2,5, п 的 错位 排列 ， 则 amk, ИТД „ЄХ, k 
=1, 2, `", A. У i, ig, t, Ta 显然 是 互 异 的 ， 
所 以 Cip da се, ú) ЕВЕ (Ху, Х,, -, 
Х„) 的 玉 异 代表 元 序列 . A, НЕВЕ p. B 


Ж (Ху, Xs сз. Х„) 的 互 异 代表 元 序列 的 个 数 . 
Я (Ху. Xe зз. Х„) 的 关联 矩阵 为 
0 1 i … 1 
А=| #17 ар 
L 1 1 = ojlẹ 


Њ 10. 2. 15, D, = per (J, - 1,). 

10. 2. 17 (FARO RE X= И, 2, on, 
я}. hiren 1, 2, --, n #— HI, ВР i 
Zb, k+ |, k=l, 2,9, nl, W ¿= n, 1. 
wA: 所 有 这 类 限 位 排列 之 个 数 V, = 
per (Ja da Ph), ЕФ 

1 


1 Е mx m 

证 iX, = X—- |Р, Ё+], Ë=1, 2, e, m 
-i X, =X- in, 11. B, (XI, X,, 5, 
Xo 的 关联 第 阵 为 A= J,- 1,-Р,. В 10. 2. 15, 
рег (Ja i- Pa) ВВ (Х|. Xn з, X,) А 
异 代 表 元 序列 的 个 数 . MEI i, O, сз, 1, ÉE 1, 
2, 9, n ВРЕЛУ, Ж 92, k+l, Е=1, 
2, 9. п-1, MH Æra, 1. HHE, EX, k= 
1.2, ~, m, Ва, ign s in Еж, 所 以 (а, 
се, ы) E (X i, Хь, =, K,) У 
表 元 序列 ， 反 之 设 (i, i, сз, L) 是 (X, X, 
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=, X.) = Ка ял Р], ШШ 让， 2), 
к, АЯН, в.с. LS X, ВМ, Ж 
1, 2. 5, п 的 一 个 排列 ， 又 困 ЄХ, p= l, 2, 
уон. AA gk, k tl, E= 1, 2, =, m 1, 
HE an, 1. В ғо, 是 符合 题 意 的 一 个 根 
位 排列 ， 于 是 所 求 的 限 位 排列 之 个 数 v. 即 是 
(Ху, Xa’ з, ХАЯ ЕРЕ ЛТ. 从 
而 У„=рсг (J, = 1,7 Po). 

Ж ЖУ, jn WL EB ш А АЕ Ж ПА 
HEX. "a М ЖҗЕ+-%ҖШЕШИ ИЖ ЧЕ, HEDI S+ 
之 间 留 出 -- 个 空位 时 ， 要 求 а 位 男士 不 在 他 们 妻子 
身 旁 人 座 的 就 座 方式 的 种 数 即 是 V,， 10. 2. 17 Ж 
用 积 和 式 给 出 了 数 V, 的 一 种 简单 明了 的 表达 式 . 
BERKA У 并 不 容易 ， 原 因 是 计算 积 和 式 
per (J 一 了 一 PP,) 并 不 简单 ， 如 容 斥 原理 10. 1. 20 


所 指出 V. = per (J. - di,- P.) =X (- 1} 
s Chua (0k)! E 1934 ERIGI. EF per 


Ga- h P,- PZ) Ж рег (J, - 1, = P, P3- pà) 
的 表达 式 直到 1967 年 和 1979 年 才 分 别 求 得 的 . 

10. 2. 18 Ж X= |а, л, t, а, 是 uv 元 
E, Bo В, з, B, ЖХ АТФ, EG E 
作 2. Mtk TEB, 称 为 区 组 . Ш X 的 尾音 
ПАЛ АЧ З ЕС В|, В. з, В, 
的 个 区 组 中 , BOSA, #<0- l, MJ р=(Х, 3) 
З (o, b, А) 设计 . 设 Ву, В, зе, B, 
关于 X 的 关联 矩阵 为 4. ЕНД. АР (5, Ë, 
A) it D= (X, ЖЭ), 有 

(1) bk = ur, Др, E X РЕ Е = 被 
Бате н, В, +, B, 的 区 组 个 数 ， 
(2) А 的 每 个 行 和 均 为 上 &， 每 个 列 和 均 为 ri 
(3) 关联 矩阵 A 满足 
А'А= (r- À) L + А, 
Moh J. Ыт, 分别 是 # 阶 全 | 方 阵 与 单位 方 阵 ; 
(4) bv. 

证 (DEREX, НВ, В, з, B. 包含 
х. i Bap os B. х. AFER УС X, + 
х, AA X л É 2 u ir. у {18-1 
+. REDE -个 tv, F, A) 设计 ， 国 此 每 个 2 
WTE iz, у} ШШШ ҮЕ Ву, В, з, В, 
中 的 2 个 区 纽 ， 由 于 这 样 的 区 组 必 会 元 案 +， 所 以 
每 个 2 元 子 集 lr, у 恰好 出 现在 区 组 Н, ВЬ, 

‚ B, 的 4 个 区 组 于 是 Ну, В, +, В, PEA 
А G- F r BLEF. 男 一 方面 ЩІ: 
=}, Вож F £ ut, BG x. ВЖ В, 
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ә 


SAk- > 的 二 元 子 集 ， 所 以 Б, B, 
中 共有 > (#- 1) HILE r 的 二 元 子 嘛 - 


FEBA, a 0-1) =r -D А kl. 


AAH, X hak лж. КН В. В. се, B, 
中 出 现 的 次 数 > AKA T z. ЕЙ, В. В, on 
B, ХЕХ ЮВЕ А 的 第 ; 行 和 =] B |= k, i 
=f, 2, е, 5, AE A 中 所 有 1 ДУ retrat 
к= bk. BAR, A 的 第 7 列 和 ， E 363 г, 
在 区 组 Bí, Б, з, B, 中 出 现 的 次 数 . 因此 s = 
бор. ВТВ АНЕ А 工 的 和 为 мо. 


F, j. 1, 2, 
因此 BE 一 ur. 

(2) #ШЕЕӉ М, (1). 

(3) А'А= [4] 由 10. 2. 1 (3), 25у 
B onian т, ЕН, В», е, B, PHAN 
Жек. h-T D= (X, А) 是 (s, k, А} 设计 ， 所 
Br = A. M i=j, г, ЕЛЖ = 在 区 组 Bi， 
Bs, се, B; 中 出 现 的 次 数 ， m (1), 一 r+， 所 以 
АА = frà) tA. 


(O 上 反 证 法 ， iS p<. HE А Бх (0, 
D EPE IL 00,5, (0-6) Xu PHE, Ж 
~ A 

А = . Д] 
= | а] 

н А A 

АА = [A Оры] 

[ =a [oo 
=А'А= (r72) +N. 

ARITA 3 


ЗАА = detA‘detÀ =0. 

而 det € (= А) 1, 4/,) = (r+ (0-1) А) tr 
- Ay 71220, FA. 因此 bv. 

10. 2. 19 É X= |r rs, "“ 
集 ，X 的 笛 卡 尔 积 为 

ХхХ= | (а, z) |x, z€ XI. 

ХХХ f 3 R BCN X 的 一 个 一 元 关系 ， 对 于 
т, z€ X. ШЖ (x, =) ЄК, MHE Rr. 设 
ЕЖХЮ- лж, 定义 关系 R B 3 K k EF 
Ар= [а,] ШЕ: 


ол лд 


OIL Rz, 

%= |0, 其 他 
显然 Ар 是 一 个 mn xza (0, 1) 矩阵 ， 对 于 给 定 4 元 
集 X= 11,2, 3, 6!, 1 表示 X 中 元 索 闻 的 小 于 
БЗ РЕА, р 表示 X 中 元 素 半 的 整除 关系 . Ж 

L 和 万 ЮА; MAp. 

И 易 知 L= i (1,1), (1, 2), (1. 3), (1, 
6), (2, 2), (2. 3). (2, 6), (3, 3), (3, 6), 


(6, 6)1, ЕШ 


m i ll 
Ü 1 1 1 
А = . 
0 0 1 l 
Ü Ú O | 
X D = i (1, 1), (1, 2), il, 3), (1, 6), (2. 


2), (2, 6), (3, 3), (3, б), (6, 6)1, ВТ 


1 1 li 
ото 1 
Ар 0 Ü 1 1i 
000 d 
10. 2. 20 设 5 和 全 是 n ЛЕХ BJ TXA, 
它们 的 关联 矩阵 分 别 是 As= Га, | Ж Аз = [5,]. 


证 明 ; 对 于 六 的 二 元 关系 SUT, SOT, Ш&5 
与 的 复合 关系 ST 的 关联 矩阵 4sur，AsnT 以 及 
Asr. # 

(I AsUr= Ав + Ar, ЖФ Ast Ат En 阶 布 
尔 矩 阵 As = A, 的 和 ， 

(2) Аупт= Ау Ат, ЖФ As: Ar in ШАКЕ 
ЖЕЛ. +j Ат 的 Hadamard $R; 

(3) Ау > AA, ЖФ AsA+ ÉE n ЕВЕ 
Ак 5A; BJ aH. 

证 (I) 记 Asyr= [с„], А+ Ar= [dgl 
Ж] 2-а, +. ЖИН d. = 0, 1а, = 0 B b, = 0. 
因此 (+. z) & S, H (z, с) & T. FA 
(z, z) @ SUT. Же, = 0. 即 当 由 =0 时 ， 
d,= ca ШЖ d =1, Ща, b 83220. WE а, 
—1, Ш (z. +) ЄЗ, 所 以 Cr, a) € SUT. 
Hik a T1. ШЖ 2,220, 则 бут 1, 所 以 (zx,， z) 
€ T, Мй (=. +) € SUT. Жс, =1. 83 
а,=18 d = с. 这 就 证 明 ，4sur= As+ Лт. 

{2508 Asnr5= [el Аѕ°Лт= [a] ШШ 
阵 的 Hadamard 积 的 定义 有 d, = apb 如 果 4—1, 
则 由 =1 且 所 =1 BUL (z, 2) ЄЗ, H ir, 
z) ЄТ. KE (т, л) ESAT. 从 而 c=1 
这 说 明 ， 当 ad, =1 时 ,za = c. 如果 a, = 0, MI 
вш, bP 8 — 4 ОУ 0. # а= 0. BD (>, 4) & 
S, МИ (хл, z) &SfY T. AE c =0. Ж b, 
=0, W (x. z) & T. АТ) (а. z) ESAT. 
因此 r, = 0. 于 足 妆 d = 0 Ё] d Scy. 这 就 证 明 ， 
Asnr= Ass Ат. 

(G)igAG = [el АвАт= [d,.. ËL a, —- 0, 
Mel, W (z, т) 所 ST， 由 复合 关系 的 定义 ， 
EA ë, 1 使 得 {ж ож) ES, É Epa 7) 
ЄТ. Жа =1, 51. ШЖ ЕШ У, а, 


= аб, tanby Fo + anbal, PA. ВТЕ а, 
= 个 时 c50, MA d= cps ШЖ а, =1, Ма Z, 
= адб, + арб, + ъа дь BARE Tk, 1506, 
使 得 es 加 = 1, АП с = 1 Н ё = 1. ВЫ (у, 
л} € S, A (л, z) € T. AE (=. z) € 
ST. Ве =1. FRAS d. = 1 Pl. dd, = с. 这 就 证 
明 Asr= А.Л. 

10. 2. 21 К En ЖХ 的 二 元 关系 ,下 和 
R° 分 别 是 只 BJ2F2e 285 3: S. Ar ER 的 关联 让 
BE. 证 明 : ARSJ, Ак, Ак = Ak. 

证 (DGIE AR= [б], J, - Ag= ic MUJ c, 
la, ШЖ с = 1, а = 0, 因此 (z; л) 
€ R, М (zr, z) ФЕ, ШБ, =1. МОҢ c, = 
1 时，c =b, 如 果 с„=0, Ша, =1, HIE (у, 
л) ER, Мй (z, 2) ЄК, І Б, = 0. BHS 
ca TORA, c =b. 这 说 明 Ar = J, – Ак. 

(2) iE Ag = ibp], ЩЖ, =1, W (x, x) 
ER, РЕ (х. х) € R, Као, =1. ЕУ b, 
=18, b, a МЖ =0, MJ (x, r) ФЕ, 
因此 (xz. х) & R, М a; = 0. ВУ p. =0 时， 
b, а„. АЖЫ Ак = Ak. 

10. 2. 22 WR En IEX |, т, '®, 
л. ЛЖ, КАНН Н Ak = [a] 证 
BH: 

(D 及 是 自 反 的 充 要 条 件 是 : Ар= L + Аһ, Bh 
Ак 的 主 对 戎 元 全 是 1; 

(2) R 是 对 称 的 充 变 条 件 是 ; AK = Ар, Bl Ap 
是 对 称 方 阵 ; 

(3) R 大 传递 的 充 要 条 件 是 :AR = AR + Aà; 

(4) R 是 反 自 区 的 充 要 茶 件 是 :1 "Ag =0， 即 
Ак 的 主 对 角 元 全 是 零 ; 

(5) R 是 反对 称 的 充 要 条 件 是 :An AR 的 非 对 
骨 元 全 是 零 ， 

(6) R 是 等 价 关 系 的 充 要 条 件 是 : A PENH 
元 全 为 工 的 对 称 方 阵 ， 而 且 Ak = AR + Аў; 

(7) К 是 相 容 关系 的 充 要 条 件 是 ;4 EENH 
元 全 为 1 的 对 称 方 阵 ; 

(8) R 是 偏 订 关系 的 充 要 条 件 是 ，Ar ТЕМ 
TZAL A AR 的 非 对 角 元 全 是 零 ,而且 AR = 
As + Аъ; 

(9) R 是 全 序 关系 的 充 要 条 忻 是 : 存在 п 阶 置 


换 方 阵 呈 ， 使 得 
[ 1 = i 
0 1 = 1 
Р'АрР = re EE] ... ... 


| | 
LU 0 з. Ids, 
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证 (]) 设 R EBR BJ, MEE г cC X, # 
(z, rz) C R, КЇЛ a = 1. RE, Ар 的 主 对 角 元 
全 是 1. і0 1, +Ар= [b,], W A; B, b, = 
ay 3 i=j F, b;=l1+a=l1+1=1 (布尔 加 法 
运算 ) =а„. ШЫ, 1,+Ар= Ак. BZH L. + Ax 
а„, ид 因 
ilta, ЕЈ. 

JH, a =b i= 1+aí =l. 所 以 An 的 主 对 前 元 全 是 
1， 于 是 对 于 :=1, 2, -, m, (x, z) CR. RB 
R j B К. 

(2) Р ЖЖ Л S RER =R, MA 
10. 2.，21， 即 知 结论 (2) RY. 

(3) É R 是 传递 的 ,但 Ap 关 AR + AR, MEE 
i р 使得 ala, +b; АФ ARS [b] A8 
а„=0, B & = 1. 5, = angu +аза + + Gn 
aw =1, ЛЕ k, EIF asas l, AM а= 1, ap 
=1, BI (а. r) C R, (xz, z) € R. W R E 
Ж. Ы (т, т) € R, ЁШа„=1. FE. H 
lt A= Ак+ Ak. 反之 设 Age= Ак + Ak, ЇЇ R Ж 
非 传递 的 ， 则 存在 (z, хь) ЄК, (za z) C R, 
使 得 (т, х,) & R. FE а„=0, ap =l, a, = 1, 
记 А = EAR IIJ by 一 ауаз, + аза» +77 ditm 
=1, H Ak = Ar t A 名 得 到 , 0-а, =a, t b, =0+ 
1=1, FE. 内 此 R 是 传递 的 ， 

( 设 展 是 反 自 反 的 ， 而 上 "AR 天 0， 则 存在 
0,50, BLUE (z, д) СЕ, 5 R EF B F. 383 
Ж. 反之 车 L: AR =0， 则 Ар 的 主 对 角 元 全 为 零 ， 
Ella, =0， 从 而 对 任意 z€ X, (=, n) & R, 所 
H R ER ARH. 

(5) 设 R 是 反对 称 的 ， 而 Ag Ak 的 非 对 角 元 
Жаа, WEE i, р, Aj. 使 得 аа, = 1. [М 
此 (=, x), (zo, ZT) ER, НАЖЫ, 
ШЇ z; = z, Bl;=;. F. BR Apt Ak 的 非 对 
fgn RE. K Z As A& ЕЛАН, 
而 及 不 是 反对 称 的 , 则 存在 . у, (j, WI 
(mi z), Cro д} € R. Ша„=1, а, =1, 所 以 
aa =. 5 Ар° Ар ЁЗЕХЯ 62 EP Has. 这 
说 明 ，R 是 反对 称 的 . 

(6) 由 于 等 价 闫 系 是 自 反 、 对 称 和 传递 的 ， 所 
以 由 (1), (2), (3) ВРАТАТ: (6) RY. 

(7) 因为 相 容 关系 是 自 反 有 对称 的 ， 所 以 由 
(1), (2) ВЯ: (7) Жу. 

(8) 由 于 仿 序 英 系 是 自 反 、 反 对 称 和 传递 的 ， 
所 以 由 (1), (5), (3) Ri% (8) 成 立 . 

(9) 设 R EPF 38, M| (X, =) 是 偏 序 集 ， 
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= А», Wi С + Ак), 一 Dy 一 


B X= jp zx, U, z l 是 一 个 链 . 设 在 此 链 
中 ， T EESE o Ж airoh 81, 2, "° 
n 的 排列 ， 将 R ARRIER A ВУЗЕ у, ›, U а, 
行 调 到 第 1. 2，…, n 行 , [ПШ боп. ›, з. 
i ЭПЖ 1, 2, =, n 到 ， 则 Ар 9926 
全 是 1 月 上 三 第 元 也 全 是 1 的 方 阵 . 因此 存在 nx Bt 


置换 方 阵 P， 使 得 
1 1 = 1] 
РАР 
0 D ll, 


反之 设 存在 n ПЕЕ P. ERORE. EE, 
式 四 表明 , XS izp tp 7 ж, 的 nn 个 元 来 
ЖӘНЕ to z; Uo Tro 则 Га,» х, 
т} 是 发 在 关系 丸 下 的 一 个 链 ， 从 而 尺 是 X 的 全 
FXR. 


10. 2. 23 ЖЕЙ: n EEX 的 关系 个 数 为 2" . 

证 芒 的 所 有 关系 的 集合 记 作 多 对 于 R€, R 
的 关联 第 阵 记 作 Ар. Ar 是 一 个 nn 阶 (0, 1) JEE. 
НВ п Br (0, D 上 方 阵 的 集合 记 作 v EX m mj. 
HE ШР: 对 任意 R€, + ç (R) = Ар. 
DA p ÆRA CARA. AMIA = 13|. ША 
Єх, ЕА = [a] Ж#—1 n Br (0, 1) ER, 
Ant 个 元 素 ， 每 个 元 素 ay 的 取 值 为 8 或 1， 有 两 
种 取 慎 方式 .而 不 同 元 素 的 取 值 是 独立 的 ， 所 以 有 
2” n Bt (0, 1) 矩阵 ， 即 | 别 = |a= 2". 

10. 2. 24 Ü R Жп X BJ— T D E. 
证 明 ; ЕТЕ Б ЖИ, ОСА 276, {16 R: Д, 

Ш W Ar E R АКРЕ, Аф, Ар, Ah. 

n AR E 27” +) n Ë (0, 1) BEBE, TÚ n 8 
(0, 1) РЕВ 2" 个 , 因此 存在 &，!，0<< 
«27°, ИҢ Ab = Ak. 由 10, 2. 20 (3), Ag 
=A}. M. Ab = Ap, Ab = Ag, H Ab = AL 19 
Aj, A= AAR， 所 以 = Б. 

10. 2. 25 É r (R), s (R), t (R) 分 别 是 
n 元 集 X DJ R ВНЕ. HEMER, Ag 
ER 的 关联 和 矩阵， ШЕЯ: 

(1) Асву= Ав * ha; 

(2) A, = Ак + AR; 

(3) Arg = Ак + Ар+--+АЬ, ЖФА 
п 271—8. 

W (іе у= | (z, х) |дЄХ\. Wr (R) 
= ВО. ШП Iz ЮЕ EE f L 于 是 由 


10. 2. 20 (1), 有 A = Agus, = Ак + h. 

(2) 注意 5s (R) = КОА. MLR 10. 2. 20 
(i), Асю = Agua T An + Ab. 

(3) 内 为 1 (R) =RUR: U: URE, 1А 
п, БАШ 10. 2. 20 (1), Асю = Ав ук! I 
= AR + Лр +++ + Ам, H 10. 2. 20 (3) 有， 
Aja Ан + Ак +4 Аё = Ле+ Apte + АА, 

10. 2. 26 X= la, b, c, dl, R= | (a, 


b, (b, a), (b, c), (c, dH. Жу (R), 
s (R>), 1 (R). 
Жо nF B) HK EF EL 
a b £ 4 
ald 1 0 O 
Ак=&|1 © 1 0 
clo 0 O El’ 
dm 0 O O 
则 
lI 1 0 0 
1 1 1 Ü 
AR = Ав + L, = 0 0 1 1⁄ 
оо 


ЕД r (R) = | (a, a), (а, b), (b, а), (5, 


b), (b, c), (c, c), (c, d), (а, DH 
x 
0 10 Ü 
1 Ü) 1 Ü 
Алю = An + At, = ‚ 
t) OR C jO 1 0 1 
0 0 1 O 


ВД s (R) = 1 (a, b), (b, a), (b, c), (с, 
Б), (c, d), а, с). 


最 后 ， 

0 10 ofo 10 0 
aps OL ЈИ 
0 0 0 1110 0 0 1 
booa 0-0 

10 1 0 
_|0 101 
|0000, 
) 0 0 о! 
1 1 1 O 
АРА о 0 0 I ZA 
ооо 


H 10. 2. 22 (3), R ЧЕ. X H 10. 2. 20 
(1), 


I 11909 
_ WEN 
Акш ААК O 0 O TE 
0 O 
1 1101 110 
J11 11 111 
Ае o o o 10 оф | 
ш 0 0 шоо O 
1110 
_ i 111 
0001 
о оо 0 
因此 ， 


Арук2 + А(вик? э Акцн?. 


H 10. 2. 22 (3), RU R° 非 传 递 . 计算 А. 18 


到 
0 101 
a- 1010 
0 0 O O 
ооо 
因此 ， 
Арука? = Ак + Ak + Ak 
1111 
1111 
1000 1 ® 
0 `0 
所 以 
1 ! 1 1 
,I1111 
(Акция?! = бооо 
ооо 
于 是 ， 


ARURUR + ARURUR = Акин? UR. 
H 10. 2. 22 (3), RU R2U R) 是 传递 的 ， 所 以 
i (R)= RUR UR ARDA, г (R) = 
t (a, a), (а, b), (a, c), (a, d), (h, a), 
(b, b), (Ó, c), (b, d), (с, а). 
10. 2. 27 B SAT En GE X КН ЖЖ. 

(1) SUT E X LARKA? 

(2) 5S 门 开 是 和 上 上 相 容 关 系 吗 ? 

(3) ST Ë X 土 相 容 关系 吗 ? 

解 设 As 和 Ar ЕБ ЖТ ЮК ВЕ. AAS 
和 人 是 相 容 的 ， 所 以 由 10. 2. 22 (7) 可 知 4s 和 
47 蚌 主 对 钊 元 全 为 了 的 对 称 方 阵 . 由 10. 2. 20 
(1), Аѕут= А5+ Ат. 而 As- Ar 是 主 对 角 全 为 1 
的 对 称 方 阵 . 由 10. 2，22 (7), БИТВА. 
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XH 10. 2. 20 (2), Asn; SAs Ar. Я As" Ar 
жЕ) =А 1 的 对 称 方 阵 , 由 10. 2. 22 (7), 
SAT 是 柑 容 的 ， 最 后 由 10. 2. 20 (3), Аш = 
AsA+. 因 As MAr ЕХ = БЕН), АТ 
Así = Asså ЕЛ ЖЕҢ. I iA E 
As 5 Ат 的 菩 积 不 一 定 是 对 称 的 ， 因 此 ST 不 一 定 
ДШН. 反例 是 ; X= la, b, cl, 85 | (a, 


а), (а, b), (b, a), (5, h), (с, с), T= 
} (a, a), (a, c), (В, b), (c, a), (c, oh 
则 
1 1 O| 1 Ü q 
Å= 1 Е 1 0, 
й Ó 1 1 Ü 1 
1 ! 1 
А =Азйт= |1 1 11, 
1 ü 1 
MJST- i (а, a), (а, b), (a, c), (5, а), 


(b, b), (b, с), (с, а), (c, с) EARB, AF 
对 称 的 ， 因 此 不 是 相 容 的 . 

10. 2. 28 W R E> 元 集 X 上 对 称 和 传递 疾 系 . 
ЕН: 如 果 对 任意 z€ ХА, ж уЄ х, 使 得 
(х, VER, WJ R 是 一 个 等 价 关系 . 

证 设 Ak ER 的 关联 短 阵 ， 因 为 R 是 对 称 和 传 
递 的 ， 所 以 由 10. 2. 22 (2) 和 (3), Ax 是 对 称 
的 , H Ap Ар+Аћ. ШЖ. Ар Жат. H 
IE Аз = Арак 的 主 对 解 元 全 是 1. 由 Ак=Ак+ Аф 
TA, Ar 的 主 对 角 元 全 是 1， 即 R EB R). H 
此 只 是 等 价 关 系 ， 

10. 2. 29 1 Е,, В, =, Р, пх Н 


SMAR. 证明: ÑR 是 X 的 等 价 关系 . 

证 i Ar ER, BREER, i1, 2, =+, m. 
HI 10. 2. 20 (2) НАЛ = AR Ap An. 
因为 R, 是 等 价 关系 ， 所 以 由 10. 2. 22 (6) 可 知 
Ак, 的 主 对 角 元 全 是 1，AR 是 对 称 的 ， 且 Ar = Ав 
+ ITL 2, 09, m. BUR A к = Ак, Ад," 


Ав 的 主 对 角 元 全 是 1， 对称. 为 证 月 Ri 是 XX 的 
Ак SAR. An. = Аң ARU An. 
+ (Ак ARU AR V. @ 
记 Ар = [407], R=1, 2, =, т, Ар °Ад еее 
Ak = lel (Ag an Ак 2= [dj Mj 
[7] = аа-а. Эй, +4„ WR с 1, 
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Ше =. 从 而 c, = c, Раз ШЖ 0, O, 而 
d,=0, WI 
d, = сс tra t Ж enw —1. 

ВТШ Б, Бан. 8 ск» l. AHE ce = 1. 
Tl. 从 而 all Фа =1. «а ат = 
I. FE aP sap =1, a= a= 1, Ө, 
. ËH (z, л}, (ze г) ER, r= 1, 2. 
=, m. HW R, 是 传递 的 ， 所 以 《2 z) ЄК, 
=1, 2, 0e, m. HE aP = 1, Fi c = ata t 
et 一 1. Ф. с =08ў, 4„=0. TE 
r Cy t dye PERH, ADE. 

10. 2. 30 ЖЕ Жн лжХ лж. EH: 
只 是 等 价 关 系 的 充 要 条 件 是 ; TAE п 阶 置换 方 阵 P， 
使 得 


ац) = 


в (a 1 


F'AgP = diag (Ja J, si) @ 

其 中 Ar ÆR РЕД ОЕ. J. Sen 阶 全 1 JEE. 
证 设 X= fr zi R E ХЗ 
关系 ， 则 X 在 等 价 关 系 的 民 下 分 划 为 等 价 奖 矶 ， 
X,, ovo Xe ЖЮН Хү= lap z. U г }, 


Xa T i т, ‚се, x, И i, `... x; = 
15, ‚зе, r. h Hp ns ntn + 
m t ' ln р т 
тр. Їй? E l, 2, 5, 下 的 排列 . 将 Ar 的 
Ж). i2, єз, їл 行 依 次 调 划 第 1, 2, п 行 ， 
同时 将 第 G, À, S, š 到 依次 调 到 第 1，2，…， 
п 5], ШШЩ Ар BHI (S H YB РЕ. MEFE z 阶 
EADP, 
P'AP = diag (ao Ja t Ja) 
Ez, RAOR, W 
Ap = Pdiag Ca,» Ja,» с, Ja) F. 
PA Ар 的 主 对 和 角 元 全 是 1，AR 是 对 称 的 ， X 
Ax = Pdiag ОЛ Б, с, л) F, 
注意 ， 作 为 布尔 矩阵 ，J2 =J, ВЕ AK = Ar. T 
是 AR + Аф = Ак t Ак= Ак (布尔 年 阵 加 法 )， 由 
10. 2. 22 (6), R ESMAR. 
10. 2, 31 W Х= 10, 1, 2. 3, ЖХ Бе 
KER, EP (0, 3), (2, D ЄР. 
м зраке К, BAKERA 


0 1 2 3 
аң ©з аӊ 11 


Лв = 


0 

llaa asp йуу а 

2 “з 1 яз å dja | 
Ilag аз аз anl 


其 中 除 a = 1, ар = 1 КЦ о, КЙ. 由 


22 (9), EA n Bra EP. EA 
[1 1 11 
Ü 1 1 1 
oO 0 1 11 
[0 0 @ 1 
这 是 解 题 的 和 根据， 对调 Ар 的 第 |，2 行 ， 再 对 调 第 
1,25), ША, 化 为 
D 2 | 3 
an аз ар 11 


19. 2, 


РАЬР = | 


Ар? 0 
2 


1 


йз 25 1 q34 | 


Пэр 223 йэ йз 


3 fal dag Gaz “aq 
ARI ЕН F ATEA 0, лж = 1, ПАУ 
Ü 1 3 


2 

1 1 

1 1 ' 

0 | 

0 0 i 

1), (0,3), (2, 2), 
(1, 3), (3, 3)1, 


A. 


0 
0 


— 


Ü 
210) 
і 
3 


也 即今 

R= 1 (0, 0), (0, 2), (0, 
(2. 1), (2, 3), (1, 1), 

则 R BDE X EZE 3. 


510. 3 (0, 1) 矩阵 和 图 论 


(0, D PERAR ЕА ЈАВЕ Ж. 
一 个 #5 阶 (0, 1) Е л MA ARR 
СИ), -- z BATER (0, D ЖЕЕ л 
ВЕ 89 s (邻接 矩阵 } ,一 个 mmx Xn (0, 1) 
HERE тх па 并 部 图 的 表示 СТАРЕЕ Е). 
等 等 . 内 此 (0, 1) ERREG. ARET 
ЗЕРЕ УГА, Ш ТТА Р Е 
论 问题 提供 - -种 统 -- 的 方法 当然 其 中 关键 是 ， 建 
立 图 论 的 概念 与 (0, D RRA 2 5829: lB] BJ ЛТ 
ХЕ, 这样 才能 将 有 关 图 论 的 问题 正确 地 翻译 成 
(0, 1) ARKHAM, ЗЛ АН (0, 1) FERE., 
方法 和 技巧 加 以 解决 . 

10. 3. 1 у= |ы, v e, G| E n RA 
г б 的 顶点 集合 ，G PUS E АУЕ 
Vx V 0—76, А (G) = [a] Æ GARE 
ж. ДП 


1, 
“5 о 


当 u U Hj, 
其 他 ， 
KE ао R G Ф т, tu, HA mH. WE: 
(1) V ERA n Brd ml Bl G ВЕ С, ARA n 
阶 (0, 1) 年 阵 的 集合 M, 之 间 存 在 双 射 : 


(2) G ИЖЕ А (G) = [a] HE if 
利 记 作 = ад tao tu ta, ' 
Жо) ACES, Sap tay tuta {=1, 2, =, 
п. GPR u 的 出 度 【outdegree) 和 大 度 (inde- 
gree) 分 别 记 作 4 Cu) dT (Co), ?=1, 2, 
n, M 


1= 1, 2, r, A, 


а'`(9)= r, 
d (u Y= s,. 

(3) Же (G) E G 中 所 有 有 向 边 之 边 数 ， 
s (À (G))E A (G) 中 所 会 1 的 个 数 ， 则 

е (G) =a (А (G) = +++, 

=s T srt= + s... 

(4) С ЮЕ (loop) 的 充 要 条 件 是 : A (G) 
AJE Tr (А (G)) =0. 

证 (1) 设 GEG,, 令 pg (G) =A (С), Шо 
Æ G, М, A — ТЯ. ШЖ С, G, € Gs 
ф (1) = @ (Go), w А (GI) = A (G). T 
A (G )= [a], А (G) = [at], WHEE 
i, j, Ii, jn, Hap =a. RRN, IHE 
Ж, j, LEi, Jn, (u, u) 要 么 同时 是 G, 和 
G2 的 有 阿 边 ， 要 人 么 同时 不 是 G 和 G, 的 有 向 边 ， 
因此 G = G 所 以 5 ERR. HKR A= [a] 
EM, ЖА n 阶 有 向 图 G 如 下 : 当 а, =18, + 
о, #0, ЖС HH o; Нш o; 的 有 向 边 ; ҷа, =0 Bj, 
令 neo PEGA RH. ЯЯ GEG. B À E 
G 的 邻接 矩阵 ， 即 gq (G) = A. 因此 p EWA. 
ЖАП ç E G, #J M, 上 的 双 射 . 

(2) 注意 ，a,; =1 55" B 2 ЧА G 中 有 一 条 由 % 
3919 0, 的 出 边 ， 因 此 

к= ад + ant U+ д 
是 图 G rB IB о АТАН ВЈ 0 ЯП, ТЕД Р, = 
4* (w); Хп =1, BERSA G FA — B u 
指向 w 的 人 近 (终点 为 o RIA), E 

s = ат ъа +7 +a, 
是 图 Со ВОНА А ZA, ВТА s = 
d (uo). 

(D IEE, САН т, TE o 的 有 向 边 当 
НЕ a, = 1. 而 台中 顶点 mw 的 出 边 数 为 
а (u)= r, 所 以 С ФЯ ВИЖ е (G) = 
а" (u) + d' (mtot dt (ont. 因此 由 (2), 

a (G) = ғтк. 
男 一 方面 ，G 中 所 有 的 边 数 为 (G) =а (о) + 
wt， 所 以 由 (2), 

e (G) =s tst + sa. 
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(4) 注意 .如 中 顶点 带 环 【ioop) УВ. W 
ш=1, BBA (G) “Ж, Т ЖА о. 因此， 
G RAMON Hi ТтА (G) =0. 

Ë 10. 3. 1 (1) 说明 z Br (0, 1) 矩阵 
A (G) = [a,]Ë n 阶 有 向 图 G л. HH x Bi 
(0, D ERA ях 阶 有 疝 图 之 问 是 一 一 对 应 的 . 对 
于 给 定 的 有 向 图 С, G 中 有 有 向 边 和 A (G) 中 的 1 
之 间 也 是 一 一 对 应 的 ， 即 о о BE G 中 有 向 边 当日 
促 当 & 一 1. 5k, G PEA v НЭНА (С) 
i 行 上 的 1 之 图 是 一 一 对 应 的 ,已 中 顶点 m 的 入 边 
ЖА (G) 第 j 列 上 的 1 也 是 -一 对 应 的 . 

10. 3. 2 Ш V = іа, т, о | 
А (G) = Га, ПЕН С ВТ кл ЖД ЛШ 
ФЕ. 记 A (G) t= [а], В=1, 2, =, n. 
证 明 : ау” (G НН o, 指向 vw 的 长 为 & ЁН P] PB 46 
(walk) 的 条 数 . 

证 对 二 用 归纳 法 . ЧАТ, а-о, BA 
а С ш о, TR a] о, 的 长 为 1 的 有 向 路 径 的 条 数 . 
BAREA Е ВТ. ас E G PA о, 到 ww 的 长 为 
k 的 有 问 路 径 的 条 数 ， 下 面 证 明 结 论 对 +1 成 立 . 

HE, А(С)!!=А (СУА (G), 所 以 

a O= Da Pay. 
BHES о, 187 Is n, aa, 320, W а 560, 
а,50, Ela,= 1. НИЛЕ, at EG 中 由 ww 指 
向 о, 的 长 为 的 有 向 路 径 的 条 数 . а, JE G rR o, #ll 
оН Т 的 有 向 路 径 的 条 数 . 设 EG CHH =, 指 
Ao HRA: HARR, MERARI е, 
REG 中 出 指向 四 Нё т, ВИ а, A 的 长 为 
+i WAHRE. Me G PENA h o 指向 % R 
х о, 同时 ww 一 wv 的 长 为 &+1 的 有 向 路 径 都 可 以 由 
这 样 的 方式 得 到 、 于 是 ata ВЕС 中 由 38 [8] v, 
Нё 2, 同时 1 一 wi 的 长 为 + 1 的 有 向 卡 径 的 条 数 . 
Sarl, 2,55, п, МЕ, G 中 由 指向 ww B. 
过 某 - Tü za o, 再 指向 о, 的 所 有 长 为 上 +1 的 有 向 路 
径 的 条 数 为 a + 中， 注意 ，G 中 每 一 条 由 Fle 的 
长 为 才 + 工 的 有 向 路 径 部 可 以 分 解 为 С rH— # H u, 
IEMA u 的 长 为 的 有 向 路 径 和 一 条 由 v о, 
的 长 为 工 的 有 向 路 径 ， 所 以 at С HH о, 指向 
u 的 长 为 kt 1 的 有 向 路 径 的 条 数 . 

10. 3. 3 4 НЕЕ G 如 图 10. 3 所 示 . Ж 
G 中 由 vv 到 о, 的 长 为 2 和 4 的 有 向 路 径 的 条 数 . 

# GREER AGH 
[0 101 
0 Ü 

l 

1 


1 1 [ © Te 
AGIT! . 
(G) 10 оо 

Lo 1 gj 
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因此 


A (G): = 


A (G= 


3] 
|] 
21: 
2] 
Жа =1, а =3, МИ G 有 一 条 由 wi tl оа 
的 长 为 2 ВТА (ороо тц), ЖЗ 条 由 v, 
指向 u, 的 长 为 4 ОТА Е (u u vg wr 
Var U v wg шутл, T pat ua u va). 
10. 3.4 WE V= |u, v, ©” u, Æ n BA 
向 图 G 的 顶点 集合 . G 的 可 达 性 矩阵 W (G) = 
[ш] EUTF: 对 于 u, u € V. YARS GF 
有 一 条 由 局 指向 ww 的 有 向 路 径 时 ms 1, Д Q, 
=0. АИА СА 10. 3. RW (G). 
ж ш 10. 3 可 知 ，G Рав РА: 


ожо), Тро), түттү, 


A (С) = 


ш = + w N E ке Ú == СШ r к= 
Ca К S Q DS к [М BP о ка кота {М 
© 


ОЮ О), UU 02 Ugy 
Wy tuy, © Оу Күз, UT 
ЪТ" Ор, Л Uas Wa ™* pa Uy 


ПП vi, Uas Эзу Ta 都 不 可 到 达 “|. 因此 ， 


0 11 1 1 
0 1 1 I i 

w = . 
(6) 0 1 1 1 1 
O i 1 1 1 


10. 3. 5 = 10, 11. AAPEEE И 

“+” FR 2.” Е: 
0+0=0, 0+1=1=1+0, 1+1=1, 
0:0=0, 01-70-10, 1:1=1. 

则 过 成 为 一 个 2 元 布尔 代数 , ВА = [a,] 是 .4 上 
п BRIERE, Ва, Є. 2 БЕТЕ 阶 布尔 年 阵 
MES А„х„. 对 于 A = [es ] ， B= [5;] Є 
Зх ES A+B= [a, t b], А:В= 10], Ж 
He, = лабы, MUA +B, А.ВЄ. а... Й: 
对 托 意 A= [а,) Є: 

(1) А+А=А; 

(2) А+О, = О, +A; 

ARSASI А; 


(4) 记 Ab = L, Al= A, A2= АЗА, с, 
ALZ дА, зе. ШЖ Тол 阶 布 尔 矩阵 序列 4 ， 
Al, А, o, Ат, 5, AEE Ар, E 
А, А?, =, Ай, А, +, АРТ Л: 5, 
M m=ktgptt, 08 р-1 8, А" = Ак. 

证 Ч (1), (2) ж (3) 是 显然 的 . 只 证 结论 
(4)， 因 为 n 阶 布尔 矩阵 4= [a,] Æ a (0, 1) 


矩阵 . 所 以 各 x 由 2” 个 二 阶 布尔 矩阵 组 成 ， 因 此 
对 布尔 定 阵 序列 | 让 上 =1，2，… 上 ， 存 在 正 整 数 。 
fl, 1<28<11<22" +1, MAA А RRA 
А*= А! 之 有 的 最 小 正 整 数 ， 而 p ERA SA 之 
7 的 最 小 正 整数 ， 则 A, А2, з, А*, Аё, с, 
A tE RAAR, MEH a= k+ gp +i, О р 
-1 时 ，Am = At, 

Ж 10. 3.5 中 正 整数 和 和 pp 分 别称 为 布尔 序列 
л |;=1, 2, -| ARAIKA A. 

10.3.6 设 4 阶 有 向 图 G 如 图 10. 3 所 示 ， 
A (GR GG É) 8 FOB BE. 求 布尔 矩阵 序列 


{А (С) 1521, 2，… BJPESR48 S k MAH р. 
解 注意 ， 
0 1 0 1 
a. 0011 
0 1 1 O 
0111 
0110 
А (G): = ， 
(G) 60 Ü 11 
0111 
0 1 1 1 
Ace 
0110 
1 1 1 
DO 1 1 1 
0 1 1 1 
A (G)! = ; 
(G) 0 1 1 Í 
ðD 11 1 


н 
А {(С)#=А (GY=A (G) =... 
РОД k= 4, р=1. 

10.3.7 ЖА (С) = [a] E n АЕС 
ЮЗ НЕЕ, ; 和 pp 分 别 是 布尔 短 阵 序列 
JA (G) | ;=1, 2, = M PE @ fF S А, 
W (G)= [w] Æ GRATAR. ШЕН]; 

W (G) =A (G) +A (б) + +А (Са) 271. 

证 ША (G) tA (G):+.- +A (С) = 


B= [2,]. ЕЖ, IEE mzet p, A 
A (G) +A (G++ A (G)” = B. D 
事实 上 ， 设 m = k + qp + z, Оер 1, M 
A (G)#==A (С), H 
A (G) +A (G+: +A (G)” 
=A (G) +A (G+. +A (G)! 
+ fA (G)E+A (С) l+ 
+A (6) #71 
+ JA (G)ETE+A СО)? 
tA (С) 2271р p.s JA (G) UIN 
+ А (G) takt gA (Су | 
+ {А (С) £ A (С) 
+A АС)”. 
НТА (б) ж = д (Gtt, Нор 
-1, НЕ 10. 3. 5 (1), 
A (GELA (Суд (буйр, 
所 以 


A (G) +A 【G)2+ +A (G)" 
=A (G) +A (G+ +A (С)! 
=B. 
现在 证 明 ，W (G) =B. 事实 上 , 设 wj =1， 
则 由 可 达 性 矩阵 的 定义 ，G PEA- RA v, E| т, 的 
有 向 路 径 i. Wk BKA m 记 A (G)" = 
[207], 注意 这 里 A (С)" ВНА (G) 的 
т. 1510. 3. 2 可 证 ， bF GRAH u Alu 
的 长 为 m 的 有 向 路 径 1， 所 以 al! 三 1， WME mk 
+р-1, ШШ 
Б, =a tak. а" ж + а el 
TA bl, WE т + р, WAD, 
by =a, а + +ау=1. 
因此 当 rw 1 PF, б5„=1. 现在 设 ww =0, МН] 
ЖЕЕ, G 中 不 会 由 ww 到 ww 的 有 向 路 径 ， 
因此 对 任意 m, ау?=0. 于 是 б„=0. ЖЕН, 
W (G) =B. 

10. 3. 8 ЖАВ н И (0, 1) AE. mR 
Ж A АА ВАТИ [о Е (ВПР 
А 的 第 i 行 和 第 ; 行 ， 再 对 调 A 的 第 i 列 和 第 7 列 ， 
称 为 对 A 进行 一 次 行 和 列 的 同步 置换 ) 变 为 矩阵 
B, MEE a 阶 置换 方 阵 P， 使 得 B= РАР, W| A 
їй В 称 为 蜀 换 相似 的 【注意 ， 对 置换 方 降 忆 ， 有 P' 
=P-1, 这 里 PF 是 PP 的 转 置 . RA (G) = [а] 
ЖА (H) = [b] ЗЯ п ВЕС AH HA 
EER. ШЕ. СН АЊА: А (С) 
MA (H) БЕНИ. 

证 必要 性 . GG 和 万 的 顶点 集合 分 别 记 作 V (G) 
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= ivp ©з се. wi ЖШ ОУ (H) = |а, ш), 

, u |. É р E G #| H ЕЯ. M] p 是 
V (G£ V (H) 上 的 双 射 . AE p (о) g (ао) 
өз (ту) E ug Bo, 的 排列 ， ie {u= 
нщ PEL, 2, ouy т. 由 于 р 是 问 构 映射 ， 所 以 
(u, т) ЖЯ G HAHA AER teplu), 
p (ч) H ВТУ, BSE ((нш,, usu) 
是 H 的 有 向 边 . 于 是 a = 上 当 且 仅 当 beul 
за Р,= lal 其 中 当 j= gg G) В, р„=1, ЛЕЙ 
p = б. Щр жп ЙЕЛ. R C = PA (H) 


= Р, д), pe) Pn gud = бро фу] 
由 于 а, = 1 ENH бс ту есуу = 1, ЖД gy 一 t 当 且 
AF a= ВИК A (G) = РА (H) Р, B] 
A GMA (H) 置换 相似 . 
充分 性 . ЖА (G) ЖА (H) #810. WN 
FA x BEH h Ék P 一 [al ШЇҢ A (G) = 
PA (H> P. HT P Ж ЛАЛ , ЕТ) P AAT 
ЧА РАТЕ TERSA AB SE E. 对 
F РАЗ Т ЕЖ р, = 1, 其 下 标 j 记 作 gp (G), 
We (1) ç (2) oç (н) 是 1 2, т,» -个 
HIL EX v (G) 到 VW (H) ВЯ ф Ж: 
p (u)= ина, i= 1, 2, =, n. MU 2 RV (б) 
V (H) 上 的 双 射 . 记 PA (H) РС= [cl. 
则 
c€, 二 È PubuPa 
= Р, азб р Ён. р) T бб}, р), 
由 于 4 (G) = Рл (H) Р = С, 所 以 , 对 任意 i 
J, I&i, уп, 8 а = са = byli), pU) 由 邻接 矩 
ЕЕ, (а, vyp Ж С HAHU. SARH а, 
=1, <А fV >ч бын) = 1, +B BI 4 H 1 
(шз upp) Æ H BA AW, PHEARS 
(g (uj), pu) Æ HBS Л. 这 说 明 ，p 是 
VOR V (H) 上 的 保持 侣 接 闫 系 的 双 射 ， 所 以 
G AH FIH. 
10. 3. 9 А Жн И (0, 1) FE. 如 果 存 在 
п EBRA ЕР, 1918 
PaP=| 全 Ael, 
0 А» 
其 中 АЖЕ (0, 1) 方 阵 , 1сЁ< я, ША 
为 可 约 的 . 如果 z 阶 (0, 1) 方 阵 六 不 是 可 约 的 ， 
HJ А 称 为 不 可 约 的 ， 证明， 阶 有 向 图 很 强 连通 的 
ЕЕ: CARRER А (G) БАЕВ. 
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证 必要 性 . 设 G 强 连 通 , ША (G) = [a,} 
是 可 约 的 ， 则 存在 н АВА EP, 48 
РА (С) p=| ws! @ 
0 Аз 
EF Ark Br (0, 1) ЛЁ, 1825 < п. É 
у (G)= ач. тур с, о, | 是 G 的 项 点 集合 . 
ЕН К ПЕ УЯ, а = 1 АГУ (o. u) 是 
G 的 有 向 边 . 5 10. 3. 8 的 充分 性 相仿 ， 记 P= 
[a]l 并且 当 p=1 时 , <р (7) =), Шо (1) 
g (2) = g (n) E 1, 2, +, m 的 排列 . i 
РА (G) P= [e] ЖОНЕ i, у, ISi, уа, 
8 
Ca (ау, рр) 

iLa mua, 1, 2, U, n, Й аум, 是 mm， 
Шу, `”, Uy B E НР. HE V (G) = |а, нә, 
шь. Hi PA (G) РШЕ С ЕУ (С) = 
аму. ux, сеу u | FERRER 记 Y = |u 
uy, се, ш}, W= Jupp су иу. V Hl W fF 
G 中 的 导出 子 图 分 别 记 作 避 [WV] 和 GG [W]. 由 式 
DTA., СЕҢ CG [W] 指向 G [V] 的 有 
т, A, G UW! 中 的 项 点 是 不 能 达到 G [V] 
中 的 顶点 的 ， 与 GREETE. 所 以 А (G) 是 不 
可 的 的 . 

АЕ. ША (С) 是 不 可 约 的 ， 而 G 不 是 强 
连通 的 ， 则 V (С) 可 按 第 此 可 以 互相 达到 的 关系 
分 划 为 上 个 等 价 类 У, У, е, Va r> 这 上 
个 等 价 类 中 必 有 一 个 , 不妨 设 为 Ve, W V, 
六 ,VW 中 任意 一 个 顶点 都 没有 指向 Vi 的 顶点 
HARHA. 这 Vis [up us, UU mi, IRER, 
А vU YUe U V,= Гаа се. tal. M GI 
于 顶点 集合 VW (С) = |v, v 5. о, HEHA 
5 V (G) = іы, np s ui ЙИ РЕНАН 
如 下 形式 


Au An 
0 Ayl 
ЯФ Аи А В (О, 1) 方 阵 . IE u Stp +#=1, 
2, =, n, Mj ç (1) @ (2) ---ф (п) #1, 2, 
n oa 的 排列 ， 另 记 P = [p,]， 其 中 当 且 仅 当 
P, a= 1, i=], 2, e, n. 则 容易 验证 ， 

Ац а 
0 Api 


Xo -f 


Х (G) =PA (G) P=| 


因此 A (С) 可 约 , ҒА. 

Ж па С ЮА (С) 依赖 于 顶 
点 集合 Y_ (С). 对 于 V (G) 的 不 同 编号 ， 
G 的 邻接 揭 阵 是 不 同 的 ,但 它们 却 彼此 冯 换 相似 . 


反之 ， 彼 此 兽 换 相 做 的 两 个 = 阶 (0, 1) 方 阵 АЖ 
B F] Sa ЙН С ТЕШ a Er V (G) 的 两 
种 不 同 编号 下 的 邻接 矩阵， 易 知 z 阶 (0. 1) 矩阵 
之 间 的 置换 相似 关系 是 等 价 关 系 ， 按 置换 相似 关系 ， 
и (0. D ERDU AR EME. 每 一 个 等 
价 类 即 是 同 -- 个 z Из СЕА т V (G) 
的 不同 编号 下 的 邻接 矩阵 的 集合 ， 于是， 对 于 给 定 
Han HARAG, 如何 寻求 其 顶点 集合 V (G) 的 
一 种 编导 ,使 之 邻接 矩阵 其 有 了 简单 形式 ， 这 就 是 如 
Жо Br (0, D 窍 阵 本 置换 旧 似 下 的 标准 形 问题 . 

10. 3. 10 ЖА (G) En HAAR G 的 邻接 
矩阵 . ШЕПН: G 强 连 通 的 充 要 条 件 是 : ЯНК ЕЕ 
A (СЖ (L + A (С)) =J, ЖФ J, E x 
阶 全 ] 方 阵 . 

证 设 4(G)”= [at]. MJ 怠 强 连通 的 充 要 条 件 
是 :对 任意 jlin, G RS Н о, 到 0, 的 
E Un 的 有 向 路 径 , m =n — 1, BJ at) = 1, В G 
З, RAH L qA(G)+ + А(С)" =, 
PERSO q AGES]. 

10. 3. 11 证 明 ; „ 阶 有 向 图 避 为 根 树 的 充 要 
ЖА: G 的 邻接 矩阵 4 (G) HRA ERHALE 
为 0, ПВА (G) 中 含有 一 个 零 列 ， 其 他 各 列 局 
有 一 -个 元 素 为 1 . 

Шш ФЕН САНИ, НААЖ 
V (G) = lun, шз, сз, ni W| G Л F. 
(00р), HEA (G) = [a] PRA ERTI а, 
=0. 另外 , о # G АТИ А, Шоо WAE 
d (0) =0, ДА (G) 中 第 i 列 上 所 有 元 素 全 
为 零 ， ША (G) 的 第 j AARI. YEE uE 
V (G), азо, Вр а PERTE, M u 的 人 度 
d (ш) =1, 因此 A (G) 中 与 相应 的 列 上 从 有 
— 1. 

充分 性 . Бал (G) BJ ESL G 2 B О, HS 
ЖЭУ], НАНА — 1. 对 n 用 归纳 法 证 明 ， 
СН. 9 л=2 6, A (С) 只 能 是 

0 1 00 

К 路 或 | x 
对 前 者 ，G 是 2 阶 根 树 wj 一 vw;; 对 后 者 , G E 28: 
B zu: 一 可 因此 结论 对 a= 2 成立 RARER n 
-1 工 或 让 ,下面 证 明 娃 论 对 п RY. 

i n ПЕВНА (G) = [a,] 的 第 + 列 是 
FIL. H A (G) 中 其 他 和 省 列 上 从 有 一 个 4， 所 
ДА (G) Въ n-1 1. НКА (G) вт 
17, 设 为 第 ; 行 . 注意 >= i, 否则 A (G) 将 含有 
主 对 角 元 1. A (G) Юу ALEAT I, ES 


a 1. 注意 大 2， 否则 主 诸 角 元 a =1. РЕС 
Фай u. А (G) FAS 行 、 第 j 列 的 
ETHIE В. Я Вн 1 内 (0, 1) 方 阵 ， 
因此 BB 中 -1 阶 有 向 图 Н KARER. хя Б 
中 第 i 列 为 0 列 ， 其 他 各 列 上 恰 有 -- 个 1， 而 且 主 对 
角 元 全 为 0. 由 归纳 假设 可 知 ,， H en —- 1 阶 根 树 ， 
其 顶点 和 集合 为 VV (H) = (ы, о, t, D. D 
mi O wi. 添加 顶点 o a H, 使 得 vw 一 vw， 
3839896 С. ЭШ G 是 根 树 . 

$ 从 10. 3. 1 的 充分 性 证 明 可 以 在 出 ， 如 果 
根 树 G ВОЕНА (G), ША (G) 中 零 行 相 
应 于 GERHEES. Б, БМА (G) 的 零 列 相应 
F GRMA. 

10. 3. 12 Ba 阶 简单 无 向 图 G 的 顶点 集合 为 
V(G) = fop v, сз, nbh = ВЕ 
A (G) = [lah 其 中 当 уо Жа, = 1. Ж 
а, =0. 证 明 : 

(DA (G) E yLR O68223 O BJ n ВТГ (0, 
1) HEF. 

(2) A (G) 的 第 РАД +, = К аук т + а, 
等 于 顶点 由 的 度 d (o), ПА (G) 的 第 7 列 和 5 
= аа + 十 gn 等 于 顶点 名 的 度 d (0), í, j 
=, 2, 00, n. 

(3) Ж G 的 边 数 为 。 (G), MJ 

d (ui) +d (0) ++ (G) =2e (G). 

(4) V (G) = ы, ux, `, w) ERWA n 
阶 简单 无 向 图 G 的 集合 G, 和 主 对 角 元 全 为 0 的 
阶 对 称 (0, D 方 阵 的 集合 5, 之 间 存 在 双 射 . 

证 (D 因为 G 是 简单 疼 ， 所 以 G 不 会 环 
(loop}， 即 对 任意 o, ú о, КАЎ, ЩИ а, =0， 
i=1，2,…,， п, ША (G) BD XH ú 0. 
KAN G EARE, MAHER u, à € V (G). 
ij, ШІ о Жо, 相 邻 ， 则 о, 和 mm 也 相 令 ， 因 此 
Half, а„=1. 同样 当 а, = 0 8, а, =0. 这 
WH, А (G) 是 对 称 的 . 

(2) А (G) 的 第 : 行 和 7x, 即 是 第 i 行 上 1 的 个 
数 , ШЕЕ G 中 和 ww, 关联 的 边 数 , 因此 x = 
а (u). A s =а (o). 

G) H (2), divy) + d (т) ++ 
d (u) = +++, =a (A (G). È 中 
s (A (G))R A (G) 中 所 含 1 652 8. 注意， 
A {在 } 中 一 个 1 对 应 于 如 中 一 条 边 , ЙИШ, ШЖ 
a,= 1, M| 台中 含有 边 vuu. 因为 A (G) 是 对 称 
的 , 因此 G 中 -~ 条 边 vw, 对 应 4 (G) 中 两 个 1: 
a =l=a, Жо (А (G) =2e (G). ATA 
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Ж (3) 成 立 . 
АЖС, 8| 5, 的 映射 ps 如下; 对 于 GE 

Go Фо (G) = А (G). ЯМ g ДЕҢ. ЖА = 

[Las] ES, PM Rn ТМ (G) 一 126 т), 

РВС Е: То. ú € v (б), 3 
Ва, =1 时 令 o Жо WW. 由 于 A ЕЕ 
元 全 为 0 的 阶 对 称 (0, D ARE, МО Сн Bf 
А, 即 GC G., WH A ВЕС 的 郭 接 和 矩阵 
因此 gg (G) = А. 这 说 明 ， p EWS, AmE 
射 . 

$ H 10. 3. 12 (4), x 阶 简单 图 即 是 一 个 主 
ATH а 阶 村 称 (0, D ЭЁ, БУША. ЯЛ], 
n 阶 简单 图 扬 的 顶点 六 АГУ АЙШӘ А СС) 
i 行 和 第 i 列 ，G 中 的 一 条 边 ww ЖЫРА (G) 中 
-一 双 对 称 的 1， 即 ea, = 1 = ас. 这 些 基 本 对 应 关系 
是 应 用 (0, D 方 阵 解 图 论 问 题 的 依据 ， 

10. 3. 13 ИРИС Са, 
бу, a ‚ЖАТ V (G) = (|ы, бо, °` 
М, СОЗБЕН МА (G)— | а) Сва 
顶点 重新 记 作 ну. as, t, up, AWT v (G) = 
lan из, UU а.) G ЧЕ ЖЕ SB (G) = = 
[b] 证 明 : А (С) В (G) 是 置换 相似 的 ， 反 
之 设 A=- laih B= [b 1 £ S, 是 置换 相似 的 ， 
且 A 所 确定 的 a MAARAG, ШВ С 在 顶点 的 
жн РАФИЗ РЕ. 


证 易 刘 H], H3, ШИ: Жа, Ups, 1 Uk 的 
НЕЙ, IPP wp i= 1, 2, s, m. M| 2 (1), 
的 (2), 1 Ẹ (л) El, 2, сон 的 排列 ， EP, 


= [pl 其 中 当 j= o G) 时 pl, БД] р = 
Ü, 2-1, 2,0, m. ШР, En MERA Ek. ir 
PA (G) Р„=С= [e] WHEE i, p, Si 
IEn, Ң 


25 Batu 


‹ 
. к 


Раба еу) Реф) ба) жй): 

而 asss n | HERH озор G ЛЛ, B 
В uu 是 G 的 边 ， 也 即 当 且 仅 当 5, = 1. ВТУ 
B (G) =Р,А (G) Р. 

反之 设 4= iayl € 5, Ма E АНС 
在 顶点 v w, ， FAJRIS IE E. 设 В = 
[b ЖА RRA, MFE n Br E 32 EE P = 
[2], 使 得 B= РАР. HT P= [p] 是 置换 方 
ШЕ, ЛЕНУ р, WAAT e G), МЫН 
Ра, 1, j=l, 2607, m, MA p (1), ф (2), 

„оф (n) Æl, 2 ‚ п # HT H = 
FAP, PERHE i, j, 1i, ул, 
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r. 
b, = >, 
7 123 РыдыРь 


фрс), ар) р) Ёру T рО) Fir): 


因此 ， 5; = 1 q H f Ч 0201), ру = 1, SHEARS 
wa 是 口中 的 边 . 记 м, = us i=1, 2, ° 
H, 则 Чу, 02 ``. иһ е, 2, a Vk 的 排列 . 


于 是 5, = 1 HARS иш, EG FHH. BE BEG 
在 顶点 wi ，w2，-…， 届 下 的 邻接 矩阵 . 

Ë 10.3.12(54) 表 明 , 在 顶点 的 一 种 编号 шу, uz, 
ооо ЕО ое BEES AE CG 和 主 对 角 元 全 为 0 的 B: 
对 称 旨 ,1) 方 阵 是 一 一 对 应 的 . 10. 3.13 说 明 ， 同 一 
个 # 阶 简单 图 G 在 顶点 的 不 同 编 号 下 的 邻接 矩阵 是 
置换 相似 的 ， 而 置换 相似 的 主 对 角 元 全 为 0 的 4x 阶 
对 称 (0, D 方 阵 是 同一 个 n 阶 简单 图 在 顶点 不 同 
编号 下 的 邻接 饵 阵 ， 易 知 置换 相似 是 所 有 主 对 角 元 
全 为 0 的 xn 阶 对 称 (0, D 方 阵 集 和 台 5 中 的 等 价 
关系 ， 和 在 和 置换 相似 关系 下 S, 分 划 为 一 些 等 芥 类 ， 
ЮЖ x 阶 简单 图 (顶点 无 编号 ) 和 5, нЗ ТЕ 
一 一 对 应 的 . 

10. 3. 14 证 明 ; яп 阶 简单 图 G 和 五 同 构 的 充 
要 条 性 是 ， ИКИ А (G) AA (H) 置换 相似 . 

Ш 这 是 10. 3. 8 的 元 向 图 情形 . 读者 试 自 证 
之 . 

10. 3. 15 BA (G) = [а„] Æ n ИЕС 
ФЕ ВЕ, v (G) = KUR VIs » л! 是 С 
的 顶点 集 人 台 , ie a (G):= [a]. EH: a PE 
СФЕ o, 和 zu 的 长 为 有 & 的 路 径 的 个 数 . 

证 这 是 10. 3. 2 的 无 向 图 情形 . 这 里 应 指出 的 
Ж, а ЕС уо, 的 度 d (u), =l, 2, + 

Ж 由 于 简单 图 CG 其 不 带 环 而 且 各 边 均 为 双向 边 
的 有 向 图 ， 因 此 前 面 有 关 有 向 图 的 可 达 性 矩阵 的 结 
论 可 以 搬 到 简单 图 ， 只 须 广 意 简单 图 的 可 达 性 和 矩阵 


是 对 称 乍 阵 即 可 . 

10. 3. 16 ЙА (G) = [a] ЖУ (G) = 
шр, 22, е, ты 是 二 部 图 G AIHER, X= 
фт, Tr U Жы} 和 了 = [yn уз, U Ул Æ 
V (G) 的 二 部 分 划 , EP £ = > + n. WA: 
4《G) 置 换 相 似 于 如 下 矩阵 : 

| е] ® 
Bxs 0 
其 中 Bx 是 mz хп (0, 1) Ж. 
证 易 知 zi， Ta Tms Yis Yp Ua Ir 是 


e, w BIHER. FIRA or, uy, e’ ow 
9785 21, Tas Ua Жыз Урау Ур. Уу, 由 
于 如 是 二 部 图 ， 所 以 任意 r, zr КАНАВ, 197, у 


Wis ©), 


=m, Фу, у, ЖАВ, 155, п, М С 
EWERS РЕЗ РЕА 8 o о. H 
10. 3. 13, А (G) ЖН BEBE ИЗЕЛ. 

注 AOP mxn (0. 1) Ж В, IALIA 
G BJ k ESE EE, ЕВ (G) = ihl ЮМ 
b,= 1 HAM Ч лу, ЖС В, 1% т, S 
п. 28%}, ЮНЕ, ЮН ШОХ, Y 的 二 
部 图 的 集合 与 所 有 mm x n_ (0, 1) 第 阵 的 集合 之 问 
TERI. AME m x x (0, D Я: НАВ. 

10. 3. 17 设 A= [a] E m x n (0, 1) £F 
BE. ЖЯ A 的 一 行 或 一 列 统 称 为 矩阵 А 的 - - 茶 线 . 
A F: -组 取 自 不 间 钱 上 的 1 称 为 A 的 -个 线 无 关 1 
组 ， 如 果 A 中 一 个 线 无 闫 1 组 所 含 1 ТТА A 中 
所 有 线 无 闫 1 组 所 会 1 的 个 数 之 最 大 值 ， 则 称 这 个 
RER 1 组 是 À 的 一 个 最 大 线 无 关 LH. RARE 
ЖТ ФЕТА 1 的 个 数 称 为 年 阵 A ШЇ (term 
тапк), Ер (А). WRHER А 中 一 个 1 在 一 到 
HE, UFRR TEK. WE 4 di — H 2 Иш 
上 中 所 有 的 1， 则 称 这 组 线 为 A FJ -— МАН n. ОШ 
Ж AH- А Аг АК О А ВАА HRA aë 
MERKRA МА, ОХ ЧЕ Л A 的 最 
МАЕ. A Bb ER ТЕ ЕГА ЖКН ЖКК A A 
HJE: (line rank), ЙА (А). 给 定 


> 
ы 
il 
= — — — — —= =< со 一 


试 分 别 求 出 它们 的 项 秩 与 线 秩 ， 

解 (ул, ЖІ а А, 中 所 有 的 1， 央 此 
;第 1 行 | ЖА, йш, ПЕЕЛЕ а, M 
ША (А) 一 1， 又 1 的 1 都 在 同一 线 【第 工行) 
E, AE, ians) E A, 的 最 大 线 无 关 1 组 .所 
Др (A) =l. ЖЖ, А (A) =p (А1). 

(2) A, 的 第 工行 和 第 1 ЯЕ А, 中 所 有 的 1, 
因此 117, ЖТ ЖА, 的 最 小 线 覆盖 ,所 以 
А (А) =2. X A; 的 所 有 的 1 在 第 1 行 或 第 1 列 
Е, Aik, lenz 1. ап = 1Ї = А, 的 量 大 线 无 关 
14. МИ, р (А) = 2. #@ л (А5) = 
p Аз). 

(3) Аз 91, 2, 3479886 As HARI, M 
Аз 中 任意 晤 条 线 都 不 能 覆盖 A, 中 所 有 的 1， 因 此 


;第 l, 2, 3 行 | ЖА; ВУ ш. БАША (Аз) 
=3. 又 Аз 中 所 有 的 14361, 2, 3 行 上 上 ， 也 在 第 
1.2, ЗЕ, 因此， lan l, ass = 1, ax = 1! 
是 АР—--ТЖА АЯШ, д (Аз) =3. È 
Ж, А (As) = д (As). 

i 10.3. 17 ФА (А) =p (A), i=l, 2, 
3 RAES. MEES mxo (0, 1) ШЕ A # 
成 立 、10. 3，19 将 证 明 这 一 事实 . 

10. 3. 18 ЖА 8 E m xx (0, 1) Ж РЕ. 如 
巢 六 可 以 经 过 一 系列 行 或 列 的 调换 变 为 8， 即 存在 
m Ш п ЙЕЛ РИО, E19 B= РАС, WER 
A ЖБ E P і. 证明: 

(1) ШЕ A МВ ЯНЕ, 则 a (A) = 
À (H). 

(2) ШЖ A МВ ЕЖ, 则 po (А) = 
е (B). 

证 #1 ЖА 的 一 个 线 覆盖 MAA LA 
ЖА 的 两 行 或 两 列 得 到 的 矩阵 C HRE. НН A 
的 所 有 线 覆 盖 集 人 台 经 行 或 列 的 对 调 不 变 ， 于 是 有 
À (А)=А (B). 

设 关 是 4 的 一 个 线 无 美 1 组 、 则 易 知 天 仍 是 
对 调 4 АТТ НЕР ЭЛЕН КЕ [ЕС 的 钱 无 关 1 组 . 
所 以 A BARAR 1 组 集合 经 行 或 列 的 对 调 是 不 
Фі. 因此 有 р (A) =p (В). 

10. 3. 19 (König EH) ЖА eni x a (0, 1) 
矩阵 . 证 明 : А (А) =p (А). 

证 设 p (A) =p. 且 K 是 4 的 一 个 最 大 线 无 
RH. 设 工 是 4 Н-886, M| r WE K 中 
所 有 的 1， 因为 K 中 人 在意 两 个 1 在 不 同 强 上 ， 所 以 
L не АҢ ө ЖЩ. ВЖ 12р. МА (A) 
22р (A). 

БОДУ LERA- tR RRN., EH A Pe 
个 行 和 了 个 列 组 成 ， 即 设 (A) =е+ у. 将 工 中 e 
个 行 调 成 第 L, 2, …，e 行 ，f 个 列 调 成 第 1, 2, 
…， 了 列 . ДА 置换 相抵 于 如 下 矩阵 

- [а а. 
HB ， 
Ba В» 
其 中 Bl 是 ex f (0, D 矩阵 ,由 于 号 的 第 1，2， 

，e Î T51, 2, 0, ARREBB 中 所 有 的 1， 因 
此 В, (m-e) X la- Р) PRE. 

ШЖ e= m, MÜ f=0, m =À (А), Bñ B 的 第 
I, 2, ---, rn ERB Pie PPE В B 的 第 1 
行 上 至 少 有 -一 个 1， 将 它 调 到 第 1 列 上 ， 则 B 置换 
相抵 于 如 下 年 阵 : 


C ! * 
=[, eal 
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Я Со (т-1) x (al (0, |) 8. Ë 
Ha (Ca) = pi 一 1， H Ài WAIE, moo l- 
À (Caio (Ca). WA A (A) = нр (Сэ) 
+], W o (Cn) +1=е (C) =p (A). 所 以 
À (A) Sø (A). MHH m=A (ЛА) tf, À (A) 
=р (A). 

ШЖ он, MH Нш (m е} х tn- f) = 
HH. 18, А (Вр) =e, А (B. ) = /. BF- 
段 证 明 ，p (В) =A (Hoa) се, р (Ва) =å 
(Bn) — f. ЯЯ p (A) Ze (В) +p (Вл) =е 
+f. r A о (А) Z À (A) А ТЇ 
p (A) =A (А). 

Ж Konig 定理 是 1931 年 Kinig 首先 发 现 的 ， 其 
论文 的 标题 即 是 《 轿 与 矩阵 》 E Konig 本 人 已 注 
意 到 其 定理 的 组 合意 义 ， ЯУ, Konig T PZ šu 
Ж, mx x (0, 1) ER 4 中 最 小 线 菏 盖 所 会 的 
ЮЖ л (А) 等 于 最 天 线 无 关 4 组 所 舍 上 的 个 数 
P《4)， 因 此 它 是 一 个 最 小 最 天 型 定理 ， 

10. 3. 20 (Frobiuius 定理 ) ЖА Ron X x (0, 
1) EE, тшн. ШЕВ РВЕ: 

(a (A) <m; 

(2) е (А) «т; 

(3) ARG rts РЕВЕ, В += x+. 

证 (D 与 (2) 的 等 价 性 是 Kinig 定理 的 排 论 . 
下 面 证 明 (1) 5 (3) 等 价 ， 

АЦА) =e+ f< m. ЩА ЖЕТШ 


ШЕ В. 
в= |2" В 
Ba ОГ 
Jih BE ex f (0, 1) ЖЕ, ПО E (m - e) 
x (п) FR. HF m-eln- font (m 
—е- f) n +1, MU B S + x s ETRE 
Ох. к+у=п+\, АША ШТЕТЕ Ox.. 
RZE ASS rx: ETIO, x, къу = а 
+1. PH A ЖШШЕ ТШ ТЕС: 
се|" Суг |. 
Cu Os: 
ИФ Cui (т-с) x (in-s) (0, 1) E 
R., CHS 1. 2,07, m- У 1, 2, e,n 
-s PRC 的 一 个 线 覆 盖 ， 所 以 4 (C) =m r 
tan-s=m-l1. 而 由 10. 3. 18, À (A) = 
А (С) Sml. ХМ] (1) 与 (3) 等 价 ， 
10. 3. 21 R G mx n Ж, Xs jz, 
Tr Uo гы} ML YS ‚у, уу, се, mi AE G 
HAARA V (G) 的 二 部 分 划 ， 对 于 一 部 图 G， 
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Ж UE BU НЕШЕ B (G) = ГЬ, 如 下 : 
a = L, z, Жу, 9%, 
z 10， Ht. 
МЕНЯ : 

(1) 二 部 图 G 中 所 有 匹配 (БӘН. ВЕ C; 
中 一 组 两 两 万 公共 项 点 的 过) 的 集合 (M) # (0. 
1) “ФЕВ (G) 一 [5] 的 所 有 线 无 关 1 组 的 集合 
(L) 之 间 存 在 双 射 ， 

(2) Ф с ан а (С) 和 
(0, 1) EBE B (G) = [5,] ФАЗАДА 
(K) 之 间 存 在 并 射 ; 

(3) 二 部 图 G 的 匹 计 的 二 大 边 数 7Y (G) 等 于 
图 G 的 点 窗 盖 的 最 水 点 数 (G). 

证 首先 注意 ,图 台中 的 进 x,y, XS T G 的 简化 
邻接 矩阵 了 (人行 】 中 的 -个 1=5,， 图 GG 中 的 顶点 
=, у, AHMET B (G) 中 的 一 条 线 ， 因此 图 G 中 一 
йе, ВЕ G ЛДА z: у. 
п, Ta жу, ЖИРОВ (G) 中 一 个 线 无 关 1 
Шз, =1, b, =1, сз, 6 =1. 7 (M) 到 
(L) BREH o 如 下 : 对 任意 M = еу» х,у, 
озуу] € (М), Фр (M) =L= lb,” 
l, фы, =1,с®, bo 51l. DEHE. ple (M) 
到 (L) EER. БИЕ ИЕ (1› 成 立 ， 由 此 可 
知 , 图 С 中 匹配 的 最 大 边 数 y (Т) РЕВ (G) 
的 钱 无 关 1 РТА 1 的 最 大 个 数 ， 也 即 和 矩阵 5B (G) 
的 项 秩 o (B (G)). 

其 次 设 CE (С), СЕВО TARY 
则 对 图 G 中 任意 一 条 边 xy,，C 中 必 有 一 个 顶点 <， 
使 х,у, 以 = 为 一 端点 ， 而 x 对 应 于 矩阵 3 (如 ) 的 一 
же, МЫ H (G) chi l= b, F C 中 所 
АВ (G) 中 一 组 线 К, ВД (GR i 
TRE kK RRAK. ЕЈ, KEB (G) 
HARRA. 建立 (C) 9) (К) 的 映射 / SU F: 
对 任意 CE (C), $p (C) =K, ВСЧ 
AAT W RIBS (C) 的 -- 组 线 ， 容易 验证 , Ж 
(C) F) (K) ARA. [ЧАН (2) 成 立 . 由 此 
即 得 ,图 G 中 点 四 盖 的 最 小 点 数 r〈G) 等 十 矩阵 
B (С) ААК, ШИШЕ В (G) 的 
8А (B (G). 

由 Kanig 定 理 10, 3. 101 ЮНЕ (3) 成 立 . 

Ж 10. 3. 21 (3) 是 Kan 这 定理 的 图 论 形式 . 

10. 3. 22 iW Xi, Xn e, Xe 是 ”元 集 X= 
ту, жу, сеу | B m CFE. WEH: FEEN 
(Xi. XA ，…，Xon》 有 具有 互 并 代表 元 序列 的 充 要 条 
HE: ТЕХ, Х›, з, X, ATX 的 关联 矩阵 上 


= [а, Жо (А) — m 

证 БЕШ. 8 (ш, лу. сз. л) ETAR 
СХ. X>, з, Xo 的 互 异 代 表 元 序列 ， 则 
(x=... ШЕ 4) т, H. t, ЄХ, k-1, 2, 
e, m. AIE з, i, с. ia F. H. аһ 1, Ё 
=l, 2, +, m. 所 以 бан 431, , `. аы | 是 
KKE A- [a,] HATRI 组， 于 起 p (А) 
Tp. H NI р (A) sm. Ap (A) —m. 

充分 性 . о (A) =m, MARKEE А Е 

m 个 线 无 关 的 1， 它 们 在 A ИР 特别 ， 
т ПІ A НР 1 个 , Ж АЁ эж СИП н 
ШВА. HETH А @ ана 1 组 lan, 
=1, аа, C, Am T ШФ, Fa, a da 
互 异 ， 所 以 ғ É Хь = 1, 2, ey m, H «| 
ты, +, НЯ. 于 是 (i Ts 175 т) ET 
集 序 列 X Xan з, X,) We B +{К# ле 
列 . 

10. 3. 23 (Hal 定理 ) Ë (Xi, Xp, с, 
X,) E n J KX = |а. хо, се хы! 的 于 集 序 
列 . 证 明 : (Xj. Ko з. Ka) 具有 五 异 代表 元 序 
列 (简称 SDR) HEERE: 对 于 (сет, 


Х\, Х,, се. Xa hita, КТВ DE 
Бе ТКН] ЛЖ. (H) 
证 必要 性 B (Xi, X... S X,) 具有 互 异 


代表 元 序列 (Cr 则 ЖЕ 

n He, H z, € Xis k=l, 2, ‚т. XF 
k= |, 2, се, m, W Х,, Xpo ө, X, Ж Х|, 
Хо, e Xa Pk AFR, Ш SX. 1=1, 2, 
с. 4, 于 大 z, чы Ж, ЯХ Ух, U 

ОХ, Ёа тжс. |КР (FD FR z. 

充分 性 ， 没 条 位 (H) 成 立 ， 但 子 集 序列 (Xi, 
Ху," X, PEAH ЯК Яо Л З). Me 
10. 3. 22, (Ху, Xi, ~, Xa) ЖР X BRKE 
REA Юр (А) <m. H Kenig 定理 ，A 的 线 秩 
А (Л) =р (A) <m. ШАКЕ, KEKER А 


其 有 一 个 由 e Т f ЈАН РЕДИ, HP e + 
РЕА (A). 将 这 个 线 覆盖 中 e 个 行 分 别 调 成 第 1, 
2，…，* 行 ， 并 将 其 中 了 个 列 调 成 前 上 个 列 ， 出 关 
КОРЕ A ВНР КШ B: 
/оп-] 
B= Ë [Bu ба 
те. Ва Bal’ 


其 中 Bl 是 cxf (0. D ТЫ Ж Eg :第 1, 2 


‚ ейт, 第 1, 2,00, 7U EER B 的 线 覆盖 ， 
ИШ By 是 一 个 (m-e) X {п f) Ж ҮШ. 
Bn 是 (m е) x £ (0, D РЕ. 因此 B 的 第 e 
+], e+2, =, m fii УЛТ 1, MHARE B 
АЈ 1, 2,07, РЕ. BF p EA 经 行 与 列 的 置 
换 得 到 的 ， ДЕ вю -ÍME K, X,, бе, X, 
中 一 个 子 集 .而 一 行 上 1 的 个 数 相 应 该 行 所 对 应 的 


ТАА. 于 屋 对 应 于 B 的 第 e+1, e 
+2. =, m {Т Ху, Xo, с, X, Bh m —- e 1 
了 集 ， 而 它们 的 并 集 至 多 含有 fF 个 不 同 元 紊 . 而 由 
еъ < т nl 知 F< m e. 与 条 人 忻 (H) 19738. 

Ж Hal 定理 是 P. Hall 1935 年 在 研究 有 限 群 理论 
时 证 明 的 . ЖЇР (H) 称 为 Hall 35 F. 

10. 3. 24 1 (X,, X;, =", X) E z uË X 
= лү, угу, s dal 的 子 集 序列 .证明 : WEF 
ТЕШ 上， 使 得 每 个 子 集 X, 至 少 售 有 TER, 
而 短 个 元 素 т, ESEA X, Х›, 5, ХАА T 
子 集 ， 则 (Ху, Xo з, Хх) 有 具有 互 异 代表 元 序 
F. 

证 j Hal 条件 (H) 不 成 立 . Ху. Xa 
X, 中 上 必 有 > ATÆ, ANA Ху, Xa “+, Xa 
使 得 

(ХХХ, i= r <. 
考察 XI, X, е, X, 关于 XX BJ X HK 3B E A – 
[a;]. А Рн хн РЫСЕ В. ШТ 
FITR X, 至 少 含有 上 лж, BE В 的 每 一 行 
上 至 少 有 上 个 1， 即 B 的 第 i 行 和 RR 这 k&,，i=1, 2, 
=, r. 于 是 台中 的 1 的 个 数 (B) 226. 28—77 
E, BRT|X U X.U U X =r < r, 所 以 不 妨 设 
ХХ» UX = BB 的 
第 1，2，…，r 列 都 是 非 零 列 ， 而 其 他 各 列 都 是 零 
列 . 于 是 (B) =5,+5,+-- +5, Еф 5, B 
的 第 ; 列 上 所 有 上 的 和 ， 由 于 每 个 元 素 z< ЕНЕ 
在 天 Xa t, Xa He ITR, A SS, j= 
1, 2, ---, ғ. BE 
врео (H) РФ, 

0 р, SRRTA. AWER, Най 条 件 (H) 
Жм. H Hall ЕЁ, (Ху, X;, ~, X,) RAER 
代表 元 序列 ， 

Ë 10. 3. 24 的 矩阵 形式 是 ， 如 果 mxn (0, 
1) Ж A 的 各 个 行 和 都 大 于 或 等 于 有 而 各 个 列 和 
ЖЕЛ РАЗ T k, b JERS, WAK p (А) = 

10. 3. 25 (Hall 定理 药 图 论 形式 ) 设 X = 
和 
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Ёл, Ж}, 


mx + CRAC КИЙН r V (G) 的 二 部 分 划 . 
证 明 ， 图 含有 一 个 饱和 XX МЮ 468 IM ЕТЕЙ M 
HEKEI E: 对 任意 SC X, 有 

|N (5) [ZIS]. (Н) 
EWN (5) = |yEY|IxES, у N (r)i, HHI 
М (r) 是 顶点 2 的 邻 域 . 

证 PEB (G) = [h] 是 一 部 图 C ВУИ 
ЖЕ. BAB (G) 是 一 个 mxn (0, 1) ЖЕЕ. 
10. 3. 21 可知 ,图 如 的 所 有 匹 岂 的 集合 (M) 
EREB (G) 的 所 有 线 无 关 工 组 的 集合 (L) 之 
HEERS, WL E. С EE BJA К (G) 
等 于 年 阵 D (G) ЮФ o (С). ЭМЕ G 含有 ` 
PEAX 的 每 个 项 点 的 匹配 的 充 要 条 件 是 : у (G) 
=m. Ш o (G) =p (G) =m. 

其 次 将 mxn (0, 1) ШЕН (G) 看 成 是 
元 集 Y= |у, у, t, у! 的 m OTTEY, Yz, 
e. Y, ВУХ ВЕ, ШМ» =1Н], y € У: 当 
b, OW, y & Y,. H 10. 3. 23 的 证 明 可 知 ， 子 
集 序列 Y I. YI, с, Yn 具有 互 异 代表 元 序列 
(ул, X 77 ) 的 充 要 条 件 是 : WPB (С) 
具有 线 无 关 1 组 |b =l, by =1, 9, бш SH. 
因此 子 集 序列 Yo У, 2, Y, RA ERRA 
列 的 充 要 条件 是 : р (B (G)) =m. 

fh, С 其 有 也 和 X 的 每 个 三 点 的 匹配 的 充 
HRPE: 图 G 的 简化 邻接 矩阵 8 (G) БИТПЕЙ 


n 元 集 Y PREP Y, Ya e, Yna 具有 互 异 民 
EF YI. 

现在 考察 关于 x 元 集 Y BJ ТУ (Yi Yz, 
"=, Үш) 的 Hal ЖТ (Н). Е Yi, Yx, сз. 
Y, 中 子 集 Y; РЕВ (G) 的 第 i 行 ,也 即 
对 应 于 图 G 的 顶点 x,， 子 集 Y 的 元 素 对 应 于 
B (GAS гї Еа, =1， 即 对 应 于 图 G 中 与 顶 
J >, ЖЕЕ ТИ AS y,- Wk E Y, 对 应 于 B (G) 的 
第 1 行 上 所 有 АО, ШЕ G 中 顶点 ИУ 


М {х,). FE, Ү\, Ys, с, Ypa RU S £ Т 
Y, ° 下 е, Y, W u + X ф Ë BDE z Ty 


„ла ВОВА N (т), N (r), сз, N (x), 
HAR Y. Ü Y, Ú U Y, WW TN inp U 
N (r. yU U N (za), ШЛУ TN ( Las ау. 
eu mD. АЮ, ҮҮ, U. U Y, ESRAR T 
Жл k — E S А РА (Ох, л, с» 
2,1) |== | {к лв U's га |. TE Hall 
Æ 10. 3. 23 Hal 条件 (Н) 等 价 于 10. 3. 25 
中 Hail feft (H). 这 就 证 明 10. 3. 25 成 立 . 

Ж — mx n (0, 1) EE B (G) 县 可 表示 
КО С, ЖШ n 元 集 Y 的 子 集 序列 Y, 
У, т, Ya. 这 是 证 明 10. 3. 25 的 关键 . 其 对 
RRIT ERR: 


G: 二 部 图 B (G) Yu, Yn e, Уш: Y DB 
顶点 i Bl ЖЖ э, 
Ойт, те + v, 
| М ry, bp =l x€ Y, 
БЕГЕТ p (B (G) =m зүү, Y; =, У, 的 SDR 
领域 N (z) i 行 上 的 1 +# Y, 的 元 素 
N (z ММ (r) U UN (2а, ia, e, ОНЕР Е Н YUYU UY, 


10. 3. 26 Е: £ EM) ЖАС 具有 完美 匹 
配 ， 其 中 天 六 个 . 

证 ИХ, 是 二 部 图 G 的 二 部 分 划 . 计算 图 С 
的 边 数 。 (G; 49381, p| XI= e (б) =k|Yl. W 
A k2>0, Pr | X| = |У =». ЮИ Е GA 
有 完美 匹配 M， 只 需 证 明 图 G 具有 饱和 于 中 所 有 顶 
点 的 匹配 . 

方法 1. B SS X. 图 G 中 分 别 与 5 rF In z ЯП 
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与 N (S) 中 顶点 相关 联 的 边 集 合 记 作 E, 和 E. 
HN (5) WEE EGE. НТ G E k 正则 
BJ, МИЕ |= А51=1Е |= АМ (S) |, Hü Ë 
>0， 因 此 IN (S) 122151. 由 Hall 条 件 (H), В 
G BAB X 的 所 有 顶点 的 匹配 . 

方法 2. É B (G) 是 二 部 图 G BUT r LE E 
Е. НҒ. Х| = [ҮІ = x, ТЇ) B (G) E + Et 
(0, DER. Ж. B (G) 的 各 个 行 和 与 各 个 


Л k. 由 10. 3. 21 【01)， 为 让 明 图 G E£ 
ШШ ХА 中 所 有 顶点 的 匹配 ， 只 需 证 明 ， 项 秩 
p (B (GÐ — n. 这 一 事实 可 由 10. 3. 24 的 注 直 
接 得 到 .也 可 简单 证 明 如 下 : 

反 证 法 . 设 B (G) 是 各 行 和 与 各 列 和 均 为 天 
>D R z Er (0, 1) Ж, ШИШ о (p (G), < 
п. WFA o (B (G)) = 线 秩 4 (B (G)), H 
此 可 设 B (G) 有 具有 一 个 机 e 4ii АҢ FË B!) 
Be | kaga, MH 

e+f=À CH (G)) =p (B (G)). 

不 妨 设 B (G) 的 第 1，2，…，e 行 与 第 ]，2 
=, РЕВ (С) 的 最 小 线 覆盖， ТЕН (G) 
具有 如 下 形式 : 


fn f 
BG = ° Ë | 
n еВ O 
EB (G) 中 所 有 元 素 之 和 为 a。 (B (G)). H F 
В СС) ТНУ k, MA ос (Bu, Bo) = ќе. 
X HB (G) АЯУ k, Е s (Ву) + 
с (Bn) = Z. 而 
нА == (HB (G)) 
та (Ba) +z (В) +c (Вл) 
стер + fh= (et f) ËF. 
BW >o, Мі 
о (B (G)) <и=е+ = р (B (G)), 
28. 
10. 3. 27 WX, Үл Хх я 二 部 图 的 项 点 集 


а V (G) 的 二 部 分 划 ， |X]|=|]Y|]=x, AGH 
Jite (G) = (b - l) n+1. 证 明 ; E G АНЕ 
条 边 的 匹配 . 


证 设 B (G) 是 二 部 图 G ШАКШЫ. FH 10. 
з. 21 (1) ВЯ, С A Ë 条 边 的 匹配 ， 则 
B (G) Жр (H (G)) <А. H König 定理 ， 
B (G) ЮВА (B (G) =р (B (G)) <А. 
E B (G) 会 有 由 e 个 行 和 了 个 列 组 成 的 最 小 线 履 
m, 其 中 e+P=a(B1G)) <k, ЖШ УЫ 1, 
2，…，e 行 和 第 1，2，…， 了 列 ， 则 妃 【C) 有 具有 如 


下 形式 : 
了 nf 
BIG = ° M” И! 
n Ё В} O 


EE (G) НА B (G) P ET f Ж < Wl 
в (B (G)), WA 
e (G) -a (B (G)) 
=a (Bi, В) +e (Bh). 
Во] Жехт (0, 1) EBE, 


由 于 [Bu, Ba 是 (п 


—e) Xf (0, D ВЕ, 所 以 4 (Bu, Di) sen, 
s (Ba) sf (n-e). TE 

e (G) == (Bu, B) +c (Bu) 

s (e+ f) n-ef. 
HT e+/f-À (B (G) <А, ШН е (G) Z 
(2-1) n+], БТУ 
{4—1) n +1=e (G) = (А-1) z — ef 
= (А-1) n, 

矛盾 .这 就 证 时, 图 GAE £ ЯВУ. 


10. 3. 28 证 明 : 二 部 图 G 的 匹配 的 最 大 边 数 
r (G) 
v (G) = Х| -max I| S|- IN (8) lH, 


НФ X. Y EG 的 顶点 集合 wtG) 的 二 部 分 划 . 
证 RB (G) EE G HARRE. H 10. 3. 
І (3), > (G) 即 是 图 G 的 点 覆盖 的 最 小 点 数 
r (G). 由 10. 3. 21 (2), > (G) ВЕЖЕ 
B (OHAR шу ДЕ RS, ИЖА (B (G)). 
WERE B (G) HEMRAH L ЕА 
行 和 第 р, р. с» 列 组 成 ， 其 中 e + £= 
A (H (G)). ав (G) л. is, сз. š 
行 依次 调 到 第 1, 2 ，e 行 ,第 pa jz UU, Jr 
FARRE 1, 2, s. у. ШШ В (c; Be 
相抵 于 如 下 矩阵; 


和 An An 
A=: 

z, ' 

; Аз\ O 


А 95 1 ，e 行 依次 对 应 于 PRR r 
Z бу лу, 其 集合 记 作 Z. 而 4 的 第 1，2 
六 列 恢 次 对 应 于 YY PER yo у, с, э HFL 
Ë B (G) HEDRA, WARF k, БАСУ, 
ФН Н 1521, 2, +, e, 使 得 b = 1， 即 对 二 元 
Ryo PA zT Z, 使 得 x y НА, EE y € 
N (X-Z). 于 是 
|Zl=e, IN (X Z) |= у. 
而 且 
А (В (G) =et f= |ZUN (X -Z) | 
=|Z|+|N (X - Z) | 
这 就 证 明 ， 
À (B (G)) =min lZ] +]|N (X-Z) IH 
j Х-2= 58, WJ 
v (G) ç (G) =à (B (G) 
= min lHZ|+|N (Х-7) || 


=min JXI- S I+|N 45) 
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Ix! max iS! |N (S) | 
10. 3. 29 UE G уха 二 部 图， X, Y 是 图 (т 
的 顶点 集合 V (G) АС, iX |= m, [Y| = 


n, тн, B (G) 一 15,7 PEB G MASIE 
РЕ. 证 明 ; 图 С 的 饱和 天 中 所 有 项 点 的 匹配 个 数 等 
] B (G) 的 积 和 和 式 perB (G). 

证 图 避 的 所 有 已 和 XX 中 每 个 项 点 的 匹配 集合 记 
TE СМЭ. ФЕВ (G) ФАНЕ m 个 1 的 线 无 

区 1 组 的 集合 记 作 (L). Ër M = туу, тур, 
ө, тыу, Í є (м), W бы, = 1, k=], 2, =, 
m. 因此 L = ; ба 1, o, Boy l Є 
(L) ES (M) 到 (L) ЮЙ yg 如下: 对 任意 
М = ару | Ë = 1, 2, з, mi € (М), % 
g (M)= L = ib 181, 2, 设 M. = 
Iz 161, 2, 5, mi, M, = ілу |Ë = 1, 2, 
ea omi € (М). ММ, Мл ЖИ! 
ГЖ, 2, e, m 的 两 个 不 同 m HEFL FE = 
iby lk = 1, 2，…， 了 | 和 工 ;= k=], 2, 
w, m! ВЕ B (G) 的 两 个 不 同 的 线 无 关 1 H. 
内 此 * (М) 一 上 1 关 L2 = p (М). Шефе. 
mit 上 一 ib =1|Е=1, 2,5, ті Є (L), 
ДЇ рузу EL, 2, + 的 m 排列 . 因此 М = 
сву, k=l, 2,5, mi € (М), H p (M) = 
L. МИФ (М) 到 (L) ARR TEA 


A = l, 


к, эн}. 


| (M) 109) 1, 
HIERE, | (L) |=регВ (G). 由 积 和 式 的 
perB (G) 


12 z) 
h dyt lal 


" EREB (G) 的 第 1， 


2, “`, m IRS Л. D. з, dia ARAF HEE, 
ИШ, {з се. La 是 满足 Istri < <. < L sn 
的 个 整数 .而 


рив (G) | 


= > „реВ (G) p 


ET.: =< Sta 


REB (G) i lye da 


1 2: m ) 
dala dm 


NI э, 
< б, 52, бы ` 


ШУЛ 
Y hija ha 是 在下 的 排列 . WH. 


реВ (G) 


= х `` ++ 
aei Ка = блу Өз, б 
Пр Аар " 


— у bu бз, bm 
H) НЕРЦ усу, 
É L — "бы Tl À = |, 2. эө, 
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m} € (L), MJ 


роь Æ l, 2, +" 
haj, == b. = 1. 困 此 biba . тИ 一 


, n BJ m HE], mH as 
， 所 以 


xq (L) 中 -- 个 线 无 关 1 组 IL， 它 对 perB(G) 的 
贡献 是 1， 易 知 ， 对 〈 工 ) PARMAR A L 


利 工 ;， 它 们 对 perB (G) 的 贡献 是 perB (G) 中 不 
问 的 项 所 确定 的 1. 反之 对 perB (G) 中 一 个 1= 
ДА Ёз L 易 知 它 是 由 (L) ү 2 1 组 


Б = ГА = 1, 2, = mi P Ж ЙЧ. 
因此 perB (б) 1 的 项 的 个 数 为 | (L) |. 从 
ЮВ: (L) |=perB (G). 

10. 3, 30 R axa 二 部 完全 图 K;,; 的 完美 匹配 
THF (n). 

解 iX, Y EAK. „Сар, XI=iY] 
=н. RAR K, „ИЕН X 中 所 有 顶点 的 匹配 即 是 
КШК, „ЯЗСА. 所 以 / (n) 是 图 KK, ,的 饱和 
X 中 每 个 顶点 的 匹配 个 数 ， 由 10. 3. 29， 有 

f (mn) =perB (Kun). 
显然 图 К, ,的 简化 邻接 短 阵 B (K...) Sda, Бїт 
阶 件 1 方 阵 . 因此 


1 1 
1 1 
f (а) 二 Perj = рег 
... хи 
1 1 
= 之 bbz, ba ， 
1597 h 
其 中 роз 是 1. 2, з, n 的 排列 .而 对 任意 
прі 有 ， by = 6, =" = =1, ETE 
Jf (n) = D lsn. 
зуб 
10. 3. 31 ЖА= [a,] Ë m X a (0, 1) Ж 


阵 ，S 是 矩阵 A 中 的 一 组 1， 使 得 A 的 每 条 线 至 少 

05 中 一 个 1， 所 有 这 类 1 组 S 中 1 的 最 小 个 数 
FAE АШ ЖОШ EK (otm rank), jd fE 
р’ (A). 已 知 


1 1 1 
Аң=|1 1 11, 

L 1 1 

[i 1 1} 
А = |1 0 0}, 

LI 0 H 

m 1 È 
Аз=|1 0 11, 

п 

АК F 183 i 8k. 


# iS [aP] 取 S= (9001, а =1, 
а'=1}. MJ S 'F69 1 AA A 中 所 有 线 . MH 5 


是 所 有 这 类 1а 1 的 个 数 之 最 小 值 ， 因此 


р“ (A1)=3. 

іш Аз = [401]. E S= [а =1, а = 1, 
а =1. а 11. 则 вина PETRA 
SiR, ARA 1 的 个 数 为 最 小 因此 p” (л) 
=4. 

ш А; = [a| 取 S= laf =i, «8 1, 
аў'=1}. Ш 5 А, 所 有 钱 的 . :个 1 组 ， 且 所 
含 1 的 个 数 为 最 小 .因此 p” (А) =3. 


注 和 入 的 项 秩 p (А) WAEA (А) —Ф, Ж 
EE A 的 余 项 秩 n* (А) 也 是 矩阵 A 在 置换 相抵 下 
的 一 个 不 变量 ， 男 寻 ,对 于 傅 有 零钱 的 Xn 
(0, DEE А, PEERK I 组 S$， 它 覆盖 A 的 
MAR, ART p” (А) 是 不 存在 的 .因此 余 
项 获 是 对 不 会 零 线 的 年 阵 而 言 的 . 


10. 3. 32 Ж тхл £ 1 H EE ЈЕ 
е“ (ы). 
E laa [а,1. Йй т=н. Ж S= (а, =l, 


а SISK, т +1 }©п}. ш. 
矩阵 J,, 的 1 组 ， 而 且 是 所 傅 1 的 个 数 为 最 小 . F 
Ш р" (Jaa) = я. ВЖ, 39 т> а н. 
р“ (L. )= m. 因此 po” Jan) = тах (т, л}. 
10. 3. 33 RAS [а] ЖААР m X n 
(0, 1) ЖШ Ж, А55/,„,„. ШЕЯ; 
р" (А) = мах [r +5] ЗА ех FFERI. 
证 i вн=О„,ЖЕФ РЕА 中 一 个 x x Ж-А. 
ЖЕЕ A 的 行 或 列 作 调 接 ， 使 得 矩阵 A 化 为 如 下 
形式 ; 
_ Ë Ciz | 
Ca б, 
SEA 中 这 样 一 组 1， 它 覆盖 A KAR. HE 
єн ү 如 果 覆 盖 和 矩阵 口 .x Кт. ЖА ЕЙ 
О, AA, ЛК. 因此 5 中 1 的 个 数 至 少 是 x 
+s. Ао" СА) Zr+ s. ЕҢ 
р“ (A) Zmax іғ+:13А ех =. 
Ке B EA 中 rr xs Ж ТН Ox ПН г 
ts ЖАНИ r x s 零 子 垂 阵 的 最 大 线 数 ， 风 矩阵 
А 经 行 或 列 的 置换 可 以 化 为 如 下 矩阵 ; 
c=" сн | 
r [Cn О.х, 
ВТ OQ,x E А RRA RAKHE FB ГЕ, НЕШ) 
e (Cy) =n х. 面 一 个 【0， 
1) РЕНЧЕ P T E S PEITA БУ. РТЫ 


o (Co)= m r, 


е Ср) = т rss, p (Cy) = порк. X 
О, ВЕ А С АКЕ-Е. ТЩ 

р (A) = р (С) = р (Ci) tp (Ca) 

(r+ s). 

这 说 明 ， 在 Ciz 中 可 以 选取 一 个 线 无 关 | 组 ， 它们 
WS Ci; 的 所 有 m н. 由 于 矩阵 А З, 
所 以 可 以 在 Cs 中 余下 的 3 一 (m — r) 个 列 上 各 选 
一 个 1. 于 是 Co 中 含有 出 * 个 1 组 成 的 一 组 1， 它 
们 覆盖 CAIA. ME Cs 中 含有 由 7 个 1 组 成 
的 一 组 1, EHRE СА. 从 而 矩阵 СА 
Ar+s 1, CAE C 的 所 有 有线， 于 是 p* (A) 

о“ (C) 和 rs 二 max |]r 寺 | A PJ r x EF 
矩阵 | ， 这 就 证 明 10. 3. 33 R. 

10. 3. 34 设 A= fa) 是 不 会 零 线 的 m > n 
(0, 1) БЇ. 证 明 ， 

е (A) +p (A) =т-+т. 

证 ЩЖА =]... mx n 3 1 EBE. MM 8 
10. 3. 32, a" (A) = тах im, п}. B- FiB, 
BA р (А) =min |m, о п}. ТЕ 

р” (A) tp (А) = љ +n. 

R A= Јак. ШШ 10. 3. 33, р (A) = 
тах |+ | ЗА rxs PERL W O... А 
中 最 大 线 数 的 > x s SE P BEBE. 则 4 置换 相抵 于 如 
ТЭР: 


=m-—+T+x-s mp 


"Во ба 
r [Ba О, 
由 于 CO, 是 点 的 最 大 钱 数 的 零 子 答 阵 ， 所 以 
p (Dn) =т- ғ, р (Bx) =и-5, B o (A) = 
о (B) =p (Bu) tpo (Ba) =m-rtnxn-+=m 
+m (rt). TE 
e (A) =т+п—р* (А). 

10. 3. 35 E S jn 阶 图 G 的 一 个 边 集 . 如 果 

对 图 C 中 每 个 顶点 z， 必 有 S 中 一 条 边 e， 使 得 e 


和 xz Ж. 则 S 称 海 G 的 一 个 边 覆 善 . 图 G 中 边 
数 最 小 的 边 覆 盖 称 为 G 的 最 小 边 覆 盖 ， 它 所 含 的 边 


数 称 为 G 的 最 小 边 覆 盖 数 ， 记 作 。 (G). W T E 
图 G 的 一 个 顶点 集 ， 如 果 T 中 任意 两 顶点 都 不 相 
邻 , ДТ С 的 独立 点 集 . 图 G 中 顶点 数量 
大 的 独立 点 集 称 为 G 的 最 大 独立 点 集 ， 它 所 含 的 顶 
点 数 称 为 图 G 的 独立 点 数 ， 记 作 a (G). WEH: 如 
果 图 G PAMA, M 
e (С) =a (G). 

证 R SENG ЕМЕ Е, m T PE G 59 

一 个 独立 点 集 ， 不 妨 设 全 = јан, ux, зс, Uais 
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E G 的 质点 集合 VCG) = (о, оо, `, Ups 
е, Q l. ME G HIREA (G) 为 
тл пор 
тп M й 
пот Н, Bx 

对 于 A (С) Ж 117, 1.6, HT 5 ЖОШ 
зї, РКЫ S AEA- ЖЛ ийне, ШЫ B1; 的 
第 ; 行 上 必 有 一 个 1. 令 i=1, 2, ce, m, BH S rH 
EPRA т Ж, БПИ G 的 顶点 т, vws 
y Ume 也 即 Bi 中 有 一 组 1， t=: a т + 1, 
Нё Biz 的 所 有 的 行 ， 因此 

e (G) =|5}ш®т. 


T+ la 


A (G) = 


从 而 
e (G) Za (С). 
HKE TERG 的 最 大 独立 点 集 ， 不 妨 设 T = 
wil, a= a (G), H v (G) = 


EZ КУ 


рр тр, б", лы, Yor YS’ wi. M G Пр р 
КА (G) 为 
а я-а 
А (G) = 2 B Ч 
" “lB Hu 


由 于 T 是 最 大 的 独立 点 集 ， 所 以 p (В) = 
P (Ва) = в-а, ПА р (A (G)) = р (Ву) + 
P (Ba)=2 (n-a). H + Р (В) =+x- ао, 
H BAREH (AAB C ЖА ун), PATA 
M В n -a 行 中 取 到 一 个 由 x 一 a 个 1 组 成 的 
ВАХТ, М BoA FA a- (n-ae) 个 行 中 
各 取 1 个 1， 即 得 到 Bj; 中 一 组 1, 6. 18 
盖 Bis 的 所 有 的 线 ， 这 组 1 对 应 于 图 G 的 一 组 边 S， 
ERRA С 的 所 有 顶点. 因此 
a (G) =а= |8|22є (С). 

这 就 证 明了 a (G) =e (С). 

$ EMAN п 阶 简单 图 G 的 所 有 边 覆 盖 的 集 
TICHE (E). 设 5 RAG ARREREA (С) 的 一 
组 ], 使 得 S 覆 盖 4A (G) 的 所 有 线 ， 如 此 之 5 的 
集合 记 作 (5). 易 知 对 任意 ЕС (E), Ей 
A (G) 中 一 个 1 组 S€ 【S)， 而 不 岂 的 边 覆 盖 E 所 
确定 的 4 (G) 中 的 1 组 S 是 不 局 的 ， 反 之 对 任意 
一 个 1 组 S 也 可 确定 一 个 边 覆盖 BEE (Е). Е 
ii, MN at (E) 5 (S) 之 间 存 在 一 个 双 射 . 
所 以 图 G 的 最 小 边 覆 盖 数 e (G) 即 是 邻接 和 矩阵 
А (如) 的 余 项 秩 p*” (А (GC). 而 图 G 中 所 有 独 
TARREI (V), WEER A (G) 中 所 有 
寒 主子 年 阵 的 集合 记 作 (8). RA (у) ж (B) 
之 间 存 在 一 个 又 射 ， 所 以 图 G 的 独立 点 数 (G) 
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MERHER А (G) 的 最 大 零 主 子 年 阵 的 阶 数 . 
由 于 无 孤立 点 的 п 阶 简单 图 G 的 邻接 矩阵 A (G) 
ET n ВКАЗАВ ЕН лр AR 
(0, DEE, ВРО 10. 3. 35 的 矩阵 形式 是 : 设 A 
ТАЕ ҤЕ ШӘЙ н 阶 (0, 1) IE 
ВЕ, MH 

p (A) = 二 max lel ЗА 的 上 阶 堆 主 子 矩阵 | . 
这 显然 是 10. 3. ЗЗ 的 特殊 情形 . 

10. 3. 36 СЕТЕ А n 阶 简单 图 . 
ВЕРЯ; 

у (G) te (G) =n. 

证 H 10. 3. 35 Я, НЫН, y (G) + 
а (G) =n. Ü V= |u, v, " | EE С 
的 最 大 独立 点 集 ,，V (G) = (а, Uz, сз, ш, 
чыж, о 是 避 的 顶点 集合 ， 则 G ВОВЕ 
КА (G) 其 有 如 下 形式 : 


由 于 V ERRITAR, Max (n-a) TER 
Аа EYI, 因此 o (А) =n <a. 于 是 Ac 
#— TH n-e 个 1 组 成 的 线 无 关 1 组 S. #H T 
А СС), ВТЕ б (A) = я-а, Н А! 
含有 一 个 与 S$ 5. 而 3 与 8 一 起 决定 
ВЕС 的 按 集 合 即 是 G 的 一 个 匹配 . 因此 (С) 2 
п-а. WA v (G) +a (G) Ba. 

另 一 方面 , Ü E E G WE AN. |E|= 
v (G)= v. 此 时 可 将 图 G 的 顶点 重 排 ， 使 得 邻接 
ЖЕ A (G) 其 有 如 下 形式 : 


An Ар Ai 
А (G) =|А%› Ax Аз|, 
13 Аз As 


其 中 А > Er EX 1 В BEBE. ИШ. 
A (G)rR# + ТИ ЕШ S ESE s – v. 所 以 图 
G rihu Ён ан о (G). Аа (С) 
п- v (G). WA v (G) ta (G) =a. 所 以 
v (б) +а (G) =n. 

10. 3. 37 É Gi, Gr з, С. 是 n 阶 完全 图 
K, HTH, Fi б, Ж ТЕЕ, RBI G. 
ЖС; EHER, +585). WMA GI, С. 0, G, BJ 
Шбек, 的 边 集会 FE (С), ШС, С, 
e, G 称 为 完全 图 К, 的 一 个 二 部 完全 图 分 解 ， 证 
H: 如 果 完 全 图 К, 共有 二 部 完全 图 分 解 С, Gr 
=, G, W 

ræn-iİ. 


证 ЯНК, НЕА (KO Shole Ж 
PAR mal z 阶 爹 1 方 阵 和 单位 方 阵 ， 设 G, 
ERK, 中 的 支撑 于 图 为 GG , W O 的 邻接 年 阵 为 
А ШЕ, Gao е, G EK, ВАК Ву 

完全 图 分 解 ， 所 以 
Ap A 
注意 ， 是 二 部 完全 图 ， EG # K, 中 的 支撑 

Га. U A, ВАНТ Е: 

Г 0 Ја ха, m 
ПОО. ol, 
- 0 n H 
Jia: Jir an әт, x n; 全 1 ЯЕ. 易 刘 
0 Ja ха т 
тапЕА, = rank x 0 0| 
| 0 0 | 


=2, 


设 A ERA PPOR EB) 143625 0145 


BE. MH 


rank A. = 1. 
iQ, = А, A M| Q, ЕУР, В Q = 
= Q. їр Q= Q +++, 则 

ІРО 1+ Qh tQ +. + Q, 
SrA НАУКА 
2 (AY КА, t. +A) 
= 2 (A + А, + +A, ), 
Q= - 0. 
而 
(1+0) (I+ Q): = I+ Q + Q' + QG 
= 1 + QQ 
EEREN, HH 
rank (13+ Q) =rank (I+ Q) (I+ QY = n. 
男 -方面 ， 
n=rank (I+ Q) 
=rank (J, —2 (A tA; + 


ЖАЛ) 


ranki, + тапк (A) =1+r. 
Ж ~ Ио 例如 图 JO. 4 
P Gi Ga, t, „-1Ё n 阶 完全 图 К, 的 一 个 F. 


部 完全 国 分 解 . 
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Е 10. 4 
10. 3. 38 Сп 阶 简单 图 其 顶点 为 v, 
09,77, Ups HAN e]，e;，……，em， 对 图 G ВЈ 


ЖАНЕ Е -- T Jl, ЇЇ КАНИ G 的 定向 
图 ， ict GG， 对 于 定向 图 G， 其 关联 矩阵 为 B= 
[2,), 其 中 
(1, ЕЛ ЖЛ е, 的 始点 ， 
т) 1, v 是 边 e 的 终点 ， 
Ate. 
BA G йй ЗЕКЕ B 是 -一 个 xn (-1, 0, 
1) 矩阵 ， 共 各 个 行 和 均 为 零 . А ЕЕС 的 邻接 
РЕ, ШЕЯ: 
ВВ=р-А, 
其 中 се, 4, dy, се. 有) ， 而 d 是 顶点 v 
的 度 ，i 二 1， A. 
证 iuc= РТИ [enl MJ 
сут Ўы. 
BE, iA; В}, ДД BB 320. ШШ 5,20, by É 
0. 因此 v, Ao е, 的 两 个 端点 ， 所 以 bib; = 一 
1. 由 于 后 是 简单 图 ， 所 以 ， 汝 26; 时, B 各 名 天 
0 的 上 是 唯一 的 .从 而 c= 一 1= - oj， 如 果 对 任意 
k, ї&Рт, бб„=0, Шс =0, Н т, Av, 
ЖЖ, БИЛ а, =0. 因此 c = — a. MM i=; Bi, 
如 果 bb 0, 则 bi: =1, 因此 с. 是 和 顶点 w; 关联 
的 边 数 ， 所以，c,, = Z. AT G 是 简单 图 ， 所 以 a, 
=0， 于 是 c=d, -aa ЮИ 10. 3. 385838. 

Ж #RL (G) =) - A Ж С BJ Laplace ЖЕ. 
10. 3. 38 BH, E G ДЕ КРЕ В ЕЕ 
EA РЕЖ: ВВ= D- A. ik -250G 
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的 定向 无 关 . 故国 С 的 Laplace WRL (С) УВС 
ЕГ ЖЖ. 

10. 3. 39 ЖЖ G En 阶 简单 图 , 6 Р TER 
sx, B= [h] 是 图 G 的 定向 关联 矩阵 . EH: 
ranki = z — É. 

证 首先 考虑 G 连通 的 情形 . 记 B= [f ñ, 
ta 8,1. КН 8, Ж m ЁЁ (—1, 0, 1) 到 向 量 . 注 

E B 的 各 个 行 和 沟 为 零 ， 因 此 
++ +R. = 0. 

LRH, 21, 55. "u, B, 线性 相关 .因此 ank5=< 
n-i. W rankB = <и — 2, MM B 的 列 向 量 的 极 大 
Waka Tm EBE, PRA f, B. v, 
8, 181, B, с, B. B P RAME 于 是 存在 
一 乌 不 全 为 零 的 数 бу, Бу, се, Буу, 使 得 

bi B + bapa too thB + b. B. =0. D 


设 03-0. AFA G 连通 ， 所 以 y 不 是 孤立 点 ， 因 
此 
[Ë 
b 
ñ= ” 
Lb 


路 分 基 不 全 为 稚 ， 设 50. БИН ер 的 一 个 端点 
Жы. НРС, 所 以 B 的 第 i 行 上 怡 有 有 一 
М b 80, 使 得 b+ b = 0. 1 — EW 1609 


+1, ДІС. HF рабу = - 1， 所 以 由 
ADEE h= by. RAH, h, ba, е, Б... 
WS. AEREA 

Bit 8+ + B. =9. 
БЕ ЈА, ВС PES or, w, е, + 
与 uan сс, о, 之 间 相 连通， 号 图 G 连通 的 假设 


WFA. В тапЕВ = ни – 1. 
其 次 设 G 有 上 МЕЙЕС, Сз. се. бу. 
将 分 支 G HISIA uo vn e 
k, MU V (G) = іо, ug ts Vlajo Va 
Tila U's Vin,’ "с, his Оза U's wim, | 是 G 的 
顶点 和 集合. 再 将 分 支 G 的 边 记 为 ea. e 
. k HJ E (G) = leg, ер, 


+ Tin, t i=l, 2, 


Ëm з i=l, 2, 


05 Буш,» Ёд 6229 V'es ёз, 175 Ekls екол 
ё | EG 的 边 和 集合 . 在 图 G 的 顶点 集合 V (о) 


SURGE (G) 的 这 种 记 法 下 ， 图 G 的 定向 关联 
矩阵 具有 如 下 形式 : 


B Оба), 0 e Ü 
ü B (G БЕ 0 
z- (G2) 
0 5 0 B (G) 
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EF B (G) 2A С HERS Z G; BJ E le) < B R 
B. DA. B 和 百 是 置换 相抵 的 .因此 
rmkB=rankB =гапкВ (Gi +тапЕВ {G2) 
+o t rankB (G). 
由 前 面 的 证 明 有 ，rankB (G) =н, 1. 所 以 
rank B= (mD + (ml) tet (mol) 
= (ntm t'a) == я А. 


16 3.40 j (G) FE x= КРЕС 的 


Laplace B E, ай. (G) E L (G) 的 伴随 矩阵 . 
证 明 : 存在 常数 <， 使 得 adiL (G) =, EPJ, 
En pre 177. 


证 БЕРСЕ ВЕ, Wh 10. 3. 
38, L (G) =B'B= D- A. 其 中 AA 是 图 G ЮА 
р, m D= бав ldi, 9, s da), di EDA v 
BE, i=1, 2, =s п. 如果 图 С 不 连通 ， 则 由 
10. 3. 39, 

renkl (G) = гапЕВ= н – 2. 
TKH, L(G) 中 所 有 wn- 18 Fk AR. HE 
ЖЕНЕ adL (G) =O. =0:J,. ЮЧИ G Ж 
连通 时 结论 成 立 . 

设 图 С 连通 ， 则 由 10. 3. 39, rankL (G) = 
п-1< лп. ЫЙ deL (G) =0. 由 伴随 矩阵 的 性 质 
ЫШ, L (G) а (С) = (detL (G)) L=0. 
记 adiL (G) = [en в. б, а. 1, EF a; Ён 
维 实 的 询 向 量 . HL (G) adL (G) = О, 得 到 

L (G) ñ=0, #=1, 2, е, п. 
这 说 明 , p, 是 线性 方程 组 L (G) <=0 的 解 . 由 于 
系数 年 阵 L (G) B9ËE ranki (G) =п-1, Ы 
L (G) ==0 的 解 空 间 是 一 维 的 . 注意 ,上 (G)= 
D- A, РДЫ} L (G) 的 各 个 行 和 均 为 0， 因 此 + È 
全 1 列 向 量 e 是 方程 L (G) z=0 HFR. TE 


B = сє, Ci 为 实数 ， =], 2, =", A, 于 是 
adi L. (G) = [с\є, СЄ, a cel 
cl Ө = Ü 
=J, ° 2 | Ü 
0 0 - cr, 


AAL (G) =В'В, WAL (G) 是 对 称 的 ， 从 而 
其 伴随 矩阵 adil (G) 也 是 对 称 的 . 因此 


CI Ü т Ü 

0 `0 
йй. (б) 1 Hs 

пона 


el 0 0 
ü 2 ° 

0 0 
= афі. (G). 


比较 上 式 两 端 (2, p 元 素 即 得 c= с, Si, уч 
п. ХНА, ЧЕ GM, 10. 3. 40 RS. 

10. 3. 41 É B Ren PARAG HJE 6] 3 ë yE 
Е, ПАИС н - 1 38309 S. W Bu B ri 
HHF U a-l HASRA B Éa — 1 TAR n- 
1 ATER, U 中 一 1 条 边 看 图 G 中 导出 的 于 图 
WIE (U). TEST: ww 一 1 ЕНЕ Bo пшр SÉ Wç 
E CU) 是 图 G 中 的 一 个 树 . 

W GE. i By 可 道 ， 则 гапкВу= н 1. Ë 
ПЕШ EE B [HPE F U Bx —- 1 个 行 组 成 的 (я 
-1) xa FERWER. WB E Hi EI U) 
的 定向 关联 矩阵 .由 于 rankB = п = 1 (Du 是 Bl 的 
— н), КТШ 10. 3. 39, (U) 是 
EAW., HBE nl AH, АЛШ U) 是 一 个 树 . 

充分 性 , 设 《U》 嘴 一 个 树 ，Br; (1) 的 定 
[| ЖЕКИ, CED С КЖЕ ЕНЕ В 的 相应 于 
О н 1 个 行 组 成 的 {n -1) xa FER. ШЖ 
Bu 不 可 道 , 则 Bu 的 # 1] В, B es Bai 
线性 相关 ， 即 存在 不 全 为 零 的 数 h, ba 
ba- 使 得 

Bt hop too t 18-10. 
4 10. 3，3 加 的 证 明 相 仿 ， 可 得 
Bit P+ + б, |=0. 

АЛ ¿DU 不 连通 ,与 《UY 是 树 相 矛盾 .所 以 В; 
Ж пй]. 

10. 3. 42 ЖЕНЕН) D G E n 阶 简单 连 
通 图 .如 果 cç 的 子 图 了 BE HATES 
T, MJ T ЖОБС 的 支撑 树 ， 图 G 的 支撑 树 的 
个 数 称 为 图 上 的 复杂 度 ， 记 作 с (G). EH: 

adj 工 (G) =c (G) Jae 
其 中 工 (G) 是 图 GA Laplace EFF. 

证 设 B 是 图 GG 的 定向 关联 矩阵 ， 将 B 分 块 沟 B 

= [Bp B], Haji 8 是 列 向 量 ， 则 


L (G) -өн-| | [Bo, £] 
g Оо, 


[эе к 
BBe PBJ 

因此 L (Gi ж 88 的 余子 矩阵 为 BU Bo. И! adL 
OSLA y MD fa = der Bb Bo. IH 10. 3. 24 可知， 
7с. 所 以 只 需 证 明 fmn — debe Bo = c (С). H 


Cauchy-Binet 公式 (ЕДИЛЕ, ARAE 《线性 
代数 #， 中 国 科学 技术 大 学 出 版 社 ，1985 年 版 第 138 
T) 得 到 
L. = det Bb Bo = рл det Bpdet Hyr, 

Н (17) 表示 相应 于 图 G н - 120 U 的 下 标 
的 集合 . 由 10. 3. 41, daB 0 的 充 要 条 件 是 
《Uy 是 图 G 的 支撑 树 . 注意 ， 当 deB 40 时 ， 由 
于 Bu 的 各 行 上 至 多 有 了 两 个 非 零 元 ， 且 当 愉 性 两 个 
韭 零 时 必 是 一 个 为 1， 另 一 个 为 -1， 内 此 дев = 
tl. ҒЕ 


fa = > 1, 
(E) 
其 中 求 和 号 对 图 G 中 所 有 支撑 树 水 和 AMA r, 
== (G). 

Ж ЯНЕ BES 1847 年 Kirchhoff 证 明 的 . 

10. 3. 43 (Temperley EJE) 1 G Ea 阶 简单 
ЖАК. L (G) 是 图 如 的 Тарасе Е, с (С) 
图 СА ВЕ. ТРЕВА. 

с (G) =de (J+ L (G)). 

证 BFL (G) = A, 其 中 A RAGH% 
ER, D = diag (41, da, с, 可 d, 是 顶点 
ЮВ, ¿=1l, 2,70, я, HLL (G) 的 各 个 行 和 
Жат. AE 


L (G) J,=0. 
另外 易 知 
Jš =. 
所 以 
(L + L (G)) (al, —J,) = nL (G). 
两 边 取 尾随 ,得 到 
adj {nl — J.) adj (J. +L (G)) 
= и" ladjL (G). 
Њ 10. 3. 42 ИМ adj (nl, — J.) = n" 27, AA 
т" (Jadi О, +1 (G) = т" lc (G) He 
В еа 3838 „+1. (С), WI 
ath (аф (J. + L (G))) О, + L (G)) 
=m" le (G) J, Ü, +L (G). 
H- L (G) 的 各 个 列 和 都 是 等 ， 所 以 上 式 化 为 
n" (de (Ja +L (G))) J. = mc (G) ],. 
比较 两 端 О, j) тж, ШЕ 
йн С, +1 (G)) =< (G). 
10. 3. 44 (Cayley) WEH: n 阶 完 全 图 兵 , 的 
支撑 树 的 个 数 为 ec (K.) = mm 


证 К, 的 邻接 知 阵 为 4= 态 一 五 . X K, n-1 
正则 的 ,所 以 号 = (x 一 1) L. AJH K, 的 Laplace 
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矩阵 为 
L (G) =D- A=nt,- ],. 
由 10. 3. 43, 


с (G) 54е (+L 090) 


= 点 det (ah) 72, 
т 


$10. 4 度 分 析 法 


设 避 是 a 阶 简单 网 ， 其 项 点 集合 记 作 v - 
шу, зу сезу G |. HF v€ V, KH G PRG Hv 
Ж ХИК ОТЫ В А ЖЕ e PE, 记 作 df (т). Wa, 
=d (w), #—1. 2, =, н. ШЕР О 的 结构 与 图 
G 中 顶点 的 编号 无 美 , РШ ЕГИ d 2 a, Edp. 
Ш х= (dí dy сс. d.) WAR G 的 度 序列 ， 其 
中 和 ,分 别称 为 图 避 的 最 大 上 度 和 最 小 度 ， 并 分 
别 记 作 A (G) 和 5 (G). É H Jen 阶 简单 图 ， jt 
度 序 列 为 p= (ру, Pn o bj). WAWER G 
HHH, Шох—р. 这 说 明 , 网 的 度 序列 是 图 的 
同 构 不 变量 . 反之 如 果 图 GAH HAm i E F 
A, WA 上 和 于 不 一 定 同 构 ， 因 此 图 的 座 序 列 不 是 
图 问 构 的 全 系 不 变量 . h TAMRE ESIE E R 
KEE, BEE Е БВ Р АН Н ВЕ ру ТЕЕ ЛА. 
БАНЕРА АЕЦ, se ӨНӨК, Е EREA Ж 
БЕТИ A RRR -种 重要 不 变量 . 
在 论证 图 论 命 题 和 解 图 的 问题 时 ， 可 以 从 图 的 度 信 
F, 分析 图 的 度 与 疼 结构 的 联系 ， 从 而 给 出 有 关 合 
题 的 证 明 ， 或 者 纵 出 图 问题 的 解 ， 这 就 是 度 分析 法 . 
它 量 一 种 行 之 有 效 的 方法 ， 在 整个 立论 中， 都 冲 以 
在 到 这 一 方法 的 应 用 . 但 由 于 图 的 度 序列 不 是 网 问 
构 的 全 系 不 变 基 ， 它 不 能 完全 刻 划 图 的 结构 ， 国 此 
不 是 所 有 图 的 命题 和 问题 都 能 用 它 加 以 让 明和 解决 
的 . 也 就 是 说 ， 度 分 析 法 也 有 它 自 身 的 局 限 性 . Á 
过 可 以 指出 , 在 考虑 图 问题 的 解 时 ， 无 妨 先 从 度 分 
HAF, METTA, 再 找寻 其 他 方法 . 

10. 4. 1 É G= íV. E) ЖТ, УЖЕ 
分 别 是 GG 的 顶点 集 全 和 边 集 合 ,，| V | = (G), 
IE|=e (G). G 的 最 大 度 和 最 小 度 分 别 是 A (G) 
和 他 (6)， EH: 


证 iv (G) =n, Н V= їш, фу, w 


т}. F с WETA A x= (41, PEF ta d, ). H] 
由 图 的 度 边 尘 理 有 
2e (G) Sdit dy tnt da. Ф 
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由 于 A (G) =а 622-254, 0 (G), ВИШ 
Eit Ell 
пд (G) 26 (G) nâ (G). 


从 而 
8 (0) 26 (G) -e 000 (G) 
> pn v (G) ` | 


Ж BEDDEFHDA 68—08. CER 
于 图 的 度 的 一 个 基本 恒等式 ， 上 分 有 用 ， 

10. 4. 2 W: 图 10. 5 所 示 的 两 个 5 Bü le 
同 构 的 . 


N ФЗ 


图 10. 5 


E SAR G 的 度 序列 为 x = (4, 4, 3. 3, 2), 
图 口 的 度 序 到 也 是 p 一 (4, 4, 3, 3, 2). 分 别 记 
G ЖН 的 最 小 度 顶 点 为 vs 和 us. G 中 其 他 4 个 顶 
点 记 作 ал. эз, оз, va (10. 6). 由 于 图 如 中 4 
度 硕 点 wi 和 3 度 顶 点 o, 之 间 有 重 边 ， 而 4 度 项 点 
о, 与 3 度 顶点 wa 之 间 无 重 边 ， 而 图 万 中 4 度 项 点 
и УЗЕ IA > 之 间 有 重 边 ， 4 ETM у 与 3 度 项 
жа, НИ a, уж ЯПО Еа, 
и Жиз, Ж w tE ua (图 10. 7). 


©з © 


910. 6 


ЖЛЕ у V(G)= іа, 

wv Up usl У( H) = 

lar, ua, из, мд, us | H: = 
НЕ] фр; wu,， г=1, 

2, =, 5. 显然 2 EM 
射 ， 由 十 


图 10. 7 


p Canan) = ніну, ф (urs) — нун, 


Ф (зоту) Sugua, @ (uta) = Hitas 


E (1224) = шона, ф (2905) “шуй, 
ЕЯ Е у, В o EG 到 图 号 上 的 
ШЕК]. ЕГ» G ж 号 同 构 约 . 

注 证 明 图 川 构 ， 关 键 在 建立 图 同 构 映射， 由 于 
放 序 列 旦 图 同 椅 的 不 变星 ,所 以 在 建立 图 同 构 上 映射 
时 首先 令 放 相同 的 顶点 第 此 对 点 ， 上 髓 根据 顶点 相 邻 
关系 对 所 建立 的 映射 进行 调整 .使 之 尤为 保 相 邻 关 
系 的 双 射 最 后 再 验证 它 是 同 档 轴 射 . 

10.4. 3 лу. za се. хт, ШОЕ ЕГЕ 
Ен 个 点 ， 其 中 任意 两 点 的 暑 离 至 少 是 1 证明 ， 
其 中 至 多 有 3n 对 点 ， 每 对 点 的 出 离 怡 是 1 

证 设 y 一 Kan Tas, бе, tyla 视 rj, „л, 
en mn АС Вн Їй, AFA G IM a, 
у, ЧНЧ z Вл, 的 距离 为 1 时, 2 x, Жа, Н 
T. ТАЈА ШЕ С. 现在 考虑 rC VAE (x). 
由 相 邻 的 定名 ,图 G 中 所 有 与 x 机 分 的 项 点 应 在 以 
r 为 圆心 的 单位 圆周 C L. BF I, хо, сз, z, 中 
任 二 点 距离 至 少 是 1， 所 以 C 上 至 多 有 6 个 给 定 的 
ж. Ша (т) 6. 因此 城 大 度 A (G)S6. H 
10. 4. 1, 2e (G) «Анд (G) =6n, Айе (G) 
#13. EFSA Зн 对 点 ,每 对 点 的 距离 为 1. 

注 10. 4. ЗК 3n 可 以 改进 为 32 —6. W 
Я ЕВН, ШЕЯ НАСЕ GETER, ЛА т ЕН 
平面 图 的 必要 条 件 ， 即 可 得 e (С) 539-6. РЕ 
WARA G EYHAM. HE G 不 是 平面 医 ， 则 存在 
两 条 这 ry ыо, CAHE TA O {图 10. 8). Hi 
EX deyl ао | =l. Pr ye fla z v 


BARI. 不 妨 设 10y| 志方 ,| 


4) 
Ом, l ° ° 
|uy|2— Oxa 124 O. |° i 
一 2| Он | Оу cosd ш. 8 
一 Oul- lO F 
+2100) f Оу) {E~ ос). 
于 是 
lluy (|Он Оу) +2416 | Oyi 


-Oul оу 1, 
FA. HE CG 是 平面 图 . 

10. 4. 4 证 明 : H n2 时 , 任意 dF n 阶 简 
单 图 G 中 一 定 有 两 个 硕 点 ， 它 们 的 度 相同 . 

证 ”考虑 图 GAEE r= (al, do, з, dp) 
ddi d BA G ЖЧ, BELL d&n- 
ti， 如果 а-н 1, Шо AEA n- 1А Н 
E, Аа, сі. Ва РИ. da, сс, d, 只 能 在 
п-1А 1, 2,6. яе. 所以-: 定 有 了 两 个 度 


ЖЫ. ШЖ disa — 2, а, da, <, а, 只 能 看 
7 一 ] SD, 1, зз, n-2 中 取 值 ， 所 以 一 定 有 两 
个 度 相同 . 

Ë 注意 能 大 度 在 10. 4. 4 的 证 明 中 的 关键 作 
10. 

10.4.5 ЯНА 5 B 3 ЛЯП 7 ЖОШ 
不 同 构 简 单 图 的 个 数 / Жї. 

解 ”(1) 设 G 是 一 个 5 阶 简单 图 , e (G) = 3. 
设 r= (ау, dy, бе, ds) R G ЮЕ. HF 
e (G)=3, M da 是 以 顶点 o, 为 端点 的 边 数 ， 所 以 
413. BIR ER, £ 

Sd idi t d, + +4у=2е (G) =6. 

EE 2541553. W d,=3, ШШ di + d,+ +45 = 
61991, z 只 能 是 (3, 3, 0,0,0), (3, 2, 1, 0, 
0), (3, 1,1, 1, 0). БНРГЕ 5 阶 简单 图 
的 度 序列 ， 而 x*= (3, 1, 1, 1, 0) 的 5 阶 简单 图 
只 能 是 图 10. 9 中 的 Gi; 设 二 =2， 则 由 а + d; + 
二 人 = 可 知 、r 只 能 是 (2, 2, 2, 0. 0), (2, 
2, 1, 1, D, (2, 1,1, 1, D. DB 5 АЁ 
图 只 能 依次 是 图 10. 9 Ф С, Ga, G, 注意 ， 
何 构 的 图 的 度 序 列 相 间 ， 国 此 G, Gs, Gs 和 Gu 
ЖАР. 因此 £= 4. 


Ó Q 
б 
Crss q | G 


í— 


图 10. 9 


(2) 设 上 G 是 5 阶 简单 图 ，e。 (G) = 了 ， 它 的 度 
ЊЕ х= (di, ds, z, 45). ЩИ РЕҢ 

Said ++ + d = 2е (G) = 1422545. 
所 以 Ad eled]. Ú d =4, ДІН dit da 
teet da= 141891, = ЯВ (4, 4, 4, 2, 0), 
(4, 4, 3, 2, 1), (4, 4, 2, 2, 2), (4, 3, 3, 
2,2), (4, 3, 3, 3, 1). 前 两 个 不 中 5 阶 简单 图 
BREFS. EFRA DH r= (4, 4, 2, 2, 2) 的 5 阶 
简单 图 只 能 是 图 10. 10 А Н, ВРУ т = 
(4, 3, 3, 2, 2) 的 $5 阶 简单 图 只 能 是 图 10，10 中 
的 图 Н», EFPIA z= (4, 3, 3, 3,1) 的 5 阶 
简单 图 只 能 是 图 10. 10 5 H. Pta 23, DHH d, 
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+4, +e 14 НЯ, х= (3, 3, 3, 3, 2). 
EER 10. 10 中 的 图 H, HEFTA 《注意 在 同 构 意 
XT H, Æ -H BP t ia АЕН Е, 
КИҢ А. Н, Fb, Н, AAH. Е £ = 4. 


10. 10 


Ж 5 阶 完全 图 K; 有 10 条 边 ， 因 此 7 条 边 5 阶 
HAA H, Н, Ha, Н, 可 以 从 图 Go, С, Gas 
Ga 的 补 图 得 到 . 

10. 4.6 一 高 尔 去 俱乐部 有 1982 个 会 员 ， 其 中 
每 4 个 会 员 中 至 少 有 一 人 认识 其 他 3 个 会 员 ， 问 该 
俱乐部 中 认识 其 他 每 个 会 员 的 会 员 最 少 有 包 少 个 ? 

解 ” 该 俱乐部 的 会 员 视 为 项 点 ， 其 集合 记 作 v. 
对 任意 a, E Y， 当 且 仅 当 会 员 u Mo 认识 时 令 
顶点 w MoH, 得 到 1982 阶 简单 图 С. 题 中 已 知 
条 件 “ 每 4 个 会 员 中 至 少 有 一 人 认识 其 他 3 个 会 员 ” 
相当 于 “图 G 的 任意 4 个 顶点 中 一 定 有 一 顶点 和 其 
他 三 项 点 都 相 邻 "， 而 “俱乐部 中 认识 其 他 每 个 会 员 
的 会 员 ” 相 当 于 “图 G 中 度 为 1981 的 顶点 ". 于 是 
10. 4. 6 BE: 设 1982 阶 简单 图 G 中 每 四 个 顶点 
一 定 有 一 顶点 和 其 他 三 顶点 相 邻 , 求 图 G 中 度 为 
1981 的 顶点 个 数 之 最 小 值 . 

如 果 1982 阶 简单 图 G 是 完全 图 ， 则 对 任意 项 
Av, d Со) = 1981. ШЕ Э 1981 的 顶点 之 个 
数 为 1982. 

如 果 1982 阶 简单 图 G 不 是 完全 图 ， 则 一 定 有 
两 个 顶点 = о AH. ШЫГ а (a) 1980, 
d OSIBI FEA СЮ Guv WETE 
Gau 中 有 两 个 顶点 x 0 у 不 相 邻 ， 则 图 G 中 4 个 
顶点 и, о, т Жу 不 存在 一 项 点 和 其 他 三 顶点 都 栖 
$, MA CG 的 已 知 条 件 相 了 矛盾， 所 以 子 图 Gu-w 是 
— 1980 阶 完全 图 . 如 果子 图 Gu-o 中 每 一 顶点 > 
Fla, т 都 相 邻 ， 则 图 G 中 度 为 1981 WATEA 
1980. ҒИ Guu 中 有 一 顶点 xz 和 w， v 不 都 相 
Ж. 不妨 设 = Mu 不 相 邻 ， 则 由 已 知 条 件 ， 子 图 G- 
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и-и IE — Tü t y>: z ыи, + р. ЩН С 
FË 1981 的 顶点 个 数 为 1979. 这 就 是 所 求 的 最 小 
值 . 
Ж ”在 图 论 中 在 定义 图 的 概念 时 ， 只 是 要 求 ， 
的 顶点 问 存 在 相 邻 或 不 由 邻 关 系 . 然后 即 抽象 地 论 
证 图 的 有 关 命 题 . 但 在 具体 应 用 图 论 知 识 去 解决 实 
际 癌 题 时 ， 如 和 正确 地 规定 图 的 相 邻 关系 ， 则 是 关 
键 的 - 步 . HHN. 

10. 4.7 п АЖ, НИДЕ А, ДЕЙ Н ИЛДА. 
EI HifEPEPCT SE АЛАА АЕ РЇ ЖЇНЇ) 
熟人 ， 任 意 两 个 相互 认识 的 人 都 没有 共同 的 熟人 . 
证 明 : 每 个 与 会 者 所 认识 的 人 数 都 相同 ， 

证 ” 先 把 命题 转化 为 图 论语 言 ， 视 与 会 者 为 顶点 ， 
其 集合 记 作 V. Fau, об V, HER Цы 
所 代表 的 两 个 人 相互 认识 时 令 u Mog. 得 到 л 
阶 简单 图 , 记 作 G. 已 知 条 件 “ 任 意 两 个 互 不 认识 
的 人 都 恰 有 两 个 共同 的 熟人 ”相当 于 G 中 “任意 两 
个 不 相 邻 的 顶点 都 愉 有 两 个 公共 邻 点 "， 而 “任意 卫 
个 相互 认识 的 人 都 无 共同 的 熟人 ”相当 于 G “E 
意 两 个 相 廓 的 顶点 都 无 公共 部 点 "， 所 答 证 明 的 结论 
“此 个 与 会 者 所 认识 的 人 数 都 相同 ”相当 于 G 中 
“每 个 顶点 的 度 者 相同"， 于 是 10. 4. 7 的 图 论 形 式 
Ж: 如 果 л 阶 简单 图 G 中 满足 : (1) 任 二 不 相 邻 顶 
点 都 愉 有 二 个 公共 邻 点 ，{2) 任 二 相 邻 顶点 都 无 公 
共 邻 点 ， 则 GEENA. 

首先 因为 条 件 (1), СТРА. 因此 G 中 必 
有 两 顶点 & о 相 邻 . 所 有 与 x о 相 邻 的 项 点 集 
合 分 别 记 作 NN (и) MN (u). ЄМ (u) 一 
iel. MH (2), =€ N (о). 由 (1), ЕЕ y 
EN (v) 一 tul, 使 得 x Fay fE С 10. 11). 
EAN (и) - ll AN (o) — dal 的 映射 p: 
设 TEN (и) — | 如 ,全 (>z) =y. 


B] 10. 11 


WF zr € N (u) - ivj, кох, ШЖ оф (т) 
=@ (т) =?， 则 不 相 邻 顶点 u My 有 三 个 公共 邻 
Av, т, z, 矛盾， 因此 p (z) Zç (т). ЖЖ 
Ж, p EAH. 设 zEN (т) 一 jul, ШЕ (2), 
z flu AHR, 由 (1), 存在 x*EN (u) - lvl, 


使 得 p (r) ==. AAH, p EMA., MT р 是 
ЖЯ. РЕМ (u) - ll IZIN (фо) - iui 
1. 即 有 iN (a) |= IN (o) |. 换言之 ， G rh 
Жи 和 ww ШЙ, M| q (и) =4 {vw). 

现在 设 图 с 中 顶点 x My RER, 由 条 件 
{1)， 存 在 顶点 x 和 xz 与 y 都 相 邻 . 由 上 面 的 证 明 ， 
d (x) =d (и) =4 (у). ЭХ Ж ШЕННЕ G # EM 
的 - 

注 1 在 用 度 分 析 活 证 明 图 论 命 题 时 ， 考 距 预 点 
и ЮЭ М (a) 是 自然 的 ， 因 为 有 q (к) = 
|N (w) |. 

注 2 一 个 n 阶 简单 图 G ЖЫ (А, А, и) E 
则 的 ， 如果 СА ТЕНЧ, ВАНА А 
ФАА, Ана u 个 公共 邻 点 ， 
10. 4. 7 是 强 正则 图 的 特殊 情形 ， 强 正则 图 是 图 论 
研究 的 一 个 重要 课题 . 至 今 仍 有 一 些 难 题 尚 在 困扰 
图 论 工 作者 . 

10. 4. 8 有 1000 名 来 自 世界 各 地 的 代表 参加 一 
个 国际 会 说 ， 每 位 代表 都 能 讲 若干 种 语言 . 已 知 其 
中 任意 三 位 代表 之 间 都 可 以 进行 变 谈 而 无 需 其 他 人 
帮助 【可 能 其 中 有 一 人 充当 另 两 人 的 翻译 )， 证 明 : 
可 以 安排 与 会 代表 住 进 500 ARARE, i 
房间 的 两 位 代表 可 以 彼此 交谈 ， 

证 ” 先 将 命题 转化 为 图 论语 言 . 视 1000 名 代表 为 
1000 个 项 点， 其 集合 记 作 V. WT u, ›Є Y， 当 
Е z 和 ~ 这 两 位 代表 能 够 徙 此 交谈 时 令 顶 点 4 
me, RAA 1000 阶 简单 图 G. п 
“任意 二 位 代表 都 可 以 进行 变 谈 而 无 需 其 他 人 帮助 ” 
相当 于 “图 各 任意 三 顶点 之 间 至 少 连 有 两 条 边 ”， 
所 要 证 明 的 是 “图 G 具有 完美 匹配 【有 即 图 G 具有 
500 ЖЛ. 其 中 任意 两 条 边 都 无 公共 端点 )”. 

因为 图 r; 的 任意 三 顶点 中 必 有 一 顶点 和 其 他 两 
顶点 相 邻 ， 因 此 图 С 一 定 会 有 一 条 边 e1， 考 虚 删 边 
子 图 Gej.，G-el D E mAH, EIE Ge, 一 定 
会 有 一 条 边 e;， 使 得 el 和 е TAERA EM 
НҢ Gee, б-еү-е› 仍 满 足 已 知 条 件 ， 所 以 G- 
ерер ERA RA e;， 如 此 继续 . 则 CG 含有 一 
Ей е, ex, `, ев. Ж РЁ H = Gere- 
ела 一 个 4 阶 简单 图 ， 且 满足 已 知 条 忻 . j 4 
МЕНА А TAN z, у, =, ш. 日 中 顶点 zx， 
у. 之 中 一 定 有 两 条 边 ， ЖЖ x z 
zy, xz 《图 10. 12). 顶点 у, z, 

w 之 间 也 一 定 有 两 条 边 ， 因 此 ш 一 
Жу, = ТАН, ЖИ w y © 
Жу 相 邻 . FEK ле = ese, уш = 
esa. B) іе, ез, v, esm| 即 是 图 Е 10. 12 


G 的 一 个 完美 匹配 . 

注 10. 4. 8 尽管 未 用 到 度 分 析 法 ， 但 它 说 明 如 
何 将 一 个 实际 问题 转化 为 图 论 命题 ， 对 解 具体 问题 
仍 有 参考 意义 . 

10. 4. 9 一 纱 厂 有 六 种 颜色 的 纱 ， 用 于 生产 双 
色 布 . 在 生产 过 程 中 ， 每 种 颜色 的 纱 至 少 和 其 他 三 
种 颜色 的 钞 措 配 . 证 明 : 可 以 选 出 三 种 不 同 的 双色 
布 ， 它 们 包 合 所 有 六 种 颜色 的 处 . 

证 先 把 10. 4. 转化 为 图 论 命题 ， 视 六 种 颜色 
的 纱 为 6 个 项 点 ， 其 集 食 记 作 У, ЯҒ, =€ V, 
HERY u 和 vw 所 表示 的 两 种 颜色 的 纱 可 以 措 配 生 
EPRE, $ u Жї 相 邻 ， 得 到 一 个 在 阶 
简单 图 上 .图 G 中 每 条 边 表示 一 种 双色 布 ， 已 知 条 
忻 “ 每 种 颜色 的 钞 至 少 和 其 他 三 种 颜色 的 纱 搭配 " 
相当 于 图 G 中 “每 个 顶点 的 度 至 少 是 3.” 所 欲 证 的 
结论 “可 以 选 出 三 种 不 和 疗 的 双色 布 ， 它 们 包 会 所 有 
六 种 颜色 的 钞 ” 相 当 于 图 G 中 “有 3 条 边 ， tiita 
ЖА С 中 所 有 个 顶点"”， 即 相当 于 图 G 售 有 一 个 
完美 匹配 . 于 荐 所 要 证 明 的 图 论 命题 是 : 如 果 对 6 
阶 简单 图 HS T т, PIB d (z)>3, WJ G 
合 有 完美 匹配 ， 现 证 明 如 下 : 

x=, € (С), HA ad (z1) 23, FP z, 和 
ЖАЗИ кд z; 相 邻 , 其 边 记 作 хүл. 设 zs € 
V (G)-zi-z;. 因为 dd (x3) 223, 所 以 z, ЖШ 
V (Сб)чу-х; PRAMA z, 8 SE, 其 边 记 和 作 
raza A G 中 余下 两 个 顶点 记 作 zs, д. WE zs 
和 r, 56, ДН z zj, тух 和 тух 好 是 避 的 一 


工业 一 一 一 一 CT =, 


т, re; 


Ka 


В 10. 13 


个 完美 匹配 {图 10. 13 (1)). 设 zr, 和 x6 不 相 邻 . 
因为 dd (x+) 223, а (э) 23, 所 以 15, 2, 
23. ta! E іаѕ, хь} HENA 6 Жл. 它们 分 
布 在 这 rizy 和 rges 上 ， 因 此 хуло 和 z;z, 中 至 少 
有 一 条 边 ， 不 妨 设 边 хал, 分 布 有 由 rs 或 rs 引出 
З ЖЛ. 这 3 于 按 分 布 在 两 个 顶点 rs 和 кє E, 
因此 必 有 顶点 zs 引出 两 条 边 . 由 于 2 (х6) 223, 
所 以 必 有 一 条 由 хь 引出 的 边 ， 它 和 z, 或 >, 相关 
ДК. 如 果 zk 和 z, 相 邻 {图 10. 13 (人 2))， 则 ztza， 
z336，2445 即 是 忆 的 一 个 完美 匹配 .如果 r 各 
жа ME SÉ {图 10. 13 (3)), Ж) ziti, 2325, талє 
即 是 G 的 一 个 完美 丐 配 . 这 就 证 明 ,， 图 G & 3 
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美 匹 配 ， 

Ë 10. 4. 9 的 证 明 充 分 应 用 了 度 分 析 法 . 
10. 4. 10 i& HEGACH 
有 -个 公共 质点 的 3 圈 构 成 的 5 н. 
阶 简单 图 СР 10. 14). TEB; 
在 所 有 不 含 子 图 日 的 $5 阶 简单 图 

GF. A G 的 最 大 边 数 为 7. 

证 ”| 折 有 六 会 子 图 号 的 5 阶 简 
单 图 的 最 大 过 数 记 作 e. HEH 627. МЖА 
HEH]. 任意 一 个 e (G)=8 的 5 阶 简单 图 G —Е= £ 
ТН. неше, € 

dit dyt'+ds=16, 

Eh r= (di do, t, ds) 是 图 G 的 度 序列 . 由 
T dhada Z ds, 所 以 54,216. 因此 42124. 
T GRAA, Миа = 4. 19 G rB o, BU 
Ed (т) = 4у=4. ЮТ Gu. EP — 
АМЕА, НЕЕ а (ар, dz, e 
da), EDR 8-424. HEI EB 

44, 24у +4› + d, +da =B. 
F 3254, 22. 如果 d =2, 则 = (2, 2, 2, 
2), ЖЄ б-т, Jë — T 4 B, AE G 3yÉ] 10. 15 
(1) АТАР. 显然 С 合 有 一 个 子 图 HH， 如 果 d| 
=3, H) z = (3, 2, 2. 1) 或 (3, 3, 1, D 后 
者 不 是 某 个 4 阶 简单 图 的 度 序列 . 对 于 r 一 
(3, 2, 2, D, СЕЮТ 10. 15 (2) 所 示 的 
Н. ЯЛА ЕТЕ Н. 这 就 证 明 ，8 条 边 的 5 
阶 简单 图 G -- 定 舍 有 了 图 末 . 


图 10. 14 


їл 
СА 


ВА 0. 15 

TEER, 227. ESRR, PE -个 7 
ЖАЮ ИРЕ G, БЛАТА H. 考虑 图 10. 
15 (2) 中 的 5 阶 图 GG， 易 知 其 删 边 子 周 Созо S 

A7., ЖАТИ Н. 因此 g7. 从 而 =7. 
+ СЕ ЕЊЕ, HE А 阶 简单 
E, kan EMA AA FA H BU ç BriW ša E] G 中 
AG ХЕ ск (H; н). BE ex (H; n) 
ЖШНААҒЕ HA n ТАТ С ВЭР ex 
(H; н) BMR, HAATTE. 在 10. 4. 
10 中 图 10，14 所 示 的 图 五 为 禁用 子 图 ， 所 求 的 中 
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ех (H; 5) =7. 而 图 10. 15 (2) 中 图 G AmA 
了 图 Созо 即 是 关于 ex (H; 5) 的 极端 图 ， 对 给 
Ж ЕЙ Н, Rex (H; п) 是 极端 图 论 中 一 个 
重 虚 课题 .在 处 理 这 类 极端 图 论 问题 中 ， 度 分 析 法 
是 一 种 重要 而 基本 的 方法 . 
10. 4. 11 E CG i—i AH. ех (Cy; 8). 
解 ” 所 求 的 ex (Ca; 8) =11. 为 让 朋 这 一 结论 ， 
АЛЕЯ, ТКАН C, 的 8 阶 简单 图 G 具有 以 下 
两 个 简单 的 性 质 ; 
(1) B GTA 4 С, 的 充 要 条 件 是 : G hit 
ВИН O Pet a, 
(2) 如 果 G AR 4 ВС, WA С 中 任意 一 个 
Mau, d (и) =d, 图 如 中 所 有 与 相信 的 顶点 
„а Жи 的 导出 地 图 KK # £ # d + 


Wir Тр, 


2] жй. 

现在 证 明 ，ex (Ca 8) ©<11. 为 此 只 需 证 明 ， 
任意 一 个 含有 12 条 边 的 3 阶 简单 图 СЕ 4 
cC MRE. HA G 12 条 边 ， 所 以 由 度 边 
定理 有 

dit dit- + da 24, 

HP r= (di, ds, =, da) Æ G BERA), dy> 
dyt Edy HE 72d 23. Ж FE: 

ВЕІ: 4 =3. 易 知 r= (3, 3, 3, 3, 3, 3, 
3, 3). Ed (т) —3, Ёо ба, из, na АВФ. 
H (2), 1ш. шр, из, му} 的 时 出 子 图 至 多 及 
+ ЕЯ =3+ 12] =4 85. G 中 其 他 4 个 顶 
点 记 作 Hs, Ноз Чт» BEB- HT d Са) — 3, ИЩ 
w HI us, ив, uz, иң! 之 间 没 有 边 . H (1), G 
中 由 lus, uç, uz, ив Shi f ÉE] #@ 2 # 4 Ж 
边 ， mH luz, нъ» wa | 与 фы, Mrs Мт, ugt = 
间 至 多 有 4 ЖЛ. е (G) = 12, 所 以 由 ius, 
иб из, ив] TARTE HBA 4 0. ПСЖ 
Җа С. ВЕНА T FE. ЖЇНЇ xs 在 
H F-RA. H (1), us 和 у, иә, ыз, z 之 
089—0). MU ws 在 中 的 度 至 多 为 2 与 
r= (3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3) 了 矛盾. 


Y 


B 10. 16 


情形 2; wi =4， 此 时 设 o) 和 nz, из, нз. #5 
相 邻 (图 10. 16). В (2), 
из, ик 27 |8] 2 ЕҢ 6 ЖЛ. ШЕШ (1), ил. 
мъ, йд. из 逢 其 他 3 BT ик, из, ug НЕЛЕ 
3 ЯЙ. MEA нь, шт. u EEEE 3 条 边 ， 由 
TE] СЖ 12 #0, ҶТ ui, шу, из, t4, 
us Z Bh 6 ЖЛ, ЇЙ uo, шз, Bas из Ж uç, 
нт, ик ERA 3 条 边 ， 而 项 点 ug, му, us 227 18] 
RAIAN. KE G A 4 С, 所 以 不 妨 设 uo 
和 aí А, ug 和 as В. 考虑 uo, мз, ыц, Bs 
Ж ш, uz, иң 之 间 的 一 条 边 . A G At 4Ш Су, 
PTA EE (1), MR и, ВЕРЕ — Ж. 不 妨 设 
us 和 и, HR. ARMA ug RAE RU. AEG 
ЖАА 8 Сц, 所 以 ив LAER m 或 из AR. AH 
设 us 和 和 нз 相 邻 . 同 理 ， 顶 点 wz 只 能 连 一 条 边 . 
BER (1). uy 和 ws ТАНЕ, НА G pA C., P 
以 ur ыз, из, ша ВЛЕ, FE. 

情形 3: 21225. 此 时 设 硕 点 o 和 和 ш, ну, 
=, wa 相 邻 ， 设 其 他 项 点 为 .1，…，wy， 则 由 
EM (2), ал, ш, un +, мш 之 间 至 多 连 有 а, 


+ [Ñ] 条 边 . ШЕ (1), v ‚ил 
Hg rls СС, 67 АЯ 7—4, ЖОЛ. 而 wy +1， 
w, u 之 间 至 多 连 有 С Я. АША G 至 多 有 


vl 和 ир, из. 


f ба) =a + (50 + б-а) + ofa 


=7+ 1) +С. 


ЫЛ, у (Чү) 10. 


‚ ARRI, 54у 
+E. 

至 此 证 了 了 1228396908 阶 简单 图 上 G 一 定 人 党 有 4 
图 С;. 

Ej 10. (6 给 出 了 11 RRETA В C, BJ 8 Br 
简单 图 .因此 ex (Cu; 8) 2211. 从 而 ех (Ca; 8) 
=11. 

10. 4. 12 as (4. dy. з. dp) 是 一 个 非 
负 整 数 序列 ， 其 中 # - 1224 Zd, 24,220. 记 
r= (45-1, ds- 1，…， dayi Tl; datn | 
d,). 证 明 ; x 是 可 图 序列 〈 即 r Жл 阶 简单 
ВС ВЈЕРУ) HERRE: = 是 可 图 序列 . 

证 ШЕ. Ил НА, Mit z 是 一 个 = 
阶 简单 图 GG KHERI., HAA uo 的 度 为 d (o) = 
da i=1, 2. з .和 如果 顶点 v Hi то, тз, | 
ua RSE, MAAFA H- G-v, 的 度 序列 即 是 


.及 而 x 尽 可 图 序列 .于 是 设 顶点 v 和 ъз. +з, 


`. va + НАР, 而 且 设 i 是 如 和 和 vw， ар "С, 
va, ,1 中 不 由 分 的 顶点 т, АЈА РК. HT d (т) 


10. 17 


=d,, ЇЙ ЕЛЕ Т ЙЕ, 4|+1< уя. 使 得 顶点 
оо МАЕ (图 10. 17). HT i&d tlij, Pr 
以 4.24. ШЖ d = d, ШЖ йш u Wo 重新 记 
Ех, 和 ww， 这 和 下 标 i HERTE. AHi а, > 
d. 由 于 uH о, ЖАНЕ, ЖІ >, HA, ВЕ G 中 必 
有 顶点 н, W u Wu 相 邻 ， 而 w 和 PHW. F. 
С Ф 09 оро, ши, 然后 添加 边 nu Жон. A 
到 的 画 记 作 H. ЮЖ, НАЛЕ, ПН. 
В H PHA o 和 0), vg, б, т, 都 相 邻 . 如 此 继 


续 ， 即 可 得 到 一 个 ” 阶 图 对 ,其 度 序列 即 是 <, ü 
HEPA v 和 > ，…， оа +1. FEMA 


子 图 G 的 度 序列 即 是 r, Ай x 是 可 图 序列 
充分 性 , 设 тар ВЕ), ШЕ n-1l 
HARRAH, ҖИ Т» л. 8E 日 的 顶点 为 

Tas vy с. ©, 使 得 
d-d, 

4 (ш) 一 d 
WMATA vi, 
ЗВ. 得 到 一 -个 4 ВСЕ H+ о. 
PAEA r. AT z ЖЕН] РЕ. 
Ë 10. 4. 12 称 为 Havel-Hakimi EM. WH 10. 
4. 和 2 可 以 给 出 一 个 判别 非 负 整数 序列 x = (а, 
ds, 0 是否 为 
可 图 序列 以 及 当 = 是 可 图 序列 时 枸 造 一 个 以 为 度 
序列 的 = 阶 粒 单 图 G 的 算法 ， 这 种 算法 并 不 困难 ， 
读者 无 妨 自 己 给 出 . 还 应 指出 的 是 ，10. 4. 12 的 
证 明 中 ， 图 G 中 的 部 分 边 结 构 的 变换 (图 10. 18) 


2 id +1, 
di + 2 PSA. 
并 令 v 和 25, тз, С» va, + Н 
易 知 ， 图 GHE 


| ©, GA т 
' ' 
Аф 

1, # m, m= 


图 10. 15 


称 为 对 图 施行 的 内 部 变换 (interchange). 在 内 部 
659 


变换 下 ， 图 的 度 序列 保持 不 变 . 这 种 变换 是 论证 有 
关 度 序列 的 命 王 的 一 种 基本 技巧 . 

10. 4. 13 ИЕА С їл T IRPA дт. 
тю, без а, ЕТА KOK di, dn з. dys 
аа, ВЕНД: ЖЖ ЕТЕ, kn- а, 
—1, 的 有 dk, ME CG 是 连通 的 . 

WE ДЕШ. W G ARA, MU C 上 共有 连通 分 
ХС. EWA vn. Та (on) Sda, МЫ CHS 
GPE e, HHR 4„ 个 顶点 ， 因 GREA., MAG 
会 有 男 一 个 连通 分 支 C， 其 项 点 集合 记 作 VW (015. 
显然 C. 不 会 зы ARF v, ЖАВ z, 个 顶点 ， 因 此 

|V (С) [Sa (4„+1) Ən — d, - 1. 
E| V (G) =k, B V (С) = lu ú с, 
CNE EoBl1=; < < <a sn. 0С, EJ G 
的 连通 分 支 ， 所 以 d У (С) |-1=4-1. H 
T аєа Sdp 所 以 аа, SRL 与 当天 
太一 1 时 有 2.22 MERETE. 因此 图 如 
是 连通 的 . 

Ш 用 度 分 析 法 证 明 10，4，13 时 关键 在 于 从 图 
ЄС Ж ЖЛ а, 人 手 ， 这 是 应 用 度 分 析 法 常见 的 手 
法 . 

10. 4. 14 B z= idi ds, o, а„) ВАЕ 
数 序列 n- 124 pd i d, 21, H a22. 证 
W: = 是 某 个 n 阶 树 的 度 序列 的 充 要 条 件 是 ;: 

dytdyt +а„=2п-2. 0) 

证 GRH лп МЕТАД. ЕЙ, 
ЖТ ЕН, ШЕЕ, АТ T ñ x 一 1 条 
边 ， 由 度 边 定理 ， 式 加 成 立 . 

ПЛЕ. БО). 对 a 用 归纳 法 证 明 ，x* 
ER Tn 阶 树 工 的 度 序列 ， 当 n 28, MRG, 
4 td,=2, H 124,24,220 839], а= a,= 1 
此 时 = (1, 1) 基 2 阶 完全 图 天 ( 即 是 2 阶 树 ) 
的 度 序 列 ， 现 在 设 结论 对 n 一 [ 成立, 下 而 证 明 结 
论 对 5 成立 . 

HT n-d >d > 4 20 НО 3, 
所 以 

nd 22 (a-l) Snd,. 

于 是 z 222>12>4,21. Bi a, - 1. ЖШ 

m= (diol, dz, =, 4,1). 
TR, (40-1) +d- на, =2 (n- 1) -2. 
ШЖ d – led >e d, 1, МЕ di 一 1 所 nn 一 2， 
4, 1224,21, ЖНА, = Ea -1 Br 
树 THREF. i THERA m wa, C, wp 
На (o) =4-1, а (u) =d, 2n" 1. 
则 添加 顶点 vu 到 了 ,使 v, Ao 4, 但 和 4), 
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о, ЧН, ЗА Е TST +o. 9 
HT Ein 阶 树 ， 且 其 度 序列 即 是 x; 如果 d- 
{< dz, WEN d, = 4, 得 到 好 1 = da. Ë dí = я _ 1. 
则 由 == nn 一] AMROTHA, а, =-- = 2, = Ü. 
与 d, = 1 328. РТЫ} 2 = п - 2. Ж а, 


Sd =t 5d, >d p рее d, 221. ЖЕЖ 严重 新 
出 大 到 小 排 成 为 
r= Са, аз. МА d,s 4—1, dirio `: d, -1). 


= 2224224322224, 22а = ld 122-722 
@.-1221. H+ 
dit dat +d, ъа 1жас +4„., 


=2 { —1) _ 2, 
故 由 归纳 假设 ， 关 是 某 个 m 一 1 阶 树 天 的 魔 序列 ， 
其 顶点 His ТС, H-1» Hgs Bir] "С an-1 的 度 依 
KA 2, thia de di-l, dan s d, 1- ES Jl 


Tü o ТЕ, 使 v 和 ww НА, 但 和 ыш, +, 
мар, шада U up- ME 3B38. ЗАНЕ T = T 
to ШКЕ F n 阶 树 ， 且 其 度 序列 即 是 x. 

10. 4. 15 有 2n 个 城市 ， 每 个 城市 至 少 和 其 中 
п 个 城市 开通 直达 航班 ， 证 明 ; 对 于 这 2п 个 城市 
中 任意 两 个 城市 ， 必 可 乘 飞 机 从 一 个 城市 飞 往 另 一 
个 城市 《多 许 中 转 ). 

证 26 个 城市 为 2n 个 项 点 ， 基 集合 记 作 v. 
对 任意 к, СУ, SHR HRW и Mr WAH 
达 航 班 时 邻 顶点 和 t+ 相 邻 ， 得 到 一 个 n 阶 简单 图 
G. 已 向 条 件 “ 每 个 城市 至 少 和 其 他 н 个 城市 有 直 
达 航 班 ”相当 于 “对 任意 не V, 顶点 < 的 度 
а (и)2п”. 化 证 明 的 结论 “任意 两 个 城市 中 必 可 
从 一 城市 乘 大 机 REA h Gtit PH” T 
“对 任意 u, осу, WA u 302 之 同 有 一 条 路 ”， 即 
“图 G 是 连通 的 "， 于 是 所 和 窝 证 明 的 图 论 命题 是 : 如 
RX п 阶 简单 图 НЯН а, НЕ а (и) 2 
п, BU G 是 连通 的 . 现 证 如 下 : 

HEHE. 设 С ЖИЙ, ИЩ G 可 以 分 解 为 个 
连通 分 支 ， 之 2， 因 此 必 有 一 个 连通 分 支 C， 它 所 
合 的 顶点 个 数 志 nn， 而 分 支 忆 中 的 顶点 和 其 他 分 支 
的 预 点 都 不 相 邻 ， 所 以 对 于 分 克己 中 每 个 顶点 4， 
Ad (и) <п-1. Ф. 

10. 4. 16 EH: 如 果 x ВЕЕ ЕДИЛ 
和 边 数 。 (С) е (G) >п+а, ШЕ G 中 一 定 
FB FAL АЛЛЕН. 

证 显然 ,只 需 证 明 ， 如 果 e (G) =л +4, MM 
结论 成 立 ， 设 图 G 是 阶 数 最 小 的 反例 . 则 图 G B. 
有 以 下 性 质 : 

(1) 图 CARE СЕА АУ) 25. ЖШ 


i gaid. WA GRA AEC, ТАЯН д е, 
epo g G PAATE H = Серез, 的 边 
He (H) е (H) =e (G) -g=n+ (4- g) 
= x. ЕТА 日 含有 - 8 C, 于 是 图 G 含有 
ЧН C 和 C... УСА БЕТ 
B. 

(2) СЫТ S (G) 23. ИР И $ (G) 
<2, I 8 (G) =2, ША G S 2 ЕИ Ид u. Л 
ШИМ uv 和 zo, 是 图 G ШЫЛ. PR 日 = G — u + 
vm ШИ e (H) =e (G) -1= и +4-1= (n 
一 1) +4. OFA С 是 阶 数 最 小 的 反例， 所 以 图 Н 
АМТ ЛНА С, 和 С. Ж mw 不 在 图 
C NL C, Е, MWE G 合 有 两 个 边 不 交 的 圈 ， 与 图 G 
ЫНА. ШЕ wiv ЕС, E, ШАШ С, 
БЕВ vuna ЭРЕ ЕШШ түн. иту, 得 到 的 圈 记 
ЕС. WA GALAGA AC, JA. 同 
BE, 如 果 mo 在 圈 C LE, а АА. я 
8 (G)-1, 则 已 含有 一 度 项 点 z， 其 期 点 子 图 H 
=G у Е: e (H) =e (G) -1= (r-l) - 
4. ШҮ G 是 阶 数 最 小 的 反 制 ， 所 以 图 H Mm El 
Сал Т С НС. TE ШИП 
8 (С) = 1 也 不 可 能 . 

于 是 出 性 质 1， 图 G 含有 最 短 圈 CI ， 其 长 5 之 
5. ШС, LEMAR AIIE Vi. ИУ 1225. V, 
的 导出 子 图 记 作 万 ， 因 为 C В, РО H В 
是 图 C1， 由 性 质 2， 任意 еъ, Ва (и) > 
3. 因此 ， 必 有 oc V (G), E u 和 ww HE. A 
他 万 中 所 有 与 万 中 顶点 相 邻 的 顶点 集合 记 作 Уз. 
注意 对 任意 оС Уз, У, 中 有 且 仅 有 一 个 硕 点 u 和 
Жр. EMi о У, 中 质点 и, 和 wz AR (图 10. 
193, С, 上 由 и, 
到 и, 的 路 长 和 出 u мэ 
到 H: BJ ТЕ ЕЛЫ —- 
TSE] TEB С 
жатк ]+2 
НОВ C h g5, AFE 
ECHES S С, Æ 10. 19 
ЖЕН ВАН A. EH, | v, | ы | ү) ñ 于 是 n= | 
VG =| Vo + 1 | =2g 210. 
a-r, BEHEM, A 
2 (nm +4) =2e (G) =а+а + + ds; 
ns (G) Sån. 

所 以 nazg. HE z2>10 TE. 

注 用 度 分 析 法 既 可 从 最 大 弃 人 手 ， 也 可 从 最 小 


С, 


а 


ЖАТ. 10. 4. 16 即 是 从 最 小 度 入 手 的 . 

10. 4. 17 {Fubini ЖЖ) iR X Em Puf. Y 
Жил, R R X | Y BJ TEK. 对 任意 z€ 
X, ER (r, -) = | (>, у) ERIyE Y}; IHE 
ЖуЄҮ, ER (:, у) = |z, у) € RIz€ Xi. 
证 明 : 

BIR (z, *) l= ŁR C, x) |. 

证 z X = 124, TI, 77, Жа!» Ү= {| у, Yr» 
e, m 将 和 和 的 元 素 看 成 项 点、 对 件 意 rE 
X, УЄ Y, HRH (x, y) € R BF z Hyt 
邻 ， 得 到 … 个 ma 二 部 图 ВЕ G, (C; BDA R ñ 
关系 图. X, ҮСЕ CG 的 项 点 集合 的 二 部 分 
М. 对 于 任意 EX, R (r, -) 是 图 GG 中 所 有 与 
顶点 z 相 邻 的 顶点 集合 ， 即 顶点 x 的 邻 域 ， 因 此 
ІК (=, +) [REHE x HE, EME CG 中 与 顶点 
г ЖЮЛ. 同 理 ,对 于 vE У, КЕ. у) | 是 顶点 
y 的 度 ， 也 即 图 C 中 与 项 点 y 关联 的 边 数 . 现在 计 
算 R 的 关系 图 GG HHS e (G), ВС R 的 基数 | 
R|. 一 方面 ， 由 于 |R (х, +) | 是 顶点 УНУН, Вр 
与 顶点 > 关联 的 边 数 . m X, Y 是 图 避 的 顶点 集合 
的 二 部 分 划 ， 因 此 ， 当 x ЕХ 的 顶点 时 ， 即 得 
ДЕ (ж, 5) | =e (G). HA, Н 
IR C, y) | 是 项 点 y 的 度 ， 即 与 项 点 y 关联 的 边 
йй, 所 以 当 y 遍 内 YY 的 顶点 时 即 得 
JIR C, y) |=¿ (G). 于 是 

名 | 上 (xz, -) i= Z IR (+, y) í. 

Ж Fubini 原理 10. 4. 17 是 组 全 计数 的 一 个 基 
本 原理 ， 它 是 测度 论 中 关于 积分 挽 序 的 Fubini 定理 
的 离散 形式 . 它 的 图 论 形式 是 , 15 X, Y E. m x n 
С 的 顶点 集合 的 二 部 分 划 ， 对 于 ЄХ, yE 
Y, d (z) 和 4 (у) 分 别 有 是 项 点 My 的 度 ， 而 
е (GR С МӘЛ, Ж 

2м (r) =e (С) = Xd (y). 

如 时 将 mxn 二 部 图 0 看 成 是 于 到 了 的 关系 中 的 
关系 图 ， 则 有 

ZIR (z, +) ЗЫР: (+. у) |. 
由 此 可 知 ， 所 谓 Fubin 原理 是 指 ， 用 两 种 途径 来 计 
算 关 系 R 的 基数 | 尽 |， 一 是 先 对 X 中 每 个 元 素 x， 
求 出 了 中 所 有 与 元 素 z 具有 关系 RR 的 元 素 的 个 数 
IR (х, 9 |， 然后 再 求 出 所 有 | 民 (x, 9 | 之 和 ; 
另 一 是 对 Y 中 每 个 元 素 y， 求 出 多 中 所 有 与 元 素 ，” 
具有 关系 只 的 元 素 z ТЖК C, у) |, Bikin 
FEIR C, y) | 之 和 ， 所 以 Fubini 原理 也 称 为 算 
两 次 原理 ， 

10. 4. 18 有 5 个 入 在 玩 桥 禾 ,每 一 次 都 是 附 个 


的 ] 


ААРА A. ВАН 1 A 4—6, 
ШТА Э К. ТАВ ЫЛЕ? 试 排出 一 种 玩 
的 方案 . 

解 ШАЛА ету, Mo, M3, Ma, ms, МЫЙ 
组 成 的 一 大 对 子 【 即 一 元 子 集 ) HESTE X, 5 
Ш|Х|= (3 BASTARE e K, HERAS 
H1, 2,-е, k, RGI Y. 将 二 人 对 子 和 场 
次 视 为 顶点 ， 对 任意 zC X yE У, ЧАА 
对 了 工务 加 第 y 场 比赛 时 令 у 相 邻 ， 得 到 -个 
Жас, X, Y 是 图 6 的 二 部 分 划 . 现在 用 两 种 
方式 求 图 G 的 边 数 e {iG)， 一 方面 ， 对 于 任意 x 
和 ,由 是 意 ， 二 人 对 子 г ТЯН, HAE d (=) 
=2. 于 是 

e (G) — 24 (z) =2]Х|=2С%=20. 
男 一 方面 ， 省 于 任意 SEx, BH y 场 必 有 两 个 对 
TWM, U 4 бу) =2. 于 是 

20=е (G) = X (y) =21Ү|=28. 
所 以 上 = 10， 也 即 共 需 玩 10 38. WENS. ЕШ 
是 符合 题 求 的 一 种 安排 ， 


туз ma ms, mas ту, ту XÍ m3, ras: 
mi. ma Af ma, ma ту, m3 XÍ mi, msi 
mi, та Ж} ту, mas ту, та Ñ} mz, ms; 
mys ma XÍ ma, ma; mi, ms X mo, ma; 
Mi, ma Ñf ma, Mas т), ma XL mia, ma. 


Ж PHPF Kk ЕНЕ п Е Е: 每 玩 -- 
次 必 有 一 人 不 出 场 ， 而 每 商人 人 需 打 对 家 两 次 ， 因 此 
10 场 中 每 个 人 恰 有 两 场 不 出 场 ， 依 此 即 可 纵 出 上 面 
的 安排 ， 

10. 4. 19 ”直角 坐标 平面 上 的 直线 ¿ 如 果 与 .r 
轴 、y 轴 或 x WE v 轴 的 角 平 分 线 之 一 平行 ， 则 ! 
称 为 规范 直线 ， 己 知 直 角 坐 标 平 面 上 有 5 个 点 ， 其 
中 过 每 两 点 都 连 一 直线 . 问 这 些 直线 中 最 泌 有 几 条 
规范 直线 ? 

Ж 平面 上 给 定 的 6 个 点 的 集合 记 作 X. ph X 
任意 两 点 的 所 有 规范 直线 的 集 侣 记 作 YY， 设 1Y! = 
k. 将 天 中 的 点 zz 和 TY 中 的 规范 直线 ! 视 为 顶点 ， 
对 于 任意 СХ, усу, SARSA 工 在 规范 直线 
у ЕВ л 与 9, 1939] — 6х С. 
现在 用 两 种 方法 求 图 G 的 边 数 e (G). 一 方面 ， 对 
于 任意 +C X, 易 知 过 点 x Ж#Н 4 条 规范 直线 ， 
因此 顶点 r Ва (x) 4. TE 

е (G) = zd (z) =41Х[=4:6=24. 
另 - -方面 ,对 任意 y€ Y， 册 于 规范 直线 y 上 至 少 
过 区 中 两 个 点 ,因此 顶点 у 的 度 d (у) 222. 于 是 
24220 (G) = мэй (y) 22111=24. 
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由 此 即 得 212. 
下 面 证 明 , 点 的 上 界 12 是 不 能 达到 的 ， 否 旭 由 
242: d (r) =e (G) = Xd (у) 2224 

可 知 ， 对 于 任意 СХ, d (r) =4， 对 于 任意 УС 

Y, d (y) =2. BEZ, 过 X 中 的 每 个 点 < 恰 有 

条 规范 直线 ,而 Y PERMA y LEAX 

2 个 点 . 出 于 扎 是 有 限 点 集 ， 因 此 平面 上 必 有 一 个 

ЖЕРК D, BSD OF ITT г 轴 ， 另 两 过 平行 于 

уй. 使 得 区 域 D HRH RAX 中 的 点 .注意 ， 

KR D 必 有 一 个 顶点 & EXP, ФАК О 的 各 

边 都 是 规范 直线 ， 且 过 X 中 的 顶点 ， 因 此 各 边 都 有 

21-Х Фау, TAIX 228, FE. 而 过 点 a 的 规 

ТН МҮҢ А4 (а (а) =4)， 其 中 必 有 一 条 规范 

直线 IC Y, 1 ЕЮАХ В-да. 与 4 (0 =2 

矛盾 .所 以 ЕИ. 
下 的 上 界 11 是 可 以 夺 到 的 ， 见 图 10. 20. 

注 在 应 用 Fubini 原理 解 
题 时 ， 关 键 在 于 选择 适当 的 , 
ЖА ХҮ, ЖХ 中 
顶点 与 Y 中 顶点 的 相 邻 关 
系 , НКЕ G. 


全 于 用 两 种 方法 计算 二 部 图 А 
G 的 边 数 e (С), LEERE 
式 而 机 械 的 . Н 10. 20 
10. 4. 20 (Sperner 定理 ) Р(Х) En DE 


X 的 所 有 子 集 的 集合 ， 在 子 集 间 的 包含 关系 下 
СХЕ РЕЗЕ. ШЕЙ: 偏 序 集 2 (X) 中 友 链 
的 最 大 规模 为 С. 

证 PA = |X, Х›, ~, Х| ERTE 
CX) 中 的 一 个 反 链 .、B En 元 集 X Вун 个 元 素 的 
所 有 排列 之 上 集合. 对 于 任意 x EEA, 任意 bEB， 
当 且 习 当 排列 避 的 前 1X,1 个 元 素 构 成 的 集合 即 为 区 
BF. 令 x, 5р НФ, 得 到 一 个 二 部 图 G. G 的 顶 
点 集合 的 二 部 分 划 即 基 4 fü B. 现在 用 两 种 方式 来 
计算 图 CG ЕШ, (G). 一 方面 ， 对 任意 X C A, 
Hx 中 | | 个 元 素 的 一 个 排列 和 站 中 wn | X, | 元 素 
的 - -个 排列 并 在 一 起 ， 即 得 p 中 一 个 排列 5, WR 
在 图 G 中 顶点 XX, 和 顶点 4 H. 由 于 Xx ЯХ, ЖН 
| 六 | 和 一 1 X | 个 元 素 ， 因 此 如 此 的 顶点 58 有 
ХИХ (я-|Х,|)! 个 ， 所 以 顶点 X, 8 5 
d (X)=|X|! (#-|Х,)!. TE 

e (G) = За (X) = ХИ а XD. 
另 一 方面 ， 对 于 任意 pe B. WE A НХ, 5 X, #5 


4, KAX, MARRE, X. ЖХ, 分 别 是 
НЕЯ о 的 前 !X! 和 前 1X, | 个 元 素 构 成 的 集合 ， 如 果 


[Х,|=|х,), W X, = X. FE: ШАХ, |= | X|, 
ЛХ СХ, MEX CX, 5 A R (ХУ 
БТА. 这 说 明 ， 在 图 G 中 顶点 5 至 多 利和 A 中 
AA, МАВ, Ий p 的 度 4 (5) <р. РА 
УХ! (n XD! е (G) 
= 24 (6) <| B|. 
H B £ X t a КУЛГА НЕО E, ВТЕ | В| 
=al 因此 
2х, (А-Х а, 
即 
1 


г - 
5; 1—1, 


ri й. 
ІХ, 11 {н- |X,|)1 


tE El 
2 CIX ' =! ` 

一 项 系数 СЄЗ, C. з, Сту К О, CIX 

[2 1 


由 
= 


+ 
am 


从 而 得 到 


= ара 
mC, 


设 入 是 = 元 集 X 中 所 有 [7] 元 子 集 的 集合 . 
УНА 是 偏 序 集 2 (X) 的 一 个 反 链 , B |All = 
ЄСЇП, WE EA C2) 是 可 以 达到 的 . 

注 10. 4. 20 是 组 合集 合 论 的 一 个 基本 定 埋 ， 
是 Spermer1928 年 首先 证 明 的 ， 定理 证 明 的 关键 是 ， 
构造 以 偏 序 集 ?> (X) 的 反 链 A= IXe Х,, on, 
Xal Ял Gf X 中心 个 元 素 的 所 有 排列 集合 B 为 
二 部 分 划 的 二 部 图 GG， 杖 后 应 用 Fubini HEY E G 
А е (С) 进行 计数 ， 这 一 证 明 是 Lubell1966 年 
给 出 的 ， 极 为 出 色 . Lubell 发 表 其 证 明 的 文章 只 有 
-页 人 ， 被 著名 组 合 数学 家 Rota 收入 到 其 编 算 的 名 
Ж 《组 合 沦 中 经 典 论 交集 《Classic Papers in Coubina- 
torics, Quiun-Woodbine 出 版 社 1987 年 版 让， 足见 证 
{АЕ Ж. 

10. 4. 21 р. р, се, р, E n TEREE 
数 ，N 一 pipro pa EH: N 的 一 组 两 两 互 不 整除 
的 因数 的 城 大 规模 是 Ci. 

证 а= р, рр, М К, ISAS 
<. ып. ШЫ ХА = |1, 2, я}, А = 
і. АИ], МАТЕ G Dy 
与 nn КЕХА ТЕРС (x) 之 间 存 在 一 个 


ija Bo. СС, 


双 射 ， 易 知 N 的 一 组 两 两 互 不 整除 的 因数 对 应 于 > 
(X) 中 一 个 反 链 . 由 10. 4. 20 49 10. 4. 21. 

10. 4. 22 Улу, zx, ,Xs 是 nn 个 大 于 1 的 
实数 . 设 N= 11，2，-…，n|. 对 任意 给 定 的 АС 
N, ір 

TA = 2ш. 

由 于 N 共有 2" AFRA, MARA 2" AMM тд. 
设 I 是 一 个 单位 长 的 闭 区 间 . 证 明 ; ТЖ АЭ 


СЇЗ1 Ara. 
证 设 А\, Аз, “е, А, EN 的 子 集 ， 使 得 
TA ТА,» б, TA, Є І. 10 5 = lAn Аз, с, 


Anl. 如 果 对 4 ， AES, 有 AFA, ASA, Ш 
ЖА TAT 2; жь > 1. 与 ха, za Є ЖИЙ. 这 


е, АР (NN) 的 


一 个 反 链 . 由 Ѕрегпег ЖЭ 10. 4. 20, maci., 
Ж 1945 年 Erdës 首先 对 绝对 值 大 于 1 的 实数 
Xis za UU <, 证 用 10. 4, 22 成 立 ，1965 年 
Kleitman 和 1966 年 Katona 分 别 独立 地 证 明 1943 年 
Littlewood 和 Offord 提出 的 下 述 猜 想 成 立 ; 设 zj 
23, z 是 n 个 弧 对 值 大 于 1 的 复数 ，D 是 复 平 


HZ ЕРШЕ, Шр 中 至 多 全 有 CC 尝 ! 个 形 如 
Za = Фу, A= N ЖІ. 

10. 4. 23 WH: 如 果 正 则 二 分 树 工 的 悬挂 点 
个 数 为 :， 则 工 的 边 数 e (T) =2 (2-1), 

证 设 醋 有 x 个 项 点 .因为 工 是 正则 二 分 树 ， 
且 有 :个 悬挂 点 ， 所 以 T HEE TEME, n 
-t-11 PIRWA, t ALERA., E TRAA 
e {Т)=п-1. НЕЛЕЕ 

2+3 (и-1-1) +{=2 (n—1). 
因此 , += 去 《n+1). АШ 
2 (0-1) =л-1=е (Т). 

10. 4. 24 ЕВ: 如 果 正 则 т 分 树 工 有 : ТЖ 
HA, : CRRA, M) (т—1)1=/-1. 

证 AA TEN m 分 树 ， 且 有 + 个 悬挂 点 ，:; 
个 分 枝 点 ， 所 以 了 中 顶点 个 数 为 i + +:， 其 边 数 
е (Т)=:++-1. 个 分 枝 点 中 有 一 个 是 要， 其 度 
Ят, $ F i 一 1 个 分 枝 点 的 度 均 为 m+1, Wet 
BHARI 1. РЕН ИНЕШ ИН 

m+ (1—1) (m +1) +£=2 (;¿+¿z-I). 
由 此 即 得 {zm 一 1) i=l. 


$10. 5 图 论 方法 


图 论 的 主要 研究 对 象 是 图 ， 而 图 则 是 描述 有 限 
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集合 中 元 素 之 则 的 关系 的 一 种 数学 模型 ， 经 过 长 期 
的 研究 ， 图 论 已 经 发 展 成 熬 学 中 相对 独立 的 一 门 学 
В. 形成 了 自己 的 理论 和 处 理 问题 的 方法 和 技 石 . 
由 于 它 的 研究 对 象 是 离散 的 银 合 铺 构 ， 因 而 多 论 是 
离散 数学 的 主要 组 成 部 分 ， 在 离散 数学 中 除 图 论 外 
的 其 他 内 容 也 经 常会 这 到 有 关 有 限 集 合 中 克 素 之 问 
的 种 种 关系 ， 所 以 图 论 也 是 处 再 离散 数学 中 有 关 问 
题 的 一 种 重要 方法 和 技巧 . 

10. 5.1 ÉE X = 1, Zx ` „| SE n Pú 
Ж, Xx X= í (z r) |z, z Ë X] E XR 
ERR, H RC Xx X ЕХ 上 的 一 个 二 元 美 系 . 和 将 
X 中 元 素 看 成 顶点 ， 当 月 仅 当 了 一， ER 时 连 一 条 
由 顶点 x, 指向 硕 点 的 有 向 边 ， 得 到 有 向 图 记 作 
De DRAR 的 关系 图 ， 其 顶点 集合 V (Di) = 
X, HRA E (De) =R. WH: 

(D R E B 5 WJ Я Е: Dre ANEAN 
AAH (оор); 

(2) R 是 对 称 的 充 要 条 件 是 : De B BB. B 
x 中 每 条 边 都 是 双向 边 ; 

G) R 是 传递 的 充 要 条 件 是 ;Da 是 传递 的 ， 即 
对 任意 г, y. «ЄХ, о ry, уе МЕ 
一 z， 其 中 x 一 y 表示 Dx 中 一 条 由 xz 指向 y 的 有 出 
31; 

t4) R EP B 50 65 2 ДД: Dx ЖД 
(loop); 

(5) ЛНАУ RE: Dr 中 除 环 外 ， 
Дн Ар рн; 

(6) ЕЖА ЯЕ: Dr 是 每 个 顶点 都 
有 环 的 无 向 图 ; 

(7) КАЙАША. р. 是 各 顶点 
都 带 环 的 车 十 个 不 交 的 无 向 完全 子 图 的 并 ; 

(8) R 是 坑 序 关系 的 充 要 条 件 是 ， D, 是 每 个 项 
点 都 有 环 而 其 他 边 过 为 单 癌 边 的 传递 有 向 图 ; 

(9) R 是 爹 序 关 系 的 充 要 笨 件 是 ，Dr 是 各 顶点 
АЕН ИЕ ТЕ ЭЖЕШ; 

(10) R 是 严格 序 关系 的 充 要 条 件 是 : Dr 是 无 
环 的 传递 定向 图 . 

证 C) A REBEB, ШУМЕ z€ X, (а, 
х) СВ. ВЖ Da НЕЖИН Ее Хх, r ЕИ 
(х, х). MEER. 

(2) 内 R EXPR, WAGE r, vE X, ЖЖ 
(z, у) € R, MK (y, r) € R. WEZ Dr 
中 当 x 一 yy 时 必 有 wx， 所 以 Пр PARAIRE 
身边 . 从 而 Ds ERARA. 反之 车 Da 是 无 向 图 ， 则 
对 任意 r, € X, BÄ r— y 和 y-*x 同时 成 立 ， 
BI (т, y), (y, =) BRT R. K R 是 对 称 的 . 
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(3) E R Ж ЇЙЇ, ДНЕВ r. y, z€ X, 
当 (т, у). (у, z) € R HPP 8 (z. z) € R. 
ВТЕ Dn P Krey, уе ШН z— z. AE Ds 
是 传递 有 向 图 ， 上 友之 倒 推 即 可 . 

(4) 因为 R EB HEB WHEE z€ x, 
(z, z)& R. HJH. Pa 中 无 环 . RZE DR AI. 
则 PK ES АБ. 

(5) 设 R 是 反对 称 的 ， 则 对 任意 r, y€ X, j 
(z, y), (y, z) 拓展 时 必 有 >+=y ВЖ Dr 
ЧЕЙ ЕН ху, y>r, хуу, WA R 是 反对 称 
В, BES т-у, JA. 所 以 Ds 除 环 外 ， 其 他 的 
边 都 是 单 向 这 .反之 是 显然 的 . 

(6) k R AHWR, I R 是 自 反 日 对 称 的 . 由 
(1) #l (2), Da 是 各 顶点 都 带 环 的 无 向 图 . 反之 是 
显然 的 . 

(CT 设 民 是 等 价 关系 ， 则 R RARER. 
由 于 R ERR., ЖТ) D, 是 各 项 点 都 带 环 的 无 向 
图 . 设 Dr 具有 上 个 连通 分 支 ， 其 中 连通 分 支局 至 
少 有 三 个 项 点 . 设 z, y C 中 不 相 邻 顶点， 则 因 
C 连通 ， 故 有 由 х 到 y ЕЙ лнн nay. A R Ei 
递 的， ñW rt up ыз, сс. ú y BS. TA. 因 
此 已 是 完全 图 . 反之 着 Ок 是 若干 个 完全 子 图 之 并 ， 
则 易 证 К 是 等 价 关系 ， 

(8) 设 R RREFERA, 则 民 是 自 及 的 .反对 称 
和 传递 的 ， 由 {1)，{5》 和 {3) ВП Рр 是 各 项 点 
部 带 环 而 其 他 各 按 都 是 单 向 边 的 传递 图 ， 反 之 是 显 
然 的 . 

(D R 是 全 序 关系 ， 则 R ЫН ЯЯ. 市 二 
六 中 任意 两 个 元 素 x My 都 是 可 比较 的 .因此 Ок 
中 各 顶点 都 带 环 ， MEX Dn 中 任 二 顶点 zx，y， 要 
Ё х—*у, ЖД y— ， 二 者 具 居 其 一 ， 即 若 不 考虑 
F, D. 是 顶点 集合 为 X PJ a 阶 完全 图 KK, 的 一 个 定 
JE], PE: HARS. mR 是 传递 的 . 所 以 除 环 
外 ， Ок Ж п Brisas ЖЕН. 这 就 证 明 ， Рр R$ T 
点 都 带 环 的 传递 竞赛 图 ， 反 之 例 推 即 可 、 

(10) Ë R 是 严格 序 关系 , M RR ES BR. FE 
对 称 和 传递 的 , 因此 由 (4), (5) 和 (3) TA, Dr 
足 无 环 ， 无 对 称 边 的 传递 图 ， 无 双向 边 的 图 称 为 定 
向 图 ， 所 以 PR 是 无 环 的 传递 定向 图 . 反之 倒 推 即 
Я. 

Ж 10. 5. 1 给 出 了 各 种 类 型 的 关系 的 图 刻 划 . 
由 于 图 屁 闫 系 的 一 种 数学 模型 ， 所 以 特定 类 型 的 关 
系 的 图 一 定 有 特殊 性 质 ，10. 5. 1 即 是 将 关系 的 性 
质 与 关系 降 的 性 质 对 应 起 来 的 基 木鱼 论 . 因而 可 以 
从 关系 图 的 性 质 来 判定 关系 的 性 质 . 

10. 5.2 设 X= 11, 2, 3, 61. 上 表示 关系 


“小 于 或 等 于 "，D ERRA EI ТАЖ L 和 
D 各 二 那 -… 种 关系 . 

Ж 5 3 L 36 D BJ é É D. 和 Do 分别 如 图 
10. 21 所 示 . 


图 [I0. 21 


EA Dr 中 各 顶点 部 有 环 ， 其 季 各 过 都 基 单 启 
边 ， 而 且 任 意 帅 顶点 都 有 过 ,因此 D, ВУКА 4 
Из К, HEME, H D, 是 各 顶点 带 环 的 4 B; 
竞赛 图 .注意 D, HEE- MERRE- TAER 
Шы, Ш J A E RSA, MA D 是 传递 
的 . 这 说 明 ， 是 各 顶点 带 环 的 传递 竞赛 图 ， 因 此 
L X 上 全 序 闫 系 . 

其 次 Dn 中 各 顶点 都 带 环 ， 玲 关系 D E B F. 
的 .又 Dn "АЕРА Е ВА р), WHER D 是 反 
Е. х Ds 中 长 为 2 的 有 向 路 恰 有 两 条 ; 1 一 2 
一 6，1 一 3-*6， 它们 构成 两 个 3 阶 传递 图 1 一 2，2 

:06,， 1 一 6 W 1—3, 3—6, 1-6. ЖЖЖ D 是 传 
Жа. ААН Р ЖЇР ХА. 

10. 5. 3 试 确定 下 述 有 限 集 X 上 二 元 关系 只 的 
KERHD. ЖЕЖ R ЖЕҢИ УЖ. 

(1) X= i0, 1, 2, 3, 41, 
R i= | (г, у) 1054, уЗ; 
(2) X= ja №1 == 10}, 
R= i (т, у) 12= 25, у<7, 月 x 整除 
yl; 
(3) X= |0, 1, 2, 3, 41, 
Ез= , (z, y) 10=ғ-у<31; 
(4) X= (2, 3, 4, 5, б), 
R.= | (х, у) |z, у ЧЖА}. 

O (C) 易 知 R= !(0, 0), (0, 1), (0, 2), 
(0, 3), (1,0), (1, D. (1.2), (1, 3), (2, 
0), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 0), (3, 1), 
(3, 2), (3, 3), (4,0), (4, 1), (4, 2), (4, 
3)1. ЖЖ Ор WMA 10. 22 (1). А Pu TA, R 
不 具有 10. 5. 1 НЯ. 

(2) ЯЕ. = | (2, 2), (2, 4). (2, 6), 
(3, 3), (3, 6), (á, 4), (5, 5), (6, 6), G, 
7), СЕХА D. WA 10. 22 (2). А Da. h] 


#, R; 是 反对 称 的 . 

(3) BA R= | (0, 0), (1, 0), (1, 1). 
(2, 0), (2, 1), (2,2), (3, 1), (3, 2), G, 
3, (4,2), (4, 3), (4, 4)|. Dr 10. 22 
(3) 所 示 . De, 中 各 顶点 都 带 环 ， 其 他 各 边 都 是 单 
向 边 ， 所 以 R 是 自 反 和 反对 称 的 . 

(4) BA Р, (2, 3), (2, 5), (3, 2), 
(3, 4), (3. 5), (4, 3), (4, 5), (5, 2), (5, 
3), (5, 6), (6, 5)}, Da ШЕ 10. 22 (4). AA 
Юк RAME, WE R, 是 对 称 的 . 


106 
9р 
Po Du: 
ва 
2 
š 
R 
(1) 
Юу, а Ds, 
2 5 4 
3 
3) (á) 
Н 10. 22 
10. 5.4 Ж X= 11, 2, 3, 4|, R= | (1, 


2), (4, 3), (2, 2), (2, 1), (3, D 是 和 上 二 
TRR. N REEE. ЖХ ЕЛЖ R,Ə 
R, ЖК 是 传递 的 ， 如 此 的 R 是 否 唯 一 ?为 什 
Z? 

Ж ЖЕРИК D: ШИ 10. 23. 设 RR 
是 传递 的 ， 则 De АР рь. 由 于 De 中 会 长 为 2 
的 有 向 路 4 一 3 一 1， 故 Di М 4—1. X DR 68 
为 2 的 有 向 路 3 一 1 一 2， 故 Da 应 会 3 一 2， 在 Ds. 中 
添加 边 4 一 ! 和 3 一 2， 则 得 到 Pr 是 传递 的 〈 图 
10. 24). 因此 

4 1 4 1 


图 10. 23 
В 10. 24 
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R i= RU i (4, 1), (3, 2) 
是 传递 的 ， 易 知 在 Dr ЛЕНИ ВК, 得 
到 的 图 De, 仍 是 传递 的 ， 国 此 如 此 的 FO 不 是 唯一 
的 . 

10. 5. 5 É X= а, b, сі 上 二 元 美 系 民 = 
l (a, a), (a, b), (b, c), (ce, Б), ЖЕЙН 
RAE., IPARA RAE. 

E 只 的 关系 图 Pa И 10. 25. 

为 求 R 的 自 反 闭 包 + (R), BRAE а 

De 中 令 不 带 环 的 顶点 都 带 环 ， 得 到 

的 即 是 D u. BDE r (R) = RU Š b 

] (b, Фу), (c, с). А9364 R 

的 对 称 内 也 s (К), ЯЖ Pu 中 的 

单 向 过 变 成 政 向 边 即 可 得 s (R) 的 关系 图 Der- 
因此 5 (R) =RU | (b, a)l. 在 Dr 中 只 有 一 条 
长 为 2 的 有 向 路 a 一 上 5."c， 为 求 得 R 的 传递 队 包 : 
(К), RRE Di 中 添加 一 条 边 a 一 < И ук). Е 
此 + (R}= RU t (a, l. 

10. 5. 6 X= |1, 2, 3, 4, 5| 上 的 等 价 关 
系 只 ， 使 之 能 产生 的 分 划 X = (1, 21, X, 一 
131, X s= ià, 5]. 

解 ХЕЕЕ Tn uE, R EX 上 一 个 等 价 
ЖА, D. ЖЕНКИ. Wh 10. 5. 1 (7), Dg 
是 若干 个 顶点 均 带 环 (lop) 的 完全 子 图 之 并 ， 易 
知 Ds 的 各 完全 子 图 的 顶点 集合 即 是 项 点 集合 Dr 的 
一 个 分 划 ， 因 此 ,， 若 展 是 题 设 X 上 的 等 价 美 系 ， 则 
Ор 如 图 10. 26 所 示 . 所 以 R 
= (1,1), (1,2), (2, 1), 1 () 4 
(2, 2), (3, 3), (4, 4), (4, 2 3 
5), (5, 4), (5, 5)1. 5 

Ж RX Es GE, REX 
Пете, ЖАР De 
是 各 顶点 都 带 坏 的 若干 个 相交 
的 完全 子 图 之 并 ， 而 PR 的 各 完全 子 图 的 顶点 集合 
即 是 DR 的 项 点 集合 于 的 一 个 分 划 .， 易 见 X КЕ 
HRR 的 集合 与 关系 图 Ph 所 确定 的 X 的 分 划 之 间 
FEUM. НЕХ 上 等 价 关 系 的 个 数 等 于 X 的 分 划 
个 数 . 

10. 5. 7 E X= |0, 1, 2, 31. REXER 
有 包含 序 偶 (0, 3) 和 (2, D HEFER. 

解 GR EX РЫХ (0, 3) 和 CG, DET 
全 序 关 系 . 由 10. 5. 1 (9)，R 的 关系 图 Dk 起 各 
厌 点 都 带 环 的 传递 竟 赛 图 考虑 4 阶 传递 竞赛 图 Т, 
的 结构 ， 设 T, 的 项 点 是 wi, нз, ua, ыл. 所 谓 
T 是 竞赛 图 ， 是 指 它 是 对 项 点 u), мо, чу, ua 的 
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图 10. 25 


10. 26 


完全 图 K, 的 每 .~ 条 边 者 指定 -个 方向 得 到 的 定向 
B. BITA шу, мз, из, ua 在 T, 中 的 出 度 分 别 是 
di, dy, dy, da (它们 也 分 别称 汐 tts ní, us, 
и 的 得 分 (score)), ЖЕ б s ay = at а 
©з. АГК, fl Ci=6 条 边 ， 因 此 
di %4з 105 +944 =6. 

Е di, di, 45. di HAE, KREM 
PR (di, di, di, di), df =< da, Edi =< 
di. ЭНЕН 

S= (0, 1, 2, 3), S;j= (1, 1, 1, 3), 

S,= (0, 2, 2, 2), S,= (1, 1, 2, 2). 
和 它们 相应 的 4 阶 竞赛 图 分 别 如 图 10，27 所 示 (图 
中 顶点 沉 边 的 数 宇 是 该 硕 点 的 得 分 ): 


"оз топ 
T; Ы Ti i 


u 
ті". РЫС 


2 ü 1 1 
(0,2,2,2) (1,1,2,2) 
图 10. 27 


ЯШЕ, Жр ТЇ? 是 传递 的 . 现在 将 序 偶 (0，3) 
和 (2, 1) (805 0—3 12-1, ЖАЯ Ту 中 ,得 
到 顶点 编号 的 传递 竞赛 图 T), SHE] 10. 28 所 示 
(其 中 相应 于 各 项 点 带 环 的 4 除 传 递 竞赛 图 Ti 的 
Hase 图 位 于 Ti!) 的 右边 )， 于 是 所 求 的 全 序 关 系 是 


R =10, 0), (0, 2), (0, 3), (0, D, (2, 2), 
(2, 3), (2, 1), (3, 3), (3, 1), (1,1), 
В. =1(2, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 3), (0, O), 
(0, 1). (0, 3), 1, 1), (1, 3), (3, 3), 
Ву = (0, 0), (0, 3), (0, 2), (0, 1), (3, 3), 
(3, 2), (3, 1), (2, 2), (2, 1), (1, DH 
Ка = 102, 2), (2, 1), (2, 0), (2, 3), (1, 1), 


(1,0), (1, 3), (0, 0), (0, 3), (3, Di, 
Rs = {(0, 0}, (0, 2), (0, 1), (0, 3), (2, 2), 
(2, 1), (2, 3), (1, 1), (1, 3), (3, Dh 
R, = 102, 2), (2, ©), (2, 3), (2, 1), (0, 0), 


(O, 3), (O, 1), (3, 3), (3, 1), б, Dh 


2 
гъ = 
~ t 
w Ë в o r; x ы 
ooo 让 一作 一 一 站 一 全 
ta — шо up 一 (ы 


т 


2 
-7 
1 5 
2 1 
-区 
3 
z 0 1 
4 
> 
È 
图 


10. 28 


` БШ 
— = 
< ко 
с ыш — шш 


10. 5. 8 n с K, 的 每 一 条 边 郁 指 窒 . -个 
方向 ， 得 到 的 有 向 图 称 为 n 阶 竞赛 图 . W 7, 起 一 
“п RERA, WERF T, 中 的 任意 三 个 顶点 x， 
y, z, aroy, у: ШЕ >— z, M) T. 称 为 传 
递 的 , r ET И, ЕНН аг (х) z 
КИФ. q T, В ТВА vi э, сс, т, 
ТИПН ЕНЕ КОЕ з. s t’ m’ ynn 
sa M| S= (зу, ж), "U, s) 称 为 了 的 得 分 向 量 . 
WH: 当 6223 8], Т, EREDAR RI E: S= 
(0, ], 23, = mn -1). 

证 由 于 竞赛 图 T, 是 完全 图 长 ,的 一 个 定向 图 ， 
所 以 每 个 得 分 5, БИЙЛЕ О.п - 1. 

必要 性 . 设 T, ЖЕЙН. ШЕ T. PRA н, 
的 得 分 dd (a) =d fo)， 则 和 uv 的 外 邹 域 
М! (н) Ям" (0) 所 会 顶点 个 数 相 同 ， 由 十 Т, 
EARE, WEA ио ози. Ж u— u 
{图 10. 29) 出 于 и 5 
А (а) ivi | 
<|N' (v) |, 所 
以 存在 ww Є 
М (v), 使 得 w 
EN? (xk), Hw 
C€ N° (v), WÄ 
一 #， 与 T, ERRATA. 这 就 证 明 ， 了 , "Px 
个 原点 的 得 分 各 不 相 则 ， 于 是 T, 

的 得 分 向 量 是 S= (0. 1, 2 


a 2 
充分 性 ， 对 НАЯВЕ, Ц n A, 


n-li}. 
=3 时 , 设 T, ARE S — 
(0,1,2}. 55 3] T 如 图 10.30 所 示 . 


N? (a) М Cv) 


10. 29 


РА 10. 30 


因此 T, 是 传递 的 . ЖАПЕ п - 1 У. ЖИТ, 
的 得 分 向 量 为 S= (0, 1, 2,07, n-1). 8 u, Æ 
Т, 中 的 得 分 d+ (vw)=n 一 1. 易 知 删 点 子 图 T,- 
=T,- =, 的 得 分 向 量 是 (0, 1, 2, …. n = 2). 
由 归纳 假设 T-_ | 是 传递 的 ， 如 果 T, 不 是 传递 的 ， 
则 存在 3 顶点 х, у, z, 使得 x 一 y, y =, z— 
х. AT ERR, Wr, y, = 中 必 有 一 个 顶点 
不 在 工 , th. ЖЫ r=, ШЕ er, B o, BJ 
Ër d (о) &п-2. уа (о) =xn-12358. 
从 而 T, 是 传递 的 . 

Ж 由 10. 5. 8 可 知 ， 当 223 时， 传递 竞赛 图 
T, 的 得 分 向 量 一 定 是 S$S= (0, 1, 2, …, m-1). 
而 得 分 向 量 为 (0, 1, 2, --, п 1) 的 a RAH 
HERAN TEE AI, AmE 10. 31 we 
所 示 , 其 中 的 边 都 是 由 位 于 上 方 的 项 点 指 。 ,。 

向 下 方 的 项 点 的 . 因此， 对 于 竞赛 图 T, 

的 顶点 集合 X= [z zx, …， л! P 9 
顶点 的 一 种 编号 ， 即 得 一 个 传递 竞赛 图 . 

所 以 以 X 为 顶点 集合 的 编号 传递 竞赛 图 1то 
ЖЕ»! 个 . 对 于 基 上 编号 传递 竞赛 图 we 
了,;， 让 它 的 各 顶点 都 带 环 ， 得 到 的 是 X 

上 各 顶点 都 带 环 的 传递 竞赛 图 Da， 由 此 1 31 
即 得 关上 一 个 金 序 关 系 【 见 10. 5. 1 (9))、 因 此 
n EX EFF SM =! j+. 10. 5. ВИДЕ = 
=4 的 情形 . 

10. 5.9 3 X= |1，2，3，4| 上 二 元 关系 

Ri, Ra, Ry 和 Rs 分别 为 

Ri = 1(1, D, (2,.2), (3, 3), {4, 4), 
(1, 2), (1, 3), (4, 1). (4, 3), (4, DH 

R= i (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), 
(1. 3), (1. 4), (2. 3), (2, 4). 

R;= } (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), 
(3, 1), (3, 4), (3, 2), (1, 2), (4, 2), (4, 
іу, 

а= | (L, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), 
(3, 1), (4, 3), (4, 1), (4. 2). 
Ята. ШЕКЕ. FERS 
关系 ， 试 画 出 它们 的 Hasse 图 . 

E BAR, Rao Ryo R 的 关系 图 Рв, Dr,» 
Dko Ов, 分 别 如 图 10. 32 所 示 . 
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10. 32 


出 于 рь RAJU АИРИ, ИЗОПРЕН, 
所 以 由 10. 5, 1 (1) Ж (5), R 是 自 反 、 反 对 称 
的 . KASU, De 是 传递 的 ， 所 以 R 是 传递 
的 . 因此 R. ERF., ;=1, 2, 3, 4. М Da, 
中 除 环 外 是 - .个 4 阶 竞赛 图 ， 故 由 10. 5. 1 (9), 
R, 是 全 序 关 系 . 

考虑 Da, BJ Haseli. EH De 中 所 有 环 ， 得 到 
的 是 一 个 4 阶 传递 竞赛 图 T4， 其 中 顶点 3, 4, 1, 2 
的 得 分 分 别 是 3，2，1, 0. T, 中 从 顶点 3 到 顶点 2 
有 ~- 准 长 为 3 的 路 3 一 4 一 1-*2， 因此 在 关系 R. 中 
含有 链 35412. МЯА R, 的 Hasse 图 (图 
10. 33). HÓ Da . EH Da 中 各 顶点 所 带 的 环 ， 
得 到 -个 4 阶 定向 图 ， 其 顶点 4，!1，2，3 BHEIR 
次 是 3. 2. 0, 0， 它 售 有 长 为 2 的 路 4 一 1 一 2，4 一 
1-3. Pi R, 中 含有 链 4=<1=<2, 4<1=3, ЩҢ 
即 得 R, 的 Hasse (10. 33). 

AAAA Y В. Б, 的 Hse 图 {图 
10. 33). 


1 
1 
Ку 4 Кү: 3 2 
4 


Ei. 33 
注 ER En GE X 的 偏 序 关系 ， 刚 (X, F) 
HA- -AFE IAFFE (X, R), Ж ЫМ B 的 
关系 图 Da 得 到 偏 序 集 (X, B) 的 Наке. H FE 
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法 是 将 关系 图 D. 的 顶点 集合 X 的 顶点 用 平面 上 的 
ARR, HTAR z, yEX, Ч х у, H 
Dr 中 由 顶点 y 指向 顶点 zx 的 所 有 有 了 向 路 的 最 大 路 长 
为 1 时 , 点 了 位 于 y 的 上 方 ， 并 用 一 条 直线 段 从 r 
向 下 连 到 %y， 得 到 的 就 是 偏 序 集 (X, R) 的 Hase 
B. RAH Hase 图 可 以 确定 一 个 偏 序 人 案 (X, 
К). 应当 指出 的 是 ， 有 的 图 狐 似 Hasc 图 ， 其 实 并 
非 Hasse 图 . 

10. 5. 10 图 10,34 所 示 的 图 是 否 是 Hasse 图 ， 
为 什么 ? 

解 ” 设 图 10.34 是 一 个 Hasse y 
В, B| rH Hase 图 的 构造 可 知 ， 

其 中 y Air, W + ло. Aar z 

-方面 ， 图 10. 34 PERH у 
ИК w HERE, WME yE їй 
жш, TA. 因此 图 10.34 不 是 
Hasse Ё. 

10. 5. 1 E X= H, 2, 3, 41, P(X) E X 
的 所 有 子 集 的 集合 ，R 是 (Хх) 的 子 集 间 的 包含 
х. ШНА (F(X), R) 的 Наке M. 

@ 显然 3 (CX) = |0, |1], |2}, 13], lh 
11,2Ь,11,3},11,4},12,3Ь,12,4},1!3,4},11,2,3), 
{1,2,4},11,3,4[,12,3,4 hil, 2, 3, 411. 5 31 
WTE (20(X), X) 的 Hase 图 如 图 10. 35 所 未 ， 

1234 


图 0. 34 


8 10. 35 


10. 5. 12 Хп, z 和 wo 是 外 的 两 个 
分 划 . 如 果 z 的 每 个 子 集 都 是 ME TENTE, 
则 称 x 是 p К, ЗЕ лро. X 的 所 存 分 
МЕЖ АЗЕ а (X). 易 知 (3 (X), <) ERF 
Ж. 4 X= ji, 2, 3, 41 НЕНЩ (4 (X). 
=<) BJ Hasse 图 . 

解 W x= 11,2,3, 4}, B| X, = И, Х,= 
12, 4}, Х= {3} E X taR, 1022282411 
|3. 易 知 多 (X) = 11121314, 121314, 13}2|4, 
141213, 231114, 241113, 34|112, 12134, 13124. 
14123, 12314, 12413, 134|2, 23411, 12341. 图 
10. 36 REZ ( X)B89 Hasse 图 . 


10. 5. 13 没 卫 ,是 所 有 整除 正 整数 ”的 正 整数 
S, RED 中 整数 问 的 整除 关系 . ЯА (D 
R) жі. ЕХРО x D, БН ажа T 
如 下 ; 对 任意 (a, b). (с, 4) € D, x Do, MH 
ale HAla В Cle, b), (c. dO ЄТ. BA (D, 
хг, T) 也 是 格 . EA: 8 (03, R) 与 【Pi 
x Da. TO FJ. 


10.37 
证 BA D= 11, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 
361. #& (Ds. R) 的 Hasse 图 如 图 10，37 (1) 所 
т. 而 Pi = 11, 2, 41, Ds= |1, 3, 91. 所 以 
DxDo= | (1, 1), (1, 3), (1, 9), (2, 1), 
@, 3), (2, 9), (4, 1), (4, 3), (4, 9 1. № 
(DaX Ру, Т) BJ Hase 图 如 图 10. 37 (2) ВЖ. 
Ше CD R) Ж (D, x Dy, Т) 的 Hasse Ё, 
u[ ARE (DaX Do T) A (D. R) 的 映 
Яо: XE (а, b) € D, Do, % (а, b) 
=аһ. УЙ, о ХУА. М Hase 图 10. 37 (2) 可 
ЖЯ, Р (D. x Ds, T) 的 任意 两 个 元 素 la, 
b), (с, d), 有 
(a, b) V (c, d) 
= (СМ (а, c), LEM (b, 4)), 
(а, b) A (c, d) 
= (GCD (a, с), GCD (b, 4)). 
因此 
Фф (ба, Б) V (c, d)) 
=LCM (a, c) LUM (b, d) 
=LCM (аб, cd) = ab ed 
= Фф (а, b) V g (c, d), 


Hh хуу (Ds, R) 中 元 素 zr у 的 最 小 
КЖ. ПП 

е б (a, бф) A їс, 4)) 

= ОСІ) (и, с) GCD C, d) 

=GCD (аф, с) 

= ab À * zd 

=ø (a, b) A" (с, d), 
Edi +A y Ef (Da, R) PAX z Жу 的 最 大 
ER. REH, p 是 保持 铬 (DD; x Do, T) 的 并 运 
算 和 交 运 算 的 .因此 p 是 代数 系统 (Dx Do, T, 
ү, A) ЖЕЕ (Da, R, V", A") В 
HERI. МТ (D, x D., T) 和 (De, R) 是 同 
构 的 . 

+ WEHE (X, F) Ж (Y. T) 问 构 的 关键 
是 建立 集合 X 到 集合 Y 上 的 保 桂 序 关系 、 并 运算 和 
更 运算 的 双 射 g， 利 用 格 (X. R) ЖИЙ (Y. T) 
的 Hasse 图 即 可 容易 找到 恪 问 构 映 射 p. 

10. 5. 14 R (Ху, = у) A САХ», <.) ER 
序 集 ，X x X, 是 X, 和 X, НЕКАЯ. 对 任意 
(ту. 22), (у, №) € XIX X,, НЇН z, 
"рур, XI 时 令 (z, z) & бур, уз), 则 
(X x X,, <) ERER, A (Ху, |) 各 
х, <) 的 直 积 ， 当 X = X. = X, Ң=<у= => 
时 . (X: x Xa, <) 简 记 为 {х?, =). T x= 
10. 1}. ЖЖЖ ШИЖ УТИ Л РА ТИ 
R., “с”. ШО (Хх? <) ЖП (XY, =<) 的 
Hasse В. 

EO ЖЯ ЛЖ (X, <) 的 Hasse 图 是 图 
10. 38 (1). Æ 10. 38 (2) 和 图 10. 38 (3) 分 别 
是 (X°, <) ЯП (X', <) 的 Hasse Е. 


C. 1.1) 


1 (1-17 


10. 5. 15 #ХЁТЖЕ# ИЖ, Ж x 中 二 
ЛАУ. ЧИЕ X. (X, <) ERT 
(10 X= il, 2, 3, 4, 6, 12|; 
(2) X= (1, 2, 3, 4, 6, B, 12, 14}; 
(3) X= 11, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
11, 12}. 
# (1) FE (X, =) 的 Hase Р in 
10. 39 (1) 所 示 . 从 其 Has 图 容易 验证 ， 对 任意 
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z, УЄХ, z 和 y ҖЕН ЖЛ LN MI K КЖ. В 
(X, <) EM. 


12 


{1} сау 


Ё 10. 39 


2) BP СХ, =) 的 Hase 图 如 图 10. 39 
(2) 所 未 . 易 见 其 中 8 和 14 没有 最 小 卜 界 . 因此 
(X, <) ЖА. 

(3) ЮРЕ (А, <) 的 Hase ПИ 10. 39 
(3) 所 示 ， 其 中 9 和 10 XE X EMS, 因此 (x, 
<) PE. 

Ж АЛ (X, <) 的 Hase AFS É Y Hh 
HERTE (X, <) 所 具有 的 特殊 性 质 . Hasse 图 
在 研究 偏 序 集中 的 作用 和 平面 几 柯 中 几何 图 形 在 沦 
证 几何 辣 题 所 起 的 作用 是 相仿 的 . 

10. 5. 16 和 证明， 分 别 以 图 10. 40 (1) 和 (2) 
作为 Hase 图 的 格 (Хх, <, V, A) 都 不 是 分 柜 


格 . 
d a 
г 
4 б 
d 
Ы е 
ч) (2) 
图 10. 40 


Ж (1) 设 格 (X, <, V, A) B) Hase 图 是 
图 10. 40 (1), 则 eVYa=a. 因此 A (суа) = 
bAa=b. B-A, бАс=ьАай=е, 所 以 (bA 
c) V (Ad) = е. 因此 

bÁ (суа) Æ {ЬАс) V (ó Ad). 

IRH, (X, <, V, А) ЖЕЛП. 

(2) ЖЕ 10. 40 (2) RJ (X, <, V, A) 
的 Hase 1, Ш P A d = е. ЕТЫ су аЛа) =c V 
е=с. Ж-Н, сАВ=е, cA d= d. 因此 (сл 
b) V (cAd) =«Уа=а. РЕМ 

cV (Ad) =c#d= (cAP)Y V (ела). 
АШ (X, <, V, A) AE FB. 

10. 5. 17 证 明 : 格 (X. <) 为 分 配 格 的 充 要 
RIE: A (X, <) KETTA TEH TF 
10. 40 (1) 或 (2) 确定 的 格 . 
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证 ”必要 性 . 出 I0. 5. 16, 10. 40 (1) 或 
(2; 确定 的 格 都 不 是 分 配 格 . 而 任何 一 个 分 配 格 的 
于 格 一 定 是 分 配 格 ， 从 而 不 能 同 构 丁 图 10. 40 (1) 
或 (2) 确定 的 格 . 

充分 性 . Б (X. =<) АРИ 10. 40 
(1) 或 (2) 确定 的 格 的 子 格 . HOTE (X, <) Ж 
a 同 构 于 图 10. 40 (2) МРЊ, А (Хх. <) 
ERR. ЖЕЙ (X, ч) ШЕТШ. ARE 
证 明 非 分 配 的 模 格 (X, =<) 会 有 问 构 于 图 10. 40 
(1) 的 子 格 . 则 结论 即 成 立 . AT ЕЗЕРА Т 
(x, <) ЖН 10. 40 (1) 的 子 格 , 我 们 分 析 
Наче 图 10，40 (1) ЧЕ. BAEAN 5 个 不 同 
ЖЖ n, b, c, d, г, ЖЧ a Же 分 别 是 全 圭 界 和 
EFA, EK b, c, d 是 相互 不 可 比 的 ， 且 任意 两 
个 元 素 的 并 和 交 分 别 是 a е. AAR (X, <) 
是 非 分 配 的 ， 因 此 存在 三 个 元 素 а, аз, аз, 它们 
PRRI. WEH al, an о, WA b, с, d, 
Ща Ма, aY a3， аз а) WAME. BEERE 
未 必 能 如 此 ， 因 此 必须 作 适 当 的 变化 ， 为 此 记 

u= (а Маз) A (а›Маз) А (азма), 

v= (añ a) V аз лаз) V (ayña,)), 

ёт 一 (a; Лаз) ү (аА (ax V aah, 

e= {азћај) V (lash (азу), 

E34 (añ аз) ү {аз АД {ар М 22)). 
MEIA, и, v, е, е. ез 形成 的 子 格 与 图 
10. 40 (1) 的 格 同 构 . 

MA, HA ар Аааа, ај A a< daa 
Маз, ау Лаза 01 Миз, ҖИ, 

а Лаз {а Маз) А (азМаз) A (аза) 


ц. 
HH, аз Лази, азл ауы. TE f 
v= (а Ааз) V (аЛа) V (аздар) Su. 
因为 (X, <) 是 模 格 ， 所 以 ， 如 果 vsu, WA 
aV (а;Ааз) = (а Маз) A (аг Маз), 
аА (а/а) = (añas) V (añas). 
Вау, ax, as ЕТИ, уар, аз. as 的 选取 
HFE. 所 以 оа, {Н o> u. 
Дж, 
еме = ( (а Aa.) V (a A (aya) 
V ( (озАа) V (azh (asVal))) 
= (aza) V {аА ба›\/аз)) 
V (азАа} V (ал (азма )) 
一 (e A (as V aal) V lasaña} 
V mA la Va V (ayñas) 
= (aÅ (a;Va,l)) М (а;А (ayVal,Àl. 


HA as A (а Vua) Sa, <a Маз W H (X, 
<) ЖЕК, ME 
e Ver = (аз Маз) А 
(атм Таз A азма). 

Шаамар, (X, <) ERR, ВТЕ 
(aV аз) А (asñuai A (ала) 
同 理 可 证 ， еМ ез езерни. Bie, 
р bons LIAE a. 

Жи ар, е, е, ез 中 任意 两 个 元 素 之 交 都 
是 v. 

最 后 证 朋 . м, ú, ер, е ез т, Н е, 
ез. ез ЖЕРЇЙ АЛ Ар БАЈ. AEIR ер = ez， 则 由 上 面 
ША, б = Аер=ер= е Ve mu, fia. 因此 
еуез. | Й. eer nge. DW иер, Шо 
= ерй её e Лет ез, и = ео eT oN e= ез, M 
П ер- ис e, FPA. 因此 изе. AH, изе, 
ёз. 类 似 可 证 VH e, еу, ĉa- 因此 ， 
ез, еу B.T НИЛ S. Pt e < e, M £ = e V 
FE: 苦 езе, M a= er Vas — e, f 
ЖШ. 因此 ，e 和 e; А АРУ. 同 理 可 证 ，ei， 
ex, ез MWAH HE. TEIE ARE и 


В АН H T ы, 
о, е, ёз, ез ЖАР, a, 
其 Hasse {ШШ 10. 41. EE 
然 和 图 10. 40 (1) 的 格 同 构 ， 


К AAB 10. 40 (1) Ж} a 
和 (2) 的 格 一 定 基 分配 格 . 
10. 5. 18 X= il, 110 

2, 5, 10, Н, 22, 55, | 

1101, 其 上 一 元 关系 R 取 10 

为 整除 关系 . M| (X, R) 

ERREFE. WEE r, ye 29 

X, ж TY y = LM 

(ж, v), гА y = GCM 

(z, у). M (X, R, V, 

A) 是 格 . 对 任意 z€ X, 


定义 = 10 证 明 ; 代数 系统 (X, R. 
GCM) 是 一 个 布尔 代数 . 

证 боо. 42 d (X, R, V, A) 的 Hasse 
В. 易 知 其 中 不 省 同 构 于 图 10. 40 (1) 和 《2) 的 
于 格 . 由 10. 5. 16, (X, R, V, A) 是 分 配 格 . 
另外 从 Tlasse 900, ЯР ЄХ, >= 10, ў 
Æ: 


eY Ps = 


ёз, ё 中 仁 


H, T, Єр, 


ез — ёл. 


图 10. 42 


LCM, 


` ræ СМ r, z) =110, 
тАх =LCM (r, т) =]. 

ППО Я (X, R, V. A) 的 全 上 界 和 
ETE. В r Ær tbm. 所 以 (X, К, V, 
A) ЕНЕ, АТО. WR (X. 
R) BRI x HAE AX 上 一 元 运算 ， 则 布尔 格 
(X. R) 在 并 运算 、 变 运算 与 补 运 算 下 成 为 布尔 代 
Жж. i 

注 在 验证 代数 系统 (X, R, LUM, GCM) Ж 
布尔 代数 时 ,这 里 主要 是 作出 偏 序 集 (X, R) 的 
Hasse 图 ， 然 后 验证 (X, R) 是 格 、 分 配 格 和 有 补 
的 分 配 格 ， 可见 Hasse 图 在 证 明 中 的 作用 . 

10. 5. 19 X= |а, b, с 是 字母 家, H X 
中 的 字母 可 以 组 成 27 个 3 元 字 . БОЁ X E 27 元 环 
RE, НЕЯ X 上 所 有 27 个 3 元 宇 . 


BE 设 全 -名 xlza r X L 27 元 环 状 宁 ， 
ШАХ ЕЕЗ Е W 中 出 现 一 次 ， 因为 三 
是 环 状 ， 且 3 元 字 aaa 在 WW 中 出 现 ， 因 此 不 妨 设 
yrz = aaa, M rarita = пата 是 以 上 男 一 个 3 
љў, ЕЦ заза. 不妨 设 rrara = aab. 于 是 
тулак» = айг» Ж X FE 3 元 字 ,， zs€ la, b, cl. 
ШЕ. 因此 如 果 把 riza = аа, хах, = ab, 
zae 等 等 视 为 一 个 有 向 图 D А, JE ei = 
жүхрлэ Qan, €z = тэхула = аай, ey = тулыл» 等 
TRAA RE DA, W W # p 中 由 27 条 不 同 的 
Wep e t, eA REETA, ME е, 是 连接 
顶点 аа Maa 的 环 ，es 是 连接 顶点 аа 和 四 的 边 ， 
如 此 继续 БШКП аре ЯВЫ DWT. HH 
点 集合 V (D) = ай, ba, ас, 
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| ап, бф, сє. 


ca, bx, (bi. AEE зу, жб V (0), SERY 
у= х8, uy— rw, ЖИНА RAA ryw. WE 
EAS 阶 有 向 图 五 如 图 10. 43 тл. 注意 ， 对 
任意 >€ V (D), BE ry— se, 其 中 wE ja, 
b, сі, 因此 也 中 顶点 .zy 的 出 度 为 3， 叉 对 任意 zy 
€V (D), WA ur— xry, HP a la, b, ci, 
因此 顶点 ту 的 人 度 也 是 3， 另外 ， 对 任意 ry, zu 
€ v (D), Ë ту yz, эшо, XA > 一 
wr, ишку. [ЫЕ НЧ D ЕЮНШ. ШТ D 
ФАУНЕ ЛЕ 3， 因 此 ПД pa Št 27. 
下 因为 有 向 图 D д3 АА, ЖШ, ТИЕ DRA 
A Euler 回路 ejeren. Ti 
W = O aqabacbabbcbbbaacechecacob:c 

即 是 所 求 的 一 个 环 状 字 . 

注 构造 9 阶 有 向 多 D, 2 АН Euler E 
路 ,是 解 10. 5. 19 的 关键 . 请 仔细 体会 构造 的 原 
理 . 无 妨 先 考虑 n =2 的 情形 ， 即 设 X= la, b! 
A X 为 字母 表 的 2 元 字 共 有 4 个 , 求生 上 4 元 环 状 
ч. шг} X ШИА 2л. 

10. 5. 20 ”构造 一 个 与 字母 5, d, g. о. у. е 
对 应 的 前 缀 得 ， 画 出 该 前 缀 码 对 应 的 二 分 树 ， 并 用 
这 六 个 字母 构成 一 个 短语 ， 写 出 该 短语 的 编码 信息 ， 

E 9Р6, d, g, о, y, е 分 别 对 应 于 码 字 
1000. 001, 010, 011, 10, 11}. Ж A = 1000, 
001, 010, 011, 10, 1) 显然 是 前 综 码 ， 其 二 分 树 
如 图 10. 44 所 示 ， 设 字母 5, d, п, о, у, ë 构成 
短语 是 god bye， 则 其 编码 信息 是 
01001101100100010611. 


wig 010 011 
у (9) (g) ба) 


图 10. 44 


10, 5. 21 Wap а, , а, n TH, a < 
аза ЩА (а а, се, а, | 称 为 一 
ЖЖ. AS іар, аз, сз, а, 和 B= jhi by, 

Б. ENTRE. R cl = min јар, b: 作为 
数 表 C 的 最 小 数 ， 如 果 ср ау. WE cs = 
b HEARE C rh iS; WE cj = bi, 
ЖД с: = min ie bl ЕЕ СО 中 次 小 数 ， 如 
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min |a, 


此 继续 ， 得 到 数 表 C= рет» Ca, U's carml: 其 中 
i HB. C=AUB. Ш CHA 
ЕЛ 和 B 的 合并 . ЭЖ ИЕ A fE H 合并 为 数 表 
С, Aii ntm- 次 比较 S E £ МЖА, 
А». 77, Ак, 为 将 А Ар. A; 合并 成 数 表 
上 ,可 以 来 用 如 下 的 步骤 : М, k 个 数 表 А, A; 
., А, {ЕҢ А, 和 上 ， 将 它们 合并 成 数 
ЖН. ША E - 1 ТЖ H. А, А. сз. Ара. 
A Y’ А,-1› Аук ж, А, 中 任 取 两 个 数 表 ， 
并 将 它们 合并 成 一 个 数 表 ， 重 复 这 一 步骤 ， 直 到 只 
HT -ARRA BAH ATARA. Ar се, 
A, ЗЭР, ВТЕ Н Ku ДАК ФЕ 
ЖТЖ A, A; А, 合并 的 方式 ， 问 题 是 : 
(1) An А, Аз, А; 是 分 别 具 有 73. 44, 
100, 55 ЖД ЖЕ. PUL AI, А, As, А; 
合并 成 一 个 数 表 C, аннин 
(2) 设 数 表 А, 含有 nn, 个 数 ， з, k. 
试 将 它们 合并 成 一 个 数 表 С, 1 кекей 


ГА ТА ТА | lA] 


(1) (2) 
10. 45 
В (1) KA, Аз, Аз, A 合并 成 数 表 
C， 从 本 质 上 讲 在 两 种 不 同方 式 : 一 是 从 Ау, А, 
Аз, А. 中 作 取 商 个 数 表 A A ЖЕТА 
(А. А), 再 将 A ，4 .与 余下 两 个 数 表 中 任意 
一 个 数 表 A 合并 为 《 (А, A,), А). BEH 
(Ao А.) A.) 与 余下 数 表 4. AHA (СА, 
л), А). А.) =C. 其 合并 方式 可 用 带 权 树 Ti 
表示 (А 10. 45 (1))， 其 中 最 挂 点 所 带 的 权 即 是 
对 应 的 数 表 所 省 数 的 个 数 ; 二 是 从 An Лә, Аз, 
А, FERATE A o An BETAH (A. 
А). Ж ТИТ А, 和 Ai RHD (А,, 
A, HPB (As А) M (А, A.) 合并 为 C= 
((A,. А), (A. AD) 其 合并 方式 可 用 带 权 
R T, 表示 {图 10. 45 (2). 
现在 考虑 按 带 权 树 T 的 合并 方式 所 需 总 比较 
次 数 o Ti). Ж A, 各 А. THR CA, > Аг), 所 
需 比 较 次 数 为 


ІА, +|lA; |- 1. 
I 2 


将 (А, A.) ЖА, RHR (Л, A) А), 
Br ЕК Ж У 
| (A... A.) ТУТА, 1-1 
=|А, |4 |А, | +]А, |—1. 
将 (CA А), AJ HA ВСЕ (((А,, 
А; ). А). А, )， 所 需 比较 次 数 为 
(С (A. А,), A.) А, 1-1 
= 1А, ЯТА, TEIA TH A | 1. 
因此 总 比较 次 数 (T) 为 
a (Ту) =31А, it+3A |+2]А, |+ A173. 
HE, PRR Ti 的 权 w (Т) 为 
w (Ту) =314 |+3]А, |+2)А, |+]А, | Ф 
АНА n (Т) 为 
я (Тү) =4. 
于 是 有 
є (Т) =w (T) -n (T) +1. 
对 于 不 同 的 带 权 树 Ti ， 其 总 比较 次 数 o (Т) 是 不 
同 的 . 为 使 = (T) bh, DETE w (Ту) 最 小 . 
BROTA, ЩА, TSA TSA <А, | 时 相 
应 的 带 权 树 Ti 的 权 w (Ti) ЭЖ, ШОЧ T, 如 
图 10，46 所 示 时 w (Т) 为 最 小 ， 其 值 为 
w (Т) =3х44+3х55+2хХ73+ 100 
= 543. 


с (Тү) 543-441-540. @ 


合并 方式 所 需 总 比较 次 数 а 
(Т). ЖА, 和 А, 合并 为 
(А, А), Pria Sel У jA] 
为 

LA TH ALITI А] 
将 (А. А) 合并 为 
(A... А, 1), MERKE 
为 


19. 46 


ГА, +!А;, 1-1. 
将 (А, А) СЛ, А,) 合并 为 C= ( (А, 
Ahe (Ад, A D)o MR ERREA 
| Ap A lEI (А, А) 1-1 
= ТА: ЕТА ТТА, |+[А,|-1. 
1 2 3 4 
因此 
с (Т) =21А, ТА, tiA |+ A, 1—3. 
=2 СА, +]А,|+|А,|+|А, |) —3. 


注意 ， 带 检 树 T; ВАХ w (T) 为 
w (T3) =2|A.1421A.1421A.i+2|A,.| 
=2 (1А, 1+ lA + А l+ lA, 2. 
ШӘ н (T,) Яп (Т) =4， 所 以 
o (Ts) =ш С) on (Т) +1 
=2 (73+44+ 100 +55) -3 
= 541. Ф 
比较 地 和 时 可 知 ， 按 合并 方式 ( (А, А). Ан, 
Аз), АША о (T0 ААЛ, HEA 540. 
(2) b ТЖ ЖА, А, ‚ A; 合并 成 一 个 
HEC 的 合并 方式 是 多 种 多 样 的 .由 于 每 一 次 合并 
总 是 将 两 个 数 表 合并 成 一 个 数 表 ， 因 此 可 以 用 带 权 
пн T 表示 人 台 并 方式 ， 了 BJAKTE ЛАЕШ E S: TE 
点 表示 的 数 表 所 含 数 的 个 数 . 司 10. 和 给 出 了 一 个 
Ë TTE BJA TRT HTAR. T 的 根 的 左 
子 树 和 右 子 树 分 别 记 作 了 ЖТ. Ti aA s Е 
点 za1，tm，…，m， 它 们 的 权 恢 次 是 相应 的 数 表 
A. A... `, :所 含 数 的 个 数 m ， пн с 
TAR k- s TAHEA vco с ve 它们 的 权 依 
次 是 相应 的 数 表 А; ©, А, 所 会 数 的 个 数 nai 
‚болу. 
现在 对 上 之 4 АПН РЕШЕН. 按 带 权 二 分 树 T 
的 人 台 并 方式 ， 将 4 ，Ar，…， A, S TR SR C, 
所 需 总 比较 次 数 o (T) 满足 
a (T) =w (T) -na (Т) +1, @ 


图 10. 47 


EF w (T) Жн (Т) ТЕ ТВЕА 
Ж. = 4 时 在 上 一 般 证 明 中 已 证 明 缚 论 成 立 . 
假设 结论 对 < 上 成立 .下面 证 明 结 论 对 让 成立 . PE 
意 . RER HA T SOM. 必须 将 А,, A» 
т.л АТАЛ oo A 合并 成 数 表 
(A... 777 A). 最 后 再 将 数 表 (А,, А, 0o 
A HL (A. A) ВЭР С. MOW 
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假设 ， 
g (T) =w (Т) -a (Т) +1, 
с (T>) =w (Т) -a (Т) +1. 
HRE (An. A... сз, 
合并 成 数 表 各， 所 需 比较 次 数 是 
| 
+ j (A. А) |-1 
= ТА, ЕТА + +A | 
HA |+ А, 1-1. 
ТРЕК о (Т) 为 
в (Т) == (Т) +c (To) + йла 1. 
注意 ， 


1 É 


` 


ш (Ту) => (=D ГА, 

w (T) = 2) (4-1) IA, 
其 中 ЕА ТАО о, 的 路 长 ， 因 此 

s (1) =X (=D ТА, 1-а (Ту) 

+1+ È 人 -TD A, l-r (Т) 


Ë 
1+ > |А,|-1 


+ 


т АА; {я Ту) tan (T>s)) +1. 


Шш (Т) = А, я (T) = (z (Ti) + 
м (T>)). ЕТЕ 

g (T) =w (T) -nan (T) +1. 
即 式 盘 对 所 有 带 权 二 分 树 Т 或 立 . 

于 是 问题 转化 为 求 带 权 | Ai|, | 42 1，…， 
1454 的 最 优 树 ， 可 以 来 用 Huffman 算法 如 下 : 首先 
HAD ГА, A | 由 小 到 大 排列 为 | A т 
А, |А, 1. ARERR A EHE v, 
шо, те, 的 权 ， 用 顶点 u 分 别 和 o о, АВВ, 
fl P о ВОВА, | 与 14; 1 的 和 |A; [+ |А, [3 
мі 的 槐 . 并 将 ai, тз. тм, с, uy УЕ ЛЕ 
EA ШЖ u (ир) то (оз), MARA aa 分 别 
Жы 和 Go, HAR, HE н 和 o, 的 权 祷 为 a, ШИМ, 
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А) 和 (А, ‚сз, А) 


然后 视 uy, тц, сз, G Nk- МАТЕА, 再 构 作 
BAIA l+ ТА ГЕТА ГЕТА е ТА, | 的 最 
ERG 如 果 e (и) >ш (ъз), WHEA a> 分 别 
Жн; 与 v4 AR, HE uo 的 权 为 | A; | +1А;, 1. 然 
E uj иу, 05, "7, ау ЖЕТ 2 个 悬挂 点 ， 再 梅 
ENIA | = ГА, i ТА ГАТА, ТА е 
| А, | 的 最 优 树 . 如 此 继续 . 即 可 得 到 权 为 1 A, l+ 
LA |+ +A, | 的 最 优 树 T, ЖАЖА TH 


Вл, HAR A, А, >. A, 合并 成 数 表 CC， 
ДК о (T) 为 最 小 . 

10. 5. 22 有 8 极 同 面值 的 硬币 ， 其 中 恰 有 一 校 
EEK., Ват. 试用 一 各 天 平 ， 利 用 上 比 
较 重 量 的 方法 ， 设 计 出 一 种 寻找 假币 的 方案 . 

解 将 8 枚 硬币 编号 为 1，2，…，8， 并 作出 决 
ЖЕ (如 图 30. 48), 3— F: 将 硬币 1. 2，3 38 
在 天 平 的 左 盘 ,将 硬币 5，?，8 ЖЖЖ НД. 
如 果 左 盘 低 下 ， 则 假币 在 硬币 1，2，3 中 ; WEA 
盘 平 衡 ， 则 假币 在 硬币 4，5 F; MAARRE, M 
假币 在 硬币 6，7, 8 中 . 第 二 步 : ЖТТ Тр t, 
2，3 中 ， 则 将 硬币 1, 3 分 别 放 在 左 益 和 右 盘 . 此 
ЖЛ МЕК. WET 1 是 假 的 ， 若 两 盘 平 衡 ， 则 
2 ERK, SARET. MET 3 是 假 的 ; # 
假币 在 硬币 4, 5 之 中 ， 则 将 硬币 4，5 分 别 放 在 左 、 
Ж, Ет; 车 假币 在 硬币 6,，7，8 中 ， 
ДИ БЕТП 6, 8 分 别 放 在 左 、 右 盘 中 ， 也 可 辨 明 假 


Ë 10. 5. 21 中 图 10. 48 称 为 决策 树 ， 它 摘 述 
本 寻 拷 慷 币 的 算法 过 程 ， 它 说 明 ， 只 要 称 两 次 即 可 
找 出 假币 ， 


第 11 篇 


古典 概率 计算 中 的 等 效 
随机 化 机 制 


Š 11.1 


设 一 试验 有 NN 个 等 可 能 的 结果 .而 事件 B yt 
会 其 中 的 M Я, MR ПН РСН) = MZN. 
ЖЕ РОН) 是 以 "等 可 能 性 "概念 为 基山 ,其 计算 
1 结 于 排列 组 会 的 方法 计算 两 个 数 AM 事件 五 的 有 
- 利 场 合 数 ) 和 X( 翌 本 空间 的 大 小 ). 适 当地 选 定 一 个 
等 效 随 机 化 的 机 制 是 正确 计算 M 和 六 的 有 效 方法 . 

11 1.1 没有 1 个 小 球 , 每 个 小 球 都 以 等 概率 十 
Ж Тл 这 1) 个 盒子 中 的 每 一 个 . ОКШ Н“ 
预先 指定 的 个 便 中 各 含有 一 球 " 的 概率 . 

解法 1 假定 n DRET EAS , EIE H D ; H 
REF T £ 了 能 容纳 的 小 球 数 不 眼 .由 于 任 一 小 球 可 
ЖТР т TAPRE- E, A mm 种 方法 ,因而 样本 空间 
大 小 为 e. RIF BRB EID AA, DA 个 小 球 在 指 
E 个 盒 中 的 排列 数 s1. 因 而 

Р(В) = и. 


解法 2 IRE n КАВУ EHE, В a ШШ], 
日 每 个 合子 仍 能 容纳 任意 多 个 小 球 .现在 来 计算 样本 
ZBA А. Н Н КЖ: М АИЛЕ. ЭШ н 
ФАТА + HER їг, ААБ" El n А 
КСА ХАЧ: аА ЛЕЛИ рРНК Z F), 
小 球 用 < 表示 ; 西 挡 板 紧邻 ,如 | уа 
ЖИ ШЕ ДЖ ян ТЕШ -种 放 法 ， 

КЕЧЕН КЕКЕНЕТ [жж |. 

这 表示 第 -APARA AtA | k Жс ms, 
өен kmat 25 Eya- -个 小 球 都 
TIE -个 位 置 , 则 n 个 球 的 一 种 放 法 就 等 价 子 ma + m 
一 儿 不 合 两 端的 挡 板 个 置 ) 个 位 置 被 个 球 占 领 的 一 
куйда" eT 种 放 法 .事件 B 的 有 
利 场合 只 有 一 种 放 法 .所 以 


РСВ) 


п\(т — 1)! 
| {n+m 1) 


.1 
Ё + ўт 
H 
解法 3 MEDERI, ВВА Аа-С® 
多 只 能 容纳 -个 小 球 .于 是 任 -种 放 法 都 必须 占用 я 


概率 论 


个 鼻子 . 因 小 绿 不 可 涛 的 , 故 益 的 放 法 有 |{ ” } 种 .而 


事件 H 的 有 利 场合 数 只 有 一 种 放 法 . 故 
PCB) = 站 - отс)! 

注 | ”由 于 对 小 球 和 盒子 所 作 的 假定 不 同 ,本 题 有 
二 种 不 同 的 解法 . 相对 于 每 种 人 熏 定 而 言 , 每 种 解法 都 
是 止 确 的 .这 表 虽 在 计算 十 典 概 率 时 关键 是 根据 问题 
的 条 件 区 分 两 种 不 同 的 基本 事件 . 

注 2 在 解法 2 中 ,为 了 计算 样 本 空间 的 大 小 , 引 
进 了 一 种 等 价 的 机 制 .这 种 睛 法 值得 细 细 品 球 . 

注 3 在 该 例 中 ,我 们 应 用 了 球 和 盒子 这 种 形象 的 
语言 ,但 它 可 以 允许 有 守 种 不 同 的 实际 解释 .例如 ,把 
1 个 人 按 其 年 龄 和 职业 分 成 类 ,类 相当 于 盒 而 大 相当 
PIRE 个 意外 事件 按 其 发 生 在 星期 几 来 分 类 ,类 
相当 于 合 而 意外 事件 相当 于 奸 . 

1.1.2 盒 中 有 有 个 小 球 ,分 蜀 标号 为 1,2,…,n. 
有 放 回 地 措 球 次 (x п}, ККЕ FESE. 试 求 事 
ВВ: “这 些 号 码 排 成 一 个 上 升 证 列 (不 一 定 为 严格 上 
FH” ВЖ. 

解法 1 因为 有 放 回 地 卉 球 , 故 总 的 措 取 方法 有 
弛 种 .下 面 计 算 事 件 本 的 有 利 场合 数 ， 

设 > 次 措 取 到 的 导 码 五 不 相间 的 有 个, = 1, 
2,…,r. 事 件 B 的 有 利 场 合 分 解 为 以 下 两 步 ; 
1° А 1,2,5", п 中 选取 个 不 同 的 数码 , 按 上 升 


Ma) < аз < =: < а, 排 定 (法 取 方法 有 ( ”) 种 ) 


2° S — KIA SIE а, БИШ Q2 | db 分 别 
Eho a КАКИН, НЕ << j, <. < 


aSr 为 任意 的 (这 不 同 的 措 法 有 | ”种 ) 
综合 上 述 , 对 固定 的 上 ,并 法 有 | "} (ув 
因此 总 的 有 利 场合 数 为 
ха 
于 是 
75) 
al е. 
解法 ”总 的 样本 空间 大 小 仍 为 т. 下 面 引进 - 
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种 等 效 的 随机 化 机 制 来 计算 事件 B 的 有 利 场 合 数 ， 
事件 B 的 任 -有 利 场 合 , 即 从 n А А heh 
HRA r 个 可 重复 的 上升 列 导 码 与 在 {1,2,…* ,л + r 
-1 中 慑 出 + 个 不 同 数 码 的 取 法 之 间 有 一 一 对 应 . 
事实 |а, аза, 为 从 11,2,… ,ni 中 有 
放 回 摸 取 的 SIB. Ha а a Milla), 
atl a, +r- ШАЛ, POD AA 11,2,---, н 
+ 一 1| EER н ТА AB805892; 39 — J Bi, k 
Був, 6,1 AMAIL e,n + r = 11 中 取出 的 互 
不 相同 数 ,不 妨 设 站 < ba < Б, а = b. — j 
+1 = 1,2067, 0156 а аз S a, S< n, 


对 应 于 B ЙЛ ЖТ. 
HiB 的 有 利 场 全数 为 { ”””” pm 


ШИШ 
P(H) = —. 


n” 


Ж “本 例 给 人 的 局 发 是 :适当 的 考虑 ,引进 等 效 的 
随机 化 机 制 可 以 得 到 简洁 的 解法 .解法 1 较为 自然 易 
人 懂 , 但 若 没 有 组 合 公式 中 ,我 们 不 可 能 得 出 理想 的 形 
式 ， 


11.1.3 一 批 产品 共有 п tF IEPA m ВКА (н 


< 2) , 逐 件 进行 检查 , 求 没有 连续 检查 到 两 件 次 品 
的 事件 В 的 概率 ， 

解法 1 BE n 件 产品 是 有 区 别 的 , 即 考虑 每 件 产 
东 被 检查 的 先后 次 序 .总 的 检查 方法 有 x tf. 

现在 计算 有 利于 事件 B 的 检查 方法 . 它 可 以 分 
拆 为 下 三 步 来 实现 ; 

ат ЕВР он - 工 个 作 全 排列 , 移 
取 方法 有 (” os Dn: 

2 ЗЯ н - m + 个 产品 作 全 排列 ,排列 方 
法 为 (n - m tl}; 

? 把 1 中 作 全 排列 的 正品 依次 紧邻 地 放 在 2 中 
全 排列 序列 次 品 出 现 的 位 置 之 后 (每 个 次 品 之 后 只 放 
一 个 正品 ) 这 种 放 法 是 唯一 的 

因此 ,事件 B 的 有 利 场合 数 为 


(7 om- Dima De 
то— 1 
于 是 


іл —+л 


P(B) = m — 1 
n-m+l 
n 
[s 


| —1)!(‹я—от +1)! 


п! 
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解法 2 假定 产品 只 有 正品 和 次 品 之 分 , 即 所 有 的 
正品 或 所 有 的 次 品 都 是 不 可 辩 的 .样本 空间 的 大 小 易 
知 为 | ” |. ЖИИ в, МЛГЕ ЖИШШ 
ЖАЛ: ЖЕ ВИЯН Ыы 11,2,--,я-т+1} IR 
H o 个 孔 尔 相同 数 的 取 法 之 间 构成 一 一 对 应 . 

事实 上 ,对 事件 号 的 任 一 有 利 场合 , 设 次 品 分 别 
ТИ СТЕ MI Sj <j- 
1<)—-2<<,-т+1йос=у-1+1; 
= 1,2, ,m. Wijana = an} ERAF, ETA 
YAI т +1] PIEKEN m 个 数码 ， 
RH, Rien z | HAIL, 2 ,mn 一 pm 十 
1} 中 抽取 的 m 个 不 同 的 数码 ,不妨 设 а < аз < --- 
<a Ир =a til, = 1,2, m WER р, 
Jr ,jo 次 检查 时 发 瑰 次 品 必 为 事件 B 的 一 个 有 利 
场合 


因此 ,事件 B 的 有 利 声 合 数 为 | ” 


ü — m + 1 | 
Р(В) = "i . 
(2) 

注 1 Бо ОРЕН F Al 11.1.2 
潜 2 中 的 随机 全 机 制 有 某 种 程度 的 相 己 ,但 它们 对 应 
的 实际 解释 即 原 题 却 有 很 大 的 不 同 . 对 具体 问题 ,如 
何 去 选 定 一 个 适当 的 实现 随机 化 的 机 制 是 要 靠 对 间 
题 的 深入 分 析 和 既 验 的 积累 . 

注 2 解法 1 假定 了 ”个 产品 是 不 同 的 , 面 解法 2 
中 只 假定 产品 有 正品 和 次 品 之 分 ,两 解法 得 到 的 结果 
是 一 致 的 ,因此 ,在 解 题 前 我 们 有 必要 必 一 些 必要 的 
假定 ,以 保证 在 计数 时 既 不 重 算 也 不 泌 算 . 

1.1.4 把 20 个 不 同 的 小 球 随 机 地 放 在 16 个 盒子 
中 . 求 “ 有 5 个 盒子 空 ,4 ТАТЕ 1 球 ,2 TAFA? 
ТЕТЕ ЗВ” 这 一 事件 B 的 概率 (假定 每 个 盒 
子 可 容纳 的 小 球 数目 不 限 )， 

E 因为 每 个 球 都 有 16 种 可 能 的 放 法 , 故 总 的 不 
同方 法 即 样本 空间 的 大 小 为 162. 为 计算 事件 吾 的 在 
利 放 法 ,分 以 下 两 步 来 分 析 : 

1° 按 鳃 中 所 含 小 球 的 数目 不 同 把 16 EAR A 
堆 , 各 堆 分 别 售 6,4,2.4 介 .这 不 同 的 方法 有 16!/(6! 
412141); 

2 把 20 个 小 球 按 16 盒 所 含 小 球 的 数目 多少 分 
成 16 堆 ,各 堆 小 球 数目 依次 为 

0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,2,2,3,3,3,3. 
不 同 的 分 法 有 


"ү 
т 


是 


20! _ — 20! 
OTERI (21)2(31)*` 
AIE, R HAAG GREIA 1,2 中 分 法 的 乘积 ， 
于 是 
16120! 
162002.1)2(31)*(41)261' 

11.15 Æ n ДЭД - 82]. ДЕА A #lH А 
А.В] ЖЕТЕ A 8 [НҮН АЕ 的 概率 为 
РЯ ТА ЖЕ АА %— [ДЕА А — F BI ВЯ, [nj 
{Фф E RELANSE 

EO En AHR - 刚 , 则 总 的 站 位 法 有 
利 排 法 如 下 ， 

А,В, Ag Bragt An- Hn: 

BiA, 2s ВА, 3.77.8, r (A,.. 
ЖФ А.В, 表示 A 站 于 第 i 号 位 ,B 站 于 第 ; 号 位 . 当 
A,B 同 定 以 后 ,其 余 的 一 2 人 在 剩 下 的 ww 一 2 个 位 

ЖЕЕ EFI, AC - 2}! 种 排 法 .于 是 

PE) = Җа ‚1л - 2)! = а 
# n 人 排 成 一 个 图 圈 , 则 考虑 其 对 称 性 ,可 固定 
任 一 人 (如 A) 的 位 置 作 为 参照 ,这 时 样 末 空间 大 小 


为 (n - 1)1. 为 计算 有 利 场合 数 ,注意 到 + < F, 


因 击 BB 有 2 个 站 位 法 ,其 余 的 (n - 2) 大 作 全 排列 有 
(a - 2)! 种 排 法 ,让 总 的 有 利 场 台 数 为 20r 一 2)1. 于 
大 


P(B) = 


?4 种 ,有 


FIE) = Zn- 2)! 了 
rnt я-1` 


注 “在 解 题 时 ,必须 注意 白 己 所 设想 的 机 制 是 否 
真 的 实现 了 等 可 能 性 . 本 例 中 ,圆圈 的 和 情况 和 直线 有 
所 不 同 ; 在 直线 上 实现 等 可 能 性 的 站 位 法 在 圆圈 上 却 
没有 .为 了 更 清楚 地 说 明 这 点 ,我 们 就 x = 4 的 情形 ， 
写 出 直线 上 也 4 种 站 行 法 ,它们 对 应 于 圆圈 上 本 质 却 
是 一 种 站 位 法 . 


гс dh сє 


OOO Ó 


11.1 


а с алсаас раа фс 


511.2 概率 的 一 般 加 法 定理 


对 任意 ”个 事件 , 令 


Š, = 272 РСА АА 


I = 1.2,---,п. 
慨 率 的 一 般 加 法 定理 是 指 事件 六 A1 Ap 
一 个 发 止 的 概率 
P(UA)= Si- S2 + 5›-с + 
该 定理 也 称 作 容 斥 原理 ， 
在 实际 问题 中 ,一 个 复杂 事件 的 概率 常 不 易 直 接 
求 出 ,而 一 些 简 单 事件 的 概率 易于 求 出 ,这 时 我 们 可 
以 通过 把 复杂 事件 分 拆 成 若干 个 简单 事件 的 和 的 形 
式 , 再 巧妙 地 利用 概率 的 一 般 加 法 定理 得 到 复杂 事件 
的 概率 . 
11.2.1 有 nn 张 信 纸 ,分 别 标号 为 1,2,… ,wn, 另 有 
п 个 信封 也 同样 地 标号 .一 个 马虎 的 秘书 随意 地 将 信 
纸 装 人 人 信封 中 , 试 求 “ 没 有 一 个 配对 ”的 事件 Eo 及 
“A > 个 配对 ”的 事件 E, 的 统率 分 别 为 铸 少 .这 里 
配对 是 指 装 人 信封 内 信纸 的 号 码 和 入 封 的 号 码 相 沿 . 
解 ” 设 A 表示 "第 ;号 信纸 装 人 第 ; 号 信封 "这 一 
事 忻 , 则 


‚А. 至少 有 


1)"1S,. 


É = ЈА. 
于 是 i 
P(E) = 1- Р(Еу) = 1-P(ÚA) Ф 
事件 14,| 是 相 容 的 .对 任意 不 同 的 i,j,k, 有 等 式 
РА) = 1, 
PUAA) = РА РСА, l A.) 


Ра ) = 
对 中 РНИИ 
Р(Еу) = 1- IND - Ире ... 


lin 4\2 

+ (~ 1)*! 1 | = 
TÈ Р(Е,). POEA 
(1,2,. я) 中 任意 的 个 ,选取 的 方法 有 ( ”) 对 于 


指定 r 个 号 码 的 信纸 和 俯 封 配对 的 概率 为 


1 1 
п(п = (н r+] (") : 
r! 
r 


其 余 的 sn 一 + 张 信 纸 没有 装 人 了 配对 的 信封 中 的 概率 
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注 ! ЖААН ЭЕ TE F, 分 拆 成 了 个 相 容 简 
йч} А, 之 并 ,再 利用 概率 的 一 般 吉 法 定理 . 

2 ”本题 具 有 上 典型 意义 , 它 可 有 有 种 种 变形 , 例 好 
宾客 和 帽 了 的 由 对 间 题 ,旅客 和 行李 的 配对 间 题 ,十 
兵 和 枪支 的 配对 问题 等 等 . 

11.22 一列 电 火车 ,共有 节 车 第 ,于 某 站 有 
БО Те n) 个 旅客 上 火车 ,并 随意 地 选择 车 肌 . 求 每 一 
节 车 朋 内 至 少 有 -个 旅客 的 概率 ， 

# ША 表示 “没有 一 个 旅 答 进 入 第 ; ТЕШ” 
的 事件 ,y 一 1.2,… ni REF E Ron" Bk— h ШР £ 
少 有 一 个 旅客 " 这 一 事件 . 则 

E = ÚA,. т 

EREA ИНТЕ ME A SUKAR я 一 1 35 5: 

箱 内 ,这 样 的 上 车 方法 共有 (nm 一 1) #h. ARRA 

定 的 岗 个 车 厢 没 有 进入 的 上 车 方法 其 有 (wn — 2) 种， 
依 此 类 推 .于 是 有 

РА) = A Q 


ШЕН 


利用 T ЖИ ЕКЕП RINE EMG 
POR) = 1- P(ÚA) 


_,_ {п _ 1 т _ 2 u... 
= ] (| + (оја PE 


rone ("ја аа», 

注 1 3834080338 А, ЖЕННИ ЦИКЛ R 
UDTR. ААЙ A, 是 对 第 7 WE RE НОК АЯ, 
若 选 取 A, 是 对 第 i 个 旅客 作 某 种 状态 说 明 , 则 问题 的 
条 理 仍 不 清楚 . 

#2 初学 者 常会 给 出 下 面 的 一 种 错误 解法 .他们 
是 从 计算 样本 空间 大 小 和 有 利于 事件 的 场合 数 入 
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手 : 每 个 旅客 可 以 选择 п ДЕН Р НЕ T. АТ A 
的 样本 空间 大 小 为 过 ;有 利于 事件 E 的 场合 要 求 每 
节 车 晒 至 少 有 一 个 旅客 ,所 以 有 利 场 台数 为 Рон". 
于 是 
Pir ” k! 
P(E) = nw 

但 这 解法 是 错误 的 , 因 如 上 的 有 利 场 合计 和 数 中 有 重复 
计数 现象 .如 下 图 对 应 于 间 一 个 有 利 场 合 却 被 计数 了 
AR, HP abeced e 为 五 个 旅客 , 奸 形 表示 车 肌 


| abe d u £ _ trarre 


сөз | bea | d e 
КИН Е | a e |= 
BH 11.2 


11.2.3 ЛАЕК, — Э AREH E. 
则 是 :第 一 人 必须 赢得 m 局 获胜 ,而 第 二 和 必须 赢得 
п 局 才能 获胜 .第 一 人 在 每 一 局 中 的 赢得 率 为 р, H 
BAR q = 工 - pR PARERE" 这 一 事件 
B 的 概率 . 

# ”根据 规 则 ,游戏 进行 到 wx + x 一 1 局 后 之 胜 负 
必 见 分 晓 . 因 而 事件 B 发 生 当日 仅 当 如 下 的 事件 之 
一 发 生 : 

Bn = | 第 一 人 在 前 m АЕ А: 

B = | 第 一 人 在 前 天 +1 局 中 只 输 -局 ,但 赢得 
Bom tlh; 

B. 一 :第 一 入 在 前 m + 2 局 中 输 了 两 局 ,但 赢得 
第 加 +2 局 i; 


В, = Ж АТВ m t na РЕТ n- 
BS ERES min 1 局 :. 
ЕШ 
H = Bo + ËH, + D, + + B,- 
FR h 
Р(В,) = |” t3 Hees = 0,1,9 1. 
Ј 
ЖП, АЕН ДЕ ИН 
p (т 
11.2.4 一 盒 中 有 个 白 球 和 6 个 黑 球 ,逐个 将 球 
取出 ,不 放 加 ,一直 取 到 盒 中 只 剩 下 相同 颜色 的 球 为 
止 , 坛 求 合 中 所 剩 下 的 为 白 奸 的 概率 . 


Ж ” 记 A 表 " 盒 中 所 剩 的 同色 球 为 白 球 ”这 一 事 
Ж.А 可 表 为 e PERE ZH: 


А Ait Ast nt Aj 
其 中 
А, = 有 的 疡 + 了 一 2 次 提出 了 7 了- 工 个 上 月球, 第 户 
у ТЕНК I, 一 1 2，…,a， 
FFER j 事件 A X [D 5 


( | Т аас TF) ,每 个 基 
m 
FEPER Y - 1 个 白 球 在 前 5+} 2 次 里 的 一 种 
占 位 方法 .概率 都 是 ' [° + "яш 
с 


ik + °) 
+ E. 
P(A) = РЕЛ) + РСА) += + PCA) 
б +1 
-fis ИГ | 2 ) 
b+a-2 ! а + b 
| a-l И à | 
Б}а-1\{{а+ф a 
-| b А а ЫН 
注 1 ARS “种 简洁 证 法 见 例 11.13.11. 
+2 EEH -个 复业 事件 时 , 去 要 的 方法 是 冷静 
地 分 析 , 诈 法 分 拆 成 一 些 互 斥 简单 事件 的 情况 ,必须 
小 心 确保 豆 斥 性 而 又 大 得 漏 .如 上 两 鲍 是 押 复 共事 件 
分 拆 成 有 限 个 丘 斥 葡 单 事件 之 和 ,有 些 场 兴 会 遇 到 把 
蓝 林 事件 分 拆 成 可 列 无 劣 儿 个 互 斥 简单 事件 之 和 的 
情况 АДАШ ДИЕ ЕЕ ҢИЛ зл, MIHE AE 
ТЯ: В.Т, А 


в- (в, 
r=1 


PEA) = исе 


izl 


д] 


P(B) = X PCD). 
在 例 11.2.3 中 .如 果 我 们 修改 游戏 规则 如 下 :第 … 人 
连 胜 三 局 ,而 在 此 之 前 第 一 人 未 连 胜 二 局 , 则 第 -- 人 人 
胜 ; 第 二 人 和 连 胜 二 和 局 ,而 在 此 之 前 第 --- 人 未 连 胜 三 局 ， 
则 第 二 人 胜 .那么 问题 的 解法 可 归结 为 上 述 后 一 种 情 
况 , 我 们 留 给 读者 去 尝试 ;答案 是 第 一 人 最 终 获 胜 的 
概率 为 


1 В) ВО) 
 1- po(1 pY 


511.3 条 件 概率 和 递 推 公式 
Ж ВАЧ Т А Г.А.) РВЕ. 

TAAIE, CE _- а: р ИЕ 

ЯЕ ИТА ТРД Bayes) 公 臣 .这 些 定 


理 音 舍 了 深刻 的 概率 论 思想 ,在 概率 题解 中 起 着 重要 
作用 .在 实际 问题 中 ,适当 地 对 某 个 (或 某 些 ) 随机 事 
件 或 随机 安 量 取 条 件 , 可 使 问题 大 为 简化 ,许多 讨 算 
常 归结 为 解 带 有 初始 条 件 的 递 推 公式 (线性 差分 方 
程 ). 

11.3.1 -BA ala 223) TARRA b ТЁК, Ж 
其 出 接连 取 球 三 次 ,每 次 取 一 球 , 记 下 其 颜色 放 回 ,并 
再 放 进 с 个 同色 球 . 求 三 次 取出 的 球 皆 为 白色 的 概 
к 


# АЖ! НЕК" Ж -事件 ,i = 
1,2,3. 显然 


РСА) = Е: 


若 А, REMER КЕКЕТУ НЕК ate 
个 , 黑 球 数 仍 为 5, 战 
ate 


РАТА) = врат 


М, А.А; 发 生 , 则 在 第 三 次 皮球 前 , 盒 中 白 球 
有 at+a2c 个 , 黑 球 数 不 变 , 因 而 
а bor 


PÍA; | AA.) = с tb + 2c` 


ТАЛ ЕЕН E PB TS. PH АУЕ 
Р(А,А;Аз) 
= PLA P(A, | A PCA | А|А;) 
2 а ate _ z 12 _ 
atb atbtc a+b+2: ` 
Н “本 例 用 了 随机 事件 的 概率 乘法 定理 : 设 Bl， 
B, B, An ЗАЛЕ, Н P(B Bye ) > 0, 
РН, B>--: B.) 
= РВІ)Р(В | Bi) P(B, ВВ, Bp-i). 
它 的 直观 意义 是 :wn 个 事件 Bi ,Bi,…,B; 同 时 发 生 的 
概率 ,等 于 先 发 生 B ,在 В, 发 生 的 条 件 下 В, 发 生 ， 
В.В, 发 生 的 条 件 下 B, 发 生 ,…, 在 B1,B2,…， 
Bl 发 生 的 条 件 下 В, 发 生 的 所 有 这 些 概率 的 乘积 . 
许多 场合 下 ,我 们 不 自觉 地 使 用 了 这 条 定理 { 思 想 )， 
11.3.2 ”在 一 全 中 有 ”个 球 , 其 中 每 个 球 的 颜色 
(HRR) 是 等 可 能 的 ,依次 取出 天 个 球 , 记 下 颜色 并 
Еа Я А ИАА ОКАР ЯЖ 
白 球 "这 一 事件 的 概率 . 
Ж ПАТКА RARER” 的 事件 ,而 马 
ЖЕНТ j 个 白 球 ” 的 事件 ,其 中 j= 0,1,2，， 


п. 


нЕ р ЯВА, 8, 的 事后 概率 ,所 以 
利用 Bayes 公式 


P(B, | A) = —PUBOP(A 1 B.) 


2P(B)P(A | B) 
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FEE OFPR03 N s ЕЗУ ЕГ НЕП, ИТ), 
1 
9512 = 0,1,2, 


又 因为 给 定 事件 B;, 任 一 次 取 球 到 到 白 球 的 概率 为 
jn ,所 以 事件 4 发 生 的 概率 为 


РСА B) = (Tj = 0.1, 


P(B) = 


于 是 
x 
үз объ ++ 
11.3.3 ЖУЛ + nn 次 ,已 知 至 少 出 现 
一 次 正面 , 求 第 一 次 正面 出 现在 第 л 次 试验 的 概率 . 
解 ” 设 A 表 " 至 少 出 现 一 次 正面 "的 事件 , Bo зл: 
“WAI Bi T mU 的 事件 日 B, Я у CIR PEH I tl 
现 正面 " 的 事件 ,其 中 j= 1,2,6, m + п. Ш Во, В, 
e Burn! 构成 了 一 -个 完备 事 忻 集 , 即 稚 此 互 斥 且 至 
少 有 一 个 事件 发 生 . яп 
„P(A | Bo) = 0, 


РОВ, ! А) = 


РОВ) = 5н. 


РВ) = =,Р(А | B) = 1,3 = 1,2, 


бет T n. 


> ; 
ШИИ АЕК Е 


P(B, 1А) = РСВ, OPLA | 号) 


2 P(B, )P(A | B) 
_ 12 _ _ 2” 
Siw 2" 

Ж риу APAE: GS ШЇ ШЕ IB) 
的 概率 值 1P(B ) 是 对 随 袖 试验 的 一 种 初步 认识 , 当 
随机 事件 4 发 生 时 ,人们 对 | 马上 的 发 生 可 能 性 又 有 
新 的 认识 ,反映 在 后 验 概率 值 { PtB, ТА) Z L Wm 
把 事件 4 看 作 “ 结 果 " ,把 事件 iB 看 成 是 导致 该 续 
果 的 "原因 " ,那么 员 叶 斯 公式 就 是 "由 结 寻 找 诛 因 ”. 
这 种 次 型 的 题目 求解 并 不 难 , 关 键 基 如 何 选择 完备 事 
FE. 

11.3.4 6-9 АНЕ, LH E I| 
的 概率 为 p. 求 在 РНЫ R ТЕТЕ tH Ж 8836 ЕП 
概率 . 

EO ША ТЕ РКА ЕТЕН В 
次 ”的 事件 , AA КЗ, Во р, = РА). 

WCA) = 1 -– Pb, | ПЕЕВ 
Р(А ТА) = 1- Pi 
了 (as ГА) = р. 
т КОНЫЕ 1А PRR 3 PE) 得 
pe = РЕЛЬ | Ap PCA |) 
+ PLA, 1 А) POA) 


680 


= (1- p)pby-i + pCl- h-i) 


即 
Pb = Ёр 1(1- 2p). 
此 等 式 可 表 成 下 形式 
h-E = (1-2р)(ра- 1). 
Het = (1.2. n Bal TEA НАКАЗ 
得 


Pa- 4 = (1-2р)"(ро- 1). 
因为 po = 1, 则 所 求 的 概率 为 
b = лүЇ1+(1-2р)"}. 

11.3.5 由 1,2,… ,aa 共 x 个 数 中 有 放 回 地 随机 取 
数 , 如 果 所 取 数 之 各 不 小 于 大 时 停止 (1 安安 н) П 
抽取 次 数 的 数学 期 望 为 多 少 . 

解 ” 记 了 为 首次 取 到 的 数字 俏 , 且 区 表 所 取 数 之 
和 不 小 于 名 为 止 的 抽取 次 数 .给 定 Y = jat, X Ж 
件 分 布 与 1+ X 同 分 布 ,其 中 X, = 0, 当 1 之 0 时 ， 
对 Y RAIHI 


EX, = DEGI Y =j) P(Y = j} 
171 


= ®+-= DEX, 
化 简 得 ü 
EX, 
初始 条 件 ЕХ, = 1, 383841 
EX, = (2 二] +i 


11.3.6 有 一 条 МАВЫК, MERN 
识 的 顾客 ,在 某 一 时 刻 随 机 地 坐 下 一 个 .因为 这 批 人 
互 不 相识 ,所 以 他 们 不 愿 紧 挨 男 一 个 坐 下 (两 人 之 闻 
至 少 空 一 个 位 置 ). 问 坐 在 此 排 座 粒 上 的 期 望 人 数 为 
多 少 ? 

解 ” 从 左 至 右 给 座位 编导 1,2,…,n, 设 在 个 座 
ВЕКЕ БА ТАЈА 3235 X , 且 最 先 坐 下 的 那个 人 
座 号 为 了 .给 定 了 = ғ, X, - 1 的 值 等 于 在 编号 1 ， 


2,… 民 一 2 的 空位 上 竺 下 的 人 数 瑟 -: 与 在 编号 :+ 2， 
1 十 3， 的 空位 上 坐 下 的 人 数 X, 1 之 和 , 取 期 望 
得 


EL X, 1 Y = i] = |+ EX,- + ЕХ„—{-ї. 
于 是 对 Y 随机 变量 到 条 件 
EX, = E| E(X, ! Y)] 


= > E[X, | Y=] 1 
t= 


- 11 ex. › + EX. -;-4) 


初始 条 件 汶 EX_| = DEXa = 0# EX, = 1. 递 推 可 
得 


nr 


+ ”以 上 三 便 都 使 用 了 全 概率 公式 , 先 对 某 个 随 
机 变 基 取 条 件 , 问 题 最 终 化 为 一 个 差分 方程 ,从 而 可 
解 . 因 随 机 事件 可 用 0,1 取 戎 的 随机 变 基 表示 ,所 以 
全 概率 公式 的 一 般 形 式 可 写成 

EX = EEE(X | Y)]. Ф 
它 可 理解 为 一 个 "分 两 步 走 ”去 计算 期 望 的 方法 . A 
为 在 有 些 情 说 下 ,直接 计算 EX 比较 困难 ,而 在 限定 
Y 取 值 之 后 ,条 任期 望 EtX | Y) 的 计算 相对 比较 容 
易 , 再 利用 Y 的 概率 分 布 ,通过 ELXX | Y) 可 计算 出 
EX ,用 这 种 方法 去 解 题 时 ,关键 是 如 和 何 选 定 随机 变量 
Y ,这 具有 一 定 的 技巧 性 . 如果 X 是 试验 进行 到 第 
次 时 具有 某 种 性 质 的 随机 变量 (或 事 忻 ), 则 可 选 
定 为 与 试验 进行 到 第 wx — 1 次 时 的 结果 有 关 的 变 基 
【或 事件 ) ,如 例 11.3.4;Y 亦 可 选 定 为 与 首次 试验 结 
果 有 关 的 变量 (或 事件 ), 如 例 11.3.5 和 例 11.3.6. 

11.3.7 -APRA m 个 红 球 和 x 个 黑 球 ,逐个 
随机 地 将 球 取出 ,直到 取出 红 球 为 止 . 求 所 取出 的 球 
Ў 区 的 期 望 值 . 

解法 ! BAERT HAHAA, RITA 
管 红 色 球 是 否 出 现 ,而 把 试验 做 到 m+ n 次 , 即 把 盒 
中 所 有 球 都 摸 肥 出 来 .此 时 易 求 出 概率 


РОХ к) = ИЛИ! 
т- 1 | п 


= 1,2," в + 1. 
根据 期 户 的 定义 
S m + n — mtn 
EX = Š m-l 44 И | 


_ > es, U.) 
k [r= m — 1 
"ү Б" ") 
-{" УҢ") 
m + m 
za + z +! 


 m+1 


ЕХ = z, | EX 5 т.а 有关 ], 定 义 


解法 2 


y- |b 第 一 次 摸 取 红 球 ; 
10, 第 一 次 揽 取 黑 球 . 
则 
P(Y = 1) = =®—,Р(Ү = 0) = 二 


对 第 一 次 摸 球 结果 了 取 条 件 ,得 
lma = E[E(X í Y)] 


= „Е 


Е[ХРУ- 1] + + ЕХ | Y = 0] 


= 11 EIX-11lY=0) 


递 推 得 到 


— 
m + дні ` 


解法 3 ”假设 同 解法 1, 再 令 XI 表 第 一 个 纪 球 前 面 
的 黑 球 数 , Xari 表 晤 后 一 个 红 球 后 面 的 黑 球 数 ,是 
区 表 出 现在 第 ;一 1 个 红 球 和 第 ;个 红 球 同 的 黑 球 数 ， 


m+l 
2535 m MSX = я, 
i-l 


> EX, = n. Ф 


(Ху, Хх, Х,а) = (Cid nim) 则 
Kinin sia) 与 新 十 天 个 球 的 全 排列 一 一 对 应 ， 


即 
Р(Х, = i, Ki = 1 
] 

一 ú +a 2 
而 式 (2} 式 关 于 ТЫ зра Ж. 所 以 
Х.Х». X, 的 边际 分 布 相同 , 进 而 有 EX, = ЕХ, 
= = = EX, Tü A D4 

ЕХ, = т: 
+E 
ЕХ = Е(Хү+ 1) = H 


注 “三 种 解法 相 比 较 , 不 难 发 现 利用 条 件 概率 这 
一 有 力 工具 来 解 题 ( 解 法 2) 的 优越 性 :思路 清晰 , 表 
达 简 尘 . 解 法 1 较 易 想 , 但 化 简 繁 杂 不 易 ; 解 法 3 技巧 
广 较 高 ,只 有 对 问题 作 深 入 延 彻 的 分 析 才 能 给 出 . 另 
一 方面 ,解法 ,解法 3 也 给 我 们 一 个 启发 ;人 为 地 把 
随机 试验 做 到 底 或 做 到 必然 能 见 分 晓 的 地 步 , 有 时 会 
给 概率 解 题 带 来 意 想不到 的 效果 . 

11.3.8 ”甲乙 两 人 做 游戏 ,每 进行 . -局 , 胜 者 得 1 
分 , 负 者 不 得 分 . 在任 一 局 中 , 甲 胜 的 概率 为 ", 乙 为 月 
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— 1 a. 游戏 进行 到 有 -人 超过 对 方 2 分 就 停止 ,多 
得 2 分 者 为 胜 . 坛 分 别 求 甲 胜 的 概率 和 乙 胜 的 概率 . 
解 O 沁 甲 最 终 有 性 的 概率 为 jy, 乙 最 终 胜 的 概率 为 
是 分 别 以 所 和 下 表 示 甲 . 乙 伯 特定 的 一 局 中 取胜 
的 事件 .游戏 的 前 两 局 结果 可 以 分 成 
EF; EF; FE, FF. 
对 游戏 的 前 两 同 结果 取 条 件 ( 凤 利用 全 概率 公式 ) 


РНЫ | ЕЕ)Р(ЕЕ) + РОТЕ | КЕ)Р(ЕЕ) 
+ PERHE. TOPIE H РОАН | FOPUY) 
= артар і р-да + O: 2, 


_ — 
P =T Zag 


ЭШЕТ АНАН ptg = 工 得 


9 = т- 208: 

Ж ЖШН 11.2.4 ЕЛЕН ЕУ ВЯ, ВЕ 
把 申 { 乙 ) ЗКЕН ЕЕ СЕ EA pk 
的 和 , 峙 利 用 概率 加 法 定理 .但 这 与 上 述 利 用 适当 取 
条 性 的 全 概率 公式 解 题 法 相 比 要 繁杂 得 多. 

11.3 9 #Ж2әл 次 独立 重复 试验 中 ,连续 发 生 囊 
忻 及 至 少 r 次 , 则 称 之 海事 件 .在 任 一 次 试验 中 , 串 
ФА REREH р, Вр = P(A). 求 2N 次 试验 小 
至 少 发 生 (T т PR04836. 0 SIN < 26) 

EO BB, = | 在 前 ”次 试验 中 至 少 出 现 一 个 + 事 
Ж.В p, = PB.. BPE B , 可 以 分 拆 为 以 下 两 个 
В.Е: 


BU) — H: 
Bh = 1 я 次 试验 中 没有 出 现 ~ 事件 , 仅 在 第 
п + ] 次 试验 后 才 出 现 = 事件 1. 

即 

В. = Вб; + Вб}. 
-S.R ЧЕ ИТУ m = ARE 
+: 
F, = ПЕЙ — r 次 试验 中 没有 x 事件 |; 
F; 一 | 在 第 4 一 + 1 次 试验 中 事件 入 ЖЖ, 
Fs = ;从 第 + -+2 次 到 第 n+1 次 试验 事件 
ARRES. 
因 独 并 重复 试验 , 战 记 ,Fs 和 F 三 事件 相 独 立 , 利 用 
概率 乘法 定理 得 

РСВ!) - РОР)Р(Е)Р(Е;) 
= (l-h, L- р). 


FE 
Paa = РОВ) + РОВ) 
= Pp F {41 = Pa Cl 一 DP. 
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这 是 -个 r + 1 阶 差 分 方程 ,初始 条 件 为 
ba = bi рр Ü.p = р. 
ка n < 2r 时， 
Pa = b, i+ pil- Pp) 


= p+ (n — r)p (1 p), 
rE 
Pis = р T (2N — ripi- р). 

1.3.10 ЖФ m 和 神 颜色 的 小 球 ,各 种 鼎 色 
的 小 球 数 相同 , 且 皆 以 同等 的 机 会 被 取出 . ВАГ ДО al 
地 摸 取 小 球 , 至少 有 一 入 大 色 的 小 球 接连 被 取出 上 
次 . 求 期 望 摸 取 次 数 . 

EO BRER = | 至 少 有 一 种 颜色 的 小 球 被 取出 
下 次 | ,日 X, жі В, 发 生 的 总 摸 取 次 数 . 

BR Ki 次 时 ,事件 D-i RE BAA -次 ,以 


mgt Жи ЛКЕЛЕЙ G teH j IK LH НАН n] , Mi) 
事件 B RE qta 011 措 取 的 与 上 次 措 取 的 
小 球 颜色 不 同 , 再 如 同 前 一 阶段 进行 摸 到 . 即 
X- + 1, р, 
х, = 
| Xs-1 T Хь, 
其 中 X, БОХ, 同 分 布 . 故 
ЕХ, = ZEX, + ЕХ,) + TEC +1), 


ü 


nag, 


ЕХ, = тЕХ,_ү + 1,£ Z 2. 
初始 条 件 为 EX, = 1. 递 推 得 


А 
ЕХ, = Z, 


注 ” 递 推 公式 (差分 方程 } 在 |- 述 7 个 例 于 中 扮演 
着 重要 的 角色 . 例 3.3,4 至 例 3.3.8 的 递 推 公式 是 直 
接应 用 全 概率 公式 , 即 对 适当 的 随机 事件 { 襟 基 ) 取 
条 件 而 获得 的 ; 例 3.3.9 和 便 3.3.10 的 递 推 公式 是 利 
用 事件 在 不 同 实验 次 数 中 出 现 的 概率 关系 问 接 地 导 
出 的 . 

13.11 同 例 11.2.4. 

解 ” 记 户 ， 为 当 盒 中 有 < TARA ЗЕ WE 
述 试 验 结束 时 颌 中 所 剩 为 白 球 的 概率 . 对 第 一 次 眼 出 
ИРЕЙ ТА рр ЕЕ НЕҢ ЖИА 


ñ 
Prk = a ра. +2 + pia 1: D 
特例 , 当 б 一 1 时 ， 


六 1 一 虐 = TTITO bala 一 D. 


初始 条 件 为 pa = О.Н pa = _ . 
由 @) а. db ИТТЕ 


š. 
š =! 


,得 
Pak 一 
11.3.12 -个 人 相互 传 球 ,每 次 传 球 时 , 传 球 者 随 
机 地 传 给 其 余 7 -1 个 人 中 之 一 .首先 出 其 中 指定 的 
Н ЖЖ ЛАК“ Ж n 次 传 球 后 , 球 传 回 到 发 奈 者 甲 手 
中 ”的 事件 B, IEE. 
E ”首先 给 7 个 人 进行 编号 ,编号 为 ddirn, 
d., Edi 即 为 发 球 者 咎 .记事 件 
= {Ж n 次 传 球 后 ,此 球 传 给 i， 
了 一 了 
Ни р, T P(B,),q, = РЕВ, LARARE E л IK š 
球 后 , 球 传 到 非 甲 的 其 余 =- 1 КАРИК Н 
同 的 ]. ЖЇНЇ B Bart ,Bw 的 互 斥 性 及 及 КВ t: 
+ В, = OLERKI) 得 
b, + (zr - l)q, = 1. D 
有 利 十 事件 B, ИИ DES n- 1 次 传 款 后 , 球 传 
到 do, d а, PH, НЛА ТИЕК, И 


ж—1- 传 给 发 球 者 甲 ,对 第 - 1 次 传 球 结果 取 条 件 
得 


Р, = 2,968, \ B а=, nm PB, .1,,) 


= tr-1).: ` (als 
ЕШ 
Ра = dn-l: 2 
H 中, 包 联 立 得 1 阶 差 分 方程 b, + (r — 1) ps- 
= 1,60 
pi 


ЖРТ ЕЙ pi = О.Е Н 
m = 1 10. 

注 ЗРАЧИ ЈЕНЕ, Ж. 
的 是 关于 осн шоре Рр Т 
ЯЕ ЭС Ж.Ш 11.3.11, НЕХ ЕЕ Ж Б 
MD ri aka ph Ba ЯС ЗСА), ШН 11.3.12 和 
К] 11.3138 $S 11.5 中 若干 例子 . 

J1.3.13" Pph a TARAL TERK, ZE 
中 有 c АВНА TRR AS и Н RAE 
H RERIT n KJE AAR RRR, RIKER 
МЕ Ж. 

EO zX, MY, Р n 次 后 甲乙 
РИЈЕКУ, Н р... 和 9541 分 别 表示 第 n+ 1 K 
MEZAR HR AREE. 


EX, + EY, = aic; 

һа 5. om O 
# YB ВЕВЛАЕ ЗЕ г, Ma: 
СЕ ЕЯ 

,= | 第， 次 从 时 中 取出 时 于 

。_ 人 ,第 7 Аоф AR, 

”10, 第 ;次 从 乙 袋 中 取出 黑 球 . 


则 

EX; = a ~ Ent Е = а — bi t qi 

ЕХ» = a — Er, + Eĝ + (E8, — Ет) 
=a- (h ру} + (y+ gz), 


_ Er _ metal 
-a DEA Eat) 


= а. DCH n _ EX) 四 

2 化 简 即 为 
atre 1 

ЕХ, = yq tU G +b 

n = 1. @ 

HERY ЕХ, = а.н O REN 

(a+c)(a +b) ad — be 

a+b+c+d а+ё+с+ а 

1 1 А 

rd?" 


ЕХ, = 


RA © ЁШ р. 

11.3.14 ”一 个 随机 服务 系统 于 某 个 时 刻 来 到 顾 
客 六 个 ,每 个 顾客 接受 服务 的 时 间 服 从 同一 分 布 的 
随机 变量 . 假定 所 有 的 随机 服务 时 间 及 N 相 独 立 . 求 
该 系统 提供 的 总 服务 时 间 的 期 望 值 和 方差 . 

E ” 设 第 ;个 顾客 接受 的 服务 时 间 为 XX . 则 系统 
提供 的 总 服务 时 间 是 > . 利用 条 件 期 望 值 的 关系 
来 进行 计算 


F[2.X,] 
由 于 E[ XIN = a] = E[ YX, I N= 站 ,利用 
|х,} 与 N 相 独 立 , 因 此 
E[ SIX IN = x] = 
代 人 Ф, 188) 


ч 
Е[У,Х,] = E[NEX ] = EX, EN. 
Tl 


= ELE(Y | N)]. D 
= пЕХ\. 


Ед! 
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ШЕ: 


Е Sx — ЕМ. Var[ Ху} + ЕМ. (ЕХ). 


因而 
N, 
Var( > X.) 
l-l 
= (EX Ма (М) + Var( Xi) EN. 

Ë “本题 的 关键 是 利用 前 面 多 次 提 到 的 全 概率 公 
REX =E EIX] YRAETA E). A 
ERTI DALE HRE 26 — ЛЕ 
H X BJ. HII 

Var( X) = Ерма X ıı Ү)] 
Rn уак хі Y) = Е(Ҳ 


911.4 示 性 函数 


йл ЕЕ КЇ ЖЕЛЕ ТЕ NE. CE 
立 起 事件 发 生 与 否 和 0,1 БЕ {ИРЕ ЖОЕ] НА} АЭК IA 
m, ОГ H ЛК ТЕ БОЕП] S pha Ж. E hayt ЛУ ДЕ АЕ} 


+ Varl ELX: YJ), 
Y) - (ELE| Y])°. 


ZEKE. — TET А 的 示 性 中 数 定义 为 
1, ЄЛ, 
talw) = lg 当 w &А. 

11.4.1 N 为 非 负 吾 数 值 随机 变量 , 试 证 : 


ЕТМ] = Ууру = = DPN > p. 
Fr X ЖИР z) уя: ERNER, 则 有 
EX = N (L - F(z))dx. 


® LARA IN лер. 则 容易 验 
证 当 > N, = 0. FE 


N= Уш, 
i=l 


Ph kl 

ЕМ = > Eli = 2 P(N Z 1) = > P(N > k). 
i=] t-l & Ú 

ЭДИ, J Т, IX > xi ВОЛНА. a AHB 
EX = ЕП de) = Ef Ldr] 


- [рх > r)dr 


= Га). 
20 

il ЖЕЛИЕННГ} ЕЕЕ АЧУ ТЕА, Е 
有 -种 看 法 ;XX EI EO оо) 十 的 积分 , 另 一 个 关 
键 点 是 某 一 事件 的 概率 就 足 关 于 事件 示 性 丽 数 的 期 
B. 

#2 类似 的 方法 可 以 用 来 证 明 本 例 的 推广 
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Gwi X. Y) 


Ü +9 


其 中 Feir) ffi Кусу) 分 别 是 X # ВУКА PS 
数 . 

11.4.2 TAL A. 
PHA А.А». 
< r+; 

= 005070) 
х Dye PA А, А, ). Ф 
п у 


证 ЖИ 记 为 A НУХА, Jir 


N = Уа, 
其 含义 为 ;4 中 发 生 的 事件 数 ， 而 再 引 人 示 性 函数 了 
= цу. ШЕИИМ EARE 


= ја ps, 


Ех х) Еубу)ахау, 


A, н 个 事件 . 试 证 
„А, 中 的 > 不 发生 | 


即 有 
= (a) 
“ЗД, ез) 
- 5, (Г, JC 
而 又 可 以 求 出 
[| 
= ELi ФА, ,А, тА MAERU 
= as 
仍然 经 过 和 号 求 期 望 即 得 所 证 


注 “在 一 个 问题 中 可 以 设 z 重 示 性 函数 . 
11.4.3 RZE n 个 来 宾 把 幅 子 混在 一 起 了 . 若 
令 每 个 人 从 牛 随 初 地 取 一 顶 , 平 玛 有 窗 少 人 能 戴 上 白 
己 的 帽子 , 配 成 对 的 人 数 的 方差 几何 ? 
解 ” 记 第 i 位 客人 选 到 自己 帼 子 这 一 事件 的 示 性 
函数 为 工 , 则 所 求 的 信人 数 为 
Í =< 1+ +з + h. 


因 选 取 是 随机 的 ,所 以 El; = PU, = 1) = 二 ,进而 


в = УЕП, = 1. 


求 方差 时 要 留心 T, 之 间 不 是 独立 的 ， 如 果 甲 把 乙 的 
帆 子 取 走 了 , 乙 就 取 不 到 自己 的 帽子 ,于 是 必 先 求 出 


L. 它 间 的 苏 方 差 .注意 到 LL 也 是 0,1 ЇН РАЎ, 
它 是 第 : 和 第 ; 两 人 同时 取 到 自己 冲 子 这 件 事 的 示 性 
Ва. 所 以 
FE LL] = PO, = 1,1 = 1) 
=P = РО = 11 L = 1) 
l 


m -l 
由 此 不 难 求 出 
Covt 1.1) = ЕМ, | — EL : El 


1 


Æj. 


进而 有 
Ма) = Ума) к2н, 1) 
1 1 rr 
_ ] 
= н. у + (ңы = 1. 
Ж ”本 例 利用 了 示 性 两 数 相 有 的 运算 来 表达 两 事 


件 同 时 发 生 ， 本 结果 如 联想 到 二 项 分 布 当 
npa ALn + оо) ВРЕ, ПП h ЖЕЕ Ж 


P(I =111,-1) Ta = 1 = P(E = 1) ПЯ 


I 是 近似 的 a 个 独立 变量 和 ,也 即 近 似 地 当 вр, = п: 
二 一 1 时 趋 于 参数 为 1 的 泊 松 分 布 .这 样 一 想 /的 方 
жой | 就 是 很 自然 的 了 . 

11.4.4 Т a tA, b TER, MHH 


Hire (esa + b). KAARNA. 
FEL 设 摸 出 的 白 球 数 为 工 直 接 计算 


PUT = ;y = g (te). 


J = 0,1,,e, 


ma- э,“ 
00) СУ) 
б”) 


ca 
ató 
解法 2 W. ТЕАТ ШЕЙ іп д, 表 " 第 
ЖАЯН ЧАК" 事件 ,对 应 的 示 性 函数 记 为 了 . 则 
摸 出 的 白 球 总 数 为 了 = HB t b + + L, AAH 
11.3.7 注 中 的 思想 假设 把 所 有 的 球 都 揽 出 , 易 知 


a _ [4 
ЕЈ, = P(A) = —2-, 
于 是 得 
El = Eh + El + + EL = 


і = 1,2,0. 


— _ 
a+ р 


11.4.5 把 r 个 球 随机 地 放 信 人 n aP LARTA 
С.Ж ЕХ. 
解法 1 Hom. = ЕХ. Вн, п) ile r ЕВЕ, 
ЖА n AHRR: TIa” HE, HAE р (г.п) 
= P(B,(r,n)). ФУР Н А 2 6 
中 . 
考虑 事件 В (r + 1,n) 的 有 利 场合 , 它 必 为 下 两 
ЖР: 
1 PEB (к,п) 发生 , 且 第 > + 1 次 放 球 内 能 以 
Rn 放 在 # 一 处 个 已 有 妹 的 盒 中 之 一 ; 
2° 事件 Bilr,n) 发 生 , 且 第 x +1 hep НД 
以 概率 下放 在 +1 个 空 愈 中 之 一 . 
根据 概率 的 加 法 定理 得 
b(r + l,n) = alr n) 1 k 


п 


+h (кт) etl D 


п 


E © ЯКЕ kk = 0,1,:--, н) ЭЕ k ЖЖ! 
т = Уке + 1,я) 
+0 


= Хар, (к,п) 一 АСУ? (>л) 
ET) ЕГ 
-kik + 1) раб п)] 


1 1 
ут = (1- m Jor. 


利用 初始 条 件 mw = n 38 
m, = п(1- Ly, 
解法 2 首先 给 盒子 编号 1, n. W А, AR 
验 结束 后 第 ; RE" 这 一 事件 .引进 事件 А, ARER 
数 了. 则 总 的 空 盒 数 
Х = h +L к, Г. 
事件 4, 发 生 是 指 > 个 球 放 于 其 它 的 x - 1 T £tÓH 8 
个 球 都 有 n- 1 种 放 法 . 故 
1 


El, = P(A) = (1 - T. 


= т, 一 


于 是 
EX = Eli + EL, +5 + ЕЁ = ntl -+y 


#1 HEZA HAA TANEN E 
SEFE ДЕЕ. AR — PE 5 Эс а, [Н e az BI 
ИНЕ НОА RER E 
接 求 一 个 随机 变量 X 的 数学 期 望 EX 很 困难 时 ,我 们 
可 适当 地 分 拆 半 为 若干 个 随机 变量 X ,Xi,…, 汪 ;之 
Ж.Х = Xit Xatt XY,, 而 每 个 EX 又 比较 容 
易 求 出 .这 时 利用 期 望 的 线性 可 加 性 即 得 ЕХ = EX, 
+ ЕХ, ++ + EX, BARR ERIAN ЕХ, ТЕЛЕҢ 
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可 ,而 对 X... Ху," X, н} НК: ЖАН (l = 
Ж. XERA RA ip ar hit Е, ДА, 
上 述 这 种 分 解 - 般 较 容易 看 出 .[ 如 果 X 是 每 次 试验 
HEAR S 的 试验 次 数 的 记 数 变量 ,那么 X, 可 取 
为 "第 у ERRERA TEES” 这 -- 事 件 的 示 性 函数 ,如 
миа аша хе КЕ 体 中 具有 人 性质 人 的 个 体 
个 数 的 记 数 变量 ,那么 X. 可 取 为 "第; T AKP Si 
Eh ó" 这 - : 事 侍 的 示 性 函数 , ШЕ 11.4.3. 例 11.4.5 
和 下 面 的 鲍 11.4.6.] 

注 2 证 1 中 大 的 这 种 分 解 还 有 个 好 处 ,可 以 用 来 
计算 Var(X) .只 需要 考虑 任意 X. , X, 两 者 之 间 的 协 
方差 ,尽管 XXX 整体 问 的 依赖 关系 很 复杂 
本 例 解 法 2 的 方法 易 求 出 Var( X) ,读者 自行 党 试 . 


[等 案 是 :Var(X) = n(l у "(1 Lyr, 


n(n —1)(1 一 二) 

11.4.6 „ЯЕ 2n 只 ,随机 地 分 成 nn И, 
堆 2 只. 试 求 恰好 成 一 双 的 那 种 堆 的 数目 期 望 值 . 

E ”把 28 只 鞋 从 左 向 石 排列 ,第 1,2 生 位 置 看 作 
第 1 堆 , 第 3,4 号 位 管 看 作 第 2 堆 ,…, 第 2x 1,23 号 
位 置 看 作为 第 яп ME. р A. 为 第 ; 玲 恰 成 一 双 这 一 囊 
性 ,对 应 的 示 性 函数 记 为 L. 则 怡 成 一 双 的 总 堆 数 为 
站 一 夏 + 上 +… +1. 事 件 六 的 有 利 场 合 数 为 2n{2x 
一 2)1 .因为 第 27 一 1 号 位 有 2n 种 排 法 ,一 -有 旦 确定 三， 
第 21 号 位 只 有 一 种 排 法 才能 与 前 号 位 的 鞋 愉 配 成 一 
双 , 其 余 的 2x —2 RETTER Р 40 Gn - 2) a u E 
全 排列 , 排 法 为 42a — 2)! 种 . 故 


оу ZnZn- 2)! 1 
EL = (А) =E (аур = an 
于 是 
= a = m _ 
ЕІ = El + EFL + tE, = sz 1: 
$11.5 33 


EREL R, PRERE k = 0,1,2,… 的 离散 型 
随机 变量 很 重要 . HARAB TANEET 
征 , 是 研究 它们 特性 的 重要 工具 . 这 种 方法 可 以 看 作 
是 特征 函数 的 一 个 特殊 情况 ,已 在 概率 论 的 许多 分 志 
领域 中 得 到 了 广泛 的 应 用 . ШИЕ ар а.а». #— 
Ж#Н 

Sts) = 2107 
在 :=0 的 一 个 领域 内 收 黎 , 则 称 S(s) 为 序列 1a;1 的 
EFRY. FEA, iei 为 景 个 随机 变量 的 概率 函数 
时 ,Sts) 在 区 间 [ 一 1.1] Аа, ЮЕ S(s) 称 为 
686 


Саа 的 概率 母 也 数 . 
1.5.1 WX, M X, НЕ, H X; ВАЗА 2 
Ят МВ, p). Ep 


Ë + r, — 1 
РХ = Ë) = | 1 Jaa - p}, 
г, — 


bP = 0,1,2, 
Еф = 1,2,к:> 0,0 >0,0< p< 1.ШЕНӉ.Хү+ 
X, 眼 从 负 二 项 分 布 NBCr + r р). 
证 iX HX 的 概率 有 母 图 数 分 别 为 SI) ЯП 
Szty). 则 利用 负 指 数 二 项 展开 式 


_ —{р+8-1 
i > 0-1 Је P 
ARLE D PR ô= r Е = (1 -— psi 
Sls) = >уР(ХА, =) 
}=® 


= + р 1 
~ S| Ий jata | pisl 


к= 


-= — Ë = z 
ma- SSS 1.2. D 


[Л X + X, KARERA A 
Sls) = Sils) Sals) 
_. 1—2]. 
1— (1 - р) = 


再 由 209 X, + X; 仍 服从 负 二 项 分 布 ВМ =, +). 
b). 

注 1 ЭСЕ ЕН ТЕРРА Ж R) j ДЕЛЯ: 
(1) 两 个 狐 立 的 非 负 整 值 随机 变 基 之 和 的 概率 母 函 
数 等 于 两 个 变量 各 自 的 概率 母 项 数 的 乘积 ;(2) 非 负 
整 值 随机 变量 的 分 布 与 概率 母 本 数 之 间 有 一 一 对 应 
关系 . 性 质 (2) 是 用 母 函 数 刻 画 随机 变量 的 理论 基 
础 ,本 例 中 性 质 称 为 负 二 项 分 布 的 再 牛人 性 ,具有 再 生 
性 的 分 布 还 有 一 些 , 如 二 项 分 布 , 波 哇 松 分 布 等 . 

注 2 本 例 中 的 两 参数 yj ,rs 可 取 任 何 实 数 . 特 
A ri ЖП =, 都 取 正 整数 时 我 们 可 给 出 本 鲍 再 生性 
的 直观 解释 . 

考 嵌 一 个 伯 努 利 试验 序列 ,在 任何 一 次 试验 中 成 
ЭКИ ЖЫ 5, 则 可 以 证 明 Х, 即 表示 第 x, 次 成 功 之 
前 的 失败 次 数 的 总 和 (于 是 X. + +>, 为 直到 出 现 第 = 
次 成 功 所 需 的 试验 次 数 ). 由 于 X ЯП X, 相 独 立 ,所 以 
X i + X; 可 以 理解 为 第 r + r 次 成 功 之 前 失败 的 总 
次 数 , 因 而 具有 负 二 项 分 布 ВМ( ну +, р). 另 - - 方 
面 , 如 假定 Y, 表示 第 — 1 次 成 二 与 第 j 次 成 功 之 间 
药 失 败 次 数 , 则 由 们 努 利 试验 的 性 质 知 Y i. Y... M 
立 同 分 布 ,共同 的 分 布 为 几何 分 布 , 即 PUY, = k) = 


(1- p)°p. Ху = Yi + Y> + =: + YY,( 负 二 项 分 
Ж ЛИИ Аг Я). 

11.52 Н.А ЕЈ) n k, БСАН 
FRAD 145 ТЕ ТАЈ ЕЕ Z А9 IF ТП ЙК Ж 
БОО Ë = яп) 的 概率 . 

ИЮ 设 甲乙 得 到 正面 的 次 数 分 别 为 和 和 .由 于 
иту, ЕА ХОУ Ы, НАРАА 

РХ = р) = И 
j= 0,1,2, ,7, 
因而 Х [ЁН ЖЕЕ РАЖ УУ 


W(+) = AU + а)", 


ЖЕ лч 的 系数 即 为 甲 得 正面 ; 次 的 概率 . 同样 ， 
在 函数 


L 14, 
)= 501+) 


的 展开 式 中 +! 的 系数 即 为 乙 得 正面 j 次 的 概率 . 因 
Ж, ра 


SC) = жа) С) = 0 1 25 


gpa" 


的 展开 式 中 r 的 系数 | ， |, |2” 即 为 甲 得 正面 次 


数 比 乙 得 正面 次 数 儿 上 次 的 概率 . 

11.5.3 某 城市 出 租车 的 号 码 为 六 位 数 , 并 可 能 
ЕШ 000000 到 999999 中 的 任意 一 个 . 设 在 街头 任意 
过 到 一 辆 出 入 车 , 求 其 前 三 位 数 之 和 等 于 后 三 位 数 之 
和 的 概率 . 

解 设 所 届 到 的 出 租车 的 六 位 号 码 为 
XIX2X3X4XsX6 ITERA j, X, 等 可 能 地 取 0 一 
3 这] 个 数 中 之 -, 所 以 其 母 函数 为 

9 10 
Ух) = 10227 = == 
进而 X, + X; r Xs 和 X, + X; í X, HERRIE 
[W(r) 2 ЖЖ ЛЖ x 前 系数 即 为 出 租车 号 码 前 
三 位 数 或 后 三 位 之 和 为 上 ЙИ Ж. ИНЕ 
S(z) = [WPW E) 
WEF 
105 (1- х) 
的 展开 式 中 q 的 系数 ( 即 常数 项 ) 就 是 所 求 的 概率 
р. HF 


6 б (6 
ув 一 — 10 20 _ 30 
a a Na ЫЕ l) 


22 324, 
ПЕНИН 


1 [/32A 61/22 6\12 
7 ANSE 由 GIG || 
= 0.055. 

注 1 ”从 解 题 中 可 得 到 如 下 结论 ;出 租车 号 码 前 二 
位 歼 之 和 等 于 后 三 位 数 之 和 的 概率 为 号 码 六 位 教之 
和 等 于 27 的 概率 . 想 一 想 ,为 什么 ? 

注 2 ”于 述 两 例 用 到 了 母 函数 的 男 外 一 条 性 质 : 设 
两 相互 独立 的 非 鲍 整 值 随机 变量 & 和 和” BJ Br Ра 
ЯТ Q Us) M С (5) И 005) - Qts 1) 的 展 
开 式 中 # RARAP = gR). 

11.5.4 ЖАНЫН, ЕК o 为 随机 
变量 , 试 证 ;成 功 的 次 数 和 类 败 的 次 数 这 两 个 随机 变 
量 独立 的 充分 必要 条 件 为 5 BA R E E Poison) 分 
布 


因而 


证 ”首先 定义 如 下 的 随机 变量 序列 
[1 第 7 次 试验 成 功 ; 

s” 10, 第 ;次 试验 失败 ， 
=l- ğa = 1,2,.…, 


则 试验 中 成 功 的 总 次 数 为 《 = Ур. ДИИ В 


和 为 了 = 225. 

P = 1) = Р(р= 0) = р,Р(Д = 0) = 
P(g = 1) = q = I- pb. JH My RAKAA 
Wils} = q+ bs, Wils) = b + gs. 

再 设 随机 变量 v AREE AGO), ДИ Б, КЁ 
ЮЛ АГА СМИ (s)) 和 Gt М/,(›)). 
先 和 证 必要 性 . 如 果 必 和 了 ? 相 独 立 , 则 利用 w = E+ 
7 得 
Gis) = Glg + Gip + оз). @ 
& х= р+ф.у = q+ рз. Ф 18 
Gür + y-1) = С(ж)С(у). 
再 令 T(x 一 1) = Glz), M 
T((z -+ty 1) = Tiz- Il) Tí>s - 1). 
Ж Йй н = г - 1,0 = y- 1,82 Fk {Т 
Т(ш)Т{®) = Т(а + v). @) 
XT) Ир, В ИҢ Jr # BU te 128 
Tlu) = e", À 为 某 个 常数 ， 
所 以 
Giz) = Т(т-1)—= #0, 
其 中 > ОСЕКЕ Gir) < 1,4 г Є (0,1) 
时 ], 由 分 布 函 数 与 概率 母 函 数 的 -对 应 关系 知 v 
服从 波 注 松 分 布 . 
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再 证 充分 性 . 假定 "服从 参数 为 KER 
布 , 则 上 述 必 要 性 证 明 过 程 中 各 步 可 道 ,最 终 中 成 
S EI Ç Ж 相 独 立 . 

注 1 ”本 例 的 关键 是 利用 独立 同 分 布 随机 变量 的 
随机 和 的 概率 母 函 数 的 表达 形式 . 

注 2 ”本 例 的 充分 性 串 直接 如 下 证 明 : 


P(t = r) = Уро = юре rt = n) 
3 (ee 
E 

ғ! 
同型 
-ag i 
pig = 9 = CQ 
因而 
了 (二 


- Piv- r + DP: £ = 
_ РА": r+: r 

і r ра 
= P(£ = к). Ply= t), 


即 随机 变量 С ЖП 相 独立 . 

11.5.5 在 左右 两 件 同样 的 仪器 中 各 有 两 个 灯 
泡 ,每 件 仪器 工作 100 小 时 后 将 以 概率 十 烧 坏 УТ 
泡 及 以 概率 1 烧 坏 两 个 灯泡, 如果 有 x 对 这 样 的 仪 
器 , 求 左边 仪器 的 灯泡 至少 比 右边 仪器 的 灯泡 多 烧 坏 
m(m SÇ 2л) 个 的 概率 ， 

Ж 每 次 试验 ( 指 左右 两 件 同样 的 仪器 工作 100 
小 时 ) 后 ,试验 的 结果 有 下 面 五 种 情形 :A_( 右 边 仪 
器 烧 坏 两 个 灯泡 ) .A-1( 右 边 烧 坏 一 个 灯泡 ) .Ao( 左 
丰 丙 边 没有 烧 坏 灯泡 》 4i( 左 边 娆 坏 一 个 灯泡)、 
42( 左 边 烧 坏 两 个 灯泡 ), 并 且 各 事件 发 生 的 概率 为 


P(AD) = P(A = 


r|u= к + Ф) 


Т, 
Р(Аз) = Р(А 2) = е, 
РА) = 3. 


因而 ”次 独立 试验 后 ,其 母国 数 可 写成 


SATE) 


_ Í Laa 1622 + Smot Ly 1+ bral, 
其 中 x, 的 记号 表示 在 试验 结果 中 出 现 事 忻 入， 
apenre HRAST EAR HHF А, 发 生 
“кес - 1,0,1,2) 的 概率 . 令 z, = (k = 

5,2), m] 
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gjori rir ок = тїї" 172" 2 


HihBy , tn |+ no F nin = n, H. x HERET 
AURAR IRATI 38 Б {т Е НУТ A 3k BU 
ЗЕ X PE E А 

Wir) — S(z,z2,z lr 2,1) 


і, 1 .3 1 l ., 
= (+ + 4 1 8 tar t Tea) 
_ (+ ж)" 

4r)?" 


的 展开 式 中 со BRRR A ЖОШ A A а Е 
十 6 个 灯泡 的 概率 . 

因此 ,所 求 的 概率 值 p 就 是 Wt.r) 的 展开 式 中 < 
的 指数 不 小 于 m 的 各 项 系数 之 和 , 即 


р |}. 


=Зт+т 


11.5.6 象棋 冠军 赛 , 须 进 行 2 局 ,如 果 在 每 一 局 
中 双方 的 获胜 概率 均 为 0.2, 求 比赛 以 12 ; 8 的 结果 
结束 的 概率 p. 

解 ” 设 甲乙 为 比赛 的 双方 ,12 : 8 的 比赛 结果 可 能 
有 两 种 情形 : 甲 胜 12 局 , 乙 胜 8 局 ; 甲 用 8 局 , 乙 胜 12 
局 .出 于 商 种 结果 的 概率 相同 , 故 仅 须 求 甲 胜 12 局 ， 
乙 胜 8 局 的 概率 pi. 

考虑 每 一 局 比赛 ,有 三 种 结果 :Al( 甲 胜 )、Ao( 平 
EA (ZE), 且 概 率 值 依次 为 0.2,0.6,0.2. 20 
局 比赛 后 的 母 函 数 为 

S(xzi,za,r-4) 

= (0.22; + 0.6rp + 0.2)”. 

EG ri = ак, Е = 1,0, 8, ДН ЕАК 
函数 


Wiz) = S(z,l,z l) = ala 二 一 L + 3)2 
的 展开 式 中 z 的 系数 即 为 所 求 的 pi. 内 而 易 得 
a aa 2 
b= 2р = 2: У т (d+ U (16 23 
= 0.104. 
注 “在 上 述 两 例 中 ,我们 使 用 了 苹 函 数 的 更 一 般 
形式 .具体 地 说 :考虑 ”次 独立 重复 试验 ,在 每 一 次 试 


验 中 仅 可 能 出 现 事件 А, Ал, A... A. 中 的 一 个 ， 
其 概 准 值 相应 地 为 pi, par s pm. 则 在 # 次 试验 中 事 


件 A 发生 加 次 (j = Lym, > = наж 


Pining Aa na) 
S Tanp A Ф 
EUPA R ma, na yl RERS 


білу) 


一 {руді + prat + Palm) > D 


Et Q) DEFAR Airie 的 系数 .在 二 中 
适当 地 选取 тхо, ,zm 的 形式 可 使 问题 的 最 终结 
困 有 所 简化 .我 们 感 兴趣 的 并 不 是 母 聘 数 的 明确 表 这 
式 , 更 富有 启发 性 的 是 直接 从 和 母 函 数 推出 有 关 缚 论 . 

11.5.7 {ЇН ЖА, АРК e ИЙ ОВО 
为 p, 令 “为 首次 在 成 功 之 后 即 明 到 失败 的 试验 次 
HOR t HERR, HoR Er 和 Valg). 

EO ”事件 "上 = n ONS н — 1 次 试验 成 功 ,第 
WAREK, В н -2{КТАШ 2 p, T Л {ЖГ 
ЖАШЫ, F BJ АЛ n = P(t = п), В. 
(в) 为 | n 22 01 的 概率 母 通 数 .对 首次 试验 结果 
取 条 件 得 

н. = P lgt qua aq = 1- pn Ф 
АПИ a = ы, = 0.{& GD AWAR sin > 2) Ж 
RAR 


Uls) = р + Ф005), 


P 
B) 
КО ре? 
U) =) qo): 
у: Hi 
; А53 2s) | _ 1 
UD s g BYA- g|, a Pg 
= 2 -4 
05 ра рр’ 
于 是 


- 1 
E = = 一 
E = U (1) с? 


Var(t) = TD r UU- [ U (1) ]2 
l _ 3 
ра їй 

# EUOG) ИЕЛ ЛР ЕЛ САРЫ Я, Д) X 
АН Эе ВОР P| TH UO 关于 ШКЕ РЕЖЕ: 
= 1 时 的 值 来 确证: 

ЕК = U (1), 
Ма) = (DD 0 (D - [U DE. 
Р G QG) — (1- TO s), 0 
Et = Q(1), 
Var( £) = 20 (1) + QO) - Q^). 
有 时 ,后 者 会 给 计算 带 来 方便. 

11.5.8 АЈ Е, Ж К АКА 6 
р. п ОЪ PEDRE AEREE. (о i 
- р) 

Ë llu, An РЕТ ИОК В, о, 为 
ВЕТАР Б F ТАРР ИАА Я (ВЕЈН. 
失败 } 取 条 和 件 得 

ил = Pon- + ирот 2 l, Ф 


= + 人 ШЕЯ 1 y 
Va Pta —1 QUI t => |. чы 


МЖЖ uy = 1, wo = 0 EG u,n 250! ila, n 
де 0| ЖШН ЕН ARA D ( ) У ( ) H (D, 
R EAH (£ > 1) FX £ feu] 


U(s)= l+ pV (s) + gU (s), 加 
V (i) = psU (s) + ду (s). @) 
Н, 5 8 Hi 
las 
U (s) = (1-s)[1 4- p)s] 
= D3 + (q - ру 18, 
即 得 所 求 的 概率 
u = LG- 2p). ©) 


Ж “本 例 的 目的 大 说 明 母 一 数 方法 的 应 用 . 实 昧 
上 ,可 直接 由 中, 名 导出 u 的 解 . 由 中 -名 得 
Wn U = (g P) Cn- T 0-1) 
= = (q р)". 
MH T u, + u = LA u, ШЖ a. 
11.5.9 jz, gn 次 们 努 利 坛 验 中 成 功 次 数 能 被 
3 除 尽 的 概率 . 求 | 由 | 的 概率 母 函数 ， 
解法 1 由 分 析 易 知 第 一 次 成 功 次 数 非 0 且 被 3 整 
除 的 事件 必 发 生 在 第 ССС 3) ЗН, Н.Ж 
数 
Щр = 1,2; 


0, 
re ， _ 
其 中 9 1-р FREES ati” RR n RAR 
ЧИЯ НИЗ у" 这 一 事件 , 则 
P = n + 1) = Q. 
Ж „(п 223) ВЕУ, ЖИП = K kuk 
功 的 试验 次 数 g Wa rit 
„= DPC 次 试验 中 成 芭 次 教 和 被 3 
整除 | 5 = &) . (t= P) 
: &-1\, 
= >l А |р е. 
п = 3. 
ШТ но = ln = g 和 ws = g7, НЫ, n 2> 0| Я] 
应 的 母 函 数 为 


Us) 一 Уи 
日 = 由 


= l- @ 十 4252 一 Ууз 
т=3 
+ > >... > Пр) 
n=3 V &=3 


689 


Уи + ОЭ = Аы, pls" 
n =Ü n-0 + D 


— (Уре = АВ) (Уи) 
qs ъ= 0 "=Ü 
1 


外 


Ps уз 
< 二 (1 £ z? 65). 


71-а 
ЭЕ 
ку l- gs) 
uG) = (L — 92) = (р) 
FEE IEA, B, 和 局, 分别 表示 x 次 试验 中 1, 成 


功 次 数 和 具有 形式 3v,3u + 1 和 3w + 2 的 事件 概率 ， 
Жо AEREE. e 
wn = P(A,),u, = P(B, — РСС,), Z 1, 
В U(s), V(s) 和 Wos) Я, n 2®0|,}т„.п 
> 0| 和 ja > 0i ЖАУУ ВЕРА 4. 
#Ж—1К ШЫ ДИЕ), ДАЕ A, ЖЕ, 
在 后 而 的 wn 一 1 次 试验 中 成 功 的 次 数 具有 3w + 2 BJ JÉ 
式 ; 若 第 一 次 试验 失败 , 则 为 使 事件 А, 发 生 , 在 后 面 
的 w 一 1 次 试验 中 成 功 的 次 数 也 应 具有 34 形式 .因而 
对 第 一 次 试验 的 结果 (成 功 、 先 败 } BAE 


М 一 Pen-1 + nL» п = 1. D 
ан 

Ua 一 Puai + Ч®н-\› п = l, D 

Wa T Pu, í + nl n=l, D 


初始 条 件 aa 1, ор = 0, тер = 0. 
在 中, 加 ,加 等 式 两 边 同 乘 以 s" ,并 对 n ЖЕК 
次 得 


U(s) = pW) t qsU(s) — 1, D 
V(s) = plUs) + gsV (s), @ 
Wist = Уз) + sW (s). @) 
册 由 ,号 ,加 联 立 解 方程 组 得 
Lis) = па) 


(1 — q PP — Ср) 

ЖІ РЕЙ: eS Ња, 
导出 彼此 间 的 递 推 会 式 会 给 解 题 带 来 很 大 的 好 处 ( 例 
11.5.8 中 的 省 ,四 和 例 11.5.9 中 的 全 ,四 ,号 已 把 题 
ж ДЕД ЖЮ ЭЛ ЛЕЛЕНИ ТЕ АЖ). 这 正如 同 在 
中 学 里 解 应 用 题 时 ,适当 地 引信 一 些 末 知 数 , 列 出 方 

#2 ”在 $11.3 中 已 提 到 ,利用 条 忻 概 率 在 许多 
场合 下 .问题 的 求解 归 化 为 一 个 (或 密 个 ) 递 推 公式 ， 
ЖОР КЕЕ РАЗИ ЗЕ 为 求 递 推 公式 的 通 解 提供 一 个 有 
效 的 工 其 ,我们 相信 牢固 地 掌握 条 件 概率 理论 和 学 会 
灵活 地 使 用 母 明 数 的 方法 必 会 使 读者 的 解 题 能 力 有 
较 大 的 提高 . 

11.5.10 

690 


设 随机 变量 区 服从 负 二 项 分 布 NB(r, 


HD ,其 枫 率 函数 由 例 11.5.1 给 出 .证 明 当 ry 一 + co, 
H ril- р) А BT. X ЁЛ РА ЕЕ ak КЕДР db 
P(A). 
E ХАУ 5(5:ғ, p) WEH 11.5.1 
的 证 明 过 程 知 
95(3;ғ, $) = (Ty 
“кж жое} (1 р)-+А 时 ,有 
pe >, (1-—(1- phy ee. 
因而 由 中 得 
S(sir,p]—*exp|- À + Asi. 
而 右 侧 咕 数 是 参数 为 4 的 波 哇 松 分 布 已 人 A) 的 概率 母 
KA. 利用 概率 母 函 数 和 分 布 函数 之 间 的 关系 即 知 奈 
的 分 布 呵 数 收 敏 于 波 哇 松 分 布 ， 
注 ”这 个 事实 在 +r 很 太 ,1 一 pp 很 小 而 r(1 р) 不 
太太 条 件 下 可 将 较 难 计算 的 负 二 项 分 布 转化 为 波 畦 
松 分 布 去 计算 . 


$11.6 特征 函数 


特征 函数 是 在 概率 论 中 有 重要 应 用 的 分 析 工 具 ， 
原因 是 ; 

(1) 特征 函数 与 分 布 国 数 之 间 有 一 一 对 应 关系 ; 

(2) BERRE- Н АЕРА, Б ТЕЕ 
数 重 易于 应 用 分 析 的 工具 ; 

(3) 特征 函数 比分 布 蚂 数 更 易于 应 用 . Јад, E 
的 计算 对 分 布 饥 数 是 积分 而 对 特征 函数 则 是 微分 ; 研 
究 独 立 随机 变量 和 时 , 求 分 布 函数 是 卷 积 , 而 特征 函 
数 则 化 为 简单 的 乘积 .这 就 是 为 什么 古典 极 女 问题 能 
在 引进 特征 函数 之 后 能 很 快 地 得 到 解 开 的 原因 . 

设 п Ж ШЛЕШ(Х|,Х›, + ,Х„) 的 分 布 函 数 为 
F(zi,z2," za) ШКХ. 或 下 的 特征 机 
РС t. t) 定义 为 


Гб) = Eexpli 26, 


y. D 


му 


^ 


-上 |- 


„Ё expl УХ, Еу), 
от e-m 1 
其 中 (和 Є І: = у = 1. 


11.6.1 设 随 机 变量 针 服 从 N(0,1), 求 XX 的 特征 
РАЎ r). 
п ”由 定义 
fO = =l. er ағ 
2 [е] 
= Z | г Tu ах @ 
т 


为 了 求 出 ЖАШИЛ, ТШ ЖИ ЛЕ ЖОР Еу 


Cauchy ЖИЕ. hF 2732 Ж Ш ЬЫ ЕТИ, Ж 
取 如 图 11.3 的 有 向 闭合 曲线 СОТА р ИЙ Ус kon), 
| 


IHLE d 多 0 有 


- й 


d-it з d-r _ а 2 
| е Fd = е 2dr + e zdz 
-4-4 4 -4 


+ 人 ”as (2 
由 复 变 两 数 积 分 性 质 得 
d 4 2 1 

[ edz] = | өч 

шч О-у CH d + ооу, 
同 理 

И аз —0 (3 d— + о). 
КШ D AIR 


pæ 2 d- u 1 2 
| е2 Ду = lim | e 2“ dz 
"х dto -d` 


= hm F е Tdr = уя. 
dta — ef 
再 由 心得 


2 
Ja) = е5. 
11.6.2 RATE XIRAN, 8) 分 布 ,其 密度 
函数 为 


fiz) = Ea ,x > 0. 


P (Oa) 
Ж ХАРПЕР F( r). 
解 
кос ede o 
下 面 计算 O 看 端 的 积分 . 由 于 е ЕМ 
包括 原点 和 污 穷 还 点 的 任 一 区 域内 解析 . 为 利用 


Cauchy 定理 ,选取 如 下 的 有 向 临 线 C ( rH R EtA a 
组 成 ) 作为 积分 路 径 , 齐 


即 


RER n) Rip-u) П 
| te “dz = | z e€ "dx + 
zp Ж 


m 
f za lo de + f gle dz. D 
Р хр 


由 积分 性 质 得 
р le = d> 


É. 


к(й-и) 
И 21е "dz|—0 CH R=), 


RiB- 
f zle idz 
“0 


= (B — y| et rdxr, 
Po 
其 中 oo = 008 一 it) 12. ТИ О 9 
(8 – пее rd 


一 0 04 р-+0), 


再 由 Ф 知 
AD = (1- 

Ж БА ЖЕ ШЕР АЧ КЕШЕ ЫЛ 
ВАЎК, PHI Cauchy 定理 和 和 留 数 定 理 ( 见 下 例 ) ,因此 
首先 必须 判定 被 积 函数 的 解析 区 域 和 选择 适当 的 封 
闭 积 分 路 径 ， 

11.6.3 ”随机 变量 X BRERA = (1+ 
у ХВ ҖЧҖ gle). 


# 
g(z) = | eO: 
I сп g7" 
= + 1+ ПЧ. D 
函数 -一 在 复 平面 上 有 两 个 极点 + i. 下 面 分 两 种 
MIOR 右 端 的 积分 . 
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情形 1; 当 x < От], 884629 1 689 ҮЗЕ 
с 和 直径 


R,R) 组 成 (方向 如 图 41.5). 根 据 留 数 


[л 1+ 22 de| тава 
所 以 由 DOA 


le 
gle) = 2x в | 及 + 229 Т2: 


НЕ 2,5, > ОВ, Ж У РЗА 
ТЕНИ ЕТЕЩ Ж riel H АЗА Bs). 由 留 数 定 
理 


£$ < ] Zde = 2 (2 1 


-- ет, © 
而 
Fe E S E 
$ | + id = [а ИЕ 220°. 
@ 
| а. (5 R= + =). 
# @ FS R— + оо, D, eA 
1 | _е _ Í -r 
к\т) =- 57 15 524 = 76“. 
综合 上 述 两 种 情形 ,概率 密度 为 
g(z) = >e" zl r E R. 
11.6.4 REMEE ХАМО, 02) И.Ж X 
В Е. 


# Ba – EX. BF М(0, с2) 的 特征 函数 
б) = = > 15 Салит 
=й 2231 
有 一 - 切 阶 导数 , 轩 而 根据 特 社 函数 的 性 质 知 x А, 
692 


A— HEE. ВЕН 
fO = (Ay 0, = 1,257, 
At0) = 0 
知 
паз = ICO) _ Qola” 
2 i” 231° 


ay (= 0,3 = 1,2, 

注 ”对 特征 函数 使 用 微分 法 可 求 出 随机 变量 的 各 
阶 矩 . 它 比 利 用 分 布 函 数 进行 积分 求 各 阶 矩 的 方法 在 
计算 上 要 简单 得 密 . 一 般 地 ,着 处 的 特征 函数 (1) 于 
t = 点 有 有 限 的 侦 数 2x 阶 导 数 , 则 对 一 切 (06 
Am 8 B. = E 1 X < о, Н а = ЕХ = 
z (о). 此 处 “偶数 27 ”的 条 件 改 为 奇数 时 ,结论 
个 成 立 .反例 ,设立 的 概率 密度 为 


0,331 X 152, 
OEE 


Diela 35 X > 2, 


其 中 。 为 正则 化 常数 ,使 | xs(zjdr = 1. 易 验证 X 
的 一 阶 矩 不 存在 ,但 其 对 应 的 特征 函数 

ко = 2] ау 
жа 


Wi Sin се 
| Puman. dx + де], Tig” 
= 0(14ogt), 24 2-+0 8, 
ER f (0) = 0. 
11.6.5 (X Xp e, Xo 为 一 ЛАШ, 
BAE HAA MUN: PI pan" рь), ВАВА Уу 
Р(Х, = b,j = 1," n) 


= тт Мисру "рт, 


其 中 名 为 非 负 整数 ， „>08 = №, 2e = = 1. 
Ж) 【XI Xa X) 的 特征 函数 ; (2) (X... 
X... X, |+ x 的 分 布 . 

М (1) 出 多 项 式 定理 知 (X I Xo, 
函数 

foi iy, F) 

= >) р pe рио 

+ ре)“, 


У) ло оь, HEARR, Dk 


Х„) 的 特征 


= {руг + рое +з 


= N. 
(2) (Xr, X, 2.X,- + X, ARERR 
ОО, 
= труе аёаа) 
= [рет +з + py-zea-2 + (рар + р.) 1], 
BIGX et, ›,Х„_| + X.) 服从 多 项 分 布 МОМ; 
фаз. pn-2s pa 1 T+ Po). 
11.66 R(X, X) 服 愉 二 元 正 态 分 布 МО, 
2 ай ‚о p) ,其 概率 密度 为 
ехр}– 


; 1 1 
Ву.) = 一 一 一 E T 
172 299195 T 2? 211 一 р?) 


ү 一 2p Ез n) (zz — g2) 
[一 一 人 了 у 210; 
= 
Жа) Ху, Xa) 的 特征 函数 ; (2) X; + X; 的 分 布 . 
解 (1) 构造 两 个 新 的 随机 变量 
үү сс y Юи 
а ©) ©) 
Ел Ж) 
X, = pit YI + pY;:),X;, = 6) У + иу. 
38488 у ЕГ ТЭ А A 


A Ts: 
уру) = El 


I |0 27 
AW Үт, У) 的 概率 密度 为 
Куту) 
=| Ji fip + абу + руд), озу + ga) 


所 以 ҮҮ, Y, ~ N(0,1 — 02), Y; ~ 
N(0.1). ЖАЗ ТЕЖЕП КЕДЕ Ж ЗЕК д 
HXi: X.) 的 特征 函数 

fx x. (Fl £2) 
- Elexplis үг Y il] 
t Flexpli(s oti + aaia) Ya! ] 


= expl їр + itapal 


expl; (д + ізн) 一 2 laj- б 232111 


- Form + oat? | 


= exp 


W 
TORNI | 
Аз! 


2 ` 
719: 95 tz 


ш Len, 


(2) H D X, + X; 的 特征 函数 为 
Jx, +X, (2) = Jx, EALE z) 


= expl itle 十 go) 一 20 + 200: + а}. 
因此 XI + X; 服从 正 态 分 布 М + 2,91 + 27102 
+ 55). 

Н ”这 个 结论 充分 说 明了 特征 函数 对 分 布 哆 数 的 
计算 的 有 效 性 ,读者 不 难 通 过 亲身 的 试 算得 知 应 用 累 
次 积分 计算 得 出 这 个 结论 会 章 遇 到 守 大 的 困难 . 

11.6.7 设 邯 ,了 为 两 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 
且 二 阶 年 存在 (或 概率 密度 存在 不 等 于 零 , 旦 有 二 阶 
FAO MWEE X- Y fiX + ҮЙ, W] X, Y. X 
+ YX- Y JR JA iz AT. 

证 法 1 БИХ ВЕ Е, пр 
X Y RSS ОЕА X = X — EX. V =Y- 
EY,X ЖП Y IB fk sr АЖ), BiB oz = Уш(Х), 
prit) N ХЕРА. AA ХҮ E X YA 
X -站 独立 的 条 件 得 

prli) = gox(t) = prxryyrix_ yit) 
= punit) ` фүх.үу(0) 


= [gí pxl- t). Ф) 
# ФИ ; > - + 38 
gyl- 21) = [фх(— 1) oz (t). Ө! 


A р) „ЫМ, 00) = 0 且 由 中 和 加 
наин ие = (Сор т 
plt) = [a5 )]2 


= [р( D = 


= СС)" 
= [p(0) + p'(0) sç + (sz) 
= [1+ oG) 一 1( 当 п» + оо), 
因此 р(+г)=1,Шеу(т) = pio) {Ж Жїз. 
可 写成 
et2t = [фу М. @ 
名 次 使 用 他 得 


xlr) = [gx (>) = Lel 


-CT 
2 
= [фх(0) + фу (0) >: + -ех'(0) i 


+о( у" 
4" 


кю 


2 2 
š й 122 
1-0 д0 e2° 
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H н + 吕 时 成 立 , 所 以 өү\т) = еЗ? ERX 
服从 МСО, о) 分 布 .利用 独立 正 态 随 机 变量 的 线性 
组 合 仍 服从 正和 态 分 布 ,于 是 结论 得 证 . 

证 法 2 E АЖ ЖЕ у(х) 存在 ,下 用 概率 
密度 的 性 质 来 壕 明 . 利用 独立 性 知 (X,Y) 的 联合 密 
度 为 КӘ Ру), НЕХ + Y.X - Y) 的 联合 密度 为 


fxiy.x-vk u u) = 4 п £. 
BX + Ү,Х- УВ ЗИ у giu) hlu). 
H X+rY,X 独立 得 

v>) = 2g()h(o). @ 


因 对 任意 r, fir) 3 0, Т АГ m (z) = ок). 
在 时 两 端 取 对 数 


“ty 


mi ) + ma ( * | = log2h (о) + logg( u). 


адат и, 0 ех ич 


и, х. 
Ma- iy s 95-0 Ңи'(х) = mly) Ж 
тт) 三 常数 .因而 存在 常数 4,， 


{ЕЁ т, ул, 
和 使 得 my(x) = art + ba кс, / ИНЖЕ ЕЕ 


бт) = еба) „ С В, 
其 中 a > 0 可 根据 f(x) 为 密度 易 推 山 , EREA 
证 . 

Ë ”~- 提 起 一 组 随机 变量 相 独 立 , 我 们 就 应 该 联 
想到 其 充 要 条 件 是 它们 的 联合 密 诬 等 于 各 自 密度 的 
乘积 :假定 密度 存在 ), 或 其 必要 条 件 是 它们 和 的 特征 
一 数 等 于 各 自 特 征 函 数 的 乘积 (不 是 充分 条 件 , 反 铅 
可 取 X ВУЧЕ, АЕА У е UU ,再 取 Y = 
aX Яфахо AREO .证 法 2 正 是 利用 了 独立 随机 
变量 概率 密度 的 这 种 性 质 , 想 起 来 比较 自然 . 在 利用 
特征 函数 性 质 的 证 法 1 中 , 关键 是 异 助 于 泰勒 
(Taylor) 展开 的 珠 想 去 证 明 p(z) 二 1. 更 一 般 地 , 关 
于 随机 变量 X ишн) 的 泰勒 展开 式 有 如 下 
结论 :如 果 对 某 个 整数 я l,a, = EX" 存在 有 限 , 则 


ко 1+ а н} + olll”), 


这 种 泰勒 展 开 式 在 下 面 儿 例 中 扮演 重要 的 角色 

11.6.8 iX, n 22 11 为 - - 串 独立 同 分 布 的 随 
机 变量 序列 , ЕХ, = ж, Var( XI) = а? < со, ШЕЕ 
хЄК!, 


>x, ~ яи 


tim P(A — = zr) 
КАНА odn * 


= ir), 
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其 中 Ф(х) 为 标准 正 态 N(0,1) HATER. 
证 xX- «和 (ZX, пи) ng 的 特征 函数 
分 别 为 (г) 和 (7)， Эна айз 
(т) = 1 -Zp + alt), 
ETRE Х„,п 2 1| 的 独立 性 ， 
fkt- [z КИ 


= [1 EG Ñ) 
= li + oD ем пс +оо). 
利用 特征 函数 的 收敛 定理 知 本 例 结论 成 立 


11.6.9 设 | 之 工 为 独立 回 分布 的 对 称 随 
机 变 基 , 昌 其 有 有 限 的 方差 d. УІ о 为 离散 随机 变 
量 与 1X, ,i 空 1| 相 独 六 ,其 概率 函数 为 

Plo = k) = pil- р), = 1,205, 
其 中 ре (0,1). M| 


БРС УХ, = z) = Flr). 
这 里 Р(х) 为 拉 普 拉 斯 分 布 请 数 ， 其 概率 密度 为 


Fle) = 2.2 zx x С В. 


证 2 X, fl 2> 的 特征 函数 分 别 为 g(2) 
ИЛО M o 取 条 件 并 利用 [X ,i = 1} 独立 性 
Ьа) = Хара р) риа) 
_ pa( p11) 
1-(1-р)е(р! i) 
又 由 于 X, ВИН 0,7058 o RLA 


кї) = 1- Sp- altt). 


因而 
lim fo #) 
pil- 0р + он) 
-im——— r 
i-a- p)[1 - p + о(12р)] 
_ 1 
~ —. 
1+ 502 


据 例 11.6.3 的 结论 易 知 上 式 右 端的 函数 即 为 
РС 对 应 的 特征 函数 . ЖЕ ЕЩ ТЕПЕ РЕЖЕ ЖЕ ИЕ 
证 . 

注 1 用 上 类似 的 方法 可 证 明 如 下 结论 ;在 本 例 中 ， 
ШЖ EX, = z > O,.,EX2I < so MD F( r) 为 指数 分 布 
Ехр z) ВУ РАК, El 


l e, ar 0Bf., 
0, rüht. 

注 2 ТЕРЕ ЖЕ ИЛЕ Елу АЙК 
布 收 伍 的 意义 下 的 极限 分 布 与 特征 函数 的 极限 函数 
之 间 存 在 善 对 应 关系 .因此 ,由 特征 函数 的 极限 函数 
本 出 推 知 随机 变量 序列 的 极限 分 布 . 熟 记 一 些 常 用 随 
栅 恋 其 的 特征 函数 有 利于 辨别 和 刻画 不 同 的 随机 蛮 
Hs. 

1.6.10 Ж Xp Xi. X, УН y [ЫН 
称 随 机 变量 ,具有 非 退 化 的 特征 函数 (2). ВЕ о ЗУ 
11.6.9 а ARMIE EES X, j 2 11 相 独 立 . 
疏 定 存在 某 个 常数 a € (0,2) 使 得 


lim? — + Ф 


Fir) = 


存在 旦 有 限 , 则 随机 变量 X 与 РУХ, 同 分 布 的 
Аал) 具有 形式 
уб) = 一 一 一 一 ,为 某 正常 数 . 


1 十 和 1 ET 


证 同上 例 ,由 X; 12 > ух, 同 分 布 等 价 于 


_ гї!) 
s) 1—(1—;)/(р!4)` © 
5 
Е 1 
KO = татар D 


H X, 为 对 称 随机 蛮 基 知 FU CBS UU 为 实 值 对 
ЖЕН], НН ЖЇР 中 得 UC) 为 连续 函数 ， 
把 @ IN A ОЛЕНЯ 
U(t) = Ulp! t, £ € (— о, о), Ф 
往 证 U (O) 三 常数 4. 任 取 本 > 0, 令 
an = „тіл Ule), 
zo = ег € [0,T] B Ulz) = agl. 
由 UC) 的 连续 性 知 (x0) = ар, ПЕ @ 
Шр) = U(xn) = ауд. 
所 以 pl 2 xo AM zo = 0. 
男 一 方面 , 令 
а = max Ше), 
xi = inf|r:x € [0,T] E Utr) = еі, 
则 (т) = a B Ulp a) = Ux) = a ВЦ 
plar 22 s Шуу = 0. 
注意 到 ror WEA 
U(0) = min 002) = max U(t), 
160.10] e[u Р) 
Ар U) 于 [0, 开 | EARR. H TIERA UG) 
的 对 称 性 得 让 . 
注 ”在 分 布 晴 数 刻画 中 ,有 相当 多 的 一 类 问题 最 


终 化 为 证 明 一 个 泛 函 方程 (关于 特征 函数 或 拉 普 拉 斯 
变换 的 ) 解 的 唯一 性 ,而 解 的 存在 性 一 般 容易 证 明 . 
经 过 适当 的 变换 后 , RE AETHAU) = 
Lir) t E 0, 工 ], 其 中 了 为 某 个 常数 ,4 НГО, Т) 
ЕВН СТО, T] 的 子 集 Ealo, T] 的 一 
个 映射 , 即 


А:@—6С[0,Т]. 


ЖП САО) (2) = (р 22) AERA A 的 性 质 
п} Ж ШЖ Е (А) (2) = U) € [0, T] 的 函数 
йт) 的 刻画 ,特别 , 当 A 满足 下 两 条 : 
(ТУА, љЄ Ф, NA S> Aa), Yre (0, 
т) REAA) = (ARNE), Ү+Є (0,т); 
(ПУЛ, РЕ g€. ДО) > Р), МЕС (0, 
DWAAN) > (АР). 
3: РАА PE ШЕН Н ШШЕН Е (А17) (2) = 
О), € 10, T] 的 函数 必 为 常 值 函数 . 

11.6.11 设 随 机 变量 Y 服从 参数 为 1 的 指数 分 
布 ,UU 服从 (0,1) 区 间 上 的 均匀 分 布 , 且 非 负 随 机 变 
ах. 

X = US( V + X), 


其 中 8 = 下 > 0 为 一 个 常数. 假定 Х.О, VREM 
空 ,证 明 X RD E rdp (2.1). 

Ж 0905) 为 随机 变量 X 的 拉 普 拉 斯 变换 , 即 

#х{з) = Ele s20. 
首先 易 求 出 的 拉 普 拉 斯 变换 为 和 (5) = (1+), 
H 到 的 概率 密度 函数 为 rw-10< и <1, H US Ж 
性 并 利用 U, V, X 之 间 的 独立 性 得 
加 fs) = Ele *] 
= ElIF[lexpt— КРУ + X)) | LR]| 


1] . 
一 |, Ts ldu 


其 中 最 后 一 等 式 由 作 变 量 代 换 у = ws 138]. £ © = 
右 两 喘 同 乘 以 了 ,并 令 g(s) 一 у (5) 得 


_ 1° 1 
= ys] УП + yO dy, T 


ЕА 1 。 
gls) = 中 (1+ уўЯ ООЧУ. ®) 
因而 
в (х) = r 1 l | 
к(а) 51+) Tes) @ 
即 
dgts) _ ‚1 _l 
g) 7; T od 
积分 得 
кз) = CO ) ,其 中 [为 常数 . 
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由 于 (0) = 1, 90) = (1+ к)", BD X ИА 
rir, Dat. 

Жі ”本 例 的 关键 是 要 看 出 由 Ф) 可 变形 为 @).@ 
jk @ 则 较为 自然. 

注 2 ”概率 母 函 数 . 拉 普 拉 斯 变换 和 特征 丽 数 孝 可 
以 用 来 刻画 一 个 随机 变量 的 分 布 律 ,但 前 两 者 有 其 局 
限 性 , 即 概率 母 函 数 仅 道 用 于 非 负 整 值 随机 变量 , 拉 
普 拉 斯 变换 适用 于 非 负 随机 变量 ;另外 这 两 者 函数 的 
解析 性 质 皆 不 及 特征 丙 数 ,然而 有 时 概率 母 函数 和 拉 
车 拉 斯 变换 更 为 方便 和 台 适 ,如 在 随机 服务 系统 、 马 
尔 科 大 过 程 论 等 中 已 成 为 一 种 基本 的 工具 ， 


$11.7 概率 不 等 式 


不 等 式 是 涉及 数量 之 间 大 小 的 比较 ,通过 比较 党 
能 显示 出 变量 之 间 变 化 的 相互 制约 关系 ,从 某 种 意 头 
上 说 ,不 等 式 的 探讨 在 概率 论 的 极限 理论 ,统计 学 大 
样本 理论 等 领域 中 比 等 式 的 推演 更 为 重要 .概率 不 等 
式 和 近代 分 析 学 中 的 解析 不 等 式 密切 相关 . 透 过 解析 
不 等 式 有 助 于 我 们 发 现 概 率 不 等 式 ; 反 过 来 ,概率 不 
等 式 妆 可 以 证 我 们 从 另 一 个 抽 面 进一步 认识 和 掌握 
解析 不 等 式 . 

本 节 介 绍 在 概率 论 中 常用 的 几 个 经 典 概 率 不 等 
式 , 它 们 证 法 可 次 进一步 熟练 不 等 式 的 技巧 之 用 ， 

11.7.1 ХМЛ, (х) ЕВРА 

ТЕ [0, =) 上 为 非 减 的 , 则 对 任意 a > O Н gla) 30, 
有 


PU X |> a) g ELO 
к\а) 


Ш и хал A F). M 
PI Xi>a) = | ` dP) 


єл Í, _ Eg(X) 
<l. g(2a)dF(z) gla) ` 


注 这 里 的 放 缩 法 在 概率 不 等 到 的 证 明 中 经 党 使 
四 ,在 研究 随机 变量 序列 的 收 哉 性 时 , {ЖТ НЕ Е 
POX 1 这 6) 具 有 基本 的 重要 性 ,而 该 侧 的 不 等 式 是 
有 效 的 方法 之 一 .g(xr) 取 不 同 的 函数 形式 , 可 得 到 
《假定 有 关 年 存在 ) 


马尔 可 夫 不 等 式 :P(1X ,> y АЫ. 


切 比 雪夫 不 等 起 :PP(1 X - EX |> e) «0. 
11.7.2 设 了 为 实数 集 及 上 的 有 限 或 无 限 的 区 间 ， 
g(z),h(z) 51 EB ЗЕ (н [н] УЗЕ) 的 天 
数 . 叉 设 % 为 以 概率 1 取 值 于 了 的 随机 变量 , 则 
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Е[а\Х)А(Х)] 


= Elg(x)]: E[h(X)], Ф 
假定 所 有 的 数学 期 望 存在 . 
证 ”构造 随机 变量 ,使 得 XX 和 YY 独立 同 分 布 .由 
gir) 和 h(x) 的 间 向 单调 性 有 


(кК(Х)—-Е(Ү)Ң(А(Х)—- h(Y)) 220, 
因而 

E[(g(X)- g(Y) (h (X)- A(Y))]20. 
展开 上 式 ， 并 利用 Е(Х)А(Х)) = 
ElgtYIACY)], Elg( KOA(CY)] = Eg(X) ` Eh(X) 
= Elg YOD 化 简 得 Ф Ç. 

1 WREE Q 式 改写 成 Сом ((Х),А(Х)) > 
О, (ХП h( X) 的 相关 系数 非 负 ,那么 可 看 出 本 
例 结 论 的 直观 解释 :因为 є(Х) ACX) 为 同 向 单调 
函数 ,所 以 (X) 和 kh(X) 有 闻 时 取 较 大 值 或 同时 取 
较 小 值 的 趋势 ,两 者 之 间 存 在 一 定 的 正 向 线性 相关 ， 
而 相关 系数 是 衡量 两 随机 变量 之 间 线 性 相关 联 的 程 
度 , 于 是 自然 有 DARY. 

注 2 Brh ЕХ TIC R" 上 的 关于 每 个 变量 
局 向 单调 的 有 界 画 数 , 肥 说 Ху, KX... X, 为 独立 的 
随机 变量 . 则 利用 本 例 的 结论 ,通过 取 条 件 期 望 ,用 数 
学 归纳 法 可 证 : 

El gX Xot 下 (XXX 

Z= E[g(X Xon . XOEL RI, Xs, XN)]. 
注意 本 便 的 证 明 方法 此 时 已 不 再 适用 . 组 一 想 ,为 什 
AT 

注 3 Wagga Za, bi дк ba ШЕ ЗӨ ШЕ b,. 
ME X 是 以 等 概率 取 值 1,2,…,n 的 随机 变量 . 取 
gÚ) = a h(j) = b (ER Б), = 1.2," n. E 
DAI 


n Dahr- mZ Xa >» ) < ">а, 


11. 7. 3 Ueasen 不 等 式 ) 设 8(z) 为 在 及 上 的 有 限 
或 无 限 开 区 间 了 内 连续 的 凸 函数 ,又 设 大 是 以 概率 1 
取 值 于 区 间 丁 的 随机 变量 . 如 果 数 学 期 望 EX 和 
Egi X) 存在 , 则 有 

Eg( X) Ф 
证 Нас) ЯНЕ соЄ ГЕЙ 
co 使 得 对 任意 z € I, 
вх) = gÚ ro) + соб _ то). 
у= X,z = EX, 得 
ВХ) 22 g( EX) + с(Х - ЕХ). 
БОЛ РЕДИ ЗЕ ННВ РИН D д. 

Ж ЕРЕ ВЭЛ Sok BE ЛЕТ 
一 Jensen 不 等 式 和 下 例 的 Holder 不 等 式 的 证 法 是 这 
种 方法 的 两 个 代表 , 如 果 在 D AEREA g 


зе ЛЛК X IA АЙК ЯН HS 0. 例如 
Г ia < ВНТ 0. ВЕЛЕ ҮЛ БҮ", 
EYË fe fE, У # > O PF, Ж (к) = в", X = 
| үз сон, (а) = л" X = | Y |P. IH 
THEI YD SC (E YID, 
特别 , 当 У 800 aaz 


Xa е dX af)", 
>” ИА Х > 0, (=) = оет. D 


得 El XlogX) = (EX Jog EX). |, 8 Y УҢ 
{Ё ai ,aa ,…， a, 时 ， 有 


] 1 > 1 > у. 
3 Er 中 的 假设 下 ， Ва) = = 
ElogX = log( EX) 
和 ЕТИ 
11.7.4 (Hëlder Ж) itr > 1, + + = 1, 
ИЯНЕ WBS E X,Y, 有 
E; XYIS(E I XI Ur(E 1 Y9! Ф 
(Жл: ЕТЕТИН ЁН ТҮ ТЕ), HSE pk yr УНАУ щт 
ЖАНУ cethe XI +e, Y JLE 
ЯРЯРЭ 0. 
证 Ж ЇЇ 0<Е ХА '< so 0 < El YI: 
< сос, Хау JLE ОЕ, O WARKI y) TU 
IXI y AY: 
EiX Күүн 
则 ED = EV = 1, R. Ф 
ЕПЛ) 1. D 
注意 到 - logz УЧ ЛЕЙ, HEN 
1 


,en 时 ,有 


一 logx， 则 可 得 


L! = 


рт 1 т” 
U + 5 y) кен 


Ur < LU + у, @ 
Аз НЧ 5 у JL3ESEREAR25 ТЕ б) A 
边 同 对 取 数 学 期 望 即 得 名 式 . 

Ë ”不等式 中 的 左右 两 端 者 是 区 或 了 的 一 次 齐 
次 式 ,因此 在 不 等 式 的 两 端 分 别 乘 以 适当 的 常数 ,并 
将 其 中 - 问 化 为 1. 这 科 将 不 等 式 的 一 端 化 为 1 的 过 
程 , 称 汶 不等式 的 “标准 化 计 程 " ,标准 化 过 程 常 能 将 
证 明 的 推演 变 得 简单 .另外 ,Hilder А Н) ЗУ ЙЧ 
应 用 ,两 个 共 轿 参数 7,; 的 选取 给 应 用 带 来 了 更 大 的 
ЖЕТЕС М, FO Minkowski 让 等 式 ). 

11.7.5 (Minkowski PER) H > > 二 三 和 和 为 
ELE, M] 

(E| X+ Y 


=(E)x|) r (E i YY”. T 

МАТН ATARA АН, ЭР ЕРДИ ЗУ 5 Н I 5 Fir 2 

ЗОРЕ cse Е сүс; 0,0 X + es Y 几乎 处 处 等 
-F 0. 

Ж SEIX =c WR E ҮІ" = [11 
然 成 立 ; 当 天 1X+Y "= % 有 时 ,利用 下 例 忆 一 不 等 
ЖН ЕХ = ону ү, = оо, AMD EE 
Y. РЕТ РН Аа Н FR, 且 利 用 不 等 式 的 标 
准 亿 过 程 不 她 再 设 中 式 右 端 为 1 利用 Hölder 不 等 
式 

E I X+YI S EU XII XKX+ YI 1) 
+E Y i X+ YIT!) 
< (E| XI DUE | X+ YI UM) 


+(E | YI(E I X + YI 
= {EI XI Ur + (E 1 Y Irt] 
(Е1Х+Ү 
= (E IX + Y Ir)!" 
得 证 D A, B БУД yr 05 AOH Hslder 不 等 式 ) 
为 六 与 Y SHE c 和 cz ,cy 使 
a XU +c [NX+ YI =0, 
ЛҮ" +e 1X+ YI =Ü 
几乎 处 处 上 成立, 亦 即 存在 不 全 为 0 异 号 常数 c ,ey ,使 
cX + caY 二 0 几乎 处 外 成立 ， 
11.7.6 (С, Жа) 设计 | X, 
ФЕ, > 0, 


ЕІ Dx r< С,СУ]Е! X 1"), 
1-1 J=] 


x, ЯШ {Л 


其 中 
e. Íb 30 < < I. 
бо пі, у, >], 
证 ”只 需要 证 明 
җәсе ху. © 


当 + > 1 时 ， 利用 例 11 7. эт 应 用 了 ЭШЕҢ =< 
1 时 , 若 台 左 端 为 0, 则 Q) 显 然 成 立 ; 芳 中 去 端 不 为 
0 ,注意 到 CD ЖАРИ Х.Х, | 
的 -次 齐 次 式 ， 把 Ф 左 端 标准 化 1, Ж Y, = 


| X, > | X, | , Е 
=! 
20021, 


而 这 是 显然 的 ,因为 对 任意 )， 


1. 
11.7.7 


Y > Y. H DIY, = 


(Kolmogrov 不 等 式 ) 设 Х,,Хз. K. 为 
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独立 的 随机 变 景 ,EX = 0, EX: < оо ШАН Е > 
0, 


P( max | S lZ e) < y> Ex, 
Skon 1 


Ё 
其 中 S = > X,. 
2=1 


证 i 

A, = тах 15, |< 6,6 = levn, 

Bi = 1: 5,0122}, 

В, = fa- 17A 

| 
k = 2,' 
S.B B-B, Jt SS ун ЈЕ, HF 

РЕВ, ЖН 51,52,77", 5, 的 取 值 决定 的 ,因而 由 X. 


Ха 确定 ,与 Xei Xert 相 独 立 . 于 是 
Sda 95, 一 S, 独立 .由 此 我 们 有 
E. Srl | — El[(S, = 5,) + S, P ly! 
= E[(S5, 一 S,)2 Ta, ] + E[ Sily ] 
= El Sila ] Z= P(B). 


注意 到 元 = Üla, = Yl MERR АЖЕ 
得 

EPAD < ЕГ: ] < ES2 = D, 
ЭЛИН. 

注 ”本 例 不 等 式 在 用 子 序列 方法 研究 概率 极限 定 

理 有 重要 应 用 ,其 证 明 方法 具有 一 定 的 代表 性 . 如 果 
RZL MENRE с 
|Ë, 当 w E Bk = L,2, 7.1 
antl, Ді, 
Ші т= ААУ J Ху. Ху, X, AEM- IX |. Хо, 
… X i 独立 . 具有 这 种 性 质 的 称 之 为 " 停 时 "，S2 
ИР 序列 -这 些 都 超出 我 们 的 讨论 范围 ,不 
便 作 更 深入 的 介绍 ， 


riw] = 


511.8 极限 定理 研究 中 的 
几 种 常用 方法 


大 家 者 可 能 有 这 样 的 体会 ;在 数学 分 析 中 ,有 时 

求 -- 个 有 限 项 的 和 很 难 ,但 -经 取 极 限 过 渡 到 无 穷 项 

之 和 ,区 而 容易 解决 ,在 概率 论 中 也 存在 这 种 现象 ,对 

随机 现象 进行 有 限 次 的 观察 时 很 难 发 现 规律 ,如 精确 

地 求 有 有限 个 随机 变 且 和 的 分 布 ,但 是 对 大 量 随机 现象 

的 考察 却 易 发 现 其 规律 .这 就 引导 了 极限 定理 的 研 
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和 中 心 极 限定 理 . 常用 的 几 种 跑 机 变量 收藏 定义 为 : 


(б ЛЕК Е, 记 为 名 “全 р. 是 指 
Р! lim 多 0—15 (2) (Тір С, 
На е > 0 有 lim PUG- 1 >) 


= 0; (З) 次 平均 收 化 于 5, 记 为 6- 上 ,是 指 
im 0 (4) t, 依 分 布 收 化 于 5, 记 为 
с-н УЛ ЕКЕ СЕ z ШИЛ 
数 . 

大 数 定律 说 明了 许多 随机 现象 具有 稳定 性 . 设 


СХ, 为 随机 变量 序列 , 令 p = 1 Ух, жЕ 
ТАА 


Ке g i Ед ХШ 


强大 数 定律 . 
中 心 极限 定理 是 研究 相互 独立 随机 变量 序列 
|х, 的 部 分 和 S, = >x 的 分 布 ,在 适当 的 条 件 下 


向 正 态 分 布 收 伍 的 问题 . 

本 节 主 要 介绍 在 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 研究 
中 的 常用 几 种 方法 ,其 中 包括 特征 耳 数 法 , 截 尾 法 、 子 
序列 方法 . 


11.8.1 (Borel-Contelli 引 理 ) А | 为 一 申 随 


кя. Pt ) < =, Р(А,, 1.0.) = 0, 其 中 
,i.0. | 表示 事件 | A， 上 有 无 穷 多 个 发 生 ， 
证 利用 事件 
(Apa 1.0.) =ñ ША, 
得 
P(A,, ioJ = P(N UAD 


XPA). 


于 是 利用 > 7P(AD) < =, n= + = B. EAAS 


#3 T 0, ЖЕЙ Р(А, „ioj = 0. 

Н Borel-Conteli 引 理 是 概率 论 极 限 理论 中 一 块 
重要 的 基石 ,也 是 一 个 重要 的 工具 . 

11.8.2 (ЗИН) 如 果 !X,| ЖҮ, АН 
串 随 机 变 基 序列 且 满 足 


> P(X, ж Y,) < c°. Ф 


< РОПА) < 


ст 


则 对 任 -- 赵 于 se НЭ, і, ‚УУХ, УУ, 
СЕЗЕТ. 


W ША = X Z Ya, io}. ШЕН Horel-Contelli 
引 理 得 P(4) = 0. Fie C mC х 2%, 和 


LS y, ны Еже C 站 万 , 则 必 存 在 
niw), "f n > niw) Н, ХС) = Y (voy. E ПП 
1 уту (а) ФО, w € C N A ЕЖ] p, — 
+ co , 易 知 两 个 序列 收 伍 的 值 相同 . 奖 做 可 证 安 П А 
TECNA. 

Ë ТЕСИН АЕ RE, ВЕ 
助 于 男 一 个 与 已 知 序列 有 具有 同样 性 质 的 随机 变量 序 
列 来 得 到 .这 里 研究 所 说 的 具有 相同 极限 性 质 主要 是 
基于 对 随机 变量 * 尾 ”的 性 质 研究 . 这 种 方法 称 为 截 
尾 法 .在 研究 1X,| 的 强大 数 定理 时 ,要 求 |X,| 的 截 
尾随 机 变量 许 列 | Y ,| 满足 吕 式 ;在 研究 卉 大 数 定律 
ВТ, ЛИК КРЕНАЛЕ ВЛЕЗ да Q) =. 

11.8.3 {Х| 为 独立 同 分布 的 随机 变 基 序列 . 


如 果 均 值 = ЕХ, FEAR MS p, H S, = 
Ух, 
证 法 t 以 /(1) 表 多 的 特征 函数 ,利用 特征 函数 


的 Taylor EHA 
Ке) = 1+ it + o( t), 


所 以 >" 的 特征 函数 .六 (2) 为 
А) = [AŠ] = {1+ ip E + ol )]" 
т ” її 


(H и + оо), 
但 е“ Зун Рр В 
|l <a, 


G = | 
G) 10 х<н 


НЕК, ATE 的 分 布 函数 Gy() Мон + оо) 
HERAF СОг). РАНЕ е > 0, 有 


5, 
PU Q TA 


— 


l= el 


= PÈ zat e) + PÈS е) 
=l - G, ate 0) t Glg- e>), 
从 而 得 证 . 
证 法 2 我 们 分 两 步 来 讨论 : 
首先 假定 of = Var Ху) 存在 有 限 . 易 知 Varli S.) 
一 no?. 于 是 利 用 切 比 沼 夫 不 等 式 , 对 于 任意 区 0, 


3 п» + со В, 


POŠ- н> 8) < ча JEE —), 


从 而 得 证 . 
其 次 假定 Varl X, ) 不 在 在 ,这 种 情形 串 用 截 尾 法 

作为 前 而 所 过 论 的 情况 . 定义 新 的 随机 变量 序列 

iX; i WF; 

| X, ` I| X, 15 єн, 

|0, i | X, о> gn, 

È = 1,2,'®, 

其 中 为 任意 辐 定 的 正 数 . 记 A = EXE ,下 为 X 的 

分 布 函数 , 则 

йл 一 EX Ix ЕХ, =p 


Х = 


(24 n— + оо), 
Махр) <| аР) 


Senf ар |z 14) = eE | Xil. 
根据 切 比 雪夫 不 等 式 ， 对 任意 è > 0, 我 们 有 


Р(\ 15x -pi l> 8) 
171 


< Var(X/) E Xil 
m T д? 
57—218, 


dFir) 


[1 2л 
<| lx 1 dF(). 
Pq 六 ER 


En 


上 趟 右 端 积分 项 当 n 一 + оо TF 0, 困 而 存在 ni, 
in > nif, 


Р(Х, # x2) = | 


| my д1< 8, 
P(X ХР) <, 
于 是 


PO ®—н1>28) 


=< P(| T> x; = а 02 28) 
' 7 
+ P(X, 
з= 1 


< PU „2; pr 1> 0) + ZPX, 56 Ху) 
ELKI 
<i 
HT = 为 任意 的 ,于 是 得 证 . 
证 法 3 不 妨 假 定 均值 = ЕХ, = 0 ЖЕ 
机 变量 | Xe 如 下 
|X IK 15А, 


Ë = 1,2,8. 
0, | X, >», 


- X7)= 0) 


Е. 


X, = 
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HAE: X, `< со 和 同 分 布 的 慨 定 
DOPIS, Z XF) = DIPO X, I> k) 


= XIP Ni 12> А) 
= 


= > Ури < 1 XI EL+1) 
k=} i k 
ig 

т RPU <I Xi IS: +1) 


< > 


ТЕЕ Габ (ғ) 

= |z | dF(z) < =, 
EP FC) Ж ХЛИ. БЕН ЙЇ11 8.2%], ШЕ 
S/n -过 0, 只 需要 证 S* /n -人 -0 即 可 ,其 中 S* = 
Ух; 1а, SEBEARE О < а, < па, 
она, = обн). РЕЖ 


Var( S£ ) = Уух; )< >к; № 


пэр X О], ЧЕ 


= So) |> | dF(zr) 
Бе кы 

+ Же] хы, lz i dF(2) 

+ Sal lzrzldrtr) 


а 789 а Eo Alsa 
= па | | dFíz) + nf | 
第 一 项 为 olna) = о(н?); 第 二 项 为 oa? = 


of n?) ,因为 其 中 的 积分 当 n> + co п] 0. AE 
Уаг(51) = ом). 


Iz | dF(x). 
>a, 


根据 切 比 雪 天 不 等 式 易 证 
Sa _ ES: P.O 
n п ` 


тех; —0. 因此 > Sa Р.о, РАНЕ. 


ж 证 法 1 вна никл, Э ТУЛЕ së 
数 方法 在 极限 理论 中 的 应 用 可 参见 S 11.6. 证 法 2. 
证 法 3 使 用 的 是 截 尾 法 , 截 尾 法 是 - -种 重要 的 标准 方 
法 .两 种 证 法 中 所 得 截 尾随 机 变量 | Xi | 性 质 不 同 : 
证 法 3 中 1 | M XI | 满足 


DPR # X ) < оо, D 
k=] 
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而 证 法 2 中 的 1% | MIX Ж Ий DR. — Ай. 
全 式 的 两 随机 序列 称 为 等 价 序 列 . 
11.8.4 ” 设 | 汪 .| 为 独立 语 分 布 的 随机 变量 序列 ， 
其 共同 的 分 布下 {РИ ЖЕРИ; 
P(X I = n) = P(X =- n) 
一 порт 
其 中 e 为 常数 ,ec = 70) 


үп = 3,4,9, 


-ib 
mogn” E 


S/n "= 0,Ңир S, = Ух, 


证 ”对 任意 >L, вина 
X, IX єл, 


X, = Ñ 当 | X; L > п. 
u T, = X; „І 
1=1 
SPOG 9 Хр) = п| ака) 
Eg) т\н 


С С 
一 Зутан logn 了 


T, ` * x 
Ун) = 8 Маху) < —E(Xí )! 
1 Ф аг 
4 kilogk ~ вт. 


根据 比 雪夫 不 等 式 ， 对 任意 人 >0,Н 


T 

PU Š |> 8) < PU Z I> 8) + PCS, Z T) 
< уһ) У . 
< s Var(—2) + 22P(X, Æ Ху) 


теч Геп “© ("q н + оо), 


JS 2. 0. 

注 НО BEEF (888 ЯЕ Е. 
证 明 的 关键 是 使 用 截 尾 法 .用 类 似 的 方法 可 以 证 明 下 
面 的 纶 大 数 定律 准则 ， 

设 |X,| 是 独立 随机 变量 的 一 个 序列 ,其 分 布 函 
ЖЛЕ, E S, = SIX. 816,1 ЖЭО РН Б, 
+ œ, 假定 


Ci) >|. 
о) A 


з?аЕ, (х) = о{1), 
如 果 令 | 


dF,(z) = о(1); 


таЁ,( ж), 
Гатар 


WES, — üp) ё. 0, 


11.8.5 (几乎 处 处 收 襄 判别 条 件 ) 部 果 | 六 | 为 - 
串 随机 变量 序列 ,对 任意 = > 0, 
УРО >) < >, D 


MJ p 0. 

证 ДЕЛ, О 的 充分 必要 条 件 
为 对 任意 є > 0, 

PII Z > eio.) 

= P(N Ü (1 т>) = 0, 
而 这 由 条 件 (D 根据 Borel-Contelli 引 理 推出 , 从 而 得 
Е. 

Ж ”有 些 场 全 直接 证 明 zw 一 0 比 绞 困难 .为 此 ， 
我 们 引进 概率 论 中 的 另 -种 重要 的 方法 一 一 子 序列 
的 方法 . 子 序列 方法 的 具体 思想 是 :首先 寻找 随机 变 


BRZII з 的 子 序 列 | ор, 1, 使 其 具有 性 质 世 一 0， 
再 把 这 个 子 序列 性 质 扩 懂 到 整个 序列 上 去 .本 例 给 我 
们 提供 了 寻找 子 列 | 办 上 的 一 种 方法 , 即 选择 | 内 | ,使 
ne H 


УРО б |> e) < e°. 
11.8.6 Bl x, | 为 随机 变 基 序列 ,均值 为 0, 二 阶 
矩 -- 致 有 界 且 相互 独立 . 则 之 250, дф 5, = 


证 “因为 二 阶 答 一 致 有 界 , 所 以 必 存 在 M >0, 使 
得 
因而 


FC = 1 узра < M 
kuka TEA, НА є 六 人, 我们 有 
PC “|> е) 28022 sy М 


如 将 上 式 对 n кя ишини ЕЙ. 考虑 上 式 
的 子 烈 |: = atn 1| ,并 将 子 列 对 上 求 和 得 
> Pí! Sy > <> <=. 
ЖАЙ 11.8.5 的 结论 知 
52 а.е. 
> — p. 


n 


对 每 个 2 1, 


=] 


D, = max | S - S, 1, 
2 
ntl} 


根据 Kolmoprov 不 等 式 ( 见 例 11.7.7) 


(ажр 
РЕ EDES мә 2 Da 56. 


[її 


SPÈ Se) <, 
#=1 п 
再 由 例 11.8.5 得 
HEA k, UPE nn = p < (m + 132, R. 

LS, 1 15/2 + Da 


L — 


H| 


ma Ф. пн *®- 


*1 ERAT RAIDEN етелн 
到 整个 序列 上 去 的 过 程 ,就 是 证 明 原 序列 随机 变量 和 
子 序 列 中 最 靠近 的 随机 变量 之 间 的 差别 不 至 造成 任 
何 实质 的 差异 .这 里 Kolmogrov 不 等 式 常 扮演 十 分 重 
EHAE. 

注 2 ”如 果 本 例 中 随机 变量 独立 同 分 布 ,那么 二 阶 
矩 一 致 有 界 这 一 条 件 可 取消 ,结论 仍 成 立 ， 

11.8.7 BIXI 是 均值 为 0 的 独立 随机 变量 序 


IADE < хо. S, 几乎 处 处 收敛 ,其 中 S, = 
>x. 
”证 法 1 对 任 给 = > инишек 
Р(1 S, - S, 1226) < LS pxo 
(H m> n>), 7" 
нЕ: < зо 得 到 .因而 |s,j 为 
依 概 率 收 合 的 基本 序列 , 必 存 在 随机 变量 S, l S, 


Lrs 根据 依 概 率 收敛 的 定义 ,可 选取 趋 于 无 穷 的 实 
数列 fne} 使 


PU S, -S >i) < Ж 
故 对 任意 的 e > 0, 总 有 
ЭРО S, - 512) < =. 
根据 例 8 5 结论 得 
SS. Ф 
下 面 证 明 S, 与 最 近 的 S$。 之 间 的 差别 不 至 造成 
任何 实质 的 差异 . 由 Kolmogrov 不 等 式 得 
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© 
í 

> Pl max |5,— 5, 155 є) 

ку С * 


р 人 一 а 
< кр 2, ЕХ = z > ЕХ} < ә. 
ко +- 


HEH Eorel-Contelli 9, 4 — + сор] 


max |S S, 一 >0 D 
wP "ga + 
结合 外 жй MHE 5, 5. 
证 法 > HA 


15, ЖК = Ü Й, О S. 1> Tl, 
所 以 
S, 几乎 处 处 收敛 
=P Ü Пон S... 一 5, >р = Ü 
e HER А РОЙ Ои SS 121) = 0 


НЕФ k, lim РО Ü fi S... 8,1> +p = 0. 


事实 上 ,由 于 
1 


у 5... - S, l>: 


= Ü Imax | Suey S, 1> 1, D 
是 一 列 不 降 集 序 鹿 之 并 , 击 此 并 利用 Kolmogrov 不 等 


式 


P(U Н Sae $, 22р) 


= lim P(max | Saty _ S, |> 15 


ч lim в 2, EX; = И > ЕХ?. 


H FOLEX? < оо, ща + со Ез 1-0. ЈА 
而 得 让 ， 

注 ” 证 法 1 使 用 子 序 列 方法 ;证 法 2 充分 利用 随机 
ЖЭНЕ ТЕ Ж. ,把 收 灸 域 或 其 对 立 事件 非 收 敏 域 具 


体 表达 出 来 ,让 上 明 的 关键 足 式 O. 
9 11.9 概率 论 的 若干 应 用 


概率 论 是 “ 门 应 用 性 很 强 的 学 科 ,各 个 领域 中 的 
科技 工作 者 部 能 从 中 得 介 启 发 ,发 现 一 些 有 用 的 模 
型 .单纯 地 照搬 模 曹 钙 较 容易 , 难 的 是 在 实际 问题 中 
荀 化 条 件 提 炼 出 恰当 的 将 机 模 理 ,把 具体 问题 和 概率 
论 的 思想 和 方法 巧妙 地 结合 起 来 ,我 们 称 之 为 概率 思 
维 .学 习 概 率 论 的 -- 个 目的 就 是 雪 锻 炼 这 种 概率 
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思维 . 

我 们 不 可 能 穷 举 概 率 论 所 有 可 能 的 应 用 领域 ,而 
只 是 介绍 概率 论 在 下 面 三 个 方 醒 的 应 用 : (1) 证 明 组 
全 恒等式 ;(2) 近似 计算 ( 包 会 著名 的 Mente-Cario Jy 
法 );{3) 证 明 数 学 分 析 中 的 若干 经 典 结 果 . 另外 . 概 
率 论 在 不 等 式 中 的 应 用 可 参见 § 11.7. 


О С 
(rtr 


EP m Z к,п Z r RAEES. 

证 ”考虑 概率 模型 ;一 个 盒子 中 装 有 m АЗК, n 
个 黑 球 . 现 从 盒子 中 无 放 回 随机 模 取 x 个 球 ,每 个 球 
被 措 取 到 的 机 会 相同 .计算 摸 到 方法 种 数 ( 同 种 颜色 
ЖЕ). 

са i ) 种 . 另 一 方 而 ,每 种 


模 取 的 结果 必 使 得 下 面 互 斥 事 件 1A,,j = 0,1, ‚г! 

之 一 发 生 ; 

A, ! 措 取 的 r 个 球 中 有 个 白 球 和 ;个 黑 球 |， 
7= 0.1, r. 

事件 A, 的 有 利 场合 数 为 ( ”) ，” 外 -因而 总 的 

取 方式 总 数 为 


ШОЧ (G 
(">") 


11.9.2 证 明 : 当 ”> т НК, 


т + z 


nom (m- mn -—m-1 _ 
1+ 1 {(ж—1)(я—2) + 
(w — m)--:2 - 1 п 


| (n l)(n om +1)m m’ 
Ж ”首先 构造 概率 模型 SH z Р, ДЕН 
球 数 m T. ОСЕТИН. іс y 为 首次 取出 白 球 的 
抽取 次 数 , 则 了 取 值 为 |1,2 :nm - m + 11. А 


P(y = &) 


_ Í — m)(n — m + I): (n — m — Ë + 2): 
Е пп — 15-09 — ËE + 2)(n — b + 1) ' 


Е = 2. 
招 上 述 的 概率 函数 代 人 УРО = E) = 1, 化 简 后 
即 得 欲 证 的 恒等式 

11.9.3 WER: HER n rA, 


"arnir 1 n+r-—1 
DE ak [ r |. 

证 ”利用 例 11.1.2 解 法 1 和 解法 2 中 有 利 场 人 台数 
BHEE yr 8. 

Ж ”上 述 几 例 直接 证 归并 非 易 事 , 然 而 适当 地 选 
择 概 率 模 型 , 道 过 从 不 同 的 角度 或 便血 对 模型 中 国 -- 
事件 的 有 利 场 合 数 或 慨 率 进行 分 析 却 答 出 了 巧 隶 的 
解 竺 .在 选 拌 概 祭 模型 之 前 有 必要 对 所 考虑 的 对 象 进 
行 化 简 ( 如 例 11.9.2 中 ,在 等 式 两 边 癌 乘 以 二 ) ,这 样 
有 利于 我 们 进行 概率 思维 .或 尘 有 大 记 为 这 种 概率 思 
维 方法 只 不 过 足 一 种 游戏 而 已 . 这 种 观点 未 免 太 片 
面 .游戏 是 智 熙 的 象征 ,概率 认 戏 更 能 发 展 智慧 ,充分 
表现 了 概率 论 的 有 趣 的 - 面 .概率 游戏 所 带 来 的 效益 
往往 不 在 于 内 容 ,而 在 于 游戏 这 程 本 身 , 它 要 求 参 加 
者 综观 全 局 并 衡量 各 种 因素 , 林 断 地 作出 聪明 的 决 
策 . 我 们 探寻 的 是 从 概率 游戏 到 概率 理论 进而 应 几 概 
率 理论 到 其 它 学 科 领 域 的 途径 . 

11.9.4 EH н, ПЕЕ, 

“in ]+Ё atm 
> | Ё | 7 | n ) | 

证 ”构造 概率 模型 如 下 :; 某 数学 家 有 两 盒 火 柴 , 每 
ЕН н 根 ,每 次 用 火柴 时 ,他 在 十 盒 中 任 取 一 盒 并 随 
机 地 抽出 - 根 . 求 事件 A“ 菜 次 他 发 现 取出 的 那 一 盒 
已 空 ,而 此 时 另 一 盒 中 恰好 有 m 支 火柴 ”的 概率 . 

ТСЕ Јн + 1 m RARER. 每 次 拍 

取 有 2 种 方法 , 故 总 的 不 同 搬 法 有 22 a H A 
火柴 为 甲 , 乙 . 事件 A 和 甲 颌 先 室 的 有 利 抽 法 为 


(人 ] 种 ( 因 第 2 + 1 — „нае, 
2 ,在 前 22 — m K НИИ S ИК a WK). ЖЩ 
地 ,事件 有 исса оган (27 m . 


故 
2и 一 т Zn 一 т 
ыу а). | п | С) 


Эп+1-т pram 

另 一 片面 .考察 必然 能 见 分 晓 的 前 24 + 1 次 抽取 

情况 . 总 的 抽 法 为 222+1 种 . 关键 是 计算 事件 л 的 有 

HAA. 以 甲 合 第 nr 根 火 柴 被 抽取 的 时 间 米 分 ,种 

人 性 4 和 和 甲 会 先 空 同时 发 生 必 然 对 某 个 r,r = 0,1,…， 
n- 更 ,以 下 情况 同时 发 生 : 

(O 第 wn +r 次 抽取 甲 盒 ,日 取出 最 后 一 根 火 柴 ; 

(2) Æi н +r 一 1 次 抽取 中 , 乙 合 被 抽 = 次 ,不 


moma” tro н); 
(3) 第 2n+ | — m КЕНЕ, Н ВТВ n 


一 m- r aen Z 8; 
(4) 最 后 m 次 抽取 任意 ,共有 2” 种 抽 法 ,因而 事 
# 4 和 和 甲 盒 先 空 同 时 发 生 的 有 利 场合 数 为 
ain- 1+ 
2 ЕТ 


该 数 亦 为 事件 A 和 乙 合 先 空 同时 发 生 的 有 利 场合 
数 .于 是 

мр | 
Ss] 


r 


22 п-т 


PÍA) = @) 


比较 ©, ,189 
> 1-7 и) @ 


再 将 图 中 的 mw 改 为 x — m 即 得 所 向 证 的 恒等式 . 

Ë “在 本 例 的 概率 模型 中 ,如 果 设 事件 Б„ 表示 
“该 数学 家 用 完 一 盒 { 即 拿 出 最 后 一 根 ) 时 , 另 一 颌 还 
Ж т< әт п)" Х—И, ЯА НЭТ 
法 可 以 给 出 РОВ.) 的 两 个 不 同 表 达 式 ,通过 比较 可 
能 给 出 本 和 例 的 男 一 种 证 法 .注意 到 


Zn — m — 1 3am 
но (ур 
= 工 ,我 们 可 以 证 明 恒 等 式 ， 


k 111 - 
) = 2. 


RP(B,) 
5", + 


k=0 


11.9.5 В: Xei peu” т. 


证 ”考虑 例 11. 2. .中 的 概率 模型 јул = ë 
有 ,已 求 出 事件 E* 每 节 车 朋 内 至 少 有 -个 旅客 ”的 
HEA 


P(E) = Xor) 
К iñ y. Ф 


另 一 方面, жне РЕ). ЯЫ 
ERAR ЕЕ E 的 有 利 场合 数 为 n1 ;每 个 旗 
EH 节 车 磺 可 以 选择 , 故 总 的 样本 空间 的 大 小 为 
п". Е 


м" 


P(E) = z. D 
比较 由 ,已 得 证 . 
Ж ”数学 分 析 中 证 明 这 一 性 等 式 是 利用 组 合 变 搞 
的 下 道 公 式 : 设 glk) 为 任 一 函数 ,定义 孙 数 ул) ШШ 
F: 


fO) = > jc (ВЮ), п = 0102,6, 
点 U 


则 
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gln) = >, | ПАА), я = 0,1,2, 
k-i 
{应 特别 注意 g() АЛИТ п їй, (ТИЕ ЖА» 
Ti ТЕН ЗУРА —АЕНУ ЛҮ Hi , AS kb ЛЕП 
利用 该 公式 给 出 例 11.2.2 的 另 -- 种 解法 : 
BEEKA AAE Sm, DR AI R 
P(E) 为 Рь,. RAEE LER n 节 千 月 中 之 一 ， 
A п 种 选择 , 故 总 的 样本 空间 大 小 为 严 . 央 而 
Pin = Бы @ 
L ТЕОРЕ п 节 车 朋 的 最 终结 果 必 使 以 下 互 斥 事 


#EID,,u = Leun! 之 一 发 生 ,其 中 


D, = | 有 ww 节 车 肝 至 少 有 一 个 旅客 ,其 余 % о 


керү 

Ж. п ао kaka |" ua MERE 
ехо ЛИ В ЕН ЕРЕ — RE RE 
SEREN sw, 因而 事件 D, 的 有 利 场合 数 为 


("5н 
т 


EC- 1) Sel. 


= Dei 
利用 组 侣 变换 的 互 递 公式 
s. = >) pesa, 
RAOR 
ЕТИ 
11.9.6 WAC) 为 [a ,5] ов, ARR 
方法 求 定 积分 | Kode. 


解法 1 Akt, Titla, d] = 10,11, (=) 
€ [0,1]. 构 造 一 个 几何 概率 模型 :” 次 独立 重复 试 
验 , 每 次 向 平面 多 域 [0,1] 10,11 上 随机 地 据点 
(X.Y),BD X. Y, 独立 且 服 从 [0,1] 区 间 上 的 均匀 
Sri. УВЕ 
рому 
210 3 Y > AX), 


J = 1.2. n, 
则 узус эз, 独立 同 分 布 , 且 
Fy = Ру = 1) = PUY, < /(X,)) 
= | г. 
RO AROGE BE 
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л I 
lim 12 = Ең = | f(r)dr (a.s, 
2 


即 当 л 较 大 对 ,可 用 29 作为 所 求 定 积分 的 近似 
E. 

Wik2 W X,,X,, X, 1З, НЯМ [а,Ь] 
区 间 上 的 均匀 分 布 , 则 AOG), ОХЬ), FC X.) їй 
立 同 分 布 , 且 有 有 限 的 多 阶 绝对 窍 , 因 为 AX) 为 有 
界 的 ， 

由 强大 数 定理 得 


lm 122600 = = ЕХ.) 


-= L- ff faz. 


因此 当 п 较 大 时 ， haso ле дәш 


的 近似 值 . 

Ж “近年 来 由 于 电子 计算 机 的 发 展 ,利用 适当 的 
概率 模型 讲 行 数值 模拟 已 成 为 一 种 有 效 的 计算 方法 
— ФЕ (Monte Carlo) 方法 . 这 种 方法 的 基本 
思想 是 :为 了 计算 革 些 量 , 先 构造 适当 的 福 率 模型 ,使 
模型 中 的 某 些 数 字 特 征 ,恰好 与 所 要 计算 的 量 相间 或 
有 某 种 关联 ,而 这 些 数 字 特 征用 概率 统计 的 方法 又 易 
FRH. 

11.9.7 B f(zí,zy Ut z.) A R PARHAD 
上 的 连续 函数 ,试用 概率 方法 求 积 分 


А = ffa ‚Жз, ә £, dz dz d>. 
р 


解法 1 因 品 为 有 界 闭 域 , 必 存 在 常数 a,b,m 各 
MHD [a b] СЕ, EH Vz € D,m < fia) 
= M. 

构造 一 列 随机 变量 X SiS н, 21,158 tan 
立 , 服 从 [a,8] 上 的 均匀 分 布 . эт — ЕЕ 
Xod 1, m M] 上 的 均匀 分 布 .假定 所 有 
的 随机 变量 相互 独立 .定义 
1, (Xp Xy Xa) € D 
m” -4 H Хы, A Xu Х.Х): 
0, ЖЕ 


则 Yio Yar r Йй 独立 同 分 布 , 且 
Ey = Р(Х, S AX y X, 
E(X en Xy) Є D) 


1 
(b-a) (M — m) саза, 
п) = m]dzr dz; dr, 
1 
-warm -mts "Dl, 
其 中 | D | 表示 区 域 D 的 体积 ， 


‚х„) 


由 强 太 数 定理 


. 1 < А 
im -= 2р — Ет. 
і 2 


Вр n КЕ, | D |+ 各 _— әү: 


似 于 所 求 的 积分 А. 
解法 2 同 解 法 1 假设 DC[a,8] H Y ra, 

чал) la b] V DIES rrer) = 0. 
É f 于 [aa,#1” 上 有 有 定义 ， 

构造 一 列 独 痰 同 分 布 的 + ЖЕ ЕЛЫ ЕШ X, = 
(Х.Х. KX.) 221. E E X X, X, 也 
独立 同 分 布 于 [fa,8] 上 的 均 邱 分 布 . 则 /(X I), 
РСК), РОХ, 独立 同 分 布 , 且 为 有 界 的 . 由 强大 
Жош 

Жа D) = EAX) = тусл; 
x [e (тузду, deder dz, 


因而 当 п 较 大 时 ,十 (6 - а DOSO 可 作为 定 和 


分 4 的 近似 值 ， 

ЖІ 一 个 近似 计算 的 方法 好 坏 ,取决 于 计算 的 精 
度 ( 佑 值 的 方 美 越 小 越 好 ) 和 计算 的 可 实施 程度 及 计 
算 速 度 ( 耗 时 越 少 越 好 ). 在 解法 1 中 ,如 果 区 域 D 不 
规 贴 ,那么 体积 11 不 易 求 出 ,而 判断 一 个 点 是 否 属 
TER D 相对 要 容易 得 多 , 故 解 法 2 比 解法 1 的 方法 
更 易于 实现 . 

注 2 在 用 Monte-Carlo 方法 近似 计算 多 重 积 分 
时 ,应 先 利 用 数学 分 析 的 工具 去 尽量 降低 积分 的 重 
ЖОВ ВЕТ ЕЕ ЛЕ. 

11.98 对 任意 只 >0,Ж 


| exp! — (zi + zŠ + + z2)|dxidzə" dz, , 


Жер,(К) = {ry ra "ул! К те 
< RI 


Е 设 随 机 变量 1 相互 独立 ,服从 
N(0. 方 ) 分 布 . 记 


Xa Xa 
= X += te + —, 
ШЛАК л 
则 Ет = 0,H. 
_ “1 TS 
Уаз) = уу + Var( Xa) = 221 
GEA 02). 


由 正 态 分 布 的 寺 生 性 得 了 ~ М(0,02). ШЕ 


н " 1 2 
T, = к2 [1 于 ee "ахак d r, 
пт а 


- IPO X, + 2 6 22 ск) 


B fa 
= лїР(| 0, E R Ze,) 
= х1[2Ф( ЕЁ) - 1]. 

ж ”本 例 的 关键 县 要 看 小 被 积 丽 数 可 改写 成 独立 
随机 变量 的 联合 概率 密度 . 

11.9.9 ЖЕ: lim e"> E = +. 

证 DEMOLER Xi, Xo, X, AY BES 
数 为 1 的 波 哇 松 分 布 POD). 则 S, = YOX, ~ Pla). 
由 中 心 极限 定理 得 Е 

5, 


ШШ РФ, 


因此 
š S, — п 


е" Ур = P(S, < а) = РС 
n 


<0) 


—Ф(0) = 2. 

Ë “本 例 的 关键 是 要 看 出 求 和 的 每 一 项 是 参数 为 
п 的 波 哇 松 分 布 的 概率 函数 . 

11.9.10 《外 尔 斯 转 拉 斯 定理 )” 设 Fx) 为 闭 区 
Eia] 上 的 任 一 连续 函数 , 则 必 存 在 多 项 式 序 列 
С.т) 一 致 收 伍 于 УС). 

证 ”不 入 假定 [a,58]= [0,1], БШ g(r) = 
Ха + (5 -а)г), r C [Ü ,1] IM = SP | /\)1. 
Ж M 必 有 限 , 令 


Quir) = > ea _ туус), я =l. 
t0 NÉ n 


显然 Q,(0) = F(0),Q,(1) = f(1). 以 下 证 明 :对 Ye 
> 0, 存 在 整数 N, z > М, 
Би Е Fr) (xr) |< Е. @ 


00,1 
出 于 х) 对 于 闭 区 间 连 续 必 为 一 致 连续 ,因而 
ET E ê > Ü, 使 得 对 V zi, Є (0,1) 满足 
| T| 一 Жэ | < è, MHA 


ба) — Со) |< 5. 


构造 一 个 随机 模型 ;在 * 次 独立 重复 试验 中 ,每 次 试 
验 成 功 的 概率 为 ,zx € (0,1), 记 Y, 为 次 试验 中 
成 功 的 次 数 ,如 由 切 比 雪夫 不 等 式 得 


PO YA- z |Z 8) > Var Y, n) 


-a-a — 1 
я252 Ang 
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JER N > МАО), Чн О, Ул € (0, 
1). 有 
fir) Qir) 
=| Уга zL Kar) rŠ) | 
SEI flr) f(Y,Zn) 
— ЕШ Қа) - (КҮп) 1 2-18) 
+ Et flr) fe Y, Zn) i а-у) 
+ t 2MP(I z - Y,Zn |Z 8) 
= 5 +2M р < E, 


BD a. 
i: ЖЕТИНИ Ж EA НИТ ВЕЕ 
得 的 结论 , 若 充 分 利用 概率 思维 ,有 时 证 明 可 以 简化 . 
11.9.11” 用 概率 方法 证 时 Stirling 公式 : 
lim V 2mnn"e ` "= 
sm Ги + 1) 
УЮ Х.Х... 独 立 且 具有 共同 分 布 
Ехр(1), 29027 1 的 指数 分 布 . 则 ЕХ, = 1, Var(X) 


= |. 利 几 特征 明 数 或 拉 普 拉 斯 变换 易 知 S, = УУХ, 
服从 Га, D 分 布 ,其 概率 密度 为 
71675,24 x = б, 


f 1 a 
g(x) = 4 Пбн) 


to, хт < 0), 
所 以 
Е Š, ` nH 
sn 

_ [= |z n 1 „л. 

“лр. 

一 ! IKE -zdle Tdr 
Valin) #0 
+ Pe = mjr” le dz] 

ptl ^1 1 

_ 1— л чең 
VPC |, и) е И 
+ А (u = lun те ды] 

— п"! = 1 м" 一 пн _ ш пы 
/нГ(п)` п“ n l 
Ze H 

= T 
Ynrin) 


另 “方面 ,利用 中 心 极限 定理 得 
т, - =" kayka N. 


Eh N м(0,1), H ЕТ 
2,4 > 0, Ж 
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= ЕМ = 1.XF 70 < г< 


І, ТЕА, 


d = 
ala) = | e> AB 
由 Helley 定理 得 
lim Edat T, ) = Eda (N). D 
М. 
El T, V- ЕДА(СТ„) | 
<| т АЁ, (=) 
12А 
1 1 
< 二 | | x ағ (х) < EPEA 


其 中 Fr (z) Ж T, КИРЕК, SEL A— + >° 时 ， 
Eda T —# RF E ( T, 17. 类似 可 证 Eda (N) 
对 А 2ТЕ | N 17. БИЛЕ SUR RE 3830 
理由 加 得 
JE 

= dim, lm РАСТ.) 

= „im Eda (N) =E IN. 
МИШ = 1 时 ， 

lm EI T, I= ЕМ! 


|” і алу _ / 2 
= izle dz =: © 
H Q, 得 
li v 2ann"e " _ | 
„АП Pin + 1) ш ` 


Ж “事实 上 ,本 鲍 后 半 部 分 的 方法 可 证 明 一 条 定 
理 :如 果 i Y, kay akak p Y , 且 对 某 个 请 > 0, зар 
| Y, |P < оо, ШЕНЕ е < p 

ШЕРҮ," = EYI. 
读者 不 妨 试用 该 定理 和 强大 数 定 理 证 明 : 当 9 > p > 
ОЕ, 


КАКЕ єс 
2t, 


g t 
A “人 法 为 设 随机 变量 Y 服从 以 整数 为 参数 
的 Poisson 分 布 , 即 Y ~ Poison(n) 8 或 


p" 


PY = п| = 2—6, 


m Y Ex 个 独立 的 以 1 эзи! Poisson 随机 变量 之 
和 .由 中 心 极限 定理 知 它 将 逼近 于 以 二 为 均值 和 方差 


的 正 态 随机 变量 X, 而 Z = 之 = E 为 标准 正 态 分 布 . 
п 
于 是 
PY = ni = Pil X— n = 
l 


21 
= ndez, 


l 


ЕГЕТЕ ТЯ 
mi . $(0) ,其 中 #00) 为 标准 正 态 密度 ,于 是 又 


有 
PiY al = - 900) = 
+. В: 
n"e * 2 1 
nl a лт 


所 以 有 Stirling 公式 


п! = 2ялп(——)". 


+, 
Idn 


х Ann | 


由 此 可 见 概率 解法 的 巧妙 ， 
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тозо ла an 


第 12 篇 


$12.1 ЛЕНЕ 


A SURRE A TEHA PEIB RRE hh H 
Е ЕУЕН ЕНЕ НКЕ, E 
П р Р РЕВО — 1 Ж.Ш. AAR hE 
Тага {п РЕВЕ У. 

EE ERS n ЁЗ: [и] ШИ Е B], х = 
[rry ЄР", ЖАНАР ШЕН i 范 数 : 


Il x Il; = У! Га, 1; 
1 = 1 
d 范 数 {Euclid 范 数 ); 


xl] = (Ута, 12), 
r — 1 
1З. 
Tx lo = max [ =, 1. 
空间 RPE a 08, ]Т, =a, 
2, Р rS ае, ОЕ 


imr, 一 x, 
ky 


是 指 
Jim = 1 
它 的 充分 必要 和 茶 件 是 对 某 一 -种 范 数 1| ||, 
lim [m х= 0. 


Б В" "是 所 用 ВБЛ А лг 维 线性 空 
间 ,A= [4,36 Run yE Ra 最 常用 的 矩阵 范 数 在 
LA I| = пих, I| Ax 1. 
特别 地 ， 


x 
ГА ц = max | Ax ||, = тах У) | a 1, 
EA DESTRA, 1 


ТА 12 = max П Ах Ila = Аз, 


х |;= 
Ht a А!А 的 最 大 特征 值 ， 
ПА П = ma || Ах || 


= mas >, la, 1. 
ПА П KAA A 的 谱 范 数 .这 些 垂 阵 范 儿 都 与 其 
相应 的 向 扰 范 数 相 容 , 即 YY AE "Є К" ,但 有 
| Ах | 所 I a x， 
它 是 讨论 钱 性 方程 组 的 选 代 解 法 的 误差 估计 和 收 误 
708 


计算 方法 


性 的 一 个 常用 的 基本 不 等 式 . 
另外 还 有 一 种 常用 的 范 数 是 Frobenius 范 数 ; 


А ШЕ (E а, D3, 
= |р I 
它 与 向 量 的 局 范 数 相 容 ( 见 12.1.7 证 明 ). 


ВАЄ К", Apot ,A А Bn ЕА, 
A BE FIA 


р\А) = max ГД, 1. 
对 于 任何 一 种 矩阵 范 数 || EA 
A) || А ||. 
е ЕЛИ А, = [al] k= 1, ВСК 
FER A- la, JER AME 


lm A, = А, 
是 指 
lima = CREES] = 1, п. 
它 的 充分 必要 条 忻 是 对 某 一 种 矩阵 范 数 |,: i ， 
lim А-А l| = 0. 
各 At = O 的 充分 必要 条 件 是 
0А) < 1. 


Еа [в] з ЖОЕ ЇН] T k ЖЕ R 5 
等 价 性 . 这 就 不 致 于 在 极限 概念 中 出 现 对 某 种 范 煞 来 
说 是 收 各 的 而 对 另 一 种 范 数 不 收 货 的 情形 .因此 ,可 
以 根据 坷 题 的 需要 和 研究 简便 而 采用 什么 范 数 . 

12.1.1 ЖА mxn ЖЕ, Н ЖУА РЕ 
ER E R" Н а || :|i, ,试验 证 

glx) = || Ах П.х € К" 
是 К” 的 - -种 向 基 范 数 . 

Ж (1) 由 假设 A 的 列 向 量 钱 性 无 关 ,ranlk4 = п, 
因此 齐 次 线性 方程 组 Ах =0 ПНЕ. 这样, V yC 
R" ,区 天目 ,必然 Ax 关 人 0, 因此 

вх) = || Ах ll, > 9; 

(2) YAER,xER', 

ябАх} = | А(Ах) | „= || ААх [ia 

= |А Ax 11, = АТС); 

(3) Ух, yE R", 

вбх+у) = || А(х+у) і, 
=| Ах+ Ау !, 
= || Ах at [| Ау lia 


=g(x)+ gly). 我 们 有 


Mk gix Re ЧЕК. IAB |, — я max Saab | 
12.1.2 I& A 1 — x Bi FE 2 GI ERE ES, Б м изү» Т ё 
NN a ШОО 1 
让 -n max [{ 27 | ax DHARMIE 2)2 | 
Ix lba = (кА) х € R" келе ка Bš 


= max [у п шах | as |° V п max | 6, г] 
1 risa LEREN 


是 R" 中 的 一 种 向 量 范 数 ， > 
解 (DHA EE REYER, х0, RR <u mas „аы ltn max 16, 1 


Ж) х Ах 0, АЙ = |А 1, w |] В Нм: 
lx la >й; 因此 || А [1м 是 一 种 年 阵 范 数 ， 
(2) V AC R x€ R” ,有 12.1.4 в 
| эх lia Салох Е Е 1 
A=|-1 2 -1|， 
= (AxA) = ЈА x lla; 0 -1 2 
(3) A A 正定 ,因此 存在 CAREFREE ЕА lell A П. M A Им. Alle li A |» 
P ,使 得 以 及 р(А). 
А = РР. 解 ” 由 于 
于 是 3 
|i xala = Стр)? ЭДЕ 72111025, 
3 
= (Cp TT) = || Px |l, “laa =1+2+1=4, 
从 而 , Ух, yE К", э, 
Пху Па =] Р(х + yll 2 аз = 0+1+2 = 3, 
= = || PEx + Ру E 因此 
i Pix + РТу ||; ч 
= а llat у lla ПА Ili = Bs | ay 154 
故 || Пд ж” 中 的 一 种 向 量 范 数 - 因 A 为 对 称 的 ,因此 
12.1.3 #А=ра„ € Rx" ,试验 证 ПА П = HAI = 4 
ПА Ila = n max | ap | ГА Пы = я mx 1а, 1-32 = 6, 
是 -种 矩阵 范 数 . Ha e= (Уа) Zt =a 
解 (1) A0, B A ЗЕ, ЯЖ ба 
ЧА Пы= = тах 1а, |> 0; 由 于 
(2) YAER 恒 有 — Zoa 1 0 
= | detl A — А) = 1 2-4 | 
АА Пм =», тах |да, | 0 -t 727—-А 
= п max lao] ={2-А)(А°- 44 +2), 
= ТАТА ы 因此 A ВУ 2,2—у2,2+/2. FE 
(3) УА = [4,1,8 [b] ER" "НВ о(А) = тах(2,2-42, 2+42) 2+2. 
| A+B |м =n max а, +, | 因 4 是 对 称 的 ,因此 
л na 人 | 二 | 的) [А ||; = (А) = 2 +42. 
< max ау + „так р, ë ”12.1.5 证 明了 , 书 A 是 实 对 称 和 矩阵 , 则 
—|КАЦм+ Г A lu; ТА Н. = (А). 
(4) VA=[=a, J. B= [5p,]€ Re" H Cauchy- 12.1.5 B A Жи 阶 实 对 称 和 矩阵 ,证 明 
Schwarz 不 等 式 АҢ» = рл). 


` 1 <a ХЕТ 1 KE r. (r) JE í НИНЕ m 次 实 系 数 多 项 式 , 则 
| = ( > | а HADS | by 232, | (A) Ily = (д (A). 
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证 明 Ў А..А›. "7,4, БА Wn TEHER. A A 
х, 因此 an IARR AAIR] А, 
A > A l AFAT =A AE ATAA m 
а. А2 ЖА? 的 特征 值 . 故 

[А -vi =ТА І 

只 设 

Bali) = а" + q tt ton 


Р 


рбА). 


+ ар + ар» 
m 

вл) аА" tap APT + аА tagl, 
ME I n RERE, H. z, (Ab n 阶 实 对 称 年 
Е. А 

Пд, CA) `1; = ot gm (A). 

AE R”“*, 试 证 明 
ПА = ГАМА. 


12.1.6 


证 明 | А|#=р(А”А)= || ATA | 
| А! || А Ho 


Ж ПА а= А. 
12.1.7 Ж AC Rr". ЛЕН 
'А ПА ИЕ сут ПА lla 
证 明 Ў А=[а„],х— [x ,- ` „1 L Hë Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 
2 _.. "+ k 2 
| >) ал, | = (> | a, B192 | | J 
у=! 
我 们 有 


Пл Di Мау" 
al т=1 
«УО ӘС) 


„=! 2-1 1=1 
= (51а 2) (Ут 12) 
r=] у= у=! 
AÍ +15, 
BA 
Ax |a A hê ll æ ll 
四 此 
|, 4 | = max [| Ах ||; 
ZIA her, max || x la 


ШРЫ 
=| Allp. 
因此 左边 不 等 式 成 立 . 其 次 ,由 十 444 IFERN 
阵 , 它 的 特征 值 ил, р. ево, 均 非 负 , 因 此 


ПА IE š = max, 
а-у дәу К+ 
уо) 
1 3 
=La tlla 13 
H п 


TÜ 


т(А!А)& ATA WA Kail ARER. 
注 EE 
ATA = [Sanas ] 
HÆ АТА) 58 А!А BESTE ZA, ВПУ 


t ATA) = D7 (Dyanran ) 
1-1 k=1 
Уа hall 
-1 =1 
12.1.8 E 
1 | 
А = 2 " 
Ji 了 | 
4 2 
试 证 明 


limA* = O. 
证 明 由 三 A 的 两 个 特征 值 都 是 二 ,因此 p(A) 


=+<1.Ë&limAt = O. 


2 
成 证 :由 于 
1 l al 
а2- | | A= | Š | 
1 il’ 3 l 
4 4 l6 8- 
上 ] 
де 8 0: 
21 了 | 
8 16 
一 般 地 ， 
1 \* 1 
„_|Ч) 0 
Ов ФТ 
7+1 2 
因此 
1\* k 1 \* 
ПА 0 = max[ (> ) ИТА (+) ) 
Ë | \* 
=+ (5) -0 (2—00). 
这 就 证 得 imA = 口 .或 者 ,也 可 从 A ВЛА 4А 


> нүн О ЖН л = О 

12.1.9 ЖА, Є Ru" 试 证 对 任意 的 上 所 R". 
lm A = 上 的 充分 上 必要 条 件 是 Im A, — О. 

ШИН WEE YER", 


mx = ф. 
HH, H x= e СЖ ЛИНЕ 1, 其余 分 量 均 为 0) ， 
7 了 =1.….z 时 ,有 


lim Ае, = Ü. 
由 于 Ле, ж A, ТЖ) ЖЯ}, I ЕАН A, 的 
每 - 列 向 虽 的 极限 都 是 和, 走 
lim A, = (Ü. 
充分 性 . 设 
Лт A, = О, 
则 
lim | A Па = 0. 
BT V y = R” 部 有 
| Ак | ж |! A l| l| x |. 


因此 
lim || Ax | 一 0. 
故 证 得 
12.1.10 r€ Ru ACR Q 为 n ИТЕ 
阵 .证 明 


(O || Qx 15 一 | x lz; 
(2) п RAQ ,= |! A 115 
(3) | QAQ' |у='| А Ilp. 
证 明 (1) A QQ EZE, B Q'!Q = 了 因此 
l| er |!2 = (9) Өх = gT 


л 


M СЛ 

`x 1 ' 
alt=- Ута = S Ча, || 
losl J 1 


= У [ Qa lli = P QA P+. 
2=1 


toby 


从 而 
ПА П = ПАТИ = H QA" ЦУ 
= || (ОАТ) |; = | AQ IF 
= || QAQ! ||+ 
战 
| QAQT |], = | A |. 
注 ЖАА КЕРЕЗ ЛЕ ТД ЕЛ ЖЖЖ 
算 矩 阵 特征 值 的 直 记 化 方法 的 基本 依据 ， 


$122 解 线性 方程 组 的 直接 方法 


解 线性 方程 组 Ах = Б J Pi EE Gaus 消去 
法 和 矩阵 三 角 分 解法 ,基本 的 Gauss 消 太 法 中 可 能 出 
再 绝 对 借 很 小 的 元 素 作 为 主 匹 { 它 在 计算 过 程 中 作为 
除数 ) ,其 绝对 信念 小 ,引起 的 伟人 误差 就 熏 大 . 因此 ， 
常用 Gaus 部 分 选 主 元 消去 法 (如 按 侧 选 主 元 ) ,其 至 
Gaus 按 比例 部 分 选 主 元 消去 法 .矩阵 三 角 分 解法 是 
先 将 矩阵 A Е Е 

A= LU， 


=xx= || x 113, 其 中 工 为 下 天 角 阵 ,UL 为 上 三 角 阵 . 这样 解 方 程 组 
АЛ Ах = ВЕНЕ T F = ЖЕН 
‘| Q ll: = H x |z. Гу = b 
D РОО =, Яо = | Q l= 和 一 个 上 ;三 角形 方程 组 
1, M Ux — y. 


H ОАО” э, || Q H. H A H, M QT ll 
= |All. 

FARE 

| А |5— || Q'QAQTQ Ihs 1] QAQT 1|;. 
故 得 
П QAQ ||, = | A lt. 

RHE: H T(QAQ'YTQAQ' = QATAQ T H АТА 
ЖЕЛ, RE EA AEAEE [н] ,从 而 

PCAAQT)I OAQT) = р(АТА). 


战 
| QAQ" |, = ПА Ila. 
(3) А = [aa a, a ЖА #98; З) 
Ж, = 1,5, п, WA 
QA = | Qa, , Qag, 


o, Qan]. 
据 (1) 有 

|| Qa, 15 = li а, 13, 
TE 


特别 , 若 工 为 单位 下 二 角 阵 (其 证 对 角 元 均 为 1) 时 ， 
则 A = LU #5 Dodit HRE [为 单位 上 三 角 
阵 时 , 则 A = LU 称 为 Cou 分 解 . 如果 A 为 实 讨 称 
正定 矩阵 ,那么 分 解 式 A 一 LU 就 化 为 

A = ЫЛ. 


12.2.1 МН] Gaus ЭЧЕ uN К. MERR Жаа 
算 解 方 称 组 
xy +2r -7 r; = 1, 
rena 
3x1 — 2zs + zs = 3. 
解 ” 增 广 矩 阵 

ú 2 一 I| 

-3 1 2 2, 

3 -2 1 3 
tema s зр? 1 Š N 
— 一 |1 2 ] 1 

eee 3 -2 1 3 
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F L, 3 | 
2 3 i _ 

каж L Ü) l 3 : 
-3 | 2 2 
了 _1 3 

сү 0 3 ` 3 |. 
rit m 29 40 
7 zu a: 
{0 9 7 7 

由 回 代 得 
r; 2,23 їду = 1. 


注 ron Mr 分 别 表 示 矩 阵 的 第 1,2 和 3 行 , 若 
应 用 基本 Gaus 请 去 法 , 则 第 一 步 消 元 取 al = 上 为 
主 元 . 

12.2.2 用 Gauss 列 主 元 消去 法 解 方 程 组 

(O. 1г,+0.25+0.4ту=1.1, 

jaz, +r- rí =, 

laz, +r t253. 
计算 结果 取 三 位 小 数 { 用 四 位 数 进行 计算 ), 并 写 出 每 
步 消 元 的 乘 子 . 


EO A EE 
0.100 0.200 0.400 1.100] 
4.000 1.000 -1.000 6.000 
.000 5.000 2.009 3.000) 
хуа са [4.000 1.000 1.000 о 
一 一 一 一 一 一 [0,100 0.200 0.400 1.100 
oo 5.000 2.000 3.000 
ор _ 0.1/4 
= 0.025 _ 
ИШҮ 4.000 1.000 -1.000 6.000 
+| 0 0175 0.425 0.950 
F o MAF 
A- mari 0 4.500 2.500 0.00 
жуа. 4.000 1.000 — 1.000 6.000] 
т | O 4.500 2.500 0.000 
0 D17S 0.425 0.950 


My = Ü 17524.5 


[4.000 1.000 — 1.000 6.000 
= 0.039 - 
-= — 0 4.500 2.500 0.000. 
ra ағу | 
L Q Ü 0.328 0.950 
同 代 得 
_ 0.950 _ 
га 38 =2-8%6, 
ra= - 2300X2896 одд, 


7)2. 


6+1.609+2.896 _, ¿5 
TI 4 000 2.626. 


12.2.3 分 别 用 Gauss 消去 法 和 Gaus 询 主 元 消去 
法 解 方程 组 


0.0052; + ra = 0.5, 
mi + r= 1. 
ТЕ ЧЕДИ = {у ДУ, 3 aE 16938 0 Е. 
Ж Т Gas 消去 法 , 则 第 一 步 主 元 为 all = 
0.005. ГЭР EE 


[= І 5] 
1 1 1 
95 l 5] 
ra- 2001 0 -199 -99l 
由 回 代 得 
-Z9 _ 
К —199 0.497, 
_ . 0,5—0.497 _ 
T| — 0.005 0.500. 


者 用 Gauss A ETHER, WE- +EH 
аз = 1. HA EBRE — 4R 2 行 得 


1 1 1 
[oo0s 1 05) 
1 1 1 
r- 0.0051 Ë 0.995 0.405 |' 
mR 


0.495 _ 
x= 0993 = 0.497, 


21=1-0.497=0. 503. 
方程 组 的 准确 解 为 


x = [20 9 | ， 


因此 ,用 Саш» 销 去 法 得 到 的 近 亿 和解 х= [0. 497, 
0.600]1 的 误差 为 
| х—-х* |< < 101, 
m Gauss 列 主 元 消去 法 得 到 的 近似 解 x = [0.497, 
0.503]' 的 误差 为 
l x- x" П. < 1077. 
Gauss 列 主 元 消去 法 得 到 的 近似 解 较 Gauss 消去 法 得 
到 的 精确 . 
12.2.4 计算 用 Crou 方法 解 n 阶 线性 方程 组 Ax 
= БЕ за ИК. 
& Л=[а,1.1= 12,1. US (ә, 6и = 
l," п) 88 Crou Ж A = LU 的 计算 公式 


t-i 
ip = UT ER = 由 n 
r I 


1,1= 


t" ` 
Hk = Саш, 7 2 sus) ta J T k + уа) 


计算 各 ,us ӘЖЕ ЙОК ИКИ. 
Уу -—10(я-Ё+ i} к2н Ё)] 
k=] 
= Ууз +26 n- 1 — 24] 


= 2n > 和 2 -n- 2} 
і k=1 


= а (яа U ай = я 
nin + 1) (2н +1) 
3 


п? н 


3 3: 
Ж ЛТ у=, Ж 3 АИ: 
зр. alati) 
2 = r = 
解 方程 组 Ux = y, 需 乘除 运算 次 数 ; 
У = л, 一 L} 


故 解 方程 组 Ax=b MERREIKH 


п _n alati), nl- 1) 
3 3 2 


3 
= m 1 
3 


Ж Cron 方法 所 需 的 乘除 运算 次 数 和 (zauss 消去 


法 所 需 的 相 问 . 
12.2.5 先 将 正定 对 称 答 阵 
I 2 3] 
А = |2 20 26 
L3 26 #0 


TEDER A = LLT, ERD EH Ах = b HR, Нн 
b=[2,8,47]". 
Ж 据 LLL! 分 解 的 计算 公式 


+ Í 
1 
ИИИ 
k 1 


ly = 1-1 
(а„— D lua) lgi >j, 
k=] 
我 们 有 
Ia = an=], 
_ “11 2. 
la = hi = ] 2, 
йи _ 3 _ 
ѓа = м1 3, 


{ээ = бау - 1) 3 = y -4= 4, 
Cat s= (26-—3x2)/4—5, 


8)? =(70-9-25)} =в, 


t 0 O 
L = |2 4 0|. 
.3 5 6 


Ia (ауу ү 


因此 


这 样 , 解 方程 组 Ax = b 就 化 为 解 方 程 组 Ly= b Wl 
Lx- y EHEH Гу= Ь, Вр 


IB = 2, 
2уг +4у› = 8, 
Зу + $y: + буз = 47. 

由 《向 后 ) 回 代 得 

y = 2, 

эз = (&- 25274 = 1, 

уз = (47 - 3х2 — 5 x 1)⁄6 = 6. 
解 方 程 组 x= у, йр 


TI tra tàr = 2, 
р + 523 = 1, 
бту = б, 

由 (向 前 ) 回 民 得 
ху = 1, 
mz = (1 —5x 1)⁄4 =- 1, 
r#=2—-2x(-1)-3x1=1. 
12.2.6 ШПЕЕ РИВЕР 


6 2 1 一 上 | 
А = 2 4 | 0 
l 1 4 -i 
[I-10 -i 3 


作出 Doalittle 分 解 A = LU ,再 将 A JADAS 
LDLT, 其 中 中 其 一 个 主 对 角 元 素 取 正 的 对 角 和 矩阵 . 
Ж JE Doline 分 解 的 算法 ,对 ;=1,2,…,# 进行 
如 下 计算 ， 
(1) =, ЪТ, м, 


а M Нр 一 ањ T Уыз 
Ше 
(2035]А=+1,з,п, 
1-1 
qa * dy = (ањ — > шн) Aw. 
I 


现在 ”一 4 分 解 过 程 可 按 下 面 格式 进行: 


| 5 2 1 ° 


2 4 1 Ü 
AT 

; Í! 1 4 ,| 

L-1 Ü -t 3 

Г б 2 1 н 

+ 4 ol 
izi | 

5 1 4 -1 

_ 1 _ 

в 0 1 3 
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了 于 FPL 
L 一 
L= 
Е 
[6 
0 
LT 一 
Ü 
Ü 
x 
x 
D — 
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|. 


Ге 2 |! 11 
di 149 2 1 
3 3 3 3 
l l _ 
L L4 
_1 1 _ 
L 6 j 1 3 
-6 2 1 -Il 
т 130 2 1 
з з 3 3 
! 1 3 9 
6 5 10 10 
1J J _9 
| 10 3 3 
r6 2 1 1 
|; 10 2 1 
3 3 3 3 
1 1 3 9 
6 510 10 
1 1 9 191 
U 6 10 37 4. 
Г o 0 m 
L 
у 1 09 
L 1 ， 
+ 二 í 
ко 1 0 
Н 1 _ 9 1] 
' 6 10 37 U 
rg 2 1 -11 
1 2 1 
0 5 3 3 
3 9 | 
Ü Ü 3 w 
| 191 
ооо | 
оо өзг 1 
l y 
10 | 
z 0 0 
0 1 
í 1 0 
ы! e 9 
191 
Ü 0 410 0 
0 0 07 
10 
з о 0 
0 0, 
191. 
0 0 4] 


则 
A = МИЛ. 
12.2.7 DAPRE ERIRE A~ [ap js 的 分 
We A= LIT 中 的 上 的 元 素 满 足 关系 式 ， 
мај = 1,2,8, 
证 明 据 太 = 上 Li 分解 的 计算 公式 


= ” 
两 边 平 方 得 
， 1 
z = üy — >P. 
1=1 
即 
Ë + Ë t e + Ë = а 
因此 
{© Sa, = 1,2574. 
从 而 得 


ll IS Va, = 1,20, 
12.2.8 W A= [а ] A n 阶 正定 实 对 称 短 阵 ,对 
A 作 分 解 
А = LL, 
其 中 工 РЕНЕ ШЕ. 的 主 对 角 元 素 坟 满足 
下 到 不 等 式 : 


А 
(1) этш FE 1 = 1,2,5, 


р 


T 
(2) i LT 1 mar AE PL, 12 
ж# О ЖА 
! 
(3) KUT) max 121, OB K (LT) = 
Т9. е. р n 11.1 


HOD], ПУН Æ LT 的 谱 条 件数 . 
ШЕВ O) HT A= LLT= L DL] ,其 中 万 为 对 
RE: Р = аер), L. AAT f, EE 
ХТАх x L DLI x 
xx x Tx ` 
Ж к= 1. Тее 是 第 i 个 分 量 是 1, k id 2 ОП 
n нр Е, ДЦ 


х'Ах _ ТГ», &, 
хх el(LI LI De, (LL Dia 
+ 
min x 
x XY x 


ЊУ F = f EE, 
(ЛТ), >! 


了 
- хіАх 
Ë Z; пип 4. 
xü y xr 
XN 


Ла liz 


ТЕ = max 7 
к} |) x ll; 
I y ll 
= mä: T f ' 
та Г! L'y 12 
因此 
l -= min -l L'y Е 
HL T|] o yl 
EERI mP y BCE х. Д8 
а М жш 
LTI] тет (xjl e xx 
= пип 1 ,р= 1 n 
rü x 
. Lix |13 
(2) il L |} = max =E S 
| x [5 
x'LL'x х'Ах 
= ша = | F. 
x XX ye) Жу 
Ж x= e, M 
， el Ae, Е Кер 
ele, 一 ürt = 1, он. 
据 12.2.7, 有 


P = a, = H LT J|5,: = 1, mn 


(3) 由 (了 和 (2) 有 


ISL = on 
m 
利 
| ПЕТ l, i = bea, 
ЕЖ 
килу = Ш L T|, max 14L 
рда | Z| 
注 设 AER"*", 则 
HA || = max [| Ax |l = max he 
ПЕЛЕХ x70 || < I 
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选 代 法 是 数值 计算 中 一 种 常用 方法 .求解 线性 方 
程 组 用 到 和 迭代 法 . 求 非 线性 方程 和 方 各 组 的 解 一 朋 要 
用 千代 法 . 选 代 法 是 从 问题 的 一 个 解 的 一 个 或 更 包 个 
初始 估计 出 发 ,出 它们 芒 一 定 规律 生成 一 个 序列 ,使 
之 收 敏 上 解 .在 迭代 法 中 ,我 们 要 研究 的 是 迁 代 公式 
的 构造 .收效 性 和 收 伍 速度 问题 ， 
解 n x n 阶 线性 方程 组 
Ах = Ё 
的 许多 选 代 法 是 把 它 化 为 同 解 的 方程 组 
x = бх + g. 
ЖШТШ ЙИ. хо, Ж ДК 
X = GX- tgk = 1,2, 


生成 近似 解 序列 хуу хуу. а. A Y ЕРМЕ 
E G, 可 将 非 奇 异 矩 阵 А DAUR 
A= © -Е, 
其 中 起 阵 Q 非 奇异 . 令 
G=QR=I-QiAg= Q''b, 

其 中 了 为 p 阶 单 位 阵 , 则 方程 组 Ах=Ь чхе Gx +g 
ТЕЕ. Pm В А = [а ] EAR, В а, 30, i Slon, 
n HADAR 

A=D-(D- A), 
其 中 万 = diagfai а, ) Я БЕ. И Ж Jacobi 
ARE. ER A 分 裂 成 

A = 141-1) + DU, 


0 
_ #21 
@22 
L 一 А А 
“з BETE 0 
dm üm J 
_ 412 а. 
aj а 
U = ` 
Ei FE: 
Hr- ,nl 
Ü 


它们 分 别 为 下 和 .上 三 角 阵 , 则 得 到 Gauss-Seidel 选民 
法 . 

车 对 任意 的 初始 近似 rE R", lim X; = x", x` 
是 x= Gr+8 的 和解 ,从 而 是 Ах b 的 解 , 则 说 选 代 法 
К.Ж ху = Gt-t+g 收 侣 的 充分 必要 条 件 是 


ЖА G КЕ j 1, BI 
p(G) < 1, 
“e = x" — ху 表示 误差 向 量 , 则 有 
e = (ед. 
从 而 
Пе И Ис ll eo š. 


H б* 目的 大 小 决定 误差 向 量 收 伍 于 零 的 速度 
求 非 线性 方程 

/\х) =0 
ERENER ERES Ж ДАЛИ ЕЛЕ УЗЕТО 
程 

r= glr}, 
然后 选取 r) =0 的 一 个 解 ( 根 ) 移 近似值 ro, 5 

т, = girih = 1,2,5 

以 产生 和 磷 代 序列 | x1 .这 类 迁 代 法 称 汶 Picard (6. 
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例如 . 设 Ce), A 


дт) х -FE 


Ш ЕУ 
.一 -了 = 1,2,.…. 

这 就 是 Newton 法 . 

更 : 般 地 ,我 们 将 解 方程 Рг) = 0 的 选 代 公式 
写成 

т = фла pdp te rl, 

Ж proto 为 方程 fr} 一 0 的 -个 解 的 初始 
ЖаШ Е А РЕЗ хе ARR aA. 
x ”是 方程 а) = 的 一 个 解 , 涤 代 序列 | л, 是否 收 
AF x" ,通常 与 初始 近似 值 的 选取 范围 和 有关. 如果 
存在 包含 x HER 5(.x*) ,对 任何 一 组 初始 近似 
值 zy,rit СС), АА, АЮШ T 
x Bina ЫЕ ЕЕ ИЕ, ИП Newton 法 ;如 
ЖМ ГЕ Н ИДИШ УТ {Ш{Н ле, хр, 出 发 ， 
选 代 序列 } 2 ARAT rt , 刚 说 该 选 代 法 是 天 范围 
收费 的 ,例如 区 间 分 半 千 . 收 伍 速 诺 的 一 种 庶 量 是 收 
Sr. Л НЕЕ К, lin x = р‘. 


ер = ть х, 
车 存在 实数 p MIES E W C ЇЧ 
А lera | _ үс 
lim Ta P = С, 
WREE p БС АЈ, АЗЕ ЊЕ ВЕРО A 
Р.Ж p EER, M ERTA 


+1 _ c 
= , 


lim 
+ вауу 


p КЛУ ЦЯН bi 27 p=1, 风 说 述 代 法 
是 线性 收藏 : 若 pol, NRE E tE. A 
如 ,入 .+r E Сг) В) Ж, ЙИ Neston 法 至 少 是 2 
ШИ „по x EHAR, M New A ЕКЕН 
的 . 

12.3.1 Ё» ЕА 的 主 对 角 元 性 D0,i = 1， 
e n 5 = арбаш. Q АЩ EE. DUE А 
R 

А = LD -Бо(1-=ыр!А),в 50, 
以 构造 解 线 性 方程 组 Ах = b HARA, ЗЕ 
法 收 敏 的 充分 必要 条 件 . 
М ЖАЗ 


A= Ыр Lp - орд), 2 0, 
t [7] 


则 线性 方程 组 Ax- b IEN 
ГД 


-w 
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p- 1р = wb) ta) |х =b, 
aj 


或 
Lpy = Lor — aD lA)x +b. 
因此 有 
х= {tT- wD lA)r + aD (Б. 

这 样 ,我 们 得 到 解 线性 方程 组 Ах = b 的 达 代 法 

хь = oD A)y to bk = 1,2,. 
选 代 法 收 伍 的 充分 必要 条 件 为 

pl- wD A) < 1. 

12.3.2 АЖ n МАСЕ ЕЈ а, 30, = 
ЭГЕ ЛА 

A (D -a -EA -D+ DU), 

al), 

构造 解 线性 方程 组 Ax = b 的 SOR 方法 的 迭代 公式 . 
并 证 明 SOR 方法 收 侣 的 必要 条 件 是 0<w<2. 


Ж ЖА 分 型 成 
А= (D-eDL)- HU- w)D+ uDU), 
wE, 


MEDEE Ax = b EA 
Lp - DL)x = La - wD + aDU)x +b, 


即 
x =(D - DL) I -oD + DU) x 
+200 = Рі) !Ь 
={]- 1.) EL- w+ АЈ )х 
+o(I— eL) DLD. 
从 而 得 到 SOR ЕА 
х= был twll- wL) D'A, 
其 中 . 
G, = (I — ші) -wT + ol). 
HTE- al.) 1! 为 单位 下 三 角 阵 , 它 的 行列 
а а) -1 一 1, 因 此 
detG = det{f— al) tL о) wl) 
= ае T- о.) е1 01+ oU) 
= дық 1 фу} + Л) 
=(1- w)", 
从 而 SOR ЗЕ ВЕ G, 的 所 有 特征 值 之 积 等 
File e)" TE 
elG 211 - в 1. 
F SOR FAA M (CG O< 1. B| i- о | >1. A 
于 w 取 实数 , 故 SOR 方 法 收 襄 的 必要 条 件 为 
Ü < — < 2. 
12.3.3 Ж Jacobi 和 Gauss-Seidel 选 代 法 解 方程 组 


г-8 1 |“ п 
1 -5 L la + 16 | 


L 1 1 -АЇ Lc H 


HOBI BE L хо [0.0.0]7 .要 求 相 邻 两 次 结果 的 相 
对 误 兰 小 于 107, JERNE ЛЖ ЕЛҮ. 
ЖЕ Jacoh {СЕКЕН A 


G- рр A)- PA 
“+ 
Lod 
+ 0 
出 于 
-D'A le = пах, 6,5159 <i, 


СЕЕ, ВА К ТЕ EH. Jacobi 和 Gauss-Seidel 方法 均 
їйї. 

由 Jacobi 迁 代 法 计算 y = л! ie 
各 分 量 公式 
pl -. Lia, _ е 


z$] r 的 


(k—1` 
r = К m ), 
а. = ; 
i LLB, £ = 0,205, 
我 们 有 

xi" -A0 -x -a= -0.1250, 
1016-20): 00) = - 3,2000. 
AP L GÀ e 9) = - 1.7500; 


т =- f $} = -3.5750, 


La —a= x$) 


一 
tioo 


2,5813, 


等 等 


Gauss-Seidel РЕ. x, 的 各 分 量 的 公式 为 


r=] 
!# = — (b, =- Nap _ ` aeit), 
" у= Tatt 
i= 1,2,3, k 1,2,5, 
因此 
а = а -zi 02000) =- 0.1250, 


d = 6-40 — д) = 3.2250, 


КОИ +a- х= rfO) 2.5875; 


paps Ha zi) — 715 = — 0.8516, 
z$? = 2 a6 - тЇ? - х1!) — — 3.8878, 
= LG ajh- aP) = 2.949, 


等 等 .这 两 种 方法 选 代 得 到 的 结果 见 表 12.1. 


表 12.1 


Javobi 
Xi 0 0 0 0 Ü Ü 


x; |= 0.125) ~ 3.2000 = 1. 7500 |- 0.1290 — 4.2250 – 2. 5875 


Gauss- Seidel 


x: |- 0.7438 – 3.5750 — 2,58131- 0.8516 — 3.8878 — 2.049 
xs | = 0.8945 = 3.8650 — 2.8297 | - 0.9778 — 3,925 — 2,001 
xa | — 0.9018 — 3.9448 — 2.9399 | - 0.9956 — 3.9973 ~ 2.9085 
x. | — I. 9816 — 3.9803 ~ 2.9767 |- 0.995 — 3,5600 - 2.998 
x, | — Ü.9046 — 3.9925 - 2,9915 | — 0.9009 — 3,9909 – 3.0000 
x+ | — 0.9980 — 3.9972 — 2.9968 
ху |- 0.9093 ~ 3.990) - 2,0988 
хә | - 0,0090; — 1,0096 – 2.9996 
по | - 0.0009 — 3,9090 — 2,0098 


方程 组 的 淮 确 解 为 x = [一 1, — 4, — 317. BB 
Jacobi APEI E 10 次 得 到 


| xa — хо lla _ 3x104 


|| xa — x |l = 0.0002, 
用 Gauss-Seidel Jy 26354 6 0194) 
|| x, = xs |1 4 x 107 
I xs e 3.9999 
I| xs- x |} = 0.0001. 

Ë EII- D'A |a < 1, MM Jacobi 和 
Gauss-Seidel Ж {ХЕШ Еа К. M E 85 
Ёк {ТК ДН] Б) R E, Gauss-Seidel 1: е ЖОШ ЖОН. 
Jacobi З W R 4 А. 

12.34 ЖА = [a A п ЙЕ, Н „эй. 1, 
‚п. hF HH 


< 1071, 


< 10 3， 


dll 


ar 


lI - DOUAY |2 = пах ` 
Ian 


是 解 钱 性 方程 组 Ах = b 的 Jacobi ХЕВИ) —1` 
充分 条 件 . 
HERA ”由 要 证 明 
pU- РТА) <1, 
便 让 得 Jacobi ЯЯ. A 
(1 - РЗА)Т = 1- AD! 


=(D- ADD! 
得 
D- AT < (1- D'1A)ITD. 
FE 


I- ВРТАТ = DHU- DAND. 
HA F- 五 -441 与 人 D A! HHR, JA ü ЕЙ] 
7[7 


的 特征 值 相同 . O- D lA)T iji- рол 的 特征 
值 相 阿 , 国 此 工 - P-147 与 了 -了 D-14 的 特征 值 相 
[u], M i 


all- РІА) = pil- D lA1). 
{И 
| 1- D !'AT Ц. < 1, 
而 
PeH- D A< | I РТА? ||, 
战 
af - D !A) < 1, 

这 战 订 得 Jacobi зрее SY. 

12.3.5 ЖА п ЙТ ОЕ АН E, Е Ж R 
性 方程 组 Ах=Ь 


э, (b 一 Ax;,,- dom = 1,2,:", 


Жр Aa AEA 分别 为 4 的 最 大 和 最 小 特征 值 (ao 汉 


X, Хут 十 


AU 证明: 若 maL- Tnt , 则 有 
1 
РИН 
Hell 7 
其 中 mu=x 一 mo Ж Ax = b HERR. 
证 明 由 于 
ё. = X° Xy 
— x` Xm- 27 —(b- AX- 1) 
КС _— 2 друж 
=x X. -1 nta AG Хы-1) 
_—,,___2 _ 
= A в) 


— — 2 
={({- Аз ЖА, —)e;, - 1 


={f- -2 — A)" е7, 


A0+ А, 
因此 
2 т 
| em ПО tA) la || ea Ha, 
即 
| 
xA 
一 2 т || 
6 а^) |1 
= ( 了 一 А т 
[ДЕ TA) 
_ | |- 2А, HL 
o дак 1 Ant A] , 
其 中 诸 А, 均 为 A 的 特征 值 ,以 及 
| 2 | др А-А 
An + А Aot А+А' 
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因此 
t | А an 
[| en 2 = [ Ав А н _ | ЕСТИ 
Hela ААТА КЕ | 
Аң d 
E ga 
|| е, 15 E 
Hell 5 
只 要 
Ài 1и 
l- Ao | А 
А = 
1+ А 
即 具 要 
la 一 
m = 7 
| л 
" 1-4 
0 
由 于 
1+ 2 | ai | 
Аб _ Ао 
in чыч 
Ар Ао ] 
А 
2 — 
> 一 全 >2 А, 
-2L ü 
Аб 
因此 , 若 取 
ШЕ 1 Ау 1 
т 22 2 .如 Е 2 А1 ln Е 
2 
则 有 
|| ё,» Ila = А 
I| ea Па = 
12.3.6 у(х) а, Б) ЕЖ, Н а) f(5)< 


О. 试 给 出 区 间 分 半 法 求 方 程 F(x) = 0 (а, b) AM 
一 个 根 的 一 种 算法 . 

E ЕВ Atla. Б) LEE, Н (aj (6)< 
0.®ЛГЇНЖ ЛШ (е) 0 (а, БЧ 
个 恨 . ВЕЕ B Е К a, b iB r= 


25 (ху) СЬ) 0 И (zi, Б) Ж bi 
Кл) = О-В (у) СБ) 20, Е (а. 
1) 内 至 少 有 f(x)=0 的 一 个 根 ,因此 可 继续 将 区 间 
[1,519 а, r | 分 半 得 


_ zitè 
T2 = 2 


а + т| 


或 za = E, 


如 此 继续 下 去 ,可 得 到 序列 
A 

现 切 出 区 间 分 半 法 的 一 种 算法 : 

输入 а, РЕ TOLL TOL; ЖК КҮК 
Ў N 
бесрі $ #=1. 
Step? H г М 时 执行 (| 一 45]: 
a) po 


(2) #1\р)\<ТОЛ,Ш ИҢ p, Л 

(3) = ;i+1 

(4) E FC p)f(b)<0,W|2> ач р, AN] 

bp 

(5) 若 5-a<TOL2, 则 输出 p, 停 机 

Sepa ”输出 NORI N 次 壬 代 汕 有 得 到 结果 )， 
停机 . 

12.3 证明 方程 taea 在 (1,4) 内 有 了 唯 

一 根 x .试用 区 间 分 半 法 求 х ПАНИЯ r, ,并 确定 
ЖОК n о r,- z" |< 0-2. 


Z 
25 


für) = ал+ z 4. 
HF frL, Е, Н СА) СО, ri 
EHA СОЕТ, — S TU 
f (a) = 32+12>0,zr € [1.4], 
说 明 С ЕСТ ИЧ ВАТАН, К 站 zz) 在 {1,4) 内 有 有 
EAR x “ .山区 问 分 半 法 得 到 的 >, 满足 


| | 4-1 3 
Ча S a C g = ош. 
бан: о z" 1<1072,ЩНжЖ 
3 -3 
бт < 1073, 
ИП 
л 
„>“ a a11. 55. 
因此 所 而 进 代 次 数 为 12. 


根据 区 问 分 半 法 的 算法 (参见 12.3.6) ,每 - 步 
ECHA RIR 12.2. 


# 12.2 

п а, b, х, Слз 

1 1 4 2.5 14.125 
2 1 2.5 1.75 3.1094 
3 1 1.75 І. 375 - 00. 0254 
4 1.275 1.75 1.5625 1.1897 
5 1.375 1.5625 1.46875 0.6372 
6 1.375 1.46875 1.421875 0. 29625 


表 12.448) 


一 -一 一 一 -一 


тк 
| 1 ‚3084375 

1. 58671875 
1. 380859375 
1. 377929688 
1. 279394531 


Гбх.) 
0.13326. 
0.0533635 
0.01384 
-5.8x10 3 


4х 107? 


п а, b, 

7 1.375 1.421875 

8 1.375 1.3984375 

9 1.375 1. 38671875 
10 1.375 1. 380859375 
11 |1.377929688 |1. 380859375] 


12 |1. 377929688; 1. 379304531 i 1. 37850211 | -9x10 + 


12.3.8 Б (х) = z`+2xz +t 0r- 20=0 
[1,2] 内 有 唯一 根 rz* ,把 它 化 为 等 价 的 方程 ， 


_ 20 | 
аунату. 
20-242 - z. 
(2) == 10 B 
(3) r=r- z? +22 + 102-20 
Зах +45 + 10 


选取 初始 值 хо 1, Н Picard 0126 x " 的 近似 值 ,并 
讨论 方法 的 收 敏 性 ， 
解 〈1),(2) 和 (3) 的 Picard 选 代 会 式 分 别 为 
20 


— 1 2，……， 


+0 

20-2z2 .1- x3 
Ta T 10 

1 

=1(20—.%-1(2+х,.)), 
н= 1,2, 
和 
zx3 +222 + 10x,1-20 

£r = Td 


Зх tdr, + 10 
最 后 一 个 从 代 会 式 实 际 上 是 Newton AA. RAE 
2zn0=1, 计 算得 渤 代 序列 见 表 12.3. 


表 12.3 
(1) (2) (3) 
1 1. 528461538 1.70 1. 411764706 
2 | 1.295019157 0.9307 1. 269336471 
3 | 1.401825309 | 1.746142036 | 1. 358808189 
4 | 1.354209390 | 0.857796794 | 1. 358808108 
5 | 1.375298092 | 1.789718928 
6 | 1.365929788 | 0.786117452 
Т | 1.370086003 | 1.827823377 
8 1. 368241023 D.7211347915 
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F 12.318) 
(i) | (2) :3) 


п Ta tu ' Б 


9 1.269059812 1. 858485525 


10 1. 358696397 ü. 067291269 | 
11 1. 3368857688 


12 1. 3687806102 


23 1. 368805110 


24| 1.368808107 | i 


EDT, 
ger) = ETE 
g ты, 2611,2], 
g'e) Tra >0,z€ 1,21. 
max lg’ С така (Dl ig (01) 
ОЕ 
казга), 02922 дк rE 


[1.2]. (8 [1.2] x 
асо) О ае у V r. уЄ[1,2}, 


ФЕ Picard САЈИ ЗАРН РЕИС Р x`. 
ECP, 


рї) = (20 2r- rè, 


g (a)= = 76042 +342)<0,тЄ[1,2], 
иб) = 30(4+62)<0, x€ [1,2]. 
max lg’ kr) 1 = тах (1) ,gs (2)1) 


-|g' {2)|=2>1, 
内 此 不 能 断定 迭代 序列 收 伍 .从 志 12.3 看 下 {ЫР 
Ж. Тат Ж ка Ж) ҖЕ. ТЫ K HBP S P| Ва р Л], IH 
ҢҢ РЕЗИ A. 
(3)28 Newton 法 .由 于 
/(1)702)=(-7)x16<D, 
f° (z)<322+4r+1020,2C[1,2], 


/ (r)=6r+42>0,_+>C|[1.,21, 
f j 了 _ 
т 13<2 i=l, 

= а 
ё o <2-1-}, 


因此 „Дн Newen 法 w kaki: 
720 


定理 ,对 任意 的 初始 但 


соЄ [1,2], Newin 序列 收效 于 了 

Mk 12.3 看 出 ,第 一 种 方法 选 代 24 步 得 到 近似 
根 1.368808107 ,而 Newton 法 则 只 需 选 代 4 步 便 得 
近似 根 1.368808108， 

12.3.9 ERAH р(х) = х -22 -3=0 (1,2) 
МАИ <" .你 能 否 断 定 对 任意 的 初始 值 + C 
1,2, Мемлоп 序列 都 收敛 于 x ?车 把 区 同 [1,2] 改 
为 [二 ,21, 风 Newton АВС J + * 889 

解 X 六 x) 在 [1,2] 上 连续 ,是 

РОЭ) = –4<0, 
Р(х) =322-2>0, 611,2], 
国 此 上 六- 站 在 !42) 内 有 了 唯一 幅 r .由 于 
fie) =6х > 0,2 € [1,2], 
但 
уш се =4>2-1=1, 


-1=1, 

2 gO 

якн Ini [1,2], Newton 序 
PA F с“ .但 苦 把 区 间 缩 小 为 上 5 ,2], 则 


AED- 203<0, 


125 
И: 
| д) 
5 _ 263 _ 8 
8 = 0 <0:4=2- <, 
га) g 
T (2) L <0.4= 2 5 
因此 对 任意 rE s, 2], Newton 序列 都 收 伍 于 


12.3.19 对 方程 =) = z3 = 0 讨论 Newton 法 
КГ. 
Ж ПИЈЕ f(x) =0 有 了 唯一 根 和 .由 于 


з 
= 


£ (z) = T =š, 
因此 所 Newion В У, RITE 


1 
- Ti-l 
Py ru—! 上 2 
-А Л 
3 
= ж„-0—3л„.р=—2л„-у=(—2)”ср. 


EFF, з iA ?0 天 站 时 ,序列 |1. ЖУЙ. 这 就 是 说 ,对 任 
意 的 初始 值 zu 天 0 出 发 , Newton 法 部 不 收敛. 


12.3.11 WERKE 22 = созу EO, DRAM- 


Br’ ,并 后 存 在 区 间 fz - 8,  * + 8)(62>0), 183 
HP z€ (z  - 0,x + at, Newton 序列 收 
AT x`. 


Ш (5) = 27 – osr A (х), Н. 


ло)у{4-)-{- l) <, 

f ta)= 2r 1 snr>0, rE (0,2). 
因此 (a) (0,5 ) 内 单 油 增 加 . 故 方 程 f(z) = 0 
存在 唯一 根 z“E {0,2}. у (z")20,f7 (z) 
— 241 охх 在 z 附近 连续 , 据 Newton B: BJ api lir sy 
ЕЕ FAE a >o, BTS TAMI za C (х, 
+) 时 ,由 Newton 法 

aż Sty 
Xy T An- 2х„ = + зак п = 1,2, 

Ре АРЕ r AT r7. 
мМ1@.3-12 BAR (DAETA (z), >r € 
(= оо, коз), Н (к) МР0, Д M 为 常数 . 试 
МЕД, 方程 fir) = D ВМ ВТЕ z = 0 1 ro 
- Ум lal_ ` 

证 明 首先 设 ft0)>0, 据 中 值 定 理 , 在 0 与 

-OZ 之 间 存 在 一 点 二 使 得 
£O iM) FD) 
= у {g -FDM -0) 
= – (FO ME f0), 
从而 下- 0)A8D 志 0. 由 介 秆 定理 和 结 f(z) 在 0 与 
-FUM 之 间 至 少 有 一 个 根 .其 次 设 у0)<0,Ж 
НЕЯ UOTE 0 5 0) Ам 之 问 至 少 有 一 个 
根 .至 于 fF(0)=0,x=0 就 是 一 个 概 . 
HT /(r)>0,z€(-— оо, +e), AE (е) 
调 增 加 . 故 在 ( оо, + оо) (2) АА 8, B 
AE 0 27 FOM 之 问 ， 

123.33 RAM gl FTTR, rE- co, 
+œ), B ig (Е) 1501, EF L ЖЭШ. EH: 
任意 的 初始 数值 го, НКЕ 

ту gln) k = 0,1 ~ 
产生 的 序列 1x ARATAT rgia AERE, 

证 明 因为 

tz Rd = 1-g бх) 21-0, 
因此 据 12.3.12 H £ (z) k — REN r 
点 用 中 值 定理 ， 

"хл r |= абе D glz" M 
alg’ (д-т i 
Llr] 

{kL zy x*|, 


ЕФЕ 2-15 л" 218). 9 41, ҢҢ оов, 
10-0, М е 0. ЫЕ 1 ЕР 
хб. 


12.3.17 RR OOW EA S СРЕ, rE 


(—eo, t oa). HEBA U< т" (2 YS м. Н m, 
М 均 为 常数 .证 明 ; 对 性 意 的 初 六 值 л. HARE 
АКК). =0,1,7- 


Etti T Ek 
(од у) ЛЕГЕР] z RURAR IE (x) 0 
УНЕ — 8. 
证 明 仿 
g(r) = x- Ак), 
出 
g (ж) =1—-А/ (>). 
AFOS мт £ (х)&М, 0< A< E Bir 
1<]-МА< к (х) =1—А/ (rz) 
Sl- Ат<1. 
He L=maxill-Mal,lil- ma |l. B L < 1, А 
lg Се) L< 1. 8 12.3.13 知 ,对 任意 的 初始 值 
то» ШЕ 
дъ = 2k T AFC) k = 0,1, 


(одр у ОРЕ з, ТОВ /(х) =0 

12.3.1 设 (=) FEB a 51 上 至 少 三 次 连续 
TH, r Ela DA 所 z) 的 一 个 二 重 零点 , 求 一 个 
秆 使 改进 的 Newton 法 


Co) 
0) 


Fil т T 1: 
Ebe СВЕ АУ. 
E НЕЕ у(х) 9603, A E 
ГУЗ 


h 


HE 


f(z) = (х-л Yhlr), 
从 而 
£ = 
f7 (r)=2h(z)+4(zr- r hh (x) 


+{т—-х*}?%А (а). 
Ау 


rÀ а) 


glr) = F (Yr) 


为 选 代 函数 , 则 
g А r ONU 


x 1A[2h( (z) К4(х—х*)Ё'(х) 
+ (= х" eh” ауа). 


1 


因此 
g (rt)=l1-1+ 5. 
要 使 改进 的 Newton 6 ЖР E. `` Br ük АУ, 必须 
g (r }=0 + ЯНВ А2. 
Ë Wu геру р( ЕМЕ >" Е 
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WRAN p 次 连续 可 微 ,日 
g(r} =0.ю = 1,6, lg ir") 
值 xa 充分 接近 于 时 ,Picard 选 代 序 列 

‚Н.Е р. 
À [С т) 
f kr) 
{zr h(x 
2h(=)+(a-— z hx) 


ШЫ 
i Tk i а T E` 


有 (一 


= À 
lim gfx) 
mr" 


(r-r hir) 
2htrjt irr )h (>r) 


=x*-À im, 

ВУЖ, n] КЖ ЕХ р(х) =. 
12.3.16 ERE 

z + Зах, 
3 (а > 0) 
是 解 方程 六 x) = 0 BJ) Newton Ж, ЖОЕ frr >O), 
并 证 明 当 都 始 值 xo( > 所 充分 接近 于 天 z) 的 根 时 选 
К ИКАО. 


Tatl = 


解 HERA 
_ х + 3йх„ 
Fat T За +47 
有 
0-20 +241, _ f(x, ) 
Tanl O giad ff Съ) 
因此 
f(x) 32244 _ 1 2r 


flx) 243-204; 2x 22-4 ` 
积分 得 


In | f(x) ЕЕЕ ihla- d |+ С. 
取 忆 =0, 得 
Ini fle) 1= а 41. 
тј 
天 此 求 得 


Кау = 27202 4), 
jiz) = 75а - 22), 
由 此 可 知 (2) = 0 的 根 为 /4 出 于 


š r 3dr, 
Pwi /а= 2 311 +4 а 


_ Сҹ dy: 
заа 


天 此 


“өзү” d im 1 - L 
т "ay img azid da: 


BOOB ТА Е с СВО. 

注 考虑 а) == a 求 /4 的 Newron 法 是 二 阶 
收敛 的 . 现在 考虑 f(z) = r Tl? dR (г) = 
7300 — х2), А] Newion 法 是 三 阶 收 伍 的 ,从 而 提高 
了 收效 速度 (但 每 一 步 叶 代 增 加 了 计算 量 ). 取 ro = 


|, 用 两 种 方法 计算 好 的 结果 见 开 12.4. (/2 = 
1.414213562) 


表 12.4 
3 
# ra" (z +Z | nanara 
1 1.5 1.4 
2 1 .41666667 1.41421320 
3 1.41421569 1.41421356 
1.41421356 


$ 12.4 函数 逼近 方法 


在 科学 技术 .工程 和 经 济 领域 中 ,常常 会 遇 到 计 
算 一 个 函数 FLz)( 或 函数 值 } 的 问题 ,然而 函数 关系 
往往 是 很 复 荣 的 ,甚至 设 有 明生 的 解析 表达 式 . 我 们 
寻求 另 一 个 较 简 单 的 函数 p(t:r){ 如 多 项 式 ) 来 近似 
HRE РО) ОЯ ВАО. Ж Ара ОЕТ 
有 播 值 法 和 最 小 二 乘法 等 . 

播 值 法 中 有 Lagrange 插值 . 取 .n+1 个 互 异 点 
t, tati 0 Lagrange 基本 插值 多 项 式 为 


Lir) = Ц (= Te E = 1,2,. ,H+1. 
而 Lagrange ШИЙ 
plr) = Ў лади (ж) к). 
Palri) = Kadi = И +1. 


取 рк) b (x), II 
fz) = р(х) telf), 
Hh 
е, ‚СО х) = “in t] Пе 一 т, ). 
特别 有 用 的 是 m=1,2 的 傅 形 (线性 插值 和 抽 物 线 插 
Н). 线性 播 值 的 误 善 界 为 


M 
ебу — Ir; a, 


8 
其 中 


f Ur), 


М — max 
ёз. 


Lagrange HAET р, (гур АЕ 
加 -个 搬 值 点 时 ,出 原先 计算 得 到 的 如 (对 计算 
ТЄ ) 没 有 用 . Newton 5182520 
е) = Мл) еј.) 
ШЕ ГОЗЕР, ЯН 
Narje rt rrr r) 
t f[ri a rala- rla C zy) + 
+Flip lra) 


Хет) ва). 
F(Z) 关上 基点 x7, ,5 的 一 阶 均 差 为 
| f(x ir) 
ху) Е др Ci | 
”关于 基点 rpt, роль. b ЙЫК 
болаззат] 
— Джаз aaa] = азл) 
?51 一 71 
它 与 导数 的 关系 是 
k) 
ПЕТИНЕ = ңа). 


Lagrange JR iB Ж ЛИЗА. p. ( 7) 与 Newton ЁЗЕН Жї 
式 只 是 形式 上 不 同 而 已 . 

ЖКН Е рО) АЕ r A 
БС) (г УН р(х) Aaria k 
ЖАТИ ДОТ Hermite 插 值 . 

使 用 次 数 大 高 的 揪 值 多 项 式 计 算 jx} 的 近似 值 
未 必 能 得 到 极 好 的 效果 ,在 实际 应 用 插值 法 时 , 吕 使 
ЕЕЕ: Врие ЧАТ: ра 
函数 g(r ВИКИ Ж д sy EE n EE АЕ ЈЕ 
Wr. 为 克服 这 个 缺点 ,可 采用 样 条 插值 法. 

假设 Ar) = y (ў fr) j) ie m, 
фол) фб), p г) ЕЛЕК PE X: РАЖ, 
ЖЕЛ ЖЕШ E E: FN РЕГ 

pir) = ашал) + agir) + + ZQ (r) 
《选取 an el any 使 其 曲线 在 点 (zi Glen, 
т) ИНЕ 


мы) = Diea) -nP 


Mkh. ЖЕЕ EATE RA 要 条 件 ， 使 Fafauyal， 
a, F. 的 Hl а, БИЙ ДЕЛ: 


Elan, dja 


анача е 


POIRI C, aue RED RAA РЫ. 


12.4.1 12 13.1= 1.1314, 3.2 = 1. 1632,1 

用 Lagrange НА їз. 16 Ё, НЕЕ Dz 
и НЕНА 
бх) = nr ptr) 

(2) бу) 


= (ху) тэ = (r — жр), 
2 T| 
Ber í=3.1,z.=3.2,z= 3.1618 
In3.16 == р1(3.16) 
_1.1з14+ 1 1.16321. |. 1314 (3, 163.1) 
= 1. 15048. 
B+ Са) L.f (®)= -点 ,因此 
_ _— 1 
M = „рак. Ах) = КИТЕ 
据 误 差 佑 计 式 ,我 们 有 


le т) < ху)? < 0.0002. 


12.4.2 EMAR у= tx) 的 观测 数据 为 
-= 一 3,7(0)=2,f(1)=0,F(2)=4. 试 用 抛物 
线 播 值 计 算 Ft0.4) 和 (0.6} 的 扩 似 值 . 

E 计算 fi0.4) 的 近似 信 时 ,应 取 基 点 为 r= 
一 1,x2 二 0,x3= 二 1. 于 是 

f(0.4)==p;(0.4) 
_ (0.4--0)(0.4-1) 
= 3<1-0)(-1-1 
(0.4+-12(0.4-—1) 

(0+ 130-1} 
(0.4+1)(0.4-0) 

(1+ 1)(1-0) 


+2 x 


+0 < 


= 2.04. 
计算 00.6) ХИН, ЛЕНИ Н r= 
r =2. FE 

f(0.6)== p. (0.6) 

->x (0.6~1)(0.6"2) 
(0—1)(0—2) 
(0.6—0)00.6-2) 

(1-0)(1-2) 


‚4„-0.6—0)(0.6—1) 
45 702 - D 


=Ü,z,=1, 


-0x 


=0.08. 

注 在 插值 基点 为 等 距 的 情形 , 求 插 点 z 位 于 播 
值 区 间 的 中 部 时 ,插值 误差 较 小 , 这 是 于 述 选取 插值 
基点 的 依据 ， 

12.4.3 
v11S. 

解 令 f(r)=Yx. 据 题 意 有 f(100)= 10, (121) 
= 11, (144)=12. 应 用 抛物 线 插值 公式 ,得 


试 利 用 100, 121 和 144 К ЖЖ 
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/Trs ~ 0115 -121)(115 ~ 144), 
00 -121)(100- 144) 
_ (115—100)(115-144) 
Т (121-100)(121- 144) 
‚ (115 1005115121), 
(144 = 100)(144 - 121) 
— 16.7228. 

12.4.4 СО у 乒 z) 的 观测 数据 为 上 -二 
=3,. (0)—1.,f(1)=3, 六 2 二 9 成 作出 不 高 于 二 次 
的 Lagrange {Н ЕЛИ pilar). 

паб 0005 C D) (z 2) 

Ж Азу гр) 
(a + 1090ж iui т-2) 
(0+1)(0-—1)(0-2) 
(хт+1)(х-00(х-2) 
(@{+1)(1-0)(1—2) 
(z+]1)(r-—DC r 1) 

(2+ DODD 
22 +]. 

注 四 点 (-1,3001 .352,9) 正 好 在 同 -- 
条 抛物 线 y=2x*+ 1 上 .因此 构造 得 Lagrange 插值 
FEA mir EAT REMA. 

12.4.5 观测 得 -个 二 次 多 项 式 p,{z) 的 值 : 


х, _ 2 -1 ü l 2 


х 10 


xI 


1х 


+3 х 


+ 9х 


bakr, 3 1 1 6 15 


RE jar) 的 某 一 个 数值 有 错误 , 试 找 出 并 校正 它 . 
Йй ”首先 构造 经 过 点 { -2,3),(-1,11,(0.1)05— 
个 二 次 Lagrarge 插值 多 项 式 


рт) = r2 + r+ 1, 


F 
p{l) = 356, p2) = 7 5 15. 
这 说 明 前 三 点 中 有 一 点 有 误 ( 否 则 р(х) 必 经 过 (1， 
6) 或 12,15) 中 的 一 点 )， 
其 次 .构造 经 过 点 和 站 ,1 (0,6), (2,15) 的 一 
Z Lagrange TAA EMR 
efr = 2r +Зж +1, 
9-2) = 3g 1) = 0 Z 1. 
可 见 点 (一 1,1} 有 误 , 应 改 为 (一 1,0). 
1246 MEAR Ar) ЖЕ FEAE Hy A RE: 
0) = 1.701) = 9,/(2) — 23, 14) = 3. 试 构造 不 
高 千 三 次 的 Newin MAET р(х} 以 及 计算 
3) 的 近似 值 ， 
解 ”首先 构造 各 阶 均 差 表 ( 见 表 12.5). 
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ES Llai = 1, 


Ло JU] АЈА 
0 j 1 
трав 
2 23 14 3 
4 3 一 10 - 8 ү 
因此 得 Newton 插值 多 项 式 


рб) = AM + /[0,1](= - 0) 
+ f[0,1.2])(r — 0)(z — 1) 
+ fl0,1,2,4](a -0)(х-1(х-2) 


r3rz(z 1) H ala z- 2). 


= {+8 


3) == ру(3) = 32 
12.47 1#уту,ло л A n+l ARR 
з.п + 1) Ж Lagrange 基本 多 项 
式 , 证 明 


n+l 

(1) 46е) = 1; 
1-1 
atl 


(2) Plan (z) = jel, n; 


1= 上 


n+l 
(3) Dle, - zyL(z) =0,j = 1, mi 
:=1 


(4) Уба 


(1. 7 = 0; 
= 10 Jj = 1.2, U, ni 
{—1)°дулу Tbj = n + 1. 


WERA (1) 由 Lagrange 插值 公式 
бе) = Урба) 


n+l) 


+ {л + 1)! (= 7 apel х). 
® f(x) = 1, 则 Fia) = l,; = Б-я + t, 且 
02) = 0. 因 此 得 到 


n+] 


Yl) = 1. 

(2) 著 令 F(z)= >z р, n M] "КО y) = 

0. FES 
> (ту = m. = lynn 

(3) 由 于 

(z r) = = — С +01070, 
因此 据 (2) 有 
nil n 二 
Dir, а) = Dr С бул, (л) 
; 1 r! 


"+ C Or > таса) 


= + (106) 
= (z - х) — 0,3 = lyen 
(4) 考虑 包含 ау, гоу, 的 区 间 [e ,5 ,而 
а < 0,b 0.4601) 中 令 了 = 0, #8 


n+l 


и (0) = 1, 


г- 


因此 有 
Zot = 
在 (2} 中 令 2206 
Siy, (0) = 0,3 = lpo, 
е fur) ут , 则 AD r) = (w í 1)1. 因 此 


д"! = уз хт (а) 
і 


бє 


{п +1)! 
4 PE 1)! (= жур 
在 上 式 中 令 x = 018 
nil 


= $ O) t (— 1) rta Eys. 


1=1 


ба-а). 


故 得 
пі] 
лн! (0) = t= D)’ E Epi 
'б-1 
12.4.8 RD +z) 十 1, 求 均 莽 [2,2], 
29,21,22], #129, 21. „27191 fF[2° 21 28]， 
解 2,211 = В Ё. = 134, 
1 иска). 
А2',22] 529 8156, 
rsi 27 Ü —l 
2,2, 2] 117 2-1 
=2674, 
a a e AE a, 
fr 21... 28] = LEa =0. 
12.4.9 EHAR 六 zx) 在 nx+1 个 耳 异 点 хо,лу, 
`". En fJ n 阶 均 美 fl za, zi, `" mj 可 表示 成 
A (zi) _ 


ДП] х,у,” ль] = 


"" i! (=, 一 т) 
И 

证 明 用 归纳 法 . “n = | 时 ， 

für — а) 


Жү 0 


КИСТИ 


fro) + Аа) 
ЧІ лр Po’ 
因此 结论 成 立 , 现 设 n = 上 时 结论 成 立 , 即 有 
Роад] 
А 
= Df rt, = zobel- =, |} 
‚=й 
x (=, 一 хн) 
fri ra 
4+1 
= Уа) A a 


х (а m orar olz feadh 


Yn = Ë +1BF, Ш п 阶 均 莽 的 定义 


+, ть) l 


spri] 


"ба, = ла) 


Flans ж, ть, т] 
Jlzu za," Tet —flzo zi za] 
Е Zel T +Q 
firo) 
Е (хо 一 zi) (ао 一 хь) лу 一 Trl) 
£C) 


(хр zs) (24 хр) (жанр хо) 


x _ 
TI Явні Хр Жа 


+= РС (а — zi); (2 tai) 


X (x; — хы) x, 


ш EDL ETN = х0)] 


1 ! 
Жаза) 
Y (zea 一 z)“ {Epil 一 жь) жу 一 To) 


++i 


= У flan Ala- rbola — дуал) 
=й 


x (z; ria) — жы) le 
[Ң n = k + 1 时 ,结论 亦 成 立 . 
i Aa тахин, 均 差 具有 对 称 性 . 
AMEH, H flra] TEA тозлу, 
z, 的 排列 顺序 无 闫 ,例如 
НЕЕ ‚х2] = НЕТИ = 
12.4.10 Ú х) ж-а 次 多 项 式 , 51,05, +, 
х, 是 它 的 个 互 异 实 很 .证 明 
Азазела] = 0,2 =0,1,. з, —1. 
ШЕ НЕ zyza с, En KEDR F r) ËJ n 
TEREE BA a) = 0, = 1,2, п, H z, = 
zi 天 7. 因 此, 据 均 差 的 对 称 性 表达 式 ( 见 12.4.9) 
k+l f(z,) 


flr, rs Tal. 


= 0,k=0,1, m — l. 
Ë “有 些 证 明 题 应 应 用 均 莽 的 对 称 性 去 达 式 来 证 
是 很 方便 的 (参见 12.4.11.12.4.12). 
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12.4.11 ИНН, 40.1," n — 2 EATA 
е - iË _— = 0. 
П - 0 

1-1 


证 明 “从 这 个 恒等式 ,容易 联想 到 均 益 的 对 称 表 达 
式 ( 见 12.4.9) 以 及 均 差 与 导数 的 关系 . ШЕЕ ЕТ 
ЖОЕ Ж 


A ra 


#-1) 
sra] = 


DE? 
ERBE rpn ВАРО ТАТАН A Æ f(x) 
是 不 超过 н — 2 270, HI] 


fD1.2. o и) = = 0. 


tn 1)! 
ЗІҢ (т) = аб = 0,1,- — 2). /[ 1.2, 
H] — Ü H 
ja] = У A 
 ||G- » 
人 | 
КСГ. 
= [G - 
121 
ў 
Мове 0а 2. 


12.4.12 Ë n RETRA OALA] п 个 实 根 


zl l z, АДЕН 
у z 10.4 = 0,1,9 2, 
A f (z) (аў, а= т -1. 


Жа, 为 六 的 最 高 次 项 系数 ， 
证 明 据 均 差 的 对 称 性 表达 式 ( 见 12.4.9) 


nnal- 
mi Ilce- r) 
К 
由 于 /(r)=a,(z- arpir- zr.) (z z.) lt 
广 u ©") еу) 
=a (z; олус (z 1) 
ба жыйба, а), 
Ti 
„| |= т адл). 
күлүк, | = 之 rà тэ 
从 而 
з alr) 
2; ri 25 = Tale, ‚г! 
_ 1 д” 7(@) 
ap Cn” DI’ 
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EF EARR ree, 的 区 间 中 的 基 一 点 . 令 phr) 
= дё ДЧ k=0,1. n 2 В," 1106) = 0; HE 
1 时 gO E= Or- DI airs 
ig дё I0, = 0.1... n — 2. 
мт tr) lk = n-l. 
Ë 应 用 12.4.7(4) ,容易 证 得 本 题 .或 串 用 12.4. 
?3(4) 的 让 明 方法 来 证 虽 ， 
12.4.13 设 (+) — i k RERA, r ,x 
.rw АН АЈ, Н. >m. ШЕНЕ firt ra 
r]ËE2C х Ajk- m RETA. 
证 明 ”用 归纳 法 . 当 н = 1 BF. НР гу f(r)- 
РС), ВАЛЯ 
fGa)- Да) = (r за) СӘ. 


于 是 


Ахах} = 


че firn filr) 
Ж Ë - 1 REAR Й m-i- 2 НЯН 
立 . 对 m = +1, НЕЈЗЕ ЕКЕП 
flra 一 =, 
因此 .ri 是 
лз, 
的 一 个 根 , 从 而 有 
并 ras 
= (= а) (х). 
ШАЯ Ро, аа k-i RET 
AAE Aln k ULNE zÑ. IÑI 


论 成 


本 一 0. 


унта] 


элэг] нора] 


= [а КЕ 


на] 


ПЕТА 
_ Яаа] аон] 
£ 40 
= (ғ), 
帮 Роа, ра) ,z] 是 六 -7 -1 次 和 多项式 ,这 就 


ШЕ ЕТЖ ПЕПЕ. 
12.4. 14 УС) газо] ЕН ЭЕ Р. 
ЕАР 1 2 р(х ENE E Ж 
рл) = Да) р. 
b (арў (а), 
pira) = ут) = р, 
ЕВ ВИЕ — Е, ЭР НЕА 0с) 一 ptr) 表 达 
K. 
E ® 
plr) = fit fy (z — z) + a(z — z, 
则 显然 有 рж) = Л.Р | Cro = fr 8 pix2)= 
p 


б = = Лб) 


A- 一 x)? 


а = 


因此 所 类 的 多 项 式 为 
М) + [у(х z) 
тА бәт) 2 
(т хү) - 


(ra т? 
设 另 有 gtx) 满足 题 意 , 则 
pEr) (в) = bla- azr- r>), 


аг сво) 
= tr | 
=pl r- r}=0, 
ЇН a r AHE p= 0. ре) gla). 
ЭКА, PEAR Bh ЕК 
gG) = ft) pu- К-У - mo), 
显然 иб лү) =й , { } = eixa) = 0), 另外 ， 可 要 求 
к(х)= 0. Н Role 定理 , g’ (DERA х.х, 的 
区 间 上 至 少 不 二 个 零点 . ы S I Role 定理 可 知 ， 
g СЕВА +i, z), 的 区 间 中 至 少 有 一 个 零点 
t, Rl 


g (£) = £Ë7”(£)- К = 0, 
因此 


fr) P(O) = р (DG Vla- о), 


Е £ #bšja|(min( rry,maxtz ,zz)) 中 ， 
12.4.15 设 六 x) 在 [xo,.r2] 上 有 四 阶 连 续 导 数 ， 
试 求 洲 中 下列 条 忻 的 不 高 于 三 次 的 插值 多 项 式 
р(х): 
perol (то), plep = fx), 
Фб) бә), bp (Cr)= (х), 
其 中 аса, ЖКН r) - pl) 的 表达 
式 . 
解 ° 
рг) = (ro + ное] zo) 
+/lzo zi z2](zr-.ra)(r zr) 
+А{фтхт-—-лду)(т—лу)(хл xə), 
显然 pt.x) 满 足 条 件 
рхо) = Рг), Perd = бл |), 
Pir) fira). 
为 了 确定 入 ,可 利用 条 件 p “(1)= a B =+ 
b (r)= en, zl r flra tir r- arae} 
РАСЕ rir or) tAr го) 
X(z -rp t AG. rr-a, 
因此 由 (а) p Cr nji 
a Ga): fana] ба) ËL aa goma] 
(р жо) (у ra) ` 


大 而 求 得 所 需 的 插值 多 项 式 pia). 
为 导出 余 项 表达 式 , 今 
в(1)= fird plr) 
{ 2— oMi — r E r) 
(r-ra лу) (a 2 


; (fiz)— p(z)), 


易 知 

gir) > gliro glz = glr) g (x1)=0. 
反复 应 用 Role 定理 可 知 ,存在 一 点 上 使 

g“) 


= /)( £) 
从 而 得 
Fir- pir) 
-deale ar a) кш, 
其 中  Є{(тү,л›). 
Ж 例如 , 求 一 个 不 高 于 三 次 的 多 项 式 pt zr) 使 
p(0)=0,p(1)= p (1)=1,р(2)=1. 
我 们 先 构 造 均 差 表 ,计算 得 pi0,1]=1,p[0.1, 


2]= - 填 - 于 是 


pilr}y= p(0)+ p[0,1]z + p[0,1,2]z(z - 1) 
+Ах(х-—)(х-—2) 


=+ 26 1) + Arla 106-2). 


4! (e= (z) 0 


r- aryr- arr =r) 


而 
A =-#2-(1)—2[0,1]—(1-0)ь[0,1,2] 
(1-0X1-2} 
1 
_ 1 113 | 
1 ` 2) 
it 
р\к)=х--ул(х-1) BE Dix- 2) 
=-= ++ 


或 者 , 令 plr)= ат? + br? + ert d. Н Ж 
200) = 0,200) = p (1) =1, 20) = 1 Ж 
рОН а, 5, с.а. 

12.4.16 Е — А5 zo= - 2, r= —1,л›= 
0,z3=1,r4=2. 求 满足 条 件 ， 
SPH rp = 58'#'(ж„) = 0,p = 0,1,2 
及 S{x2) = 二 1 的 区 间 [ 一 2,2] 上 的 三 次 样 条 函数 
Sir). 
解 10 љу= 5° (r), =0,1,2,3,4.#E[ > -15 ] 
{7=[.2.3,4} 上 ， 
， (xz, -rP (r- xr.) 
S(r)= m, бр T Ыр 
+ (2-24) 


(ж -у,-|) 
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- Tath ар), Ф 


ДЕ L 
1 


т, RETAS 
Himo t 2mi + À imi = djs 
Bimi + 2тл + dama = da, 


Ezg + 2m3 + Ayma = ds, 


d= 5 k aa], 


4=1,2,3. 

ЖЕН 
уо= 34 =0, у= 1, то m=0, 
һ,=1,)=1,2,3.4. 

于 是 
А == mE mE, 
42301-25), = 3(53-2+ y), 
43=3(- 2у3+1), 

从 而 m, 满足 方程 组 


r + Т; = 301-231), 
1 1 
у” + 2ш) + Fm = 3( a 24 у), © 


Ln + 2з = 3(- 2y, + 1). 


由 TRES (z), Ж 5 ' (ғо) = $ ' (za) = Ü 
得 ту = бу, тз = 6%y3, 将 它们 代入 方程 组 四 解 得 


ту=—3,ур = +, = 4, 
mi = > (my = >. 
故 由 中 得 
5(т) = 


[дк +2%е6[-2,-1], 


J- та? atit lata € [- 1,0), 


_ LQ -thata 


t>, € [0,1], 
То — =) r Є [1,2]. 
1244-17 19 
= 141 Ż ... 
r =-1+ „РЕ 0,1,2,°°*,2п, 
Кт) = 二 (x -| zl). 
Ж) ВАКВА RMAF ШЙ glr) = 


常数 ). 
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аба 为 


2н 


解 Е,(а) = Yl(g(xz)- flap) 


z0 
= Уа 一 ) (x, = | z, 1). 
= 
由 法 方程 
== 0 
得 
2a l 
Dla _ ЕЕС -|a 1)) = 0. 
72 
于 是 得 到 


t 
I 1 
= r(t s п +} 
_ —(n+1) 
T 4в+2 `’ 
注 车 令 f(z) = (тж D NMU 


a= т: 的 
= ат а +2) 

atl 

dn 7 

12.4.18 观测 得 数据 {- 2,0.5), (0.1.0), 
(1,1.5),(2,2.0),(4,3.0). RARD -R ERME 
直线 y = ata. 

解 ”由 于 


бар + 25а = 16.5. 
解 得 
ар = 1.175,ау = 0.425. 
故 得 拟 合 直线 
y = 1.175 + 0. 425г. 
Ж 求 数据 组 |1( у.) ВОВА 
= an+ аут 的 法 方程 为 


ИЧ (У) ја, 


ЖАВ у 


= Уу, 
i=1 571 


(а) (Daa = Ses 
27 i= 1= 


12.4.19 观测 得 数据 ( -1,2),(1,2),(2,5), (3, 
10) КЁЛ ЖА y = an i Git + азл? 
E mF 


t= '-1 
D 4 . 
Ы 3 
Хум = 19,275 = 40, 25, = 114, 
1=1 r=] l 
EER EATE 


4а + Sar + I5as = 19, 
f + 1521 + 35а; = 40, 
{ 15а, + 35а, + 99a, = 114. 
解 得 а= 1,а=0,а›= 1. WEWE ЖЛ 
y = 1 + z2. 
注 求 数据 组 rayo U НАЛ С RRAS 
式 у= an t ar + азл? 的 法 方程 为 


1=] т=1 一 
(Èa )а + í У) )а + (Эв = Уа, 


К (Уа) + (а) У, 
12. «р 观测 得 数据 组 | (zx, yo a ARIE N y 
= s | бе Т ШЛУ Е. 
E 由 -下 


Fta.b) = Уде" + be" у), 


因此 
Esla ,b) mag = 
Q T (a $e t m Уеа), 
Ela, Б) "A 2, 1 
р = 2(ая+ рә е oe у). 
从 市 法 方程 
JEj(a b 
на). 
За 
JEsu, b) __ 
Jb =0 
БЕГ 
еи Ja + zb 一 Уау, 
1=1 1=1 
| а + ( Y le 2 ; = > le ny, 
2-1 ке} 
解 得 


` _ 
ye nen) 
i=l _ 1-1 
a - T + I 
ANDO dir at 2 
>. Хе 1 n 
,=1 了 -外 
п '⁄ 
3 5 
Уу, (е : e25 — ne", ) 


ШЖ y = ar + be 2. ШЕ b 
|(е72+1+ е2)а +2% = 1, 
За +(e2 + 1+ е }Ь = 1 
解 得 
— l] ,1 Н 
её + е2 +3" e е +3 
12.4.21 ЖЗ (х,у). КЛЁШ fir) 
= а + bz? + ce 了 的 最小 二 来 拟 合 的 法 方程 . 
ж e 
Еа, Ф.с) = > (a 1 br? t сега - y 2. 


Pabe Е, a,b,c) 为 极 小 由 极 值 存在 的 必要 
条 件 , 必 须 


JE; s0, Е _ 
PErlaihit) ууч + bz) ce 2 y.) = Ü, 


q = 


да t=1 
дЕ (a,b,c) т | 
р = 25а к Бу? + ce S- yjz? = 0, 
2E ў „б.с m _ | 
—- Казы) = 25a + br? + ce T — yje 2, 

1-1 
= 0. 

因此 得 法 方程 


7 一 ] 2—1 


5% + (Dp (De а) Ў. 


l + (Sn) + í Уе Je = Уу, 
Т1 


(бер (ее (езу: = Dw 

12.4.22 1 р(х) = ao t арх +з + ат” 是 给 
定数 据 组 (z, у)! ВРА # ШЙ. ИЕ 
ВН. m = xn +1, ДЇ р(х) БЕА Их. 
у), BJ Lagrange AETA. 

证 明 首先 证 明 , # н < т, ШИН (т. 
x), BJP Ep 2 р(я) 是 唯一 的 . 令 


рх) = agt аут + c+ + apr”, M 


т 


S (Уа yy. 


1=1 = 


Езбау,аџ Ga) = 


ЗЕ, 
ja, 


H = 0б,# = 0,1,…,n 得 法 方程 
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> Sud, =, j = О, 
War) 


其 中 
SA УА 
ЯВ 应 的 齐 次 线性 方程 组 为 
Ува = 0,3= 0,1,6, 


用 а, 乘 此 齐 次 方程 组 的 第 ， 个 方程 后 从 7 一 0.1." 
п тн 


(Tsuga) У) (аа) 
Оя) на) 
= Уг» (z,)]° = 0. | 

О, аруа за, , 清 足 齐 次 方程 ， р(х) = ao + 


+ а" Am ARS: penti Е: 2a IH л 
< m Ak р(х) =0, ар = ар = - = a, = Ü. X 
说 明 齐 次 方程 组 只 有 零 解 , 故 系数 行列 式 不 等 于 零 ， 
АЛ» < m ETRA EAE. 

Ж р(х) = agotar ++ + aa" Е а, 
ar a, 满足 法 方程 组 ,p(xr) = ao tam + + 
а" ВЕР н 次 的 多 项 式 , 则 lx) р(х) th 
А-ТЕ н ЖАЛА HF 


УФ) pla) - у 


Л +з 


(02,0) . 2) х) рб) y) 


Е 


+ ‚осо. 
р(х) Е, 因此 上 式 右 端 中 


Si pla) la) - y) = 0, 
1-| 


从 而 
Уса) -<È (р) = plr) = y P. 
КОТ РО) Елар ray a Б.Ш (з) 


жже rh k. ЕНЕ — H). 

特别 , 当 m= 18 {Б (х,у) Ну Л 
二 乘 氢 侣 多 项 式 p (>) ! 
EH Й. Н РА a y ТАР m-l 
次 的 Lagrange Е ЖЛ, рк) = agta tot 
а,„-12 AE р(х,)= у. 1, т, А 


i) 一 > (р(х) 一 у) = 0. 
r=] 


—aa Faiz t-e tag- ул" 


Elana 3 E: 27 
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ОҢ п m — | Bt, Lagrange MESTAN ERDI 
乘 拟 合 密 项 式 . 


812.5 数值 积分 法 


计算 定 积分 
D= | acoDAadr， 


其 中 rwfz) 为 权 函 数 ,常用 的 数值 方法 是 用 被 积 函 数 
六 2 在 看 干 个 点 
a < z, < хә < 5 < гуш b 


处 的 值 fr) ,了 (zr2),… ,F(zxw11) 的 线性 组 合 : 
ЫС) = SAJ) 


作为 {让 的 近似 值 : 

Кр) =e 10), 
称 之 为 求 积 公 式 , 其 中 系数 А (= 1, 
ft+) 无 闫 . 一 般 地 ， 

КР = It) + ЕС), 
Ew! 站 为 余 项 . 求 积 公 式 的 精确 程度 取决 于 余 项 
Ewt 放 的 太 小 ,但 是 用 代数 精确 度 的 概念 则 更 便于 讨 
论 . 

构造 求 积 公式 的 方法 通常 是 用 简单 的 .便于 积分 
ВЕТ 六 xz) 的 函数 代替 О) СВ. f(x) 的 
Taylor 展开 式 的 前 几 项 ,Lagrange 插值 多 项 式 等 ). 用 
Lagrange AERAR r ВИА 


al 


KED = D Ax,), 
.= 1 


“N+ 二 与 


其 中 
È 
A, = | Lilr)wt rdr 


= КЕ — TI oT Ti 
x (у 一 хм), 一 хый 


x (z; arabek лчу+ү)] 
= 1, N+E. 
Щ[ 4,6] HAREM, wir) = 1, 并 取 等 距 基 点 时 ， 
插值 求 积 公 式 就 是 Newton-Cotes 型 求 积 公式 .此 时 


+ 


Ім 7) = Ah У) ВС), 


(r, 一 


(бл)йт, 


其 中 
À, 
B = ШЕ 
— N+l-: 
A- CD TN 
ЗК = Fete — G 2 ipele 
М. 


# = ],2,*"", 
b-a 


h 一 
Ah РОЩА (¿= Len N+ DEZA f. Р, a 


N = [上 时， Ma хіб: 


I (f) = E Ка) + f(b)], 
N 2,18 E| Simpson 公式 : 
Sal f) 


-He ro ae He) ув). 

高 阶 的 1 Newton-Cotes RREA 会 产生 数值 不 
жле ЕТЕТ ЖАНД ЕВЕ К ЖП Simpson 公式 
精度 不 高 .内 此 , 常 使 用 复合 求 积 公 式 ， 

ХЕТ TAER S(r = = y+] 二 = b) S А9 
JZ: K e 

т-а HADAD) Ж], 

其 中 步 长 站 = z. - + ‚са RERA 


TD — IU) 1 06а) Ma, 
Мо = may fC) 
入 +1 个 等 距 基点 tN В, х= arsa = 5) 
的 复合 Simpson 公式 是 
5307) 
М/2- | 


= tr Ка) +2; К. STETS eai + /ОФ)]. 


аса зання 


1 SYP TOP < Ub a) у, 


М, = Пих. IEH a). 


HEt ћ = рр 


мш 
Ti = 5 (ба) Д) = 90а) + £0)). 
КЕ: 
Ta = LiT + hi Ла + (А ш „Эһ, 
1-52, | 
(л, = 2 А а, bR 等 分 的 步 长) ЖАШ 


Richardson 外 推 法 ,得 到 Romberg 积 分 法 ,共计 算 公 不 
为 


P = VT, 1 了 
pi] : 
iZ 2. 


He N 43k НА k zt kn tas E= # 
是 2N -1. 共 和 N 个 基点 的 质 值 求 积 公式 的 代数 精确 
FEZN- 1, 则 称 它 是 Geus 型 求 积 公 式 : 


ГА 
ҚР) = | rar 


N 
= Ула) + Суу). 


上 其 中 基点 зууда, Рр CATRE wir) 的 
МАЗКИ N 个 实 根 .C、 为 一 常数 ,y Аба. 
b) 中 的 某 - - 数 . 
[一 1,1] EŽF wir)= 1401 
HA ie Цебышё, ЖИЙ дА, 
Т.С) = cost Parceosz),k 2 Q. 


N 点 Сзаоѕа-Пебьтиёъ 14 үз 
F HDA- Зас ~ FD Zic le), 


建立 Gaus 型 求 积 公式 的 方 ЕЛЕ 区 
闻 [a ,请 ] CEFER wir) HEZEAK, RERA 
直 交 多 项 式 的 根 作为 求 积 公 式 的 基点 ,最 后 根据 插值 
求 积 公式 的 系数 计算 公式 求 得 系数 ,我 们 还 可 以 根据 
Geus 型 求 积 公式 的 代数 精确 度 得 -个 线性 或 非 线性 
方程 组 ,再 解 此 方程 组 怪 得 到 求 积 公式 的 基点 和 系数 
(参见 12.5.17,12.5.18 和 12.5.19). РЖ) 
可 以 作 适 "的 变换 化 为 能 应 用 已 知 的 (iauss 型 求 积 
公式 的 积分 形式 . 
12.5.1 БЯ (2) TETKA: 


-PV REZE 


r | 2 15 1 


05 0 05 1 1.5 
БЕ 15 


юз 


— Ü 


让 计算 积分 | fede WE PO, TAD. 
T. fy, ТЕСР) É Simpson {Ң 5247), 5407), 5667). 


解 Т = 309+ 9) = 36 
Taif} = 209+9+25 (- 3] = 12, 
ТЛ) = [9+9+20-3+0)] = 

1 
ТАЛ) = toro +0- 1-3 
-2 pa 2) = 45, 


5$-{/) =2[9+9+4х{-3)] = 4, 


Sal f) = 3.191 9+2х 6 - 
= 4, 


Зря 4х (0+0)] 


1 
= [9+9+2x (0 -3+ 0) 


4015 9 9 EEES 


=4. 


4 4 4 4 
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注 ТНР EO F sa АРИВ, TR ААУ 
近似 值 时 ,在 选 定 求 积 公 式 后 ,要 确定 求 积 公 起 的 基 
点 和 步 长 ,最 后 进行 计算 ， 

12. 5] 应 用 复 会 梯形 和 复合 Simpan 公式 计算 
积分 


! | 
I= |. ] + padt 
【到 此 长 用 =0.1, 计 算 铺 果 取 五 位 小 数 ) ,并 与 准确 值 


-Aurp 
I=- Hi. 


解 计算 得 丽 数 y= -5 在 若干 点 处 的 值 ( 表 
12.6) 


3 12.6 
і РІА АД 
бл оо OMO 
2 0.1 0.99010 
3 0.2 0. 96154 
4 0.3 0.91743 
5 0.4 Ü #6207 
6 0.5 0.80000 
7 0.6 0.73529 
8 0.7 0.67114 
9 0.8 0. 60976 
10 0.9 0. 55249 
11 1.0 0, 50000 
用 复合 梯形 公式 得 
1 二 Tiot}) 


= у + yn tyt yat у) ] 
0. 78498. 
用 复合 Simpson 公式 得 
12517) 


0.1 
= y [з + yu t 2(33 t yst уу + уд) 


+ (уу t ул + ya ft уң уц? 
= Ü). 78540. 


оС T |<102, 
|807) = T |<10 5. 
l28]3 Ж Romberg 积分 法 计算 积分 
1 5 1 
了 = [ T4 741, 
ЗАЕТИ ИК ЗЕ АНД 10, ЛАНА 
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果 与 工 的 准确 值 比较 ， 
解 ” 概 据 Romberg 积分 法 ,计算 得 
Tu = ЪЗ (о) + U.S) 1.05, 


[Ти +1.5/(0.75)] =0.953571429, 


Та Ти 
3 


Fa- 


Ta =Ü.921428571, 


Ти чу {Ти +0.75(/(0. 375) + /(1.125))] 

=0.925983575, 

АТЫ Ta 
3 


` 


=0.916787624, 


# 12.7 


5 [0 910905342 1). 929515000. Ч16290Ю77 |0, 62900776 |0, 016290762 


由 于 | Т - Ta|<10 ,因此 
了 一 T:s = 0. 916290762, 
HI: 一 Tasi = n2. 5- Ts |< 107. 
12.5.4 应 用 复合 梯形 公式 计算 积分 
[= ['se de 
时 ,要 求 误差 不 超过 1075, А e a А 和 基 
点 个 数 ， 
解 由 于 f(z)=6e-*, 因 此 
f Сх) = -122e 
£ (1)=12e-* (952— [), 
Р" С) 22420703 242)940), т Є(0,1). 


从 而 
М, = max | £” Cx) 


+£ [0,11 

= тах" 0), АСО! 

= |£” (D| =12. 
Эй {Чг ЗЕ НЛ 106, В 

м а) _ ъа = h? 107%, 
ЛАЙ а=107°, ЮР] h = 10 .由 于 
h = b-a = Д 
N N ' 


因此 得 N = 1 人 , 故 可 取 基 点 数 为 1001. 
12.5.9 应 用 复合 Simpson 公式 计算 积分 


И! 
кю = faar, 


JERAT ТОЗ, БОЕ ТЯ ИО А АЕ a 
个 数 . 


解 HF Л) = 


180 , 180, 
= É 
е e 


m 


(4) — 
MI. = ‚тах 1 7 (=) |= 180. 


zt IN ЙДЕ РЇ Ө 
МАБ — a) 
180 * 
RHET 10 “, 即 要 


кс 180 
= | (ó — a)M, 


复合 Simpson 公 


工 
105 | ° = 102, 


К ТЖК h = 10 2,17 N= 278 = 100, 故 可 取 


基点 个 数 为 101. 
12.5.6 试用 复合 梯形 公式 计算 积分 


1= | Lär, 
SORIA TA 1077 ТВА НЕН 1 比较 . 
解 NOg (0) 1 Ait 
М» = max |f” (z) I= 1. 


若 要 误差 异 
e, 59 b-a” 1 -3 
М, = IZN? ` 1р? <10°, 
只 要 N10, М N=10,} == 1. 于 是 
L&T) 
0.1 ,1 l 
-tiie 


=Ü, 346885701, 
Н ‘Tel -i= ТСР) = 2400) 


«3.12111 x 107“. 
12. 3y 试用 复 台 Simpson 公式 计算 积分 


KA -| 3mzdr， 


要 求 误差 不 超过 10 ,并 把 计算 的 结果 与 准确 值 比 
较 . 


E b /(ry=3lnz, MJ a) — dŠ H 


г 
— аур 
Ma төх! Г“? (ж) |= 18. 
3 13 WL 
Rha) -ay Ma 
180 С 180° 


"тат S10, 


HE Ме. N=10, һ= 2а 
Цр S 6 ( f) 
=3x [lt + 2 +2(lət.2 + Inl.4 
'in1l.6+nl.8)+ 4(Inl,1+ Il.3 
+Inl.5+In1.7+ In1.9)] 
= 1.15888021. 
LH- Salf} 162.87 x 107%. 
12.5.8 证明 Newton-Cotes Ж ЖДУ ФА В, В 
有 对 称 性 : 
В, = 有 


=0.1. FÆ 


证 明 由 于 
A = ААВ, 
因此 只 要 让 明 
А, = As, = LZ N 
因为 
Ass2-, 


= { 一 [5% {М Е2-›) 


. h 
хма DIPNNT1-(N+2- i))! 


[G ра (N+2- i 2X- (N 
+2—#)} Ndr 


С-тун De 
N+ Dt— N+; 2) (0 Муй, 
М-р = ыш, =- du, Н 


Амь2-. 
= { 1с! СЕЗЕ (№ u)( N + 
l- а) = ui- 2— ы) n = м)(- ы) 
х (— 1)4и 
一 N+] — h ` 
(- 1) (TT DY Dr |, ut - D 


w(u - (Gi -2u Ө 
= А,. 
12.5 BRERA ER ab] 上 连续 .证 
朋 对 复合 梯形 公式 和 复合 Simpson 公式 有 
lim ТУСУ = lim Saf) = | pC)dr. 


证 明 出 假设 Ke) 在 fa,b] FERA Ar) 在 
lad] 上 可 积 . 据 复合 梯形 公式 


Ta = 


(н = N)du 


N 
1а) + 2E Aed + Дв)! 
= 11ка) + Уке `h 
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2 INE г) t AB}. 


Д А = ， “ ,因此 由 积分 定义 可 刊 


hm Ту = [А sidr E Fadda 
= Г Kolda. 
由 复合 Simpson REAR 
900) 
А MA- 


| Жа) 2 VENNERS fa) + F] 


з! М] 


3 
Уа) + а) X ава) 


+ hk + Ул» 324], 


因此 
lim Sytfi 
h Ch б 
一 r: [уян + | r)d.r + A| A г) 
_ [G Чал. 
12.5.10 н ак 
S, U f) +AT, (í) - Taat Ol 

证 明 由 于 


RED = Ла) + f) 2214). 
1-2 
_- Ë 2 р 
h = TA = JU), 


т, AT) + fO) + У), һа. 
因此 


LUTO = Ty 


= [ода + 2f) + 4D,- Jla) РЫ) 


ad- l л 


= ба) + РЬ) )+22; Janta fa] 


S, (Р). 
12.5. 11 В (2) 在 区 间 ab. 
Т... 是 Romberg PAHE AIREA, НП 


ФТ л Epai 
тт; ] mol,y а 
= ото B= 22 А. 
pi] ? 


Гы.) = 
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Ll pe zz, 


试 证 明 对 同 定 的 ) ,而 
lim Ты. = ІК vdr. 
证 明 {p= 2Bf 12.5.1) Ж! T.24 Simpson 
值 序列 ,因此 .由 12.5.94 


b 

im Тыз = | G). 
Вр А В, ТИЕ ЗУ „ШАЯН 
b 

lim 了 we = Pede, 


由 于 
4°T, _ T, -1,# 
了 一 Т _ 1 
рари 
lm Ta. k11 T зт 1 (4% dim Ta, k lim Ты) 


= Tr (ef 下 人 gz - оаа) 
= | 站 了 Jr 
据 归 纳 法 原理 ,证 得 对 任意 固 凡 的} 有 
Мп Tn, = лса. 
12.5.12 WEA GERA РО) = Гуса М 
+ 1 个 基点 的 求 积 公式 
чк 
МОР = > AFl) 
=] 


的 代数 精确 度 至 少 是 N 的 充分 必要 条 件 是 
A, = [осада =1, N +1, 


其 中 


Mel 


Вб) = II e—a 


证 明 ”充分 性 . 设 2) 是 任 一 不 高 于 МКМ ЛП 
式 , 则 由 Lagrange 插值 公式 知 


Nil 


fir) = рыбу) = > ADhe). 


积分 得 


[уде = | Уба) 


а =l 


= Уа, Сова 


= 214021). 


В, Кз Туу) ПВА а в N 
必要 性 . 设 求 积 公式 MA УЯ 
则 对 任 一 不 高 于 次 的 多 项 式 Ar) 都 有 


А s] 


[Adde = SAFa) 
特别 ,对 于 а) -LON 次 的 ) LEERY A 
[өе - Уда). 
el N tl. 
但 


l, = у, 


ва) -| 
0) бг], 


因此 
ИА 
[otidr = Ау = 12.2 N 1 1. 


12,5.13 用 代数 精确 度 较 高 的 求 积 会 式 来 计算 积 
从 是 否 必得 到 较 精 确 的 结果 * HE 


I -| í 814522 25x1)dz, 

RAK h 一 1, 应 用 Simpson 公式 和 复合 梯形 公式 进 
行 计算 . 

解 1 =i 8+ 4542 ~ 2523)dz = 4. 
Eh- 工 应 用 各 合 梯形 公式 计算 得 

TAD = LIC +2/(0) + 01 = 4. 
МЕШ Simpson 公式 计算 得 

SAA = FU 1) AFO + f(1)] = 5. 


Simpson 公式 的 代数 精确 度 海 3, 梯形 公式 的 代 
BOREH 1 .但 就 此 例 , 应 用 梯形 公式 较 Simpson 公 
式 所 矢 结 果 精 确 . 

12.5.14 АРКАД 


| яса == h (700) | БЕ улэн 


| fah) 


_ 50060) + f( nh )) + A (Jü) 
+ /((# 1)А)) 
_ О) + flin- 2) )) 
的 代数 精确 度 全 少 是 3. 
证 明 DIRA = 1 .把 水 积 公式 左 端 记 作 I( /), 
Ат Е hhg). 
令 а) = 1,0] 
I(l) — (s + 1) i 


令 irt ж. 


А 5 
L (22) — AŻ + + д? — = n 


8 
(+ (е DD- A (s 27) 
ян + l)(23 +1) _ 
6 8 


| а + (m - 0D2 s (22 + (n = 2)2) 


у 


H 


-73 = Ка). 
® /(z) = а, 


Btr’) = PtP + tn- PEA 


r atm- 09-4 


nín+1}7? 5 ü 
k 


(23 + (n — 23) 


Е (н 1) 


3 
в” TA 


一 L + (л 一 2)°) 


СНВ НОСА ВОВЕ ФОРД 3. 
12.5.15 Жн 


[я т )йх 


= Буба) + f(0)] -Ey (b) -f (e)] 
RERE ДА = p- a. 
解 记 
5 
кр = | удае. 
10р) 
= {+ В Ду (0)— 640] 
3: 12° - ` 
令 A(z) 一 1, 则 
01) = pb-a= Kl). 
S fir) x, M 
hla) = 26а 
Ф Р) = х2, П 


hl") = "5 8 (аж 2) – (2 А (20 — 2а) 


l зу ре 
(6 -a= Or }. 


令 Рг) = г, m] 


_ 2 
hir) = 2 5 Z (a+ 63) 一 4) (30? – За?) 
=A qot- at= Tr) 
A fir) = xt, m 
1,627) _ (a + В) _ (б 2522-0402 — 4а?) 


nr= Eta 5). 
ea =0,.5=1.MWlJ 
eD = T 009 = +. 
故此 求 积 公式 的 代数 精确 度 为 3. 


12.5.16 HAR Fix) 在 区 间 [a,8] 上 有 二 阶 连 
续 导 数 .证 明 
pps |3 
| dr = (в-а) > b); Фа, (8), 
EE (а,в). 
证 明 hr Taylor 公式 有 
Ка) = fF) р (83-20 - ©) 
+5 
+ T "(у(х - Sp, 
qE (а,б), AE 
|» Maridr = 上 FE dr 
+ р Су dr 
+ Df" рб аг. 


HFS (z) Elab] EER, (2-22) д 


L) 内 不 这 号 ,因此 应 用 推广 的 积分 中 第 定理 ,在 
(a, h) 内 存 件 一 点 二 ,使 


[уб nD- par 
= 1; ” GE _ аз буд 
= $ rO 
又 办 
| Су Haz = 
вав 
Гах -th а В) аре (а), 
¿€ (а). 


E HEREA АТАЛ, 38 9k ра SF HI 
Taylor 公式 展开 ,也 是 建立 数值 求 积 公式 的 种 方 
法 . 

12.5.17 ЖА, AO A. 使 得 计算 积分 


KP = | Kode 


REAA 

I.( £) = Afii) + Afi- 
的 代数 精确 度 鱼 少 为 2. 
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+ AJO) 


解 分 别 令 
i 
кр = [r =2, 


Кж) = 1,21, ЇН 


Қу) = | adr = 0, 


1 
Ка?) = | zdr = 2. 


而 
LA) = A + А, + As, 
1 
hiz? 一 一 А, - +A; + T As 
1 1 
hlz) = А + о А? T у Аз: 


ВЗК АИИ a 2 p 3 2, ЖАЯА 
KD = Tr) = hlr), Ка?) = b(z2). TE 
得 方程 组 

[Wi + A + A = 2, 


ЈА: + ТА LA = 0, 


А, + +A; + +A = +. 
解 此 方程 组 得 


А\ = Т.А: = 0,Ау = 3. 


12.5. 18, Ж z1,.72, 使 得 计算 积分 
кр = | коде 
的 求 积 公式 
PCD = EL- D +2f(z) + 3f(z2)] 


的 代数 精确 度 至 少 是 2. 
E + Кх) = rr 得 


hiz) = +l- 1+2=5 + 3.22], 


(2) = Ñu + 22 +3хї], 


因 要 求 求 积 公 式 的 代 煞 精 确 度 至 少 是 2, 因 此 有 
l- 


1-1+2лу+3х)] = 0, 


3 二 
2 
JU + 2r? + 323) = 3 ' 
|ШЁ 
|2. +3ту=1, 
|2: +3z = 1. 
解 此 方程 组 得 
1-45 3+2y6 
Ар 一 5 Тус 15 ` 


或 2 25-4106 _ +v106 


+! 42 м2 42 
1+6 3- 
T; = 1+ у 246. 系数 А.А, ž 
注 12.5.17 30 12.5. 18 都 是 根据 代数 精确 庶 数 А, =- | =- кыза 
ЖЖ зу ЕНД КИЛ. BU ЛЕЕ КЛИ ДК Т) ЖЖ. “оя? 
由 解 一 个 线性 方程 组 得 到 ;后 者 是 确定 求 积 公式 的 基 - 4 -2/06 v06 | 
点 , 它 必 须 解 一 个 非 线 件 方程 组 . w 
12.5.19 计算 Gaus 型 求 积 公式 А» =-| кс Inz)d> 
| Жага Да) + А flra) ' _ 1.9. 
上 2 424 
的 系数 Ar А; 以 及 基态 zi, 2. RE 由 于 两 点 Gaus 型 来 积 公式 的 代数 精确 
М BRER о (а 一 Inr. 先 求 区 间 [0,1] 上 关 уз НВА Ох) а, с.а, х ЖИ ШЙ 


于 权 函 数 -ar 的 一 次 首 一 丰 交 多 项 式 .区 间 [a,6] руу, 


БЭТА РАЎ ww(.c}) 的 上 次 首 一 直 交 密 顶 式 q (r) Al+ А) =—1(= [з * Inrdxr), 


满足 递 推 关系 式 : 
galr) = Ce- ав) дех) — Ba-it x). Ауу t Аж; = - (= Гола. 
k = 0,1, 2 0 
qalrr) = 1 1 Ar? Ari = -总 (- | агаг), 


【规定 а(х) = 0) ,其 中 


-= f'a [gtr} ЕТЕ Габ) et) dz, 


Ара А23 = — to | ааг) N 


0, Ë = 0, 1 1 
2 2 if! 1 Аз | 
ñ = |, [07] абе, [gaird Ре (z)dr, Е ЫШ A = -A ' Ф 
| Ë zz). < 1 
现在 ,我 们 有 å ЗА. R А 
ал) = 1, а alla l 1 2 
í 47 2 [一 让] 
г] 1 N L 16 
an = 126 Ке Inzydr = T’ 由 吕 得 
Ba = 0, А| 1 1 [1 
因此 а= a] -+ 
gilr) = {x 一 аё) аб) 一 Вот-102) m _ 
|__Х2 -i -1 
=r- _ {ХЕЛ Жа 237 К) | 1; @ 
x а — L 4 
| 1 ‚р Жү “у Жү А 
É |, rix _ gC Iz dz 13 由 名 得 ‚ 
т 一 1 一 1 
КЕ -E y- inris 2 |. | | ІН 
1 3 
КЕ - ti - ln er 7 Az оя? Е: 
й = И T 144° | x -1 11 
|: -їют)дх _ хї{(жу-х\) (za 一 | Ë 9 | @ 
因此 - =: 1 | | | | 
qlr} = (z Bia 4 ) r: | zitra azr) озса 16 
- 2-2 17. HGD ,并 的 去 一 一 一 得 
一 7 ® 1 252° = 


求 积 公式 的 基点 ri о) wat} 的 两 个 根 : 
737 


š + 
-| тї “|| 9 
р 1 _ 1 ' 
оа 二 | ie 
ЫП 
' 1 _ © 1 站 
1 Ë 
` 
1 zi 1 Ра 


(t 4 91 1623. 
xD + ri 00), НЫ 
_ 1651-9 
= 362,16: 
FERATE, РЕЧ 


解 得 


ЖЕКА ЖЯ 
r, = 4 
这 样 ,可取 
nal 201061310106, 
将 它们 代 人 他 式 得 
1 9v100 1 


A 
+ {жЕ Го, РТ ЕЕ ДЖ wir) 220, # 


Ва НЕП Та, AEK Bj 0,11 F H 


refri= Ing. 
12.5.20 WARAH E Gauss-Lagendre Е Ai 
式 计算 积分 
1 | 4., 
s 
并 与 积分 准确 值 比较 . 


Ё IN CavssLagendre 求 积 台式 中 积分 区 伍 为 
[- 1,1]. = {@<н][1.314 Д4  —1,1]1. ИУ 


21, , 1 5 =:+2, 
wi 
F dr Г йг 
| + +? 


两 点 Causs-Lagendre REAA A 


=| fd = 00 = fO 7 Ж, 
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十 是 
I = tf = + 5 = т 


一 点 (Gauss-Lagendre 求 积 公式 为 
1 = | ош == (5) 


“Yr воз) 


于 是 


_ 56 


ауз" 
H- REDES 103 = 507)1<7.7032х 107°, 
11-10 |= [103 - 130 /)|<5.7308х10 *. 
12.5.21 Е “аза ERR 
+оо 3 
[, Чї + үл 4" 
为 能 应 用 Gauss-Laguerre 求 积 会 式 来 计算 的 积分 . 
解 ”能 应 用 Gauss-Laguerre 求 积 公 式 来 计算 的 积 


分 形式 为 | ADe d ,因此 可 令 = = EM de 


1 
== 二 di, 于 是 
243 J 
Croo -3 
已 ` 
(+ ed 
=] 1 


e ?. 


І zl GG) 


12.5.22 应 用 两 点 Caas Lenes 求 积 公式 计算 


积分 
1 = Га - г2)3ағ, 
并 与 积分 准确 值 比较 ， 
Eo HAARA Gauss-LleSsruies 求 积 公式 ,把 积分 
改写 成 
1 2 3、_ 1 
I = | (1-a i- c) ах. 
-1 
是 , 令 f(r)= (15-7), 


г) 
I =AL arsine tE v а?) р 


_ _ Ж 
= шаш] = = 


2: 


于 起 应 几 两 点 Сацѕ- Цебышёь 求 积 公式 得 到 积分 的 
准确 值 . 这 是 因为 些 求 积 公式 的 代数 准确 庆 是 3. WI 
für) КЈУ , 故 求 积 公式 准确 成 立 . 


12.5.23 利用 变换 
_ b-a + b 5 а 
把 积分 
Ar) 
j тү rab- rij Z jader 
化 为 适合 于 应 用 Gaus Пебышеь 求 积 公式 的 积分 形 
Å. 
М Poa = 2-6, + #54, 则 dx = 
5-а 4, 
h f). Л " 
| Е а= alb- >)]12 da 
Ë И (| i dt 
ERE Җи Яй FAA Gauss-Lle6ennë, 求 积 公式 
来 计算 . 
12.5.24 а ща, 把 积分 


| 22-1 
0 /.r(2— Ji 
EAMH N 点 Gauss Пебышеь 求 积 公式 的 积分 ， 
当 六 为何 值 时 ,能 得 到 积分 的 准确 值 ? 并 计算 它 . 
E 今 
2-0 Ü +2 


xz 


= 上 十]， 


则 
l tlr 
= ла“ 
能 应 用 Gauss- Цебьтиёь 求 积 公式 .由 于 l) =: + 
2+ 是 二 六 和 争 项 式 , 因 此 应 用 两 点 以 上 { N2Z22)Gauss 
Liesonneceo 求 积 全 式 可 得 到 积分 的 准确 值 . 据 两 点 
GaussIIe6bnks 求 积 公式 ， 


r= (es 于}! ев e) ] 


Се) 2) (2) 


4-Е 
5 12.6 解 初 值 问 题 的 数值 方法 


解 常 微分 方程 初 值 问 题 
5,5), 
? д Уо 
KROA A dk Е ДБ] Ел y А — + Ë Bi 30 ja] 


题 , 就 是 通过 一 定 方法 把 它 化 为 一 个 差分 方程 初 值 问 
题 ,然后 米 差分 方程 的 解 作 为 微分 方程 的 解 在 一 些 离 
敬 点 处 的 近似 值 .离散 化 方法 通常 有 差 商 代替 导数 、 
Taylor 级 数 和 数值 积分 等 方法 .采用 这 些 离散 化 方 
法 ,得 到 解 微 分 方程 初 值 问题 的 些 基 本 的 和 常用 的 
数值 方法 ,如 Euler 方法 .修改 的 Euler 方法 .Runge- 
Kutta 方法 和 Adams 方法 等 等 . 对 某 些 特殊 的 函数 
Fi 数值 方法 的 计算 公式 可 以 适当 简化 - 
在 数值 方法 中 ,我 们 述 要 讨论 数值 解 是 否 收敛 于 
精确 解 和 ( 饮 对 ) 数 值 稳定 性 问题 ， 
12.6.) 很 证 用 Euer 方法 解 初 值 问题 
y = 10у, 
500) = 1, 
һе l ERRIA y >y) = епо). 
证 明 据 Evicr 方 法 ， 
зз = 1 +10Ау„-| 
= (]+10А) у= 


= (1+ 103)" 
= (+ 了) 


因此 


lim yy = = im(1 +4?) = =", 


12.6.2 用 Euler 方 靶 解 初 值 问题 
у= у 
y(D) = 2. 
BFE А =0.25,0.125 和 0.0625 计算 *(]) 的 近似 
值 ,并 与 y(1) = 之 进行 比较 . 
Ж Ее 
Ул = Ун-т AO y,-12 
= (1-а) у= = А) "у. 
由 于 у= у(0) =2, 因 此 
y, = 2(1 й)" 


取 һ=0.25= 21,8 


дил I 

уб) у =2(1 J? 2i) 
=0. 6328125, 
|уК1)— yal <0. 10295. 


取 A=0.125= 去 ,得 


== Lynas 
yl ys = 201 8) 26) 

= 0.687217831, 
[у(1)— ув < 0.04855. 

Ж л =0.0625= <, 得 
SS= 6) =2( 15 ув 
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—0. 71214826, 
ly(1) мр <0.02362. 
12. 6.2 Л) Euler MAHE gi 
x ”二 Zya el, 
bars yilo, 
ЖР А =D.1. FAR AERE. 
# 微分 方程 y“ = 二 3 + e 是 一 阶 线性 微分 广 
E, CARA 
у= pla (Гене зае + c) 


一 (| . -bar + c) 
= (еа + с), 
Bi 
y = Pte + С). 
由 初 值 条 件 + =1,y 一 站 得 忆 = - e. HAB ТТА N 
RA 


YY 一 (er 一 e), 


从 而 
уй) = (е = е). 
E Euler 方法 
2 т 
Yati = v, + hOr Yh + гае}, 
wl 0, 
tT int нА = 1+ 0.1, 
我 们 有 


3⁄1 м г е») = 0.271828182, 


2 1 
узт yt Дет + ттеп} = 0.684755578 
FE ТРЕЕ В 12.8. 


表 12.8 
п ‘| Yn хб.) СКТ 
| о 
ojro] 0 0 0 


г |1.1 0.371828182 |0.345919876 | 0.074091694 
2 |1.2 ü 6RB4755578 | 0 866642536 | 0. 181886958 
3 (1.35 1.276978344 | 1.607215079 | 0.330236735 
4 | 1.4 2.083547688 | 2.620359552 | 0. 526811864 
5 11S| 3.187445121 i 3.967666295 | 0.780221174 
в |1 6 | 4.620817844 5 720961527 | 1.100143683 
7 117|6.406396375 | 7.963873479 , 1.497477104 
8 1.8 18.804119685 | 10, 79362466 | 1. 984504975 
9 |1.9111.74799654 | 14.32308154| 2.575085 

10 | 2.0 1 15.39823564 | 18.683097D8 | 3.28486144 
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注 此 例 说 明 , 当 步 儿 不 是 很 小 时 ,buler 方法 精确 
ATA AEREE PAMP ЕХ. 

12.6.4 用 修改 Euler 方法 解 初 值 问题 

y = Tt lt 
y(1)- 一 2， 

取 步 长 0.5. 并 把 计算 结果 与 精确 解 比较 . 

E 微分 方程 y= 一 (y+y) 可 以 分 离 变 量 , 即 
可 把 它 写成 


dy = 14. 


у + у 
两 边 积 分 得 
Мрт 
in PEEN la! C | 
或 
— Y _ _ 
y4 б 


由 初 值 条件 := 1,y= -248 С=2.[Д {ЁШ a BE BJ 
解 为 


T+ = 2z, 
或 改 与 成 
_ _ 2: 
Y= 1-2 
从 而 有 
эй) = = йф,1,2, 
据 修 改 的 Euler 方法 


wt) 
КСЕ Ya КАКМА, y. ))1, 
ув = yl} = - 2, 
Жл= 0. S. = b thn = 1+0. 5н, f(t,, у.) = 


EO + m BERIA 


yi = уо+ 0.25] / (гу. yo) 

+}, +0. Sto ув) )] 
=-2+0.25[ F1. -2) 

t FC1.5,—2+0.57(1, -2))] 
=-1.5. 
— y+0.25[ F(t1,y1) 
+ Fit, vr tO0.5 FC] 
-1.5+0.25[ fF(1.5,—1.5) 
+ /(2,—1.5+0.5/(1.5,—1.5))] 

= - 1.3359375, 
у= — 1.252458658, у= 一 1.202087254. 

TA SS ЖИЕККЕ ЕЕ М, 12.9. 


У 


[57 


у= 1 (q у), а = 


(2) п 
У Y Hz h - D.S 
| b @ S 
111.5 = 1.5 | 1.2 ИП 


fir) = L + y). 
ШЙ И Runge-Kutta 方法 的 计算 公式 为 
p, tZk + 2k. + ka), 


2|2.0 —1.3359325 | - 13333333 2.6042x 073 
3|2.51-1.252458658 -1 25 12.4588658» 40 ` 


413.01-1.202087254 -12 | 2.087254 x 1072 Жж 3 + 
其 中 
12. 45 用 变形 的 akasikia ву), 
= + у, dy = = Кі, + Д Ya T 56), 
Дил _ 02 нел выннан h h 
kas ftd S y 6702), 
Ф. 2 2 
E Hir y’ sety 是 一 阶 线性 方程 , 通 解 ka= fts ld t Aka), 
Б „=з nh. 
| бк, ЗЕ, = La ур уб) = —2.^ =0.5. | 
y = plt (eelas + c) o Е. . 
= (+С). а= Лил DR 
由 初 值 条 件 ,=0.y=1 得 C=1. 因 此 得 刘 初 值 问 题 
Е у ko = Р 5. ‚Уо + р) 
у= (r+ i). = }(1.25,-1.5)= og 
从 而 ka 二 ЈО + u E ka) 
уб) = elt, +1). лов 1.85) 1.258, 
变形 的 Euler 方法 的 计算 公式 为 ka = Fli, yot hka) 
Уни = Yn + А] " Ё, i f(y). = 1.5, = 1.371) = 0.339094, 
_ h | 
其 中 ji， у) = es + y to б, уу уй) =], — >! “ув + g CEIT Zk bkat ką) 
0.2, > tt hn = Ü 2n. TÆ _ –1.495408834. 
м =1=0.2/(0.1,1+0,1Д0(0,1)) п=1], 
= 1.461034184, ki = Рут) 
59 =y tO 203, y +0,1/60.2.у,)) = (1.5, – 1.495408834) 
— 2.076861521, = 0. 493892496, 
ЖЕ ТР RAAR ERRE 12.10. е 2 + А) 


— R1210 = /(1.75, — 1.371935710) 
ар “| м уй) уба) = 0.291583932, 
оро | ! 1 ， ? йу Кура p) 
110.2 (1.461034184 | 1.46568331 | 4.649126х10 3 = (1.78, -1.422512851) 
2 | 0.41 2.076861521 | 2 089554577 | 1, 1693056 x 10 2 =0.343445692, 
3 |048:12 8943351804 | 2.01539008 2.2038276 x< 10 ° Ёз = РР + hka) 
4 | 0.8 13.969082118 | 4 005973671 |36891553 x107 — F{2, — 1.323685988) 
51,0| 5.378711625 | 5. 436563657 |5 7852032 x 10 2 = 0.21422925, 
уз ОУ кь +2Ё› + 2Ё3 + ka} 
12.6.6 用 古典 四 阶 Runge-Kutta 方法 解 初 值 问 = — 1, 33056041. 
题 п= 2.8, 
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Ë =й,219915298, k;= 0. 156234134, 
k, T0. 167322322, k = 0. 123143396, 
у = 1.248046115. 

7 二 3 出， 
ki- Ü. 122829196, 2 一 个 .096078680 ， 
h, = 0.099714288, k,=0.079155946, 


y, = —1.198498525. 
Ë ”此 初 仁 问题 的 精确 解 为 
х) 25, . n=0.1,2,3,4 
(Ф, 12.6.4). 


12.6.7 试 写 出 占 典 四 阶 Runge-Kutta 方法 解 初 
{й [еу у i (#)= /(t) t е г АГ, уб) = ур 的 计算 
公式 , 它 kapi 人 有 什么 关系 ? 

E hR- DN НН) ‚ЖОШ у = 
АСЕ тй) -yo 的 古典 四 阶 Runge-Kutta 
方法 的 计算 会 式 中 ， 

= (u), kau + £, 


kaS fint А), kaz ft th), 
因此 
Мкр Уу, | (к tZk +265 + Ea) 
мда +) JG, +h), 
= 0,1,5, 1. 


оъ, 0 1,9, №. 
ERME t1] E ,我们 有 有 


ya ЛЧ) нау к) fadh 


ЭМ+ М 
-AxA Га ааз Ау цн], 
= ме. 
нана ЕНА 
| уса 


的 Simpson RAA. 

ТЕЁ ТЖ ГА TI 上 得 到 的 yw 一 у 为 用 复合 
Simpson 公式 计算 得 积分 | f(1)di 的 近似 值 (N IA 
数 ). 

12 6.8 ЖЕНЕШЕ у = ру), уб) = 
уо 的 古典 四 阶 Runge Коца 方法 的 计算 公式 .并 用 它 
求 初 值 问题 

4 


шщ 
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y(0) = 


Bra — 0.2. 
解 ЮНЕ у = (у), ув = vo НУН Ж 
四 阶 Runge-Kutta 方法 的 计算 公式 为 


其 


JE 


Yul — Wa + + (h L 2Ё- + 2k, + ka), 
n=0, ln, 


Ë) у.) Ау fly, + 2 k, 


k = Ру, + Ëk), ka= fiy, T hka). 


现 уу) = 77 уу у(0) =1,А 一 0.2. 于 是 


12. 


=0 B}, 
ki = fiya) = е \ = 0. 367879441, 


k; {бу t 561) =0. 341321906, 

ka — f(ya + 5-65) = 0. 343204298, 

b = f( ya + hka) = D. 319182165, 

у(0.2)5 у = у ОЁ, +2Ё›+2Ёу+ ka) 
= 1. 068459713. 


п=1 8, 
b = /(y i) = 0, 319305754, 


ёз Јур + “L k.) =0. 35028965. 

ka= Ку + 4 ka} = 0. 295913747, 

ka = бу + hka) = 0. 280388952, 

yM 4) у = yt (я 2a + Dk3+ Ру) 


= |. 131529763. 
6.9 ТАШН ШЕ ЖШ Runge-Kutta 方程 解 


初 值 问题 у“ = ду, уб) = 如 的 计算 公式 可 写成 


Ул 


l l 
41 ={(1+5А+ (м) | т (АВ) 


d 4 
+ 34 (h) Iyn- 


并 就 初 值 问题 y = – 10у, уС0) = 1.0 x(1) 的 近似 
WER А =0,1). 


法 


解 


т, у) = Ay, 撕 古典 四 阶 Runge-Kutta 方 


Ei Ау. 
hay з Чү) (4+ А5), 
ka = Абу, +2) 


А l} 
(ADA? E TATA m 
ka = Абу, + hka) 


{АТАА + A pat LaDy. 
因此 


жа yr (А2 FZE, + ka) 
(рдд я Fuara 0а) 


r RUAY. 
ХИА у” = – 10у, уб0) = 1, л = 0.1, 
Ш ЕКА Е 
10 Iñ 
Уур ( N )»- [š ) ya = (2) . 
12.6.10 ТАН] Taylor HPE OR p ЗУНА 
值 问题 


t — 
一 1+ 20) = 1 


的 数 但 方法 . 
ЖЕ j] Yaya 公式 (p=3) 有 


alit h)= s(t)+ hu (+ ay" (z) 


ку” Со) katye), 


<<}. 
二 是 
yi) 二 y+ 1+{y F 
2 yiz) 
E TGT 


4 h? 5(у())2-1 
3 [lra] 
| gray A). 


BA Aratya) ,并 以 ww BR A 


yl F h)==y(r,) tal 1+ Eyi 


луб) | 
побу)? 
‚А 5 уш, | 
3 (1+(уйы)))? 


于 是 ,我 们 得 到 解 初 值 问题 
y = тур0) = 1 


тнл А УА, 


1 一 Ы р. Ауу 

Упа1 Yn И l+ (1+x y 
h? 535-1. Е 

уе 1. 

12.6.1] 对 初 值 问 题 


‚_ __1 
У 1+ х 


证 明 Euler Т. 
证 阴 设 w(t4,) 是 此 初 值 问题 的 解 在 1, 处 的 值 .市 
Taylor 公式 ,我 们 有 


= уб) + А тее у> 2 
Ë Ær ja, ЇН]. m Euler 方法， 


DZ таш 1,у(0) — 1 


1 
at = тА + „© 


“п 


e, = уб) — у, ЛӨ ЕРАК НН 


1 | 
мотет Обо? ЕУ 


” (Ë,). 


РАХЕ, 
1 
1 + э, 


l _ 

1+ (у(2,)) 
~ 27, 
= re rss - X), 
m Еу) 与 yy 之 间 . 令 

_ _— —2y |_ — 2y | 
L= имен] (1+ y 1 имек (1 r: y2)2 |, 
EP R ЖШШЕ 0с 1с уша |, UE 


Afi = max | ії) | 
2 max ly О) 


_— 2 _ 
Е К (1+ 232 


u 


і Partl ' 


А? 
= (1 + AL) | e, | 十 > M. 


2 
s= (1 ALY Ге Реч 


z Moll + (1 + LA) ] 


SL (1 + А”! | eo 1+ 与 муун + LA). 
但 是 ,eo = уо) 一 му = = Ü, В. 


n Hil _ 
У + LAY Gt 内) 7 l 
=Ü 

EHE 
ea E ЖПк"! = 1). 


У 一 让, + Ts ,因此 
(1 + Lhynu = pO D = еб. 
这 样 ， 
АМ 


ел '< r (e = 1}. 


E AORT, е 0, ОНЯ Euler FIRR., 
743 


注 ARRETE у ”= 二 ,x(0)=1 的 


1 
HA 
í = ty 4 
因 
Hu S PR ВАНА РЕ, е E CO, IIBE, 2 УЧ 
1 一 2у___ 
“` (d + 232 201 -3y) со 
dy ` (l+ y) ' 
Wi тү ЖР v ARREA А5 R РАНЕ 
ER: [0,1;1,2], А] 
L- | 2% | 1 
7 ОЛАН. (1+ 22] 
由 于 
a 
lal = y 
э | п» 
ау 5!- | 
ау 2+. зу <0,y€[1.21, 
К, 
Мә = тах | y (D1= +. 
页 
п а д) = ет). 


12.6. ТА 试 证 明 ,月 Euer 方法 解 初 值 问题 
у= а +b,y(Ü) = 0 
得 天 的 解 为 


№ 一 Far + Р, 一 а, 


Jai e 号 ,并 证 明 方 法 是 收 就 的 . 
ЕҢ $E Euler 方法 ， 
ta-1t hb) 
= у, РАС, jl b)+ h(lat- (1 5) 
= үр А(а ri teet l+ nb) 
=h ulh +2 + +(я—1)А) + nb] 


= h'a а=" h + nb] 
= + mh 
— 5 {1 一 h. + Ы. 
起 于 初 值 问题 的 解 为 
улт аг? + it, 


Љ й 
у) = 4 аг, + bt. 
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因此 
у.) — № = а. 
当 РР Еп}, 
тС уб) 
故 Euler AEA. 
12.6.13 用 二 步 显 式 Adams 方法 求 初 值 问题 
y =l y,x(0) — 0 
ШШ vO YTE £= 1 BJ BUR А =0.2, у 
并 把 计算 结果 与 精确 解 进行 比较 . 
E PER Adm 方法 的 计算 公式 次 
Mtl А + ELE T fai). 
ЖНА y =1- у, у(0)= 0,0 
Ун+1 7 у 1 0. 163 - Зу, 一 L+ 5-1) 
ВИИ 142 Зун | y, 1). 
其 中 у= 0, у = 0. 181. FEARI E 12.11. 


d 
T у) = lim айі, = 0. 
+ = 


=0.181), 


$ 12.11 
н f, Уч 
0 0 0 
a| oz Oi o o 
2 0.4 D.3267 
3 0.6 0.44579 
alo ов | 0.545423 
5 1.0 0.6264751 


y(1) == ys = 0.6264751. 
此 初 值 问 题 的 解 为 
уб) = 1- e, 
因此 
ys у=] ys =] +e lI 5.65 х 107. 
12.6.14 试用 四 步 显 式 Adams 方法 和 三 步 隐 式 
Адагпз ЖЕШИНЕ 
ys- yti tAr, 
у(0)=1, 
PULE h 0.2. 并 把 计算 结果 与 精确 解 比较 . 
E BHFEAR Adams 方法 的 计算 公式 为 
Iaea ЗБИВ, 6) 59 (r, № 1) 
+ BF 2 y. 2) ӘР, 3s V3. 
HT /(z)= -y+£-1,H A =0.2.z, =0.2n, 因 此 
у= 516.53, +5.95, 13.75.23 F 0.973 


+0.485+2.641, л 3,4. 
=Ж{ дщ Adams 方法 的 计算 公式 为 


Уяла 3% t РИ 9С оз 1 19Cin dn) 
-SF доза) JUa 29-201. 
它 可 简化 为 
желу 0.95, (110.1 +0. Syni 
-Mly -3 +0. 48n + 2.641, 
п= 2,3,4. 
初 值 问题 的 解 为 
у= еъ. 
我 们 用 古典 四 阶 Runge-Kutta 方法 计算 Adams 
方法 的 切 始 出 发 值 : 
yı — 1. 018733333, [#35 2.580x 10-5， 
y = 1. 070324271 , 误 益 4.225x 10 5, 
уз = 1.148816825, 122 5,189x 107°. 
计算 结果 见 表 12.12. 
表 12.12 
PU: 8 д, Adams 


ФВ Adam 


410.811 2494091028. 014 x t ` 1. 249215863 1.310x 1) 3 


| 
n) | ü м ж 
ajo | il 148808888|2 748x 10-5 


5|1.0 


11.367986551[|1.07í x 1074] 1. 367856193]2.325x 10 * 


Ë 在 三 步 陆 式 Adams 方法 中 ,计算 у, ys 的 公 
式 右 端的 ya, ys 由 四 步 显 式 Adams 方法 得 到 , 使 用 
多 步 法 时 , 慨 其 重要 的 是 要 有 足够 精确 的 初始 出 发 
昔 . 通 常 使 用 精度 不 低 才 多 芗 法 的 单 此 法 提供 初始 出 
发 值 .内 此 ,我 们 用 古典 四 阶 Runge-Kutta 方法 来 计 
算出 发 值 . 

12.6.13 应 应 用 安 形 的 Euer 方法 和 解 初 值 问题 

у' =—10у,у(0) = yo, 
ЕРЕ LER A pu atr 2 BB]? 

E TEH Euer 方法 的 计算 公式 为 

У-у =» АЙЧ» + Ë h ,y, + Fafe) 
由 于 (и, у) = -10y,y(0)= уо. AE 

Yari ун Ohy +5047 У, 
B -104 + 50А2)у,. 
ВНЕ у, AAIR S D у= y, + д, 
y, (= (1 ЮА + 5042)y, 
={1-10^ +5047) + (1—10^ +5058, 
8-17 ane Уа = (1—10Һ+50д?)8,. 
FE, £ 
'1-10А+ SDA2 !< 1, 
| 
EESE NE 


变形 的 Euler 方法 便 是 绝对 稳定 的 .出 小 等 式 
[1-10Ё + S082 < 1 


解 得 
D) < h < ç: 
12.6. 16 RATE Fuler 方 法 
Fail 一 Ya + АР tutis Sarl) 


的 绝对 秘 定 区 间 . 
#⁄ ”我 们 考虑 用 后 退 Euer 方法 解 典 型 方程 y = 
Ay, 得 到 
Ул T Ye ААур» 


Rp 
_ l 
Yarl 一 a 
HE Ут 处 有 з. ЕЯ Ya = 5 Yr + й, ; 则 
l, 
T- Ah" 


-l 1 
Ук+{ 一 1 一 | — ДА Jat 


TE 


АКУ в 


- [| _ 
Уз tt = рар UY Т M). 


因此 Ал 满足 | 5 | <L BÍ, олн T Ml < 
ун ye 1.528 Euler ВОЕНО. A Ж, 


É la |<. 
Ву 
І- Ah Т I 
19 
1- А <- 19 1- А >}. 
Вр 


Ah D> 23k AA < 0. 
故 绝 对 稳定 区 间 为 { - so 0 YU (2, + оо). 


5127 误差 估计 


许多 数学 问题 ,通常 得 不 到 它 的 准确 解 .因此 不 
得 不 用 数值 方法 求 其 近似 解 ,这 就 会 产生 误差 .误差 
的 主要 来 源 有 数据 误差 ,如 数学 问题 本 身 的 数据 有 误 
差 ; 离 散 误 差 , 如 用 差分 方程 代理 微分 方程 ,数值 积分 
О С) Is ( F): SR W D ЗЕ, SU Be Pá $r С) ВУ 
Taylor ВЕ JFK BS A BDM PE fir) BJ ЕДЕР 
取 有 限 次 迭代 得 到 的 结果 和 作为 解 的 近 伺 ;以 及 由 于 数 
值 鼎 法 不 是 精确 求解 ,计算 机 的 字 长 有 限 和 而 产生 舍 人 
RE. 为 了 选择 … 个 有 效 的 数值 方法 或 者 判断 一 个 数 
值 方 活 得 到 的 计算 解 是 否 符合 要 求 .就 要 作出 谨 差 全 
计 . 我 们 列举 各 业 癌 题 的 例子 来 说 时 误 盖 佑 计 方 法 . 

12.7.1 设 方程 组 Ax = Р HRABRA ЧЕТ 
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F, x" 是 此 方程 组 的 准确 解 , 称 
r= b- А(х* 1 бу) 
为 与 方程 组 Ах= b 的 近似 解 x”+ дух НЛ ШАЛ 
ЯЕ. ИЕНА Callatz ТЕТЛА. ВИ 31 
| 1-(А+4дА)!А || gi 


时 ,有 


ИЕ" Са + да) ` 


1- || 7- (А + 8л) А || 
ЕТА Е АО КЕ Ө. ЖЕ FE w АЧТЫ Шз ЛЕ ЖР. H 
|| І l, = |, 
证 明 ” 据 题 意 ,*” + Gx 是 方程 组 
Ау = 6-Р 
的 准确 解 , 即 有 等 式 
Aty +ёх) = bh — r. 
BA Fr Н x" Ж Ax = ЬЕ Ж, IS H; 
r' +ёх = Ab- Ar, 


ТЕЕ 


从 而 有 
rT- ATIP, 
Па l| < ПА. 
由 于 
A !=[I-(I-(A+0A)'lA)] AtSA)!, 
因此 
HA I| S]1II-(I-(A+3A)''A)] ll: 
ПСА + 8А)! |. 
УН (А+ А) A || <1, 3 Banach 引 
理 , 有 


ID- (r-a +A AlI? 


o 1 
Е |I-CA+áAY | 
十 是 有 
| ay lago | Aa jH r l 
z А+ šA E- r. 
1- || I- (A +8А) !А || 
12.7.2 求解 线性 方 但 组 
[Sai + 7a + x; + бка = 1, 
|7 + 10r + 823 + Tra = 2, 
16а t Bra + 1053 + 94 =- 1, 
(531 + 7x + 9ra + 1054 = 3 
B|. ЖЖ Ер (1,1)}{у B Jue 1 25 1075, И 
ТЕВЕ ЕРА E RERE? 


а 设 
5 7 
д 17 10 8 
| 6 8 10 9f)’ 
9 10 
则 


68 -4l -17 101 

Аа А 4 25 10 -6| 
-17 10 5 -3 
| 0б -6 -3 21 


令 
02 0 0 0 
0 0 O 
А = | ° ， 
0 ооо 
о ооо: 


设 b=[1,2, 一 1,3] .方程 组 hr = Бх" = 
[一 1;,1, 一 1,1]7. 设 方程 组 (A дА) х= БА 
x* + Bx, 据 误差 估计 式 
П х дк le _ H d il 
Пе l| x` |l. 
cond AM || 8А |. ZH A Ila? 


ond A áA ПАГА 10° 

其 中 cond A)= НА ППА .由 于 
Пл 1. =33, I AT! I] a =136, 
H šA Ila =1073,!| x la =1, 


因此 
— 136 10" 17 
= 二 上 <0.15741 
| a | wT 0x10 108<0.15 


Ж 从 误差 估计 看 出 ,系数 矩阵 A 的 (1,1) 元 素 只 
有 切 的 误差 ,而 解 的 误差 | ae || 可 能 较 大 .原因 
是 A 的 条 件数 сопа A) = 4488 ,很 大 ,此 方程 组 本 身 


ERREN ША HO DERA RS- , 则 


|| ёк ||. 136. A 的 行列 式 detA =1.# А B3(1,1) 


TZARE J де (А + дА)=1+68г. г = - 1 


68 
ЕЈ, [Е А + áA 就 是 奇异 的 . 
12.7.3 JH Jacobi 和 Gauss-Seidel 造 代 法 解 方程 组 


5 —t -i -1 Е -4 
-1 10 -1 -1l|jí22| |12 
-1 -1 5 -1 b в" 
-1 -1 -1 10Í[+z] 34 


取 初 始 近 似 xo = 10,0,0,0]7. ЖЕ 5 Ж, БНА 
计 所 得 的 近似 解 的 误差 . 
Е ”由 于 
B =I- D IA 
го 0.2 02 0.2] 
21010 01 01 
102 02 0 0.2 
от 010 ө. 
H B Па = 0.6 < 1, 
因此 Jacobi 和 Gauss-Seidel 165 ARIES. Jacobi 和 
Gauss-seidel 选 代 法 选 代 5 次 时 ,有 误差 估 计 


i! Xs х“ l|. 


- ПВА. , 
BT | хук“ |a, 
其 中 x НЕЕ. 
HI Jacobi 迭代 得 到 x = 0. 8,1. 2, 1. 6, 
за. x, - xo Га = 3.4. №, 
|| x — lla 0:627. х 3.4 = 0.66096. 
fH Сацы беде 选 代 得 zi 一 - 0.8, 1. 12, 
1.644,3.59817, || ху xo || a =3. 598. RE 


ТЫЗ 


Ah хз, 598 = 0. 6994512. 


i£ 这 种 误差 信 计 比较 粗 糖 . 实际 上 方程 组 的 准确 
解 x* =[1,2,3,4] 7 用 jacobi EIER 5 KEN 
的 近似 解 xs 的 误差 为 

Тав" le < 101. 

ЇЙЇ Gauss-Seidel 迭代 法 选 代 5 次 得 到 的 近似 解 25 
的 误差 为 
|» < 1072 

1274 H Newin 法 计算 "3 时 , 取 初 始 近似 值 -Xn 
二 1.5. 问 珊 要 迁 代 名 少 次 可 使 误差 小 于 1075? 

B Newton 法 计算 /3 的 选 代 公式 为 


|| 15 一 х“ 


+ — (ла + К. = 1,2," 
取 xa = 1.5 fF, 得 到 
Xi = = Ма. 5+5) = 1.75. 
令 
gir) = 了 (+ 1), 
则 
А 1 3 
g (х) = Уч - 25), 
s (r)= 020,260, +). 
出 于 v2<.3<2 ,因此 
L- max lg; (т) 
«15 
а" W232):, |g (2)]) 
= |z; (|= 
0, 8 
lel = 14-43: 
= ПЕЕ 
—J-L x 
ЧЕ |0 1<107°, Я 
] 5 
3x 4 < 10 ， 


即 


4° > + x 10 
因此 
e(t x 105) 
124 m= 7,5 
В = 5, НТ 8 ИЗЕЛ 23653 А АУ Ж 
超过 1072. 


Ш 实际 上 取 初 始 近 似 值 ra= 1.5 时 ,用 Newton 
法 类 代 三 次 得 到 v3 的 近似 值 ri - 1. 73205081 ,就 有 
[т,—/3\'<10#. 

5, 在 物理 学 和 工程 中 一 个 误差 函数 


> фе 
Ра) = = 
ВАЕ is ДРАЖЕ. BERRIE — =4 和 z. = 5 
之 间 用 线性 插值 计算 f(z) 的 近似值 , 即 作 线性 插值 
EMA pj( 7), 取 f(z) 二 pi(r) ,rr 人 (4,5). 问 会 有 
名 大 的 误差 ? 
解 ” 据 线性 插值 的 误差 估计 式 有 


в) рб) 8 8280 м, = 2, 
长 中 M= max | f ” (z) | .由 于 
ye 
f (x) 7 ， 
„ _ dr -2 
/ (2)= - е 
аар Є (4,5) 
Мят Ka usa 


因此 
max lf” (к) 
=шах(|/” (4)],!/ 7” (5)|) 
=|1/7{4)1<1.01586х107#- M.. 
故 得 
| fix) — рух) |< 0.127 x 10 Š. 
12.7.6 根 定 要 造 计算 零 价 Bessel 函数 


(х) = КЕЗ 


ВС ЗВ НС (А ЖЕ , PIERRE ,使 得 利用 这 个 数 
值 表 作 线 性 搬 值 时 ,误差 不 超过 10 62 
解 ИЧ Жік і 


| ех) < 
WE e (а) 1&107 ла 
EM 10, 


б) 1 š “М. 


Вр 
747 


„ 18х10 Š 


h SA М, 
ME 


hlr) = 1| s eos sint) загад. 


Є (0, л), зіп 不 变 号 ,应 用 推广 的 积分 中 值 
定 埋 得 


Гут) =- L eosl rsin) "sira: 


一 一 Seog sing), 7E (0, я). 
ВИЖ ТС) = М. 808 


< тре 
h = xoi _— 4 x 1075 
N 2 


时 .能 使 误差 不 超过 10-5. 
12.7.7, РАВ firtl- A AJEA, 
ERRAR 
[Gaz ae А030) = f A)] 
的 余 项 . 
和 解 ” 从 求 积 公 式 看 出 ,以 一 ,0 为 基点 和 作 T.agrange 
线性 插值 多 项 式 近似 代 蔡 f(x) ,得 


т+ЁВ 


für) = — - h) + = ——/(0) 
! dy ( (с +В), 
Ж minte,- А) < É < makil, х). 这样 
| К\а)ае 


A + А т+Ё 
=- | к пах + |, TA (Odrz 
Р, 
+ | Р" (у(х + таш 
р 2 
= 13300) — f- һ)] 
Afte ‚ 
+ 二 | OG + А) хд 
因为 (zx + Ade TEO) 中 恒 为 正 的 以 及 很 定 fr) 


充分 可 时 ,因此 ,应 用 推广 的 积分 中 值 定理 得 , 求 积 公 
式 的 余 项 


Ift s 
к(а) = 4f Реа + h)zdz 
= 5 r DEE + hidr 


= D (pA, n€ (— А.А). 
12.7.8 试 导出 两 点 Gauss-Lagendre KHAA 
I 
ҚР) = [ош 
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= BD = р) + УСД) 
HaT. 
ЯЯ ”两 点 Gauss-lLagendre 求 积 公 式 的 余 项 为 
KÀ- ҺР = Б) = GPP), 
у 为 | 1,1] 中 的 菜 -- 数 ,而 求 积 公式 的 代数 精确 次 
为 3, 它 对 е) = ,有 
Кж) Bix), = 0.1,2.3. 
现 令 fir) = z* HT 


1 2 

Krt) = | J dr = To 
1 1а .2 
ba = (y (Y= $. 


(а) = 24, 
因此 


Ka- haD = E, 


Erla") = 4G = Ф, 
即 得 C, = т. 故 两 点 Gauss-Lagendre 求 积 公式 的 
余 项 为 


ЕК = чу PO 
12.7.9 | 试 给 出 计算 积分 
| коа +ох?)йх 

的 两 点 播 值 求 积 公 式 ,使 它 的 代数 精确 度 为 3. 导出 
求 积 公 式 的 余 项 ， 

解 ” 据 题 意 , 谷 导 出 代数 精确 度 为 3 的 两 点 插值 求 
积 公式 ,因而 它 是 Gauss 型 求 积 公 式 . 设 求 积 公 式 为 

(р = А | (ту) + АР). 

则 x ,zs 是 区 间 [- 1,1] ЕТ a (z) = 1 + 
х ЖАЗУ у(х) 的 两 个 实 根 . EEX 
项 式 的 说 推 关系 式 ,由 于 q (ғ) = 0,0ofz) = 1, 
É 

an = | riaa + rdz/ Саса + 


х°)дх 


= | «а + хаа] | а + r2)dr = 0, 


qlz) = (z 一 ар) бх) 一 Воч-16х) = ж. 
xH 


ар = | tata + заа [гаса + 


тах 


тр С га] 
-| М! + ddef] + тй = 0, 
- Е 


са Ce + x dr 


Ë “1 _ 
| Таса +") 
“| І 
一 | КЧ + х4) 1 а + 22)4: = = . 
国 此 
galr) = (г ар! c) — Bu (r) = 2 — +. 


二 次 直 交 多 项 式 ql) = = - 2 的 两 个 根 为 


"EENE 


. Jat 让 中 的 系数 为 


A, = 0070 + кдл 
a 
УЗ ard t 
7 = > : X 3, 
V 5 ОМ 5 
А» = өл, т')йт 
- 4 tal = 
-| 一 (1 + 22)іғ = $, 
ЖҮН 
因此 


NESRETAN 20). 


[поа + уау = Р + СӘС). Ф 
其 中 y 为 {一 1.1) 中 的 某 一 数 . 
S für) = Zt h (т) = 24, B 


r К+ >z2)dz = | са I xz)dz 一 4, 


RÐ =F JI . 251 22, 


D 20. 
将 它们 代入 中式, 可 得 .= т.й 


pO) SIK 


| УС) + r2)dz 


ТЕ = “+ ED ] + үш Л” О. 
12.7.10 计算 积分 


гр 
КР) = | fade 


Ву, EKE u t] 分 成 4 个 长 度 为 h 的 相等 长 度 子 区 
间 . 在 每 个 子 区 间 上 应 用 两 点 Gaws 求 积 公式 , 试 建 
TEE Gaus 求 程 公式 和 导出 它 的 余 项 . 若 用 它 来 计 


ЖР nede 时 ,为 使 误 券 不 超过 10-5, 试 确定 步 


= £r; 
3° 


ÉE h. 
解 。 把 区 间 ia,b] AA n TREAT TEA 
zati- DiG S lev, 


у= Туну, 
a+). = 2-6 ТС, enl EAMA 
Gaus ЖУНДА, PEE 

x, + Titl 


ж= хи) = Ery 004, 


niz 


: +I 
л — , 则 
h 

x= 2 t Кез. 


于 是 , 据 两 点 Gaus REAA 12.7.8), 我 们 有 


| чәй = gf еар) 
= 2069 7) + Кл г n) 
Съз о), 


| бош = >P “r> idr 


ÈN р А adi 
= > ә, Слз =) кі і 5520] 


Ë Жу DO. 


+ (2 


АМ, = „пых | Көкү, 则 


TOEO 


< p I PPE) | 


< куым, = а), 
E flr) = Iar M (д) =- Sr ,从 而 
Ma = max t fO) 1-0 5615 Ф. 
为 使 误差 不 超过 10-“, 只 要 
ш 
һ* < 1920 x 10 Š = 19.2 x 107%, 
因此 
h < 419.2 x 1071, 
Meo h — 0.2. 
12.7.11 应 用 Heun 方法 


ya = + Аун) 
t3/G hoy 2 ву оу) 
解 初 信 向 题 y =- у,у(0) = y 时 , 问 А ЛОН 
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方 能 保证 方法 的 绝对 稻 定 性 ? 
解 FT /(:.у)= — у.н Heun 方法 


Ун +1 
一 м + 1-5, + ЕН = Съ +С 0,000] 
01-а 92). 
设 在 у, ША д„. y, = y, + ó, , WN 


` 1 ，- 
yn11= (1 ht yh) ys 
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=(1- А+ в) 5, к= М Jå., 
быа + А0) 8, 
于 是 , 若 
i I-AR i< 1. 
Ж 8д„ + < fao Heun 方法 便 是 绝对 稳定 的 . 解 不 等 式 
IR 1721 < 18 


GARL. 


第 13 篇 ”数学 模型 


数学 异型 要 解决 的 问题 不 是 纯 理 论 的 数学 门 题 ,而 是 实际 问题 ,办 此 ,解数 学 模型 题 的 要 求 和 方式 与 解 纯 
数学 题 有 很 大 的 不 同 .本 篇 所 举 的 都 是 国内 外 大 学 生 数学 模型 竞赛 的 试题 ,数学 模型 亮 赛 ,可 以 说 是 解决 实际 
问题 过 程 的 一 神 模拟 和 演习 ,其 宗 革 是 考察 提高 参赛 学 生 利 用 数学 知识 及 其 它 各 方 而 的 综合 知识 解决 实 蒜 各 
题 的 能 力 . 每 深 况 赛 出 两 个 考 朋 ,者 是 实际 问题 或 有 强烈 实际 应 用 背景 的 问题 ,每 个 参赛 队 选 做 其 中 一 个 题 . 竞 
赛 过 程 为 王 天 ,每 个 参赛 队 由 三 名 选手 组 成 ,在 三 天 之 内 解决 一 个 问题 ,写成 一 篇 论文 作为 答 着. 可 以 查 资料 ， 
可 以 利用 计算 负 及 计算 机 软件 . 谨 题 的 条 件 不 管 的 ,可 以 通过 查阅 资料 进行 补充 . 原 题 的 条 件 不 明确 的 ,要 由 自 
已 做 出 假设 加 以 明确 .甚至 原 题 的 提 法 或 资料 有 误 的 还 要 自己 去 纠正 .在 很 过 时 候 答 案 不 是 物 对 的 ,允许 不 同 
方案 甚至 不 同 答 数 的 存 夺 ,但 要 言 之 成 理 并 经 受 实际 的 检验 . 这 些 特 点 显然 非常 不 同 于 做 普通 的 数学 理论 题 . 
数学 模型 当然 可 以 按 其 用 到 的 数学 知识 分 类 ,比如 分 为 微分 方程 模型 .概率 统计 模型 .数据 拟 合 模型 . 贸 论 模 
型 .规划 模型 等 等 .但 本 篇 的 内 容 不 打算 按 这 样 的 分 类 来 安排 ,更 不 打算 分 门 别 类 讲述 这 些 知识 及 其 在 数学 模 
型 中 的 永 用 (对 此 ,读者 可 以 允 阅 有 关 的 教科 书 及 本 书 前 面 各 篇 的 习题 ) ,而 主要 通过 一 些 例子 ,阐明 用 各 数学 
模型 来 解 志 实 际 问题 与 纯 理 论 的 数学 题 相 比 的 一 些 突 出 的 特点 .这 些 例子 当然 要 用 到 各 数学 领域 的 知识 ,但 我 
们 不 按 这 些 知 识 来 分 类 ,而 按 思 想 方 法 ,分 论题 来 党 明 曾 述 这 些 特 点 ,对 每 个 试题 做 出 解答 时 ,我 们 参照 了 发 表 
的 获 特等 奖 的 优秀 论文 的 解法 ,提供 试题 或 评阅 试卷 的 专家 们 的 评 信 意 见 ,当然 也 有 我 自己 的 观点 . 我们 在 这 
里 也 不 提供 论文 的 标准 格式 和 完整 解答 (更 不 提供 标准 答案 ) ,而 主要 体现 一 些 丰 要 的 思想 ,启发 读者 自己 去 动 
脑 和 动手 .读者 应 当 注 意 的 是 ,在 这 项 竞赛 中 (以 及 在 解 尖 实际 问题 时 ) ,优秀 是 相对 的 ,没有 十 全 十 美 .因此 , 优 
秀 论 文 可 能 被 评阅 论文 的 专家 指出 很 多 缺点 ,这 并 不 奇怪 . 同样 ,我 们 在 这 里 提供 的 想法 和 解法 也 不 能 说 是 最 
优 的 ,读者 完全 可 以 加 以 完善 和 修改 ,或 自己 另 幢 蹊 径 . 

以 下 的 试题 ,主要 取 自 两 项 竞赛 ;(17 从 1985 年 开始 的 美国 大 学 和 牛 数学 建 模 竞 赛 {Mathematical Contest of 
Modeling) ,以 下 简称 МСМ; (DREM 1992 年 开始 的 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞 赛 , 以 下 简称 CMCM. (请 参见 
011) 


| 占 的 空间 {厚度 } 的 和 不 能 超过 302.7 MK. 
模型 的 计算 机 实现 O G G, С, CG, C, G, 
HE) 48.7 52.0 61.3 72.0 48.7 52.0 64.0 
ир) 2000) 3000 1000 500 4000 2000) 1000 


$ 13.1 


З ЭШ БЕЗЕ БЕ B] ES | ЖОЕ ИШ ИЩ 
据 , 进 行 大 量 计 算 . 这 常常 是 手工 计算 所 不 能 胜任 的 . 
因此 ,作为 解决 实际 问题 的 一 种 模拟 和 演习 ,允许 使 
用 计算 机 ,并 瑟 通 常 都 需要 使 用 计算 机 .但 为 了 化 成 
用 计算 机 可 让 处 理 的 问题 ,又 必须 先 通 过 对 问题 本 身 
的 恰当 的 分 析 ,将 它 化 成 适当 的 数学 阿 题 , 也 就 是 建 
立 起 数学 模型 . 数学 的 分 析 和 计算 机 的 使 用 ,两 者 必 
须 有 机 地 结合 起 来 . 
13.1.1 (МСМ 1988 -了 题 ) 两 辆 铁路 平板 车 的 压 
货 问题 . 
有 七 种 规格 的 集装箱 要 装 到 两 辆 铁路 平板 车 上 
去 .所 有 集装箱 的 宽 和 高 是 相同 的 ,但 厚度 (# ,以 厘米 
i 门 及 重量 (CW, 以 千克 计 ) 是 不 同 的 .下 表 给 出 了 每 
种 集装箱 的 厚度 、 重 量 及 数量 ， 每 辆 平板 车 有 10.2 
有 深长 的 地 六 可 用 来 装 集装箱 ( 像 面 包 片 那样 ) ,载重 为 
答 晤 .由 于 当地 货运 的 限制 ,对 Cs, Ce C. 类 的 集 装 
箱 的 总 数 有 个 特别 的 限制 ;这 羔 第 子 在 两 辆 车 上 上 所 


件数 8 7 9 6 6 4 8 

问 : 人 怎样 装 车 可 以 使 两 辆 平板 车 上 剩 下 的 空 洽 总 
和 最 小 . 

解答 (参考 [2]) 

一 .必要 章 假 设 和 问题 的 分 析 

首先 作 一 些 必要 的 假设 使 问题 更 明确 . ЛП. {Б 
定 题 中 所 给 的 集装箱 的 厚度 已 经 包括 了 两 个 集装箱 
紧 挨 在 一 起 放置 时 两 者 之 同 不 可 和 避免 的 多 院 . 这 样 才 
可 能 在 将 若 寺 个 集装箱 依次 并 排放 置 时 将 它们 的 厚 
度 之 和 作为 总 的 厚度 . 

由 于 和 集装箱 不 可 分 割 ,所 以 竹 将 集装箱 装 到 平板 
车 上 时 ,一 - 般 都 会 出 现 这 样 的 情况 :已 经 装 上 去 的 集 
装 箱 厚度 之 和 小 于 1020 ER 10.2 ж), ВАТЕ 
TERR ,但 这 空 辽 又 不 够 大 , 装 不 下 任何 一 个 集 
装 箱 , 因此 原 题 要 求 设计 一 个 适当 的 装 车 方案 ,使 两 
辆 车 剩 下 的 空隙 的 和 最 小 
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将 题 中 所 列 出 的 第 i 类 集装箱 CG (IT 1.2... 7) 
的 厚度 记 为 4, 重量 记 为 厂 ) ,总 件数 记 为 m. B 
类 集装箱 在 第 一 辆 车 上 装 了 x, 件 , 在 第 二 辆 车 上 装 
T x Ë. i= 1,22, ,7, 则 原 题 用 数 尝 公 式 表 达 出 来 
就 是 : 

在 约束 条 件 
zy ВАЕ Й Н Oiar, + ат, РЕ 1,2,06,7, 
Тү=їүхү + ғу 1020, 
Тә Мур} + руу 1020, 
Wiry ++ И 740000, 
Wiy te t Wy 40000, 
tstrst ys) telre t ya) ttiar t y) 302.7 © 
Е, ВЕ 

4=(1020- Т) + (1020 — Т,» 

的 最 小 值 . 

这 显然 是 典型 的 整数 规划 问题 ,可 以 用 -- 般 的 整 
数 规划 的 解法 (如 分 支 定 界 法 等 }. 也 可 以 用 计算 机 穿 
举 的 办 法 ,对 满足 约束 条 件 的 xz,,y, 的 所 有 的 可 能 的 
值 的 组 合 一 一 算出 目标 函数 的 值 ,比较 得 出 景 优 的 方 
ЖОНЕ ӘРЕМ" Р ИЛЕ ,需要 穷 举 的 变 
EFE 14 个 , 穷 举 的 次 数 杰 大 , 注意 本 题 数 据 的 特 
S: Сз. Со, Сз 二 类 集装箱 允许 的 总 厚度 302.7 厘米 
W F Ci, Ca, Ca, Са 四 类 不 受 限 制 的 集 装 第 的 总 厚 
Жони t e + nata = 1737. 3 厘米 的 总 和 等 于 2040 
ШЖ ЕНЕ Br AE F ПЛАНЕ. ,因此 ,如 果 适 当 
选择 Cs, CoCr 二 类 受 限制 的 集装箱 的 件数 ,使 得 它 
们 的 总 厚度 Tser 不 超过 302.7 厘米 IH t; 302.7 厘米 
ШЕ 4 一 302.7 一 Tso7 达 到 最 小 值 ó 厘米 , 则 无 论 怎 
样 装 车 ,由 于 最 后 三 类 集装箱 的 厚度 总 和 专 (302. 7 — 
dd) 许 米 ,而 前 面 三 类 和 集 装 籍 的 总 厚度 只 有 1737.3 JH 
米 , 则 两 辐 车 所 装 的 集装箱 的 总 厚度 至 名 只 有 
1737.3 + (302.7 -— 8) = 2040 — (леж), B] PJ ЛЕ 4% 
空 险 之 利 至 少 为 了 厘米 . 如 果 能 将 所 选 好 的 C;, С. 
Cy 二 类 集装箱 (使 A = 302.7 -了 sy 达到 最 小 值 ) 以 
及 前 四 类 集装箱 的 全 部 都 设法 分 装 在 两 辆 平板 车 上 ， 
两 辆 车 上 的 空隙 之 和 就 法 到 了 最 小 值 a ,上 母 对 达到 这 
个 最 小 秆 的 每 个 解 检 验 一 下 它 是 否 符 合 关 于 每 辆 车 
载重 量 近 40 号 的 要 求 ,去 掉 不 符合 条 件 的 解 就 行 了 . 

уж НИЕТ Жою Ж 

按 前 述 分 析 , 分 两 步 进行 : 

第 一 步 . 设 = = z; + y; 是 两 辆 车 上 第 i 类 集装箱 
С, 的 总 件数 ,; = 5,6,7. 求 满足 约束 条 件 

Os ,0,7, 
Ты = ts2s t беле t Ёз И}Ю.] 
的 整数 za, zgo 使 日 标 函 数 AC Zs, za, 27) = 302.7 
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- Ts67 达 到 最 小 值 d. 

由 于 现在 只 有 三 个 变量 xs, xs, x7, 这 二 个 计量 
斯 有 可 能 的 组 合 的 取 值 只 有 (ns+ 1) (нь + 1) (яу + 
1)=(6+1)xt4+1) X(t8+1) 一 315( 种 ), 用 计算 机 
穷 举 可 以 很 快 得 出 管 案 . 事实 上 ,条 件 Ta 302.7 
还 迫使 1302. 7/1; = 302.7/64.0< 5, 27:4, B. 
也 不 需要 对 三 个 变量 穷 举 , 只 要 考虑 后 两 个 变量 0 
26. 274025 种 组 侣 ) 在 条 件 terg + trz7S 安 302.7 王 
的 所 有 可 能 的 组 合 〈 不 到 20 种 }， 对 每 一 种 组 合 取 
25 T (302.7 — гез 一 1727) 715 的 整数 部 分 ， 
А{(еҗ, вв, к) HERTE rg, z; Е ЕЕ ВГИК 
手 算得 出 答案 ; 

当 z= 3,2) =Ü BT. A КАЈ 0.68 


Ж. 

第 二 步 . 设法 将 Су, C, 类 集装箱 各 3 件 及 前 4 
类 的 全 部 集装箱 分 装 在 两 辆 平板 车 上 .我 们 已 育 = 
= ху + ур =0, МТВ у= уз = 0.0 т, = п, (4 = 1, 
2,3,4), ту= ть = 3. Ж i= 1,2,:: 6.8 z, + = 
т..Љ у= m, х, НЕ 6 hyr ЛЕВ 05 z; =< 
mi 二 1,2,…,6, 使 

tizi tt e61020, 

filmi ту) ++ falma х6) 1020. 2 
则 两 辆 车 的 空当 总 和 上 自然 就 达到 可 能 的 最 小 值 0.6 
E. 而 且 ,由 于 

йүү Te T = 2040 —Ü.5, 

Б РОА АГ ЕДВ АЎ, гулу ++ baa 
221020 - 0.6, АЛПЖЇ ОЛЕ 

1020 — 0. 6,12) ++ 26061020. 

再 注意 到 i = t = 48.7 JEK, b = zt = 52.0 EK, E 
只 考虑 厚度 时 可 以 将 C1, Cs 算 作 同样 的 集装箱 ,Cz， 
Cs 算 作 同样 的 集装箱 . 记 X = zi + zs, M, = m) + 
Ms, Xo = z. £a, M; = тә + mg, ШАТ 1 =3,4 记 X; 
= =i, = 为,, 则 问题 变 成 : 求 非 负 整数 X =M; i = 
1,2,3,4, 

1020 -0.65 X; ++ + t X51020. 
FIRE RIER (Х|, Ху, Ху, Ха), Ху, X, 分 别 
拆 成 两 个 非 负 整数 的 和 X = r,t ars, Хх + т, 
使 1 和 8r 委 7,x5s3,r6 安 3. 并 去 掉 重 量 不 符 台 要 
求 的 解 , 即 要 求 两 车 载重 量 都 所 40 吨 .考虑 到 两 车 总 
共 装 运 的 各 类 集装箱 的 件数 是 已 知 的 ( 即 С, — C, 全 
部 装运 ,Cs,Cs 各 装 3 件 ), 从 而 其 总 重 节 32W=2x 
8+3х7+]1х9+0.5х6+4х3+2хз=67 (ИЩ) 
Н.Н ЕЛ ВИ 2r, + 37a + ra + Sra 
+4 +26540 M, 3Ë R2z67 — 40= 27( Bh) , Я 
车 装运 的 重量 都 符合 要 求 . 


ШАРР HUM: X ¿= 1,2,3,.4, M — 11. 
10,.9,6, 并 且 只 须 取 其 中 三 个 为 独立 变量 .为 了 减少 
ЕВН ЕА X, X, X, 为 独立 变 基 ， 
而 取 X, 等 于 1020 一 CX + ta N, + t X42220 的 整 
数 部 分 .再 考虑 到 ;对 每 一 给 符合 条 件 的 解 ,将 两 辆 车 
交 措 一 下 所 装 的 集装箱 区 可 以 得 到 勇 一 组 解 , 这 两 组 
解 应 该 认为 事实 上 是 相同 的 ,只 要 取 其 中 一 组 就 行 
了 .注意 到 М,у=9 是 奇数 ,在 刚才 所 说 的 再 以 相互 交 
换 得 到 的 两 组 解 中 必 有 一 组 的 XX; 所 4, 男 一 组 的 X. 
25, MRAR F RER X,= 4 的 那 组 解 就 行 了 ， 
这 样 ,需要 窒 举 的 次 数 不 超 过 (10+ 1)(4+1)(61+4 1) 
=385, 这 对 计算 机 来 说 是 个 很 小 的 数字 ,很 快 就 可 算 
出 答案 . 实际 认 算 结果 , 共 得 到 30 组 符合 条 件 的 解 . 
我 们 就 不 在 这 里 术 列 它们 了 ,读者 不 难 自己 把 它们 算 
шж. 

三 .讨论 

控 厚 题 条 件 ,所 求 得 的 30 组 解 都 符合 要 求 ,但 也 
是 以 自己 附加 一 些 别 的 标准 ,从 这 些 解 中 再 选 出 榨菜 
个 标准 更 优 一 些 的 解 . 比如 可 以 要 求 0.6 厘米 的 空隙 
性 两 辆 牵 上 平均 分 配 , 各 为 0.3 厘米 ,或 选取 这 样 的 
解 使 所 装 送 的 总 重量 最 大 ,等 等 . 

本 是 的 解法 显然 有 特殊 性 ,依赖 于 特殊 的 数据 . 
特别 是 对 Су, Со, Со 这 三 类 集装箱 , 按 所 给 的 限制 条 
件 恰好 可 以 简化 运算 ,这 样 的 巧合 显然 是 为 了 变 成 考 
是 而 有 意 加 工 的 ,不 一 定 符合 实际 .如果 是 更 一 般 的 
情形 ,人 荡 怕 还 得 用 更 一 般 的 解 整数 线性 规划 的 方法 . 

13.1.2 (МСМ 1986 - 卫 题 应 急 设施 的 设置 . 

括 奥 兰 损 镇 迄今 还 没有 自己 的 应 急 设 施 . 1986 
年 该 镇 得 到 了 建立 两 个 应 急 设 施 的 拨款 .每 个 设施 都 
把 救护 站 ,消防 附和 警察 所 合 在 一 起 . 附 图 指出 了 
1985 年 每 人 长 方形 街区 发 生 应 和 急事 件 的 次 数 .在 北 
HR L 形状 的 区 域 是 一 个 障碍 ,而 在 南边 的 长 方形 
区 域 是 一 个 有 浅水 池塘 的 公园 ,应 急 车 辆 驶 过 一 条 商 
北向 的 街道 平均 要 花 15 种 ,而 通过 一 条 东西 向 的 街 
道 平 均 花 20 秘 . 你 的 任务 基 确 定 这 两 个 应 急 设 施 的 


位 置 ,使 得 总 响应 时 间 最 少 . 
s 2 2|i|s|o 3|2|4|2 
2|3|3 3314 1|310/4 
N=- 41313] {31401 0 19 
[1[2| o аз [212 [о 
зз [215 13 2[i|o]3[3 


图 13,1 говна h dr ЕН Г 
(|) 假定 需求 集中 在 每 个 村 区 的 中 心 ,而 应 急 设 
施 位 于 街角 处 . 
CE 假定 短 求 是 洛 包 围 每 个 街区 的 街道 上 平均 
分 布 的 ,而 应 急 设施 可 位 于 街道 的 任何 闻 片 ， 


解答 { 短 考 [31) 

— T 8 

1. 附 图 所 标 出 的 1985 年 每 个 长 方形 街区 应 急事 
件 的 次 数 上 只有 典型 代表 性 ,能 鲍 反 映 该 街区 应 急事 件 
出 现 的 概率 的 大 小 . 

2. 应 急 车 辆 的 响应 时 间 只 考虑 在 本道 上 行 驴 时 
间 , 共 它 因 素 { 如 转弯 时 间 等 ) 可 以 忽略 不 计 ， 

3. 两 个 应 急 设施 的 功能 完全 相同 .在 应 急事 性 出 
现时 ,只 要 从 离 事 性 发 生地 点 最 近 的 应 急 设 施 派 出 应 
AFART. 

4. 执 行 任何 一 次 应 急 任 务 的 车 辆 都 从 某 一 
和 急 设 施 出 发 ,完成 任务 后 回 到 原 设施 .不 出 现 从 一 个 
应 急事 件 点 直接 到 另 一 车 件 点 的 情 阅 .( 这 和 是 困 为 ,每 
一 个 地 点 发 生 事件 的 概率 都 很 小 ,两 个 地 点 癌 时 发 生 
事故 的 概率 就 更 是 小 得 可 以 忽略 不 计 . ) 

二 .假定 4 工 ) 下 的 模型 

在 假定 { 工 ) 下 ,应 急需 求 集 中 在 每 个 街区 中 心 . 
我 们 可 以 进 -- 步 假定 应 急 车 辆 只 要 到 达 该 街区 四 个 
街角 中 最 近 的 一 个 ,就 认为 到 法 了 该 街区 ,可 以 开始 
工作 了 . 按 假 定 (1) ,每 个 应 急 设 施 选 在 街角 处 ,可 能 
的 位 置 只 有 6x11= 66( 个 ). 两 个 应 急 设 施 的 位 置 的 
可 能 的 组 全 至 密 只 有 此 xx65 习 =2145( 个 ). 这 个 数 
目 对 计算 机 来 说 并 不 大 ,可 用 计算 机 进行 穷 举 ,对 每 
种 组合 一 一 算出 所 对 应 的 总 响 度 时 间 ,依次 比较 得 出 
最 小 的 响应 时 间 丰 对 应 的 选 址 方案 . 具体 算法 是 : 

REALIA, ДСА АЧ ЈЕ УЛ а, ААК 
IAA 多 - 轴 正 方向 ,从 西 到 东 为 Y 一 轴 正 方向 ,在 
南北 .东西 方向 上 分 别 以 一 个 秆 区 的 长 必 为 单位 长 . 
则 街 划 的 坐标 (X, RER О X< 10,0= Y 
=< 5 的 整数 .而 每 个 街区 中 心 的 坐标 具有 形式 {7+ 
0.5,3+0.5), ЖФ т.) АЖ: 029,06 
4 ВОК АП Да ЖАП K В В а, Шуа 
WAE (X, Y) 点 的 应 急 设施 到 名 (7 +0.5,у+ 
0. 下 为 中 心 的 街区 的 行驶 时 提 等 于 
z2j(X,Y,i,j)=15(|X-i-0.5|- 

+20(|Ү—у—0.5|—0.5) 
=15|X-(i+0.5)| 
+201У- (3+0.5)1- 17.500) 


TD 
记 bi DAAG +0.5,у + 有 .5 为 中 心 的 街区 的 事 
故 发 生 频 率 ( 邑 在 图 上 该 街区 所 标的 数字 ). 如 果 应 急 
лиа, Y) (Xa, ҮА a НАЖИ X, 
六, 则 该 设置 方案 的 总 响应 时 间 为 
ТХ, Yi, X2, Yz) 


9 4 
= эра imini (X, Yuri.) (X, Ya, i)i, 
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ЕХ, ДЫн 0—10, X: БОВ X 10, Yi, Ya 分 别 独 立 
地 取 遍 0 4. 依次 对 四 数组 (Xi YX У) }Ы— 
个 什 算 出 对 应 的 总 嘛 应 时 间 СХ, Yis Xz Y2) 10 
过 比较 可 得 出 所 有 这 些 总 嘛 应 时 间 的 最 小 值 及 对 应 
的 四 数组 . 

以 上 算法 不 难 用 计算 机 编程 实现 . 由 于 数组 的 个 
数 不 算 多 (只 有 两 于 多 个 ) ,计算 机 可 很 快 得 出 答案 . 
же: 

两 个 应 急 设施 分 别 证 在 点 (2,3) ‚(6,3 1. 

这 是 在 不 考虑 上 形 障碍 区 域 和 水 塘 的 影响 的 候 
定 下 得 出 的 最 优 解 .但 从 这 两 个 点 到 任何 街区 都 可 避 
Ж 有形 障碍 区 域 和 水 壤 , 上 它们 也 就 是 原 题 所 咎 要 
的 最 优选 址 . 

= AE > (I Y F 6556 3839 

在 假定 (T) 下 ,由 于 允许 应 急 设施 设 在 街道 上 任 
何 位 置 , 这 就 右 无 穷 多 种 可 能 位 置 ,不 能 直接 用 计算 
机 穿 举 .不 过 ,我 们 可 证 明 : 应 急 设 施 仍 应 谍 在 街角 
处 ,才能 使 总 响应 时 间 最 少 . 

对 已 选 定 的 两 个 应 急 设 施 的 位 置 A В, Ei 
先 米 看 总 响应 时 间 怎 样 计算 .首先 ,我 们 将 街道 上 所 
有 的 点 的 集合 划分 成 两 个 责任 区 Va, Vp ,分别 由 А, 
B 进行 救助 :街道 上 的 点 P 如 果 由 可 点 去 救助 比 由 
b ñ AS RK Hl hipa E Sir. ЙО P 划 进 A 的 责任 区 
Va БЕ 8 .为 复述 方便 ,我 们 将 每 个 长 方形 
街区 的 四 条 边 中 的 每 一 条 称 为 一 条 "街道 ” ,街道 的 一 


ВУНЕ” 每 个 街道 中 属于 V, 的 点 与 属于 V, ` 


的 点 各 组 成 一 街 段 ,分 别称 为 A 的 或 卫 的 "责任 段 ” 
一 条 街道 最 多 被 分 成 两 个 责任 段 ( 也 有 可 能 整 条 街道 
属于 同一 个 责任 区 ,因而 本 身 就 基 一 个 责任 段 ) ,责任 
地 段 只 有 有 贝 儿 条 .对 每 个 应 急 设 施 , 我 们 分 别 算出 
它 的 每 个 责 仁 段 的 总 响应 时 间 ,将 这 些 总 而 庶 时 间 求 
和 就 得 到 这 个 设施 的 责任 区 的 总 响应 时 间 . 将 两 个 贡 
任 区 各 自 移 总 响应 时 间 相 加 就 得 到 这 一 选 址 方案 的 
总 响应 时 间 . 

下 而 需要 知道 ; 任 一 设施 A 到 它 的 …- 个 责任 段 
EF B) AW Н} [Н] ДЕЕ P. 按 息 定 ( 工 ) ,街区 出 现 事 
故 的 频率 平均 分 布 在 它 册 团 的 四 条 街道 上 ,每 条 街 段 
的 事 败 发生 频率 与 亡 的 长 雇 成 正比 .将 应 急 车 辆 每 秒 
钟 行驶 的 路 称 作 为 长 订单 位 , 则 当街 区 事故 频率 为 
六 , 街 锚 的 长 度 为 上 时 ,这 一 街 段 的 事 败 频率 为 户 x Z 
70,70 是 街区 的 周 长 , 即 车 辆 绕 街 区 行驶 一 周 需 70 
秘 .在 大 多 数 情 况 下 ,一 条 街 段 闻 时 与 两 个 街区 相 邻 ， 
两 个 街区 的 事故 它 都 有 份 , 它 的 事 帮 频率 应 为 ( 户 + 
xT, p 分 别 是 这 两 个 街区 的 事故 的 总 频率 
( 即 诛 题 图 上 标 出 的 数 ). 当然 可 以 用 积分 的 方法 . 即 
搬 人 分 点 将 责任 段 EF ЖУР ИЛМЕ БЕ 2, ,每 一 小 
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Et 8; ТЕНЕТ ШЕ Ж Е Ж p = kd, , J: 
F ds 是 83 的 长 度 ,是 与 i 无 关 ( 但 与 EF 的 选取 有 
关 } 的 常数 , 取 应 急 车 辆 从 A 到 这 中 任意 一 点 的 行驶 
Еа Т; 作为 上 到 5 的 时 间 , 则 微小 街 段 襄 的 者 应 时 
间 近 侯 地 等 于 Таз, .对 这 些微 小 的 嘛 应 时 间 求 和 妈 
得 到 EF 的 总 响应 时 间 的 近似 值 . 让 每 个 ds, 一 0, 求 
和 变 成 求 积分 即 可 .但 在 这 里 ,问题 比较 薪 单 ,可 以 不 
用 积分 .事实 上 ,由 于 EF 的 每 -小 段 的 事故 发 生 频 
率 只 与 这 一 小 段 韵 长 度 有 关 , 换 名 话说 ,频率 密 麻 是 
常数 ,只 要 求 出 EF 到 A 的 平均 行驶 时 间 人 ,再 乘 以 
ЕЕ 的 总 的 事故 频率 就 行 了 . А 设 在 街角 处 时 , 平 
均 行驶 时 间 也 就 是 A 到 EF 的 中 点 M 的 行驶 时 间 
Тма = 15|X -mil +20| Y- m REX, Y), 
(mioma AAE A, M A ‚ПН Ж ЖЕНЫ НК 
塘 的 影响 . 将 Тыл Æ ЕР HERNE, SEIS | EF 
的 总 响应 时 间 . 换 名 话说 ,就 是 将 EF BE kU ҖЕ pep 
集中 到 M 点 ,认为 МИЯ ar 发 生 事故 ,而 EF 的 
甚 它 点 都 不 发 生 事故 ,这 样 不 会 改变 EF 的 总 响应 时 
E AETH. 如 果 应 急 设 施 A 不 是 设 在 街角 处 ， 
而 是 设 在 某 杂 街道 CD 的 两 个 端点 忆 , 吕 之 间 , 则 可 
能 出 再 这 样 的 情况 :从 A 出 发 到 EF 中 的 某 些 点 的 最 
短 救 助 路 线 应 经 由 蕊 点 ,市 到 男 一 些 点 去 刚 应 经 由 
站 点 ,这 时 ,平均 时 间 就 不 等 于 A 到 EF 中 点 M3 的 时 
间 Taw ,而 是 比 了 Taw 小 .在 这 样 的 情况 下 EF 可 以 分 
RAR EG, GFE, M A 到 其 申 ~- 眉 {比如 REG) 上 的 所 
有 的 点 的 最 短 救 助 路 线 应 经 由 己 点 ,而 到 男 一 段 ( 比 
如 GF)} 上 的 所 有 的 点 则 应 经 由 吕 点 最 近 , 而 G 点 到 
态 点 则 有 两 条 最 短 救 助 路 线 分 别 经 由 已 点 和 口 点 ， 
这 两 条 路 线 的 路 程 相等 .分 别 计 算 EG ,GF 的 事故 发 
ERE рр, poe, 将 这 两 个 频率 分 别 集中 在 ЕС, GF 
各 自 的 中 点 M1, M ,就 可 分 别 算 出 EG ,GF 的 总 网 
应 时 间 , 再 将 它们 相 加 就 得 到 EF 的 总 响应 时 间 . 

下 而 证 明 : 景 短 的 总 响应 时 间 必 可 由 设 在 街角 修 
的 应 急 设 施 A.B 来 实现 ,假定 已 选择 两 个 应 急 设 施 
А,В 的 位 置 司 总 响应 时 间 最 短 , 且 至 少 有 -个 设施 
{比如 4) 丰 是 设 在 街角 处 ,而 是 设 在 某 一 条 街道 CD 
的 两 个 端点 C,DD ZE. 我们 证 明 ; 可 以 把 这 个 设施 从 
А | С яй Г), Белал ла (ЛЇП Н 1И "Т ВЕ 
少 ). 证 明 的 主要 炉 法 是 :将 设施 迁移 到 街角 后 , 它 到 
某 些 街 段 缩短 了 一 段 路 程 ,同时 到 另外 革 些 街 段 则 增 
加 同样 长 的 一 段 路 程 ,如 果 路 程 纳 短 的 那些 街 段 的 事 
旗 总 频率 友 于 路 程 增加 的 那些 街 段 的 事故 总 频率 , 则 
总 啊 应 时 间 缩 短 了 ,设施 位 轩 得 到 优化 ,说 明 原 来 的 
位 置 不 是 最 优 .从 各 到 它 的 责任 区 Vi 的 任 -- 点 了 ， 
有 两 种 可 能 的 最 短 救 助 路 线 AP :一 种 是 沿 AC ,经 由 
CARP, я AD AA D AA S| P. Н AP 


РАУ — BI 1 л, 这样 的 点 P 组 成 的 集合 记 作 
Ue ILE АР 属 下 后 - -种 情况 ,这 样 的 点 卫 组 成 的 集 
合 记 作 ГЛ). 这 样 就 将 A 的 责任 区 按 最 短 救 助 路 线 出 
发 时 的 两 个 不 同方 党 分 成 了 两 个 区 域 (各 几 一 些 街 段 
组 成 ), 比较 U... U, 这 两 个 区 域 各 自 的 事故 总 频率 
pc ро 的 大小. 如果 pe ТЕ ро 大 ,我 们 就 将 设施 从 A 
FHC. E Ue HEES Up 2, pp E pe 
太 时 ,将 设施 由 4 EAD ERE UARN Le) 
Y ре рр PHS ЕЖЕ С а D 都 可 以 .我 们 证 
H: AS ЕЕ ТЕКЕ НЕ Ла, ДЫ n BF In F ni Е 
Карвен п. ТАЕ. g ТЕ ВТО Ж Е, ЕЕ 
А-А (B E, 4 розе рр ШЇ. ПУ 
案 一 定 比 原来 更 优 , 说 明康 来 不 可 能 最 优 }) .不 妨 先 假 
ЖЕ рєш” рь ,设施 从 A ЖС Al p> pe 的 情况 同 
理 ). 为 了 便于 比较 逊 移 前 后 的 总 响应 时 间 的 变化 情 
况 , 我 们 先 作 下 面 两 个 假设 (其 中 所 说 的 “ 旧 " 是 指 设 
施 迁 称 前 的 情况 ,而 “新 " 则 是 指 迁 称 后 的 情况 ). 

(1) Т АША A ЖЕ С 后 ,两 个 上 昌 的 责任 
区 Va. Va ЗИТ С 和 BB 人 负责 救助 , 暂 不 改变 . 
如 时 在 这 样 不 改变 责任 区 的 情形 下 都 能 证 明 总 响应 
时 间 不 增加 , 则 再 进 一 频 合理 调整 C, B 的 责任 区 还 
可 能 进一步 缩短 {至 少 不 会 增加 }) 总 响应 时 间 , 更 加 说 
明 搬 迁 方 案 的 优越 . 

2) 搬迁 后 从 新 设施 C 到 提 区 域 Ui 中 的 任何 
一 点 P 的 救助 路 线 为 :从 C 出 发 离开 CD А 
的 旧 的 救助 路 线 独 已 :从 С 到 旧 区 域 Up 的 任何 … 点 
已 的 救助 路 线 为 :从 切 出 发 沿 CD{ 经 过 4) 到 万 ,再 
ЖЖ A 的 后 的 救助 路 线 到 成 . 

设 应 急 车 辆 从 A | С 的 行驶 时 间 为 了 . 则 按 {2) 
的 行驶 路 线 , Le 的 点 到 设施 的 路 程 都 碱 少 了 AC , 行 
驶 时 间 减 少 T, 总 响应 时 间 焉 少 pcT; Up 的 点 则 相 
反 ,路 程 都 增加 AC ,行驶 时 间 都 增加 工 ,总 响应 时 间 
增加 nT. 由 于 pe pn, peT рТ, ДУ BJ [aJ M 
少量 想 过 {或 等 于 ) 增 加 量 , 总 的 效果 是 减少 了 (或 不 
改变 ;总 响应 时 则 ,设施 搬迁 后 的 位置 比 原来 更 优 , 至 
少 同 样 优 . 

假设 (2) 的 路 线 不 一 定 是 最 短路 线 , 如 果 再 进 一 
步 选择 最 短路 线 , 则 还 有 可 能 进 -~- 步 缩短 新 设施 方案 
的 总 响应 时 间 ,更 加 说 明 其 优越 性 .假设 11) 的 责任 区 
的 划分 不 一 定 基 合 理 的 .可 以 再 进行 调整 ,将 街道 上 
的 每 一 点 划 给 离 它 最 近 的 设施 的 责任 区 ,这 样 又 可 能 
由 减少 新 设施 方案 的 总 响应 时 间 , 家 一 次 增加 它 的 优 
ЖЕЎЕЛЕР. 这 样 就 证 明了 新 设施 比 旧 设施 页 优 ,或 同样 
优 . 


因此 ,在 假定 ( 由) 之 下 , 仍 下 设 应 急 设施 在 街角 
处 .于 是 与 假定 ( 1 ?的 情况 类似 地 可 用 计算 机 穷 举 算 


出 答案 来 ,对 什 一 对 候选 的 应 急 设 施 位 置 А(Х,, 
Y) ,Ba ,Yo 人 (人 标 为 整数 ), 求 出 每 一 条 街道 CD 
的 总 响应 时 间 ,将 所 有 街道 的 总 响应 时 间 相 加 就 得 到 
这 一 选 址 方案 的 总 响 庶 时 间 . 进 行 比较 就 可 得 出 最 短 
的 总 响应 时 间 及 对 应 的 选 址 方案 . CD 的 总 响应 时 间 
的 计算 方法 已 在 前 面 讲 过 . Ah УЖЕ ТЕШ ИЙ 
处 ,只 要 将 CD 分 成 两 个 责任 段 { 在 多 数 情 形 下 实际 
上 只有 一 个 责任 段 )CE ,ED ,将 这 两 个 责任 段 的 事故 
频率 分 别 集中 在 它们 各 自 的 中 点 计算 就 叮 以 了 . 

计算 结果 ;应急 设 施 以 设 在 点 (2,3),(7,3) 时 最 
Ж. 

EBRE DZT AA — Вр НЕ W P — ЖЕНЕ 
个 算法 . 按照 这 个 算法 ,假定 5 了) 和 假定 (下 ) 下 得 出 
间 样 的 答案 .我 们 将 假定 (I ) 和 假定 ( 吾 ) 进 行 比较 . 
首先 ,既然 已 经 证 明 在 假定 (本 ) 下 应 急 设施 仍 应 设 在 
街 前 处 ,这 就 与 假定 (1 ) 相 同 了 .只 是 对 每 一 对 畔 选 
位 置 4 ,日 计算 交响 应 时 间 时 的 算法 不 同 .我 们 考虑 
每 一 个 街区 和 它 周围 的 四 条 街道 在 两 种 不 同 很 设 下 
算出 的 总 响应 时 间 有 何不 同 .注意 大 部 分 街道 都 是 街 
区 的 分 界线 ,属于 两 个 街区 共同 所 有 ,分 担 两 个 街区 
的 事故 频 谤 .但 我 们 可 以 把 这 样 的 街道 顺 着 街道 方向 
剖 开 成 为 两 部 分 ( 左 半 部 分 和 右 半 部 分 ), 认 为 每 半 部 
分 各 只 属于 一 个 街区 ,只 承担 这 一 个 街区 的 事故 发 生 
频率 ,不 用 再 将 两 个 相 邻 村 区 的 频率 相 加 . 求 出 所 有 
这 些 “ 半 边 街 道 " 的 总 响应 时 间 之 和 ,也 就 是 整个 城镇 
的 总 响应 时 了 了 . 现在 我 们 来 看 在 假设 (了 ) 下 围 成 每 
个 街区 的 四 条 按 (半边 街道 ") 的 总 响应 时 间 . 如 果 这 
四 条 边 处 在 同一 个 责任 区 中 ,我 们 称 这 个 街区 为 非 边 
界 街区 .在 计算 非 边 界 街区 的 四 条 边 的 总 响应 时 间 时 
把 它们 所 分 担 的 事故 频率 各 自 集 中 在 它们 的 中 点 . 相 
对 的 两 条 边 分 担 的 事故 频率 相等 ,在 求 它们 的 响应 时 
间 之 和 时 可 以 用 这 两 条 边 各 自 的 中 点 到 应 急 设 施 的 
行 台 时 间 的 平均 值 T 乘 上 它们 的 事故 是 率 之 和 ( 即 
每 -- 个 的 事故 频率 的 两 倍 } 来 计算 . 但 这 个 平均 值 T 
就 是 街区 中 心 到 应 急 谨 施 的 行驶 时 间 ( 想 象 有 穿 过 街 
区 中 心 的 东西 方向 和 甫 北方 向 的 道路 供 行 和 出 ) .因此 ， 
可 以 把 相对 两 边 的 事故 频率 集中 在 街区 的 中 心 , 从 而 
把 你 个 街区 的 事故 频率 集中 到 街区 中 心 . 设 这 个 街区 
的 中 心 M 的 坐标 为 (i +0.5,7+0.5) (029,0 
Js4 是 整数 ) ,而 这 个 街区 所 属 的 应 急 设 施 4 的 坐标 
为 (车 ,Y), 则 这 个 街区 周围 的 四 条 街道 到 A 的 平均 
行驶 时 间 就 等 于 

151Х- (2+0.5)1 +201 Ү-(3+0.5)1 (8). @ 
将 这 一 结果 与 假定 (了) 下 从 А(Х, УУТ 
BARTRÆR (X,Y, ANED MAH, RH 
ж -个 常数 17.5 秒 . 换 句 话说 , 按 假定 ( 工 ) 只 要 求 应 
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行驶 的 穿 过 该 中 心 的 东西 .南北 两 条 道路 ). ШЖ ТЕЕ 
ECTO PERA RRE REAR H O, Mig- -种 
НЕЈТ З АЧ ЛУНА] ди A, a Er 
时 间 也 就 增加 一 个 常数 ,而 方案 的 优 劣 不 会 因此 点 
变 , 原 来 的 最 优 方案 仍然 最 优 , 俱 这 样 一 来 在 两 个 候 
定 了 对 非 边界 尘 区 的 总 而 应 时 间 的 计算 方法 就 完全 
相间 了 .唯一 有 区 姻 的 地 方 是 被 责任 区 分 界线 一 分 为 
二 的 街区 .在 假定 { 工 ) 下 是 按 该 街区 中 心 所 在 责任 区 
将 它 吾 个 划 归 这 个 责 企 区 . 按 根 定 5 ПОШ А 
两 部 分 ,分 别 属于 商 个 责任 区 ,这 样 可 使 这 个 街区 的 
总 响应 时 间 比 按 假 定 ( 工 ) 略 小 一 些 . 在 假定 CT) К, 
如 果 在 计算 时 对 所 有 的 街区 也 按 街区 中 心 的 归属 将 
这 个 街区 全 部 划 和 人 一 个 责任 区 ,这 样 算出 来 的 就 是 近 
似 的 总 响应 时 间 , 而 按 这 样 的 算法 得 出 的 最 优 解 就 是 
近似 的 最 优 . 而 这 个 近似 的 最 优 解 必定 就 是 假定 ( I) 
下 的 最 优 解 人 2,3),(65,3) ,无 须 重新 计算 .在 假定 (T) 
УЖ ПТ ЖА Л Ж ЛАЛ БУН ГӨ], ИШЕ ИГИ 
ЖНАЕУ (2,3), C, DAEA, RE 
1 秒 钟 .考虑 到 原始 数据 [街区 的 事故 次 数 ) 本 身 并 不 
能 百分之百 的 代表 今后 的 事故 频率 ,1 秒 钟 的 误差 应 
说 是 在 允许 范围 ,并 不 能 说 明 用 近似 算法 算出 的 解 就 
一 定 不 是 最 优 ,在 实际 中 完全 可 以 当 最 优 解 来 用 .更 
何况 ,即使 在 假定 ( J) 下 ,如 果 采 用 方案 {2,3), (6, 
3) , 则 每 个 街区 都 整个 的 在 一 个 责任 区 中 ,没有 哪个 
街区 坡 分 割 开 来 分 别 划 进 两 个 责任 区 ;而 方案 (2 ,3)， 
(7,3) 却 将 5 个 街区 分 割 开 了 ,这 给 应 急 设施 进行 救 
助 带 来 不 方便 .权衡 利 鄞 ,我 们 得 出 下 面 的 结论 : 

PAREC ,方案 (2,3),(7,3) 比 方案 (2,3), (6， 
3 引 的 总 响应 时 间 约 少 | 秒 钟 (分 别 为 5121.4 Pk. 
5122.5 秒 ) ,但 考虑 到 实施 救助 的 方便 起 见 , 宁 肯 采 
用 方案 (2,3),(6,3). 

四 .算法 的 进一步 讨论 

以 上 算法 是 建立 在 用 计算 机 进行 穷 举 的 基础 上 , 
可 以 称 为 ; 算 靶 1. 计 算 矶 穷 举 法 . 

穷 举 的 方法 当然 可 以 说 是 笨 办 法 , 它 对 一 些 明 显 
不 优 的 谷 置 仍 要 一 个 个 去 验证 ,这 实在 显得 太 条 .但 
穷 举 的 办 法 也 有 一 个 好 处 , 那 就 是 ,不 用 再 证 明 最 后 
答案 的 最 优 性 .这 个 答案 已 经 和 所 有 的 别 的 可 能 方案 
都 比较 过 了 , 比 它 们 都 优 , 基 优 性 已 经 得 到 证 明 . 本 茵 
的 -- 个 特点 是 需 要 穷 举 的 可 能 方案 的 数 间 不 大 ,用 计 
算 机 进行 穷 举 所 花 的 时 间 很 必 , 因 而 是 可 行 的 ,也 是 
优越 的 .但 假如 考虑 更 一 般 的 城市 ,街道 数 日 较 多 R 
庶 急 说 施 的 个 数 也 可 能 不 止 两 个 ,而 是 更 歼 , 则 计算 
机 所 花 时 间 将 会 大 大 增加 .能 不 能 有 一 种 非 穷 举 的 有 
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ЖЕЕ? 可 以 考虑 采用 如 下 的 方法 . 

算法 >. 逐 次 改 近 法 : 它 的 基本 想法 都 是 先 从 一 
个 初始 的 方案 (不 一 定 最 优 ) 出 发 ,逐步 如 以 本 进 , 直 
到 得 到 一 个 不 能 上 骨 改 进 的 方案 ,就 有 可 能 是 最 优 方 
ж. АИИ E. 

先 任 选 两 个 位 置 ( 举 标 为 整数 的 点 ) до, Bo 作为 
应 急 设 施 A. B 的 若 初 的 选 址 . 比如 可 选 4o(0,0)， 
Bot10,5), 即 选 这 个 城镇 的 西北 佣 、 东 南 负 分别 为 
Au, Воб ЧГ ПЕВ А, Бо 选 得 更 好 
一 些 , 殉 快 地 达到 最 后 结果 ). 坛 考虑 将 设施 A 向 东 、 
晴 . 南 或 北 四 个 方向 备 寿 动 一 个 街区 (即将 A ТЮ 
标 或 纵 坐 标 增加 或 减少 一 个 单位 ),B 暂时 不 动 , 看 总 
响应 时 间 如 何 变 化 ( 当 热 ,如 果 在 某 个 方向 上 已 经 不 
可 能 移动 , 即 已 经 处 于 城镇 的 边界 ,就 不 考虑 这 一 方 
向 上 的 移动 ), 如 果 疝 其 一 方向 上 的 移动 引起 总 响应 
时 间 的 增加 (或 不 变 ), 这 一 方向 不 是 好 方向 ,再 换 另 
一 个 方向 试 斌 . 如果 向 某 一 方向 的 物 动 引起 总 嘛 应 时 
间 的 减少 ,这 一 方向 就 是 好 方向 ,将 A 向 这 一 方向 移 
动 一 个 街区 (从 А, ED A.) DL А,В 的 新 位 置 作为 
出 发 点 重新 间 省 个 方向 试探 . ШЖ A 向 四 个 方向 的 
移动 者 不 能 第 短 总 嘛 应 时 间 , 旭 将 A 固定 不 动 , 再 试 
B 的 移动 ,直到 B 向 四 个 方向 上 的 磷 动 都 不 能 缩短 
总 响应 时 间 , 再 考 应 A 的 移动 .这 样 将 A.B 两 个 设 
施 轮 流 移 动 以 优化 方案 ,直到 不 能 再 优化 为 止 : 即 
A,B 中 任何 一 个 向 任何 方向 的 殉 动 都 不 能 使 总 喧 应 
时 间 再 争 短 .这 时 这 个 优化 过 程 就 收 化 了 ,我 们 可 以 
认为 找到 了 最 优 方案 .如 果 从 我 们 刚才 所 说 的 两 点 
(0.0), (103 出 发 ,采用 假定 ( 工 ) 的 算 靶 ,进行 逐次 
改进 ,最 后 就 收 往 于 (2,3),(6,3)? 这 两 点 .已 经 知道 它 
确实 是 最 优 方 案 . 

能 和 否 证 明 :从 任意 两 点 出 发 都 收 伍 于 最 优 方 案 ? 
从 数学 理论 上 讲 ,这样 的 逐次 改进 的 方法 达到 的 是 
“ 极 好 值 点 ” ,而 不 一 定 是 "最 好 值 点 ”. 即 :将 总 响应 时 
间 了 作为 两 个 应 急 设施 位 置 的 四 个 仅 标 入; Yi X, 
Y; 的 沙 数 ,用 逐次 改进 法 所 得 到 的 是 函数 的 极 小 值 
点 ,但 不 一 定 是 最 小 值 点 . 如果 能 证 明 这 个 鲨 数 只 有 
一 个 极 小 值 点 , 它 也 就 是 最 小 值 点 .但 这 一 般 是 不 成 
立 的 ,即使 成 立 也 是 很 礁 证 明 的 . 比如 本 题 ,如 果 从 
(4,0),( 4.5) 这 两 点 出 发 ,就 会 发 现 最 后 收 伊 于 (4， 
1),(S,4) 这 两 个 位 置 ,不 是 最 优 方 案 ( 按 假定 { 工 ) 的 
算法 ,方案 (4,1),(5,4) 的 总 响应 时 间 是 3355 ЖР, mi 
方案 (2,3),(6,3) 的 总 响应 时 间 只 有 3215 3). 但 将 
这 两 点 向 周转 作 的 任何 试探 都 不 能 加 以 改进 .事实 
上 ,本 题 有 两 个 极 小 值 点 42,.3),(6,3) 和 (4,1),15， 
4) .出 于 选择 的 初始 位 置 不 合 , 逐 次 改进 后 分 别 收 化 
于 这 两 组 位 里 .初始 的 两 个 点 的 模 坐 标 比 较 接近 的 ， 


FERATE -组 解 , 反 之 一 般 收 襄 于 前 一 组 解 , 对 
АУЕ ,由 于 城镇 的 形状 是 东西 方向 窗 . 南 北方 向 
宽 , 从 直观 上 计 , :开始 选 的 两 个 点 应 该 一 个 偏 北 , 5 
一 个 信 南 ,这 样 才 使 得 个 束 任 区 中 相 且 最 远 的 点 的 距 
离 痢 不 天 ,总 响应 时 间 才 不 会 太 大 ,如 柴 选 的 两 个 位 
置 呈 东 两 方向 排列 ( 即 槛 坐标 很 接近 ) ,如 上 而 所 说 的 
(4,0), (4,5) Ma, M BS T {ЕК Е |b] Е. 
E. 8 fT DCL TE ИНЕ АК EL Ba BU xA HPB E йб. ДА 
响应 时 间 显 然 不 会 小 ,因而 一 开始 就 是 不 合理 的 , 收 
雍 过 程 也 就 容易 误 人 人 歧途. 

由 此 可 见 , 上 述 的 逐次 改进 法 在 理论 上 是 不 完善 
的 ,但 在 实用 上 却 是 可 行 的 ,只 赣 最 初 的 两 个 位 置 不 
是 选 得 赤 不 从 理 , 实 际 上 仍 能 得 出 最 优 解 . 当然 也 可 
以 从 不 同 的 初始 位 置 出 发 多 试 几 次 ,如 果 经 过 收 敦 得 
到 圳 干 个 不 民 的 解 , 再 遂 过 比较 从 这 些 解 中 选 出 一 个 
最 优 的 就 行 了 .不 过 ,就 本 题 来 说 ,由 于 计算 机 穷 举 法 
计算 旺 本 来 就 不 大 ,在 理论 上. 又 没有 漏 镁 .逐次 改进 
法 虽然 可 以 提高 一 些 速 产 , 但 仍然 不 能 用 手工 计算 ， 
БОШ ЖРТ БИ ЕЙ, 做 平 还 是 得 不 偿 和 失 , 反 而 不 
如 计算 机 穷 举 法 来 得 干净 利落 . 

五 ,最 优 解 满足 的 条 件 

上 述 的 逐次 改进 法 ,试图 改进 计算 机 穷 举 法 不 管 
好 坏 一 概 窍 举 的 “笨拙 "之 处 ,但 它 自己 也 同样 笔 拙 . 
一 开始 的 初始 位 置 随便 起 选 , 也 是 不 管 好 坏 ; 试探 的 
时 候 不 管 特 样 上 只 下 一 步 ,而 不 敢 向 好 的 方向 大 踏 昔 的 
改进 .能 不 能 将 它 上 再 改进 一 下 ,使 得 能 比较 容易 判断 
方案 的 好 坏 , 很 快 地 得 到 最 好 的 方案 ”为 此 , 5 
ж -下 量 优 艇 到 底 应 该 满 足 什 么 样 的 茶 件 .即使 不 能 
得 出 充分 条 件 , 那 怕 得 出 :~ 些 操作 方便 的 必要 条 件 也 
行 . 

涪 起 米 也 简单 ,最 优 解 满 足 的 必要 且 充 分 的 条 性 
是 :用 任何 方法 都 不 能 将 它 改 进 . 当然 ,“ 尾 何方 法 "是 
难以 操作 的 : 淮 也 不 好 担保 它 所 找到 的 方法 已 经 穷尽 
了 所 有 的 方法 .但 是 ,如 果 找 到 了 一 种 方法 将 它 改 进 ， 
就 足以 说 明 它 不 是 最 优 . 因此 ,最 优 解 满 足 的 必要 条 
忻 是 :用 你 所 找到 的 方法 不 能 将 它 改 进 .这 一 条 件 比 
较 好 操作 ,前 提 是 你 必须 尽量 找到 一 些 方法 ,个 得 用 
你 的 方法 不 能 改进 的 解 很 少 .下 面 就 给 出 -个 这 样 的 
方法 . 

先 将 问题 简化 , 改 为 :内 说 一 个 应 惫 设施 .此 时 存 
在 非 穷 举 的 有 效 算 法 如 下 . 这 个 方法 有 些 类 似 于 求 贡 
点 系统 的 力学 重心 {但 以 足 类 似 而 并 不 完全 相同 ) ‚5 
述 方便 ,不妨 称 为 “重心 法 ” 

设 应 急 设 施 的 最 优 位 置 在 A 点 ,其 坐标 为 (X， 
Y) .我 们 的 基本 想法 是 :如 果 A 点 北面 ( 即 横 坐 标志 
Х УЙ Буа ( Pl 3 Кк > Х) ИН PC IJ ЕГ ЕЕ 


HAERERAA , ШЖ ТЕЕ lp] Б БЕР ЖИЕ y Pl EE 
эт ЕЛУ И БУШ [В], А.т y E tr ae. BJ. Ж 
优 位 置 A 应 使 得 它 的 北面 和 南面 发 生 事故 的 频率 尽 
可 能 相等 . 接 句 话说 ,北面 发 生 的 事故 庶 当 尽 可 能 搂 
近 人 整个 城镇 囊 故 总 数 的 一 半 . 同 理 , 它 的 东 面 各 西 面 
的 事故 频率 也 应 该 尽 可 能 相等 ,两 面 发 生 的 事故 应 尽 
可 能 接近 事故 总 数 的 一 半 . 

З, Н ЧА О 10 的 每 个 整数 值 定义 x 
ЗА p(xz), 它 等 于 所 有 满足 条 件 (ss > 
的 街区 (i , 力 的 事故 频率 的 总 和 .这 里 ,我 作用 每 个 街 
区 东南 角 的 坐标 (i , 7) 来 代表 这 个 街区 . 这样, pir) 
是 单调 递增 遇 数 . (0) = 0. 4 r1 f plr) plr 
-1 就 是 找 坐 标 等 于 z 的 5 个 街区 的 事故 频率 之 
和 .因此 рс) – p(xz- 120. ПА. ЖЕН ЕТП 
言 .plix) 一 ptz 一 1)>0 对 =1,2,…,9,10 成 立 ， 
pfz) 是 严格 单 测 递 增 函 数 . P = p{10) 就 是 整个 城 策 
的 事故 频率 总 和 和 ,本题 中 P = t09. 按 照 上 面 的 说 法 ， 
RR AX, AREI X irit] р(Х)— Р/2|Ж 
小 .这 样 的 天 最 密 只 有 两 个 (分 别 大 于 和 小 于 Р/2). 
就 本 是 的 数据 而 言 ,计算 得 

i=0— 10 时 р( HKE 0,15, 28, 38,47,65, 
78,85,92,99,109. 
р(4)=47 最 接近 P 0254.5. Х = 4 |В, ХАК 
Оу ААТ ЧЕЛДЕ асг) ЖЕЙ =< 
3 ВОЗЕ (г, ЈОНА ҖЕ Б, Ж, ЭУ 

j 二 0 一 5 时 (7) 0,25,40,57,83,109. 
АЕ у (у) PAE, Y=3(o(3)= 
57 1 109/2 = 54.5 最 接近 ). 因 此 ,如 果 不 考 虚 障碍 
和 水 塘 的 影响 , 则 一 个 设施 的 最 优 位 置 为 (4,3). 这 个 
位 置 恰好 不 受 障 碍 和 水 塘 的 影响 ,确实 就 是 所 求 的 最 
луй. 

下 面 证 明 这 个 方法 的 正确 性 .最 优 位 置 显然 存 
在 ,只 要 证 明 其 它 的 位 置 都 可 以 改进 ,不 是 最 优 , 则 
{(X,Y) 当 然 就 是 最 优 了 .考虑 应 急 设 施 的 任 一 其 它 
位 置 (x ,y). 先 考察 M HR Emr. 过 M 作 一 条 东西 
方向 的 直线 1, 将 城镇 分 为 两 部 分 . 将 事故 频率 小 的 
那 一 部 分 称 为 U, ЗИ ЕРА YJ ЛЕ БУ ЖК U. 
(两 部 分 事故 频率 相等 时 ,任意 指定 一 个 为 Ui, 另 一 
个 为 La, 不 过 本 题 并 不 出 现 这 一 情况 ). 考 虑 将 M 向 
U. JE: METERA Муң (ФЕ {ДОВ y, 横 
BREA +l r-i) aN AERAR A 
的 直线 fj{ 与 1 平行 }, 1 将 事故 较 多 的 这 一 区 域 Ur. 
再 分 成 两 部 分 ,其 中 hb 之 间 的 那 部 分 记 为 Uo A 
一 部 分 认为 V RILE UL Uo. Vi 这 二 部 分 到 设 
施 的 路 程 的 变化 及 由 此 引起 的 总 响应 时 间 的 变化 . E 
RE 
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La 中 的 街区 到 新 日 法 施 的 路 程 不 变 , 对 总 啊 应 
时 间 没 有 影响 . 

LC, 中 的 街区 到 新 设施 N 的 路 程 比 到 旧 设 施 M 
增加 1 个 街区 ,引起 总 响应 时 间 增 加 15 х ру ЖР, р, 
是 U 的 事故 总 频率 ， 

中 的 可 区 到 新 访 施 N 的 路 程 比 到 Mf АЌЛ 1 
个 街 芝 ,引起 总 响 麻风 问 践 少 15 x p. ЖР, py 是 V, 

容易 看 出 ,只 要 如 > 入 , 则 移动 设施 的 总 效果 是 
总 唱 应 时 间 减 少 , 方 案 仿 化 , 原 方 案 不 优 . 

如 果 设 U, 的 事故 总 频率 为 部: 则 按照 原来 的 
БЕ, (由 Uo, Wl HE) фй УЛЕА P2 T Ру 大 
F U 中 的 事故 频率 p 如 果 ps + po Ш рә KIER 
Ж.Д F) р + ру PRE 向 后 所 得 的 p, 仍 大 于 
Pi: 匡 来 的 方案 就 不 是 最 优 了 .我 们 证 明 : q +> x 
时 一 定 是 这 样 , 先 设 p(X) 扎 PP 这 (比如 本 题 p(4) = 
47< 54.5, W Aji kE). ШИЖ z < Х.Х, 
PEL рг) рХ)Р2, рх) L PAAP- 
ре). Ж И ЕИ МІНЕ (су) ТЕ Ж 
(хн. у), Д p(x) 就 是 旧 设 施 北 面 的 事故 总 数 ,P 
-pir +) 就 是 新 设施 南面 的 事故 总 数 , 既 然 plr) 
<Р р(х +1)， 新 设施 就 比 旧 设施 优 ， 占 设施 涉 
w. EEE => X + 1 的 情形 , 则 ХРО р(х 
+0 ple 10) < ptr), plr- 1) >2РЛ>Р- 
рО) MESRA Сс, у) #(х—1,у) 叮 以 优化 .除了 
LX r> ХУТ, z X ВНЕ АВЕ z = X + 1, 
РХ) Ро рх +1)= plr) ШЖ p(X + 1) - 
PZ/22= Р/2- p(X), 则 p(XX+1) 与 p(X) 同 样 接近 
PXT+1 也 呆 以 取 来 作为 X. (X+1,Y)E( X, Y) 
同样 优 .假设 不 是 这 样 的 情况 (如 本 题 ), 则 ptX + 1) 
-PA>PA- pX), pt XY<P- p(X+1),BhX, 
3) 北 而 的 事故 比 (多 + 1,y) 南 面 的 事故 多 ,将 设施 
A (z, y) (BD (X +1, y) АЗЕ (Xx, у) 
可 以 引起 优化 .这 就 在 Р(Х )= P 2 的 情况 下 证 明 
T 3 r= X ЮК, у) ЖАА. р(х) >р? 
的 情况 , 同 理 可 以 证 明 同 样 的 结论 , 同 理 还 可 证 明 ; 当 
sF Y hiir, y b E ERE. GRRR, Y) 
FARER. A EAE. 

现在 回 到 原 题 条 件 ,考虑 设 两 个 应 急 设 施 的 情 
形 ,假如 按 前 面 所 说 的 算法 2, 指定 了 了 蝴 个 点 Ао, Во 
作为 庶 急 设施 的 候选 位 置 . 这 一 组 位 兽 是 否 已 经 最 优 
T? 如 果 不 是 ,有 什么 方法 较 快 地 改进 它 , 面 不 要 一 
步 一 步 地 试探 着 前 进 ” 我 们 可 以 先 按 设施 的 两 个 候 
选 位 置 Ao Bo 划 定 它们 的 责任 区 Va , Vs 的 范围 ， 
将 每 个 街区 ! 按 假定 { 工 )) 或 街道 上 的 两 个 点 ( 按 假 定 
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( lÍ )) J Ж Iz iF BJ AIHE. ТРА ТУ ЕЙ 
路 程 相等 的 ,任意 划 给 一 个 责任 区 .然后 ,在 每 个 责任 
区 内 可 按 前 述 的 * 重 心 法 "各 找到 -个 的 最 佳 位 置 
A. H A A, В. 分别 取代 Ao. Во. ИИ ТЕЛ АЙТУ 
性 区 的 情形 下 已 经 能 够 说 明 方 案 被 优化 广 .如 果 А. 
B, УЕ Ag, Во 不 完全 相同 , 喜 任 区 也 村 能 发 生 
变化 . 按 设 施 的 新 位 置 A , Ву 重新 划 定 责任 区 ,在 两 
个 新 的 责任 区 范围 内 再 :次 用 "重心 法 "各 选 -个 新 
位 置 .这 样 ,调整 责任 区 范围 和 在 每 个 责任 区 内 了 寻找 
最 优 位 置 交 蔡 进 行 ,每 进行 一 次 都 使 方案 得 到 优 北 . 
这 个 过 程 必定 站 化 (因为 方案 不 能 无 穷 地 优化 下 去 }， 
即 设施 位 置 及 责 仁 区 范围 都 不 能 天 改变 .这 就 达到 了 
这 个 方法 所 能 找到 的 最 优 方案 . 

以 上 方法 可 以 作为 算法 3, 仍 称 为 “重心 法 "( 因 
为 它 是 在 两 个 责任 区 内 分 别 用 重心 法 求 最 优 位 置 ). 
而 且 ,在 实际 计算 时 ,可 以 颠倒 - -下 顺序 :第 一 步 水 先 
选 两 点 位 置 ,而 先 按 基 种 方案 将 所 有 街区 划分 成 两 个 
区 域 ,作为 最 初 的 责任 区 ,再 在 责任 区 内 分 别 用 重心 
法 求 雪 两 个 点 ， 

重心 法 通常 都 比 算法 2 的 一 步 一 步 改 进 变 快 ,很 
快 就 可 收 全 到 一 组 不 能 再 改进 的 方案 . 收 伍 后 是 理 就 
得 到 了 最 优 解 ? 与 算法 2 的 人 情形 类 似 ,仍然 不 能 肯 
定 , 很 可 能 与 一 开始 划 定 真 任 区 范围 的 方式 有 关 . 

使 用 重心 法 时 ,还 应 当 考 虑 到 这 样 的 情况 ;如果 
不 改变 责任 区 ,A В, 在 各 自 的 责任 区 内 当然 是 最 优 
位 置 ,--- 移 动 就 会 使 总 响应 时 间 增 加 , 设 增加 量 为 
t1. 但 如 果 称 动 后 引起 责任 区 改变 , 则 调整 责任 区 可 
冉 使 总 响应 时 间 减 少 某 个 z. 假如 移动 的 方式 选 得 
适当 ,使 ;11, 划 方案 仍然 获得 改进 .这 说 明 , 在 用 
重心 法 达到 收 全 后 ,还 应 该 用 算法 2 再 试探 - -下 ,看 
是 否 还 有 改进 的 余地 ,不 过 ,不 需要 具体 计算 出 总 啊 
应 时 间 , 只 要 考察 总 响应 时 间 的 增 减 情况 就 行 了 .由 
于 试探 时 设施 只 移动 一 步 (一 个 街区 的 长 度 ) ,引起 的 
责任 区 改变 只 有 半 步 ,所 一 般 都 很 小 ,实际 上 很 难 使 
2 要 使 二 出 已 更 小 ,将 责任 区 内 已 经 达到 最 优 
ПОХ, RAMI YEDA XNR Y 
+O ЛЕ БЕЗ ЙЕ АЖ {  р(Х EIN g Y +1)) 
仍 很 接近 Pi ,这 里 P, 荐 该 责任 区 内 的 事故 频率 总 
数 .但 要 p(X)- P, 2 Ej p(X+1)—- Ру/2(86 (КҮ) 
-Pi22 5 gl Ytl) -P DARRA 0, RAEM 
符 导 相反 时 才 有 可 能 .也 就 是 说 :只 考虑 (X,Y) 疝 事 
故 多 的 方向 上 的 移动 . 

下 面 用 重心 法 来 计算 本 题 的 最 优 解 ,由 于 收 敏 速 
度 很 快 ,可 以 用 手 算 实 现 . 只 要 第 一 步 的 责任 区 划分 
得 不 是 太 不 合理 , 求 出 的 也 的 确 是 最 优 解 ， 


ЖГ): 

考虑 到 城镇 是 长 方形 ,很 日 然 先 用 沿革 西方 向 的 
直线 x 一 5 将 城镇 分 成 同样 大 的 南北 两 块 :各 含 25 
TEKU, ww 这 样 做 的 理由 是 :可 以 使 每 块 内 部 
点 与 点 之 间 的 最 还 路 程 不 会 太 长 ,有 利于 降低 总 响应 
时 间 . 分 别 计算 这 两 顽 的 频率 函数 得 

北 块 ;z – ДАБА ЦН :0,15,28,38,47,65; 

у ЖН :0,16,22,36.50,65. 

В: — ЕРА Н .0,13,20,27,34,44; 

y- Жр :0,9,17,21,33,44. 

北 鼎 > - Ира НА ik K 65/2 = 32.5 的 是 
28,у- ЧА НОП 05/2 = 32.5 的 是 36. 最 优 
AA (2,3): F] BE н] Н РВ НАС IK ч Н 
B73). 

再 划分 А.В, BAE: ЕК 4 AA ##i 
区 的 中 心 离 А, В, КЕНЕ, A E H, 都 可 
以 .如 果 划 给 六 1, 则 就 是 原来 的 责任 区 方案 U, Vis 
说 施 位 置 不 能 再 优化 .考虑 将 它们 划 给 Ну. ШИШ 
在 区 Us, Va 分 别 由 北面 的 20 个 街区 {机 坐标 过 3 
的 } 和 南面 的 30 不 街区 ( 横 坐 标 闻 4 的 ?组 成 .对 这 两 
块 重新 选 最 优点 . U, ПОЕ S E A (2,3), V; 的 
最 优点 变 成 B,(6,3}. 

А,В; 的 责任 区 仍 只 能 分 为 VU Yi, 各 自 的 最 
优点 当然 还 是 A. B .已 下 能 再 优化 .将 它们 作为 最 
ZER (与 算法 1 的 结果 比较 知 它们 确实 是 最 优 . ) 

HAERE D 下 计算 ; 

第 - 步 : 傅 先 平均 分 成 南 , 北 两 个 相等 的 区 域 
МИЛАТА А 02,3), 817,3). 

第 二 步 :4A1, Bi 的 责任 区 的 边界 为 直线 x = 
4.5, 它 将 横 坐 标 为 4 的 5 个 街区 都 沿 东 西方 向 剖 为 
两 半 . 各 属于 一 个 袁 任 区 ,这些 街区 的 事故 频率 总 和 
18 ERREI FEA, r h 9. 仍 将 А, 的 责任 区 记 
为 ,Bi 的 真 任 区 记 为 V;. W] U, ЙЧ > - КБА 
{{4:0.15,28,38,47,56,р(2) = 28 最 接近 56/2 = 
28, 故 最 优点 的 横 坐 标 仍 为 2; yy - 频率 函数 信 为 :0， 
17.F,26.5,41,56.5,74 ,最 接近 74/2 37 的 是 
g(3)= 41, дз MEAR Ду З. В U, 的 最 优点 仍 为 
ALP RRT HAH Vi 的 最 优点 也 还 是 B107， 
3). 即 过 程 已 经 收敛 . 

HOP: ERAR 2 逐次 改进 法 ) 能 否则 改进 
方案 .比如 ,考虑 B1(7,3) 能 否 称 动 . 在 原来 的 责任 区 
У, B, 的 北面 的 事故 总 频率 为 29, 南 面 为 24, 考 
虑 向 北面 移动 一 个 街区 .但 这 样 移动 使 南 面 的 街区 的 
街区 的 行驶 时 间 都 增加 了 15 秒 , 总 啊 应 时 间 增 加 15 
X24 秒 ,而 此 面 的 街区 中 有 5 个 (它们 的 事故 总 频率 


为 站 的 行驶 时 间 没 有 改变 ,而 另外 有 事故 频率 为 22 
的 街区 的 行驶 时 间 减 少 了 15 秘 , 引 起 总 响应 时 间 减 
少 15x 和 2 秒 , 减 少量 < 之 增加 量 , 是 得 不 屡 具 , 但 二 者 
的 差别 15x (24 – 22)= 30 秘 已 经 不 大 ,看 看 能 否 通 
过 责任 区 的 调整 得 到 补偿 .由 于 设施 从 p (7,338 9) 
B,(6,3) ,责任 区 边界 由 =4.5 变 为 =4, 问 北 移 
了 半 个 街区 , 造 威 了 5 个 * 半 街区 "从 А, 的 责任 区 变 
为 B, 的 走 任 区 .这 5 个 " 半 街 区 "的 北面 一 合 的 街道 
凋 整 前 后 的 行驶 时 间 相 同 ,不 引起 总 响应 时 间 的 改 
蛮 . 翻 下 只 有 东 而 两 侧 偏 北 的 半 条 街道 的 行 台 时 间 碱 
少 了 7.5 秒 !( 南 北方 向 半 个 街区 的 行驶 时 间 ) ,而 这 些 
街 眉 占 街区 局 长 的 (1 如 x2A0=374070 秒 为 车 
辆 绕 街区 行驶 一 周 的 时 提 ) ,故事 故 总 频率 为 18x37 
1418 是 这 5 个 街区 事故 频率 之 和 ). 故 责任 区 的 调 
整 引起 部 响应 时 间 减 少 7.5x18x3v14re28.9 秒 , 疝 
Зет. 秘 才能 补偿 前 面 所 增加 的 30 秒 总 响应 时 间 . 
因此 ,将 第 二 个 设施 从 {7,3) 移 到 (6,3) 反 而 引起 总 响 
庶 时 间 增 加 1.1 秒 ,还 是 以 木 移动 为 优 (注意 :这 1.1 
秘 之 差 就 是 前 面 计算 机 穷 举 法 时 用 假定 (I ) 下 的 结 
果 近 侯 地 作为 假定 ( 王 ) 下 前 结果 造 戌 的 差别 ). 

如 果 在 一 开始 不 用 直线 x =5 来 分 割 责任 区 ,而 
用 直线 + =4. 则 第 一 步 得 到 的 方案 就 是 (2,3), (6, 
3) ,类似 的 分 析 可 得 出 :在 假设 1 IT 下 ,如 果 将 (6,3) 
向 南 移 动 一 个 策 区 ,可 使 总 响应 时 间 减 少 1.1 秒 , 从 
而 二 案 得 到 优化 . 

如 果 一 开始 用 南北 方向 的 直线 y =2.5 来 分 割 
责任 区 ,将 城镇 分 成 同样 太 小 的 东西 两 块 . 在 假定 
(D 下川 重心 法 计算 的 结果 ,最 后 收 就 于 (4,1),{5， 
4) 两 点 ,恰好 就 是 逐次 改进 法 所 得 到 的 另 一 对 极 慎 
点 .但 这 样 前 责任 区 分 割 方案 显然 是 不 可 取 的 ， 


$13.2 数据 的 处 理 


用 数学 模型 解决 实际 问题 ,常常 涡 要 处 理 大 量 数 
据 .由 于 问题 的 不 同 , 趟 理 数 据 的 廊 汪 也 不 同 .有 的 是 
求 一 个 连续 的 是 数 去 对 所 给 的 离散 的 数据 进行 氢 合 
或 回归 ;有 的 是 先 根据 问题 本 身 的 机 制 建立 起 数 党 会 
式 . 再 利用 所 给 数据 求 出 公式 中 的 符 定 参数 . 所 给 的 
数据 来 自 实 际 测量 或 经 验 ,当然 都 大 近 亿 值 , 不 可 如 
免 有 误差 .而 我 们 要 求 出 的 函数 或 公式 也 必然 只 能 近 
伏地 反映 客观 规律 .因此 , 进行 误差 分 析 和 稳定 性 分 
ЎТ: Е 3280, 

13.2.1 (МСМ 1991 一 太 题 ) 司 计 水 箱 流 量 . 

茶 些 几 的 用 水 管理 机 构 需 估计 公众 用 水 速度 ( 单 
位 是 加 仓 / 小 时 ) 各 和 锤 日 总 用 水 量 的 数据 .许多 地 方 没 
有 测量 流 人 或 流出 市 政 水 第 流量 的 设备 而 只 能 测量 
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水 箱 中 的 水 位 (误差 不 超过 0.5% y. 当 水 箱 水 位 低 于 
其 最 低 水 位 工 FT, KRKE KA B ӘК fu | 
最 高 水 位 H AI. TH Z Е БЇК ЖЕТИП А. [N 
此 ,在 水 季 开 动 时 无 法 立即 将 水 箱 中 的 水 位 和 用 水 量 


”联系 起 来 ,这 种 情形 一 天 发 生 -- 次 或 二 次 ,每 次 约 为 


二 小 时 . 
TATATA HTZ, аа ЗЕ АК ВАЕ Е НК Е 


量 a), ДАГЫ а В TRARA 
小 镇 的 真实 数据 . 

жр ЗЫ В {у ТЩ ЕЕ АЙ ЕТЕ] Е], Кбе. 
位 是 自分 之 一 英尺 ,例如 :3316 秒 之 后 水 箱 中 的 水 深 
是 31.10 黄 尺 . 水 箱 是 高 40 英尺 .直径 为 57 英尺 的 
TAH .通常 水 泵 当 水 位 落 到 27 英 扩 以 下 时 开始 抽 
ККЕ З 35.5 黄 反 时 ,水 泵 停 正 工作 . 


— 


28543 


i 时 间 ( 秒 ) | 0 6635 | 10619 | 13937 | 17921 21240 | 25223 

永 位 (英尺 )| 3175 | 3110 | 3054 | 2994 | 2947 | 2892 | 2850 | 2795 | 2252 | 
32284 | 35923 | 39332 | 39435 | 43118 | 46636 | 49953 | 53936 | 57254 | 60574 | 
2697 KAFA Кя 50| 3550 | 3445 | 3350 | 3260 | 3167 | 3087 | 3012 
64554 | 68535 171854775020] 79254 82649 | 85948 | 89953 | 93270 | 
2927 | 2842 | 2767 | 2597 | KRHA | KAF | 3475 | 3397 | 3340 


解答 (Еч ЖЕЛЕДЕ р X [41) 

一 ,问题 的 分 析 

由 于 水 箱 的 横 裁 面积 5 = 57 x ки = 2552. 76 
(平方 英尺 ) 是 已 知 的 常数 ,由 每 个 时 刻 ; 水 箱 里 的 水 
位 中) 就 可 以 算出 此 时 水 箱 里 水 的 体积 V(t)= Sx 
(和 .也 加 以 认为 Ct) 就 代表 VC2){ 仅 租 差 常数 因 
T). r JK Hik BJ ВТВ УЬ, F = E ЈК А 
时 间 里 水 位 的 降低 完全 是 由 用 水 引起 的 .这 三 段 时 间 
E Vi DRERI- YIi) 对 时 间 的 导数 
М (1) = - ЗаСе) Е ЖИН Sr (ry. Ж 
АШК Ep E: BJ a| ВУ ЖЕ ЛД k Їй Ж Ez ЛК СЕП. ЖШ 
KER Ж Вт КТУ НЕДЕ 5S) 就 是 这 段 时 间 里 的 总 用 
KE. 因此， 可 以 根据 这 三 段 时 间 内 已 知 的 (1) 的 
歼 据 { x}, 用 拟 合 或 播 值 的 方法 去 分 别 得 出 每 段 时 
AE HARAG , 进 面 得 出 这 二 段 时 间 肉 各自 的 
拓 四 ,问题 是 在 水 条 抽水 期 间 的 情况 不 知道 .但 可 以 
iz: kisa B BS Et A Ct Ska Hk E tryna dë 5: 
Jeorii АЖ. |N i; HÍ Pi HH Es 49 ARTER hk BB [a] 5 
f (YB r Sk l Н е) 85 жї Ж. 48 B| zk Ж 
抽水 期 间 (На. 

二 ,由 У) = Sh(1) 的 数据 拟 会 流 恒 田 雪 уг) 

1. 未 抽水 期 间 流 其 消 数 值 的 计算 ; 

这 也 就 是 由 V(O TEAM Viz) = 
Sh(*L)Xi= 0,2,6, nm t < t С, ) ETF И SP Es 
#- V 《ti 的 利 . 这 在 数学 分 析 中 有 许多 现成 的 算 
法 


ñ fB) B. АКАН ЖЕЙУ ДА ДЕ: ТЕ Р Б ДУХ А] 
[hrt AFE- Vir) ЕВЕ ВА, ИЕП ИД (е, 
SKD, (ша, МС ЖА АНАР ЕУ 
V(2)#frE ЛУ [Н] АЕ) БӘ А $ , BARE MAE 
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Уб) Убада) 
trl t, 


( 即 差 商 ) 作 为 / (z) ҖЕ М 


PE) виш. 

更 精确 一 些 的 办 法 是 :用 多 项 式 插值 的 方法 ,将 
图 数 - V(2) 的 图 象 上 每 一 个 已 知 点 ti, -VDS 
它 附近 的 几 个 已 知 点 ( se Vlie ERTSE, 
找 一 条 最 低 次 数 的 多 项 式 曲 线 去 经 过 这 几 个 点 ,将 这 
ЖЕНЕТ (а, VDATA RREA 
天 4,) 的 值 . 比如 ,考虑 过 点 (1,，， “ Visp (E= 0. 

L 1, + 288 КНЕ ЗЧ 8) Newton-Gregory 公 
14): 

Fu.) = е чны Vi 2 
(ХАЖ Ах H ARA а И ОЛИ ЕЕ". Ж 
个 区 间 的 左 端点 或 右 端 点 ,zt Pk r, | B] BE fr ,这 
时 可 类 和 似 地 用 “向 前 插 慎 法 "或 “向 后 插值 法 "等 .) 

2. 由 已 有 的 若干 C4) 的 值得 出 f( 7) 的 曲线 . 

由 于 假设 了 f(z) 的 变化 规律 与 水 友 是 否 抽 水 无 
关 ， 可 以 由 已 得 到 的 у, = (ОБЕТЫ 
期 间 的 ) 的 值 ,用 拟 合 或 插值 的 方法 得 出 整个 (4) 的 
曲线 . 

有 的 优秀 论文 采取 用 多 项 式 拟 合 的 办 法 . 即 : 找 
一 个 指定 次 数 的 多 项 式 函 数 曲线 去 尽 可 能 接近 所 有 
ВЕЛ О, у), ЖЕЗ 下) 的 图 象 .“ 尽 可 能 接近 ” 
的 标准 是 :在 已 知 点 的 误差 的 平方 和 泡 ,(f(1.) у) 
最 小 .这 就 是 最 小 二 乘法 . 

但 是 ,这 样 用 -个 统一 的 多 项 式 函 数 来 氢 合 的 方 
法 有 一 个 严重 向 陷 :如果 所 用 的 多 项 式 的 次 数 太 低 ， 
自由 参数 (多 项 式 的 系数 ) 太 少 , 拟 合 的 效果 就 会 太 
差 , 误 莽 很 大 .如 果 为 了 减少 误差 而 采用 高 次 多 项 式 ， 


则 稳定 性 太 差 , 即 某 一 点 的 值 的 微小 变化 (已 知 值 的 
微小 误差 ) 可 能 造成 离 这 点 很 远 的 点 的 值 鸭 巨大 变化 
{所 大 误差 ), 这 是 木 合 理 的 ,因为 , 按 常 识 , 任 一 点 的 
ERTE, RMR E E POTE AREA RARIK, 
TAERA R. 

-RRE X ГОНГА. ЕЖ 
ВА. 即 在 每 个 小 区 间 [ z, ,z,;1 | 内 用 三 次 曲线 连 
EMTEA yhd ya |), МАН $E < B] 
的 图 象 的 连接 处 的 一 ,二 阶 导数 都 相等 . 

三 . 求 总 用 水 量 

假定 已 经 将 (7) 用 整体 的 或 分 段 的 铬 项 式 耻 数 
来 表达 , 则 很 容易 求 它 的 定 积分 来 得 到 总 用 水 量 , 并 
且 还 可 算出 水 泵 每 次 抽水 的 总 量 及 抽水 速度 . 三 篇 优 
郁 论 文 算出 的 结 举 分别 是 :338000,326600 和 330000 
(Hi Ар). 

办、 误差 分 析 

本 题 况 出 了 水 箱 水 世 测 量 误 盖 委 和 .5 澳 .对 于 测 
EFH A RETEA R. 由 于 总 水 位 由 27 英尺 一 
35.5 英 尺 ,0.5% 的 误差 在 0.15 ЛАЖ, ФЯ 
0.18 英 尺 . 如果 在 未 扫 水 的 三 段 时 间 里 分 别 骨 水 箱 里 
的 最 初 水 位 减 去 最 终 水 位 再 莱 上 S 来 计算 总 用 水 
B , 误 益 也 不 太 . 但 问题 在 十 ,在 前 述 优 秀 论文 的 解法 
中 利用 了 相 邻 两 个 口 知 水 位 之 差 
Ah=h(t 4) АС КЕ Р) ЖИН. Пу АА 很 小 ， 
一 般 在 0.5 英尺 左右 ,而 原始 数据 А (1), АС, ВУ 
误差 9.15 英尺 与 ДАл=й, 5 英尺 相 比 就 算是 相当 大 
了 (更 何况 上 (4, 41) 一 (4;) 可 能 达到 0.15 英尺 x2- 
0.3 黄 尽 ), 可 能 引 赵 F(z,) 的 值 的 很 大 的 相对 误差 . 
再 用 这 样 的 F(z,) 来 拟 合 得 出 流量 函数 (1) 和 计算 
用 水 总 量 , 谋 莽 就 可 能 相当 大 并 且 难 以 佑 计 . 因 此 ,就 
这 一 点 来 说 ,专家 评阅 意见 对 三 篇 优秀 论文 部 椒 满 

题 乓 的 提供 者 Yves Nicyergelt 自己 提出 了 一 个 
拟 合 方法 ,可 以 在 一 定 程度 上 避免 这 -缺陷 .他 的 方 
法 是 :不 先 用 相 邻 数据 计算 f(#;), 而 先 假定 流量 隆 数 
为 某 种 类 型 的 图 数 (со, су, со Е), ЩЧ cosci, 
一 ,cr 是 决定 这 一 函数 的 待定 参数 ,并 选取 的 类 型 
РАЯ сос c, 是 线性 关系 ! 比 如 取 /是 1 的 多 
Ш срср, с, Ж ДЕЛДИ). 由 со, сое, 
Cao 1) ЖЫК Н] ВНЕ 


[fea en Dd: = Vn) — Уб), 
Tos у Ca Ci Cp 的 线性 表达 碟 . 注音 上 商 的 等 式 
右边 VG) 一 Vt414) 足 已 知 的 .用 最 小 二 乘法 选择 
参数 со, стос, 的 值 .使 上 而 的 等 虑 的 左边 与 右边 
( 己 知 数 ) 的 误差 的 平方 和 最 小 . 可 以 选 得 稍 大 使 


与 1, 11 下 离 远 一 些 , 以 减少 由 相 邻 数据 引起 的 积累 误 
13.2.2 (CMCM 1992 一 六 题 ) 施 肥效 打分 析 . 

某 地 区 作物 生长 所 需 的 营养 素 主 要 是 氮 (N) в 
(Ру .但 (K). 革 作物 研究 所 在 该 地 区 对 土豆 与 生 莱 作 
了 -定数 其 的 实验 ,实验 结果 如 下 列表 格 所 示 , 其 中 
ha 表示 公顷 ,r 表示 吨 ,kg 表示 千克 . 当 一 个 营养 素 的 
邦 肥 量变 化 时 ,总 将 另 二 个 营养 素 的 施肥 量 保持 在 第 
七 个 水 平 上 ,如 对 土豆 产 基 关 'J- N BJ BEBE К TE Ж 35 
时 ,P 与 KK 的 施肥 是 分 别 取 为 196kg/ha 5 372kg/ha. 

试 分 析 施 了 肥 量 与 产量 之 间 关 系 ,并 对 所 得 结果 从 
应 用 价值 与 如 何 改进 等 方面 作出 估价. 


+9; 

N Р K 
施肥 量 | 产量 АЕ ри жшн 产 基 
(Каћа ftzha)| [(kg/ha) (t/ha)| (к/а) (t/ha) 

ü 15.18 0 33.46 0 18.98 
24 | 21.36 24 |32.47 ау {27.35 
67 125.7 49 | 36.06 93 | 34.86 
101 | 32.29 73 | 37.96 140 | 38.52 
135 | 34.03 98 (41.04 186 | 38.44 
202 | 39.45 147 | 40.09 279 | 37.73 
259 | 43.15 196 141.26 372 | 38.43 
336 | 43.46 245 | 42.17 465 | 43.87 
404 | 40.83 294 | 40.36 558 | 42.77 
| 471 | 30.75 342 | 42.73 | 651 [46.22 
生菜 
N K 
施肥 量 | 产量 | 
(kg/ha)| ttha) 
| 0 |15.75 
i 47 |16.76 
93 |16.89 
140 1 16.24 
186 | 17.56 
279 | 19.20 
472 17.97 
465 | 15.84 
558 | 20.11 
651 19.40 


解答 (主要 参考 中 国 科 技 大 学 获 特 等 奖 队 的 论文 ) 
一 .合理 的 假设 
1. 假设 试验 是 在 该 地 区 平均 气候 及 水 分 供应 的 
情况 下 进行 的 ,施肥 量 与 产量 之 间 注 是 一 定 的 规律 . 
2. 试验 是 在 相同 盐城 此 土壤 中 进行 的 ,土壤 本 
НОЗЕ А ВЕ ВЛЕ, ар ИЖ — ERRAR 
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肥力 . 

3. 各 次 试验 所 出 的 肥料 都 一 样 , 农 作物 的 品种 也 
是 一 样 的 . 

4. 成 验 埋 具有 相同 的 劳动 水 平 受 耕作 程序 . 

5. AAL EH R yr), Н ДСА. 

二 .一 元 将 应 横 型 

由 半 在 考察 每 一 种 肥料 效应 时 ,总 将 为 二 种 肥料 
的 施用 曙 保 持 在 一 个 固定 水 平 上 .内 而 中 岂 将 每 组 试 
验 看 成 单 因素 试验 ,为 此 , 先 根据 每 组 试验 的 结果 , 找 
到 反映 施肥 量 与 产量 关系 的 一 元 仇 应 方程 和 曲线 . 

农业 规律 表明 ,施肥 量 与 产量 之 间 满 足 如 下 的 关 
系 :开始 施肥 时 ,作物 产量 随 施 肥 量 的 增加 而 迅速 增 
加 ;施肥 昌 达到 一 定 程 度 后 ,作物 产量 随 施 肥 量 的 增 
吉 而 缓慢 上 升 :施肥 基 超 过 -- 定 限度 后 ,产量 反 市 随 
施肥 量 的 增加 而 下 降 . 

对 于 产量 W 与 施肥 量 z 的 关系 ,农学 家 有 以 下 
的 理论 ; 

(1) Nicklas 和 Miller 的 理论 ; 设 最 高 产量 有 时 施肥 
量 为 请, 边际 产 量 ( 即 产量 W 对 施 取 量 * 的 导数 ) 
dW/dr h-r REHE. B 

dW/Ar=¿( (h - r), 
МЛ W = bit bir bpt, 
其 中 0, 四 1 ,D2 WER, ШИ. W — W(x) 的 
图 象 是 抛物 线 . 
(2) 米 采 利 西学 说 ,; 设 最 和 高产 其 为 A. 边 际 产 量 
dW 4: A- W RIE. 
алате (A W), 
Ati W = A(1- exp( ~ cer)). 
图 条 呈 指 数 曲 钱 . 考虑 到 土语 本 身 具 有 一 定 的 天 然 肥 
力 , 上 式 修 正 为 
W=A{] -expl — ¿z + 52). 

(3) 英 示 科学 家 博 贫 德 发 现 , 将 施肥 对 和 象 按 施 肥 
水 平分 给 , 则 各 组 的 效应 曲线 时 育 线形 式 . 

上 述 农 举 家 的 理论 显然 不 一 致 . 对 此 应 作 这 样 的 
理解 :这 些 理论 适 人 台 于 不 同 的 情况 (不 同 的 作物 .土壤 
条 件 等 ,我们 先 根据 实测 的 试验 数据 作出 图 象 ,看 它 
大 致 与 那 种 情形 比较 萄 全 ,选择 曲线 的 英 型 . 再 运 几 
回归 的 方法 (最 小 二 乘法 ) 求 出 待定 的 参数 的 值 , 还 要 
WI RER СЗТУ НЕО А р e 
是 否 比 较 合 平实 际 . 1ПЖ 436 А VE ERER 
假设 或 进 -- 步 分 析 是 树 有 别 的 因素 应 考虑 . 

ЛУНД ВЕ ЛЕЕНЕ АЛЫ, Бл: 
о ра е ЕТ Жа БЕ ЗЕЛ КЫН 
点 作 图 (图 13.2 一 图 13.7). 从 中 厦 出 ,氮肥 对 于 作物 
的 贡献 大致 蛙 撒 物 线形 式 ,合肥 的 贡献 大 襄 呈 分 段 直 
KER. HIER LE RARER R, ER M 
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言 , 随 着 施肥 量 的 增加 ,产量 的 上 升幅 度 很 小 . 
因此 ,我 们 对 各 不 同情 况 分 基建 立 不 同 的 模型 如 
FE EP (Ља) E, н, р, (Кеа) 
Ж, „БЕ, ВАЛЕТА. 
СТ) ЛЕН ТЕТЕ рО PZ mq 8 А p £ 
式 .因此 ,运用 二 次 多 硕 式 回归 , 即 选 择 W = b+ b > 
+Фх° Я Бо, bib 使 W= W (x )#E P) А BJ 
偏差 平方 和 最 小 .得 
氨 肥 对 上 豆 的 效应 方程 : 
三 =14.74+0.1977 – 0.000342. 
氮肥 对 生 革 的 效应 方程 : 
1 = 10.23+0. 101» —0.00024n2. 
(2) ЖЕЛЕУ EP ESE DU ЕКЕ дасе В ВГВ 
EA. ЊЕНЕ EJ 44531] 
磷肥 对 土 更 的 效应 方程 ， 
_ |32.077+ 0.084р (0=р=10].(М4), 
T 139.968 + 0.0059; (101.04<2р<2342). 
W 


40.00 
20.00 
0.00 zin) 
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13.3 握 肥 对 生菜 的 效应 曲线 
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Р 13.5 НЕХТА ЕЛЕЩ 
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[13.7 EAER ЛУН 


磷肥 对 生菜 的 效应 方程 : 
|6.809+0.0521k (0=6:=202.54), 
~ [20.196 + 0.004724 (202. 54505685). 
(3) 钾肥 对 土豆 的 影响 呈 指 数 曲线 搓 式 ,效应 方 
ERIE (А) = AC- expl- сё + 2)) 20, A 为 
产量 极限 值 .5,c 为 参 基 ,运用 指数 回放 .得 到 钾肥 对 
土豆 的 效应 方程 
W(k)=42.17{1- expl — 0.015 – 0.641)). 
钾肥 施用 量 对 生菜 的 产量 影响 很 小 ,通过 线性 辐 
归 担 到 效应 方程: 
W(k)=16.2269 + 0.003952. 
各 种 肥料 的 效应 曲线 仍 见 图 13.2 一 图 13.7. 
对 上 上述 葡 应 方程 进行 回归 分 析 ,计算 得 到 各 方程 
偏差 平方 和 SSE 值 如 下 : 
SSE(n 一 土豆 )= 1.26, SSE(n 一 生菜 ) = 1.06, 
SSE( p 一 土豆 }=0.89， SSE(p 一 生菜 ) = 0. 54, 
SSE(k 一 土豆 } =4.90， SSE EH) = 0.47. 
SSE 值 都 很 小 ,表明 模型 与 实际 情况 比较 吻合 ， 
比较 止 确 地 反映 了 施肥 量 与 产量 之 间 的 关系 ， 
Z .— л, Ё Ай 60 Д 
І. 从 效应 曲线 看 出 :过 基 施 用 氨 肥 会 造成 作物 
的 减产 ,合肥 施用 量 超过 一 定 限度 后 对 产 基 的 贡献 很 
小 , 策 肥 对 土豆 的 贡献 也 是 这 样 . 狠 胞 对 生菜 产量 几 
乎 没有 什么 贡献 ,这 可 以 解释 为 : 生 药 对 钾肥 的 需求 
基 很 小 ,而 土壤 本 身 已 含有 足够 的 钾肥 满足 生菜 生长 
的 需要 
2. 考虑 到 肥料 本 身 的 成 本 ,不 能 言 月 追求 产量 
的 最 大 值 ,还 应 当 考 虑 到 多 投 人 的 肥料 的 价钱 与 多 增 
加 的 产品 的 价 鲁 哪个 更 多 . 从 模型 可 以 看 出 ,边际 产 
量 d 镀 /dx( 妇 产量 对 于 施肥 量 的 变化 率 } 随 着 > 的 增 
大 而 不 断 减 少 . 令 Px 代表 肥料 价格 , PW 代表 产品 
Юі. ПАУ А dW 的 价钱 PW .dr ATAI 
ЖЕЛЕ E dr 的 价钱 Pzr dr ‚ШЖ ДЕ dW /dr > Pr 
PW 土 , 再 增加 施肥 量 才 是 划算 的 , 当 dWAz<s Prr 
PW 峙 再 增加 施肥 量 就 得 不 偿 失 了. 因此 ,最 佳 施肥 
量 应 满足 条 件 
ай/ае = Pr/PW. 
四 、 甘 于 三 种 肥料 的 交互 作用 的 讨论 
一 天 效应 模型 将 作物 产 基 看 作 三 种 肥料 的 施用 
量 的 一 元 函数 .但 实际 上 ,这 二 种 肥料 是 有 交互 效应 
的 .比如 ,将 磷肥 .钾肥 不 是 都 团 定 存 第 七 个 水 平 上 ， 
而 基 固 定 存 另 外 的 水 平 , 则 作物 产量 对 氮肥 施用 基 的 
变化 规律 受 最 佳 施肥 量 都 会 有 变化 . 为 此 ,自然 应当 
把 W ТЕА НАНЕ н, р, е У лр 
W=Win,p k) H8 ЛЕТИЕ W Een. р, 
H TETA, ШИК = K S yh Ñ 
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W= ba бын t bpt bik КБ н? + bap t buk 
+ Втр + bunk- bab , D 
再 用 回归 的 方法 来 求 待定 系数 . 
那么 ,这样 求 出 的 艾 及 项 系数 是 天 就 反映 了 肥料 
之 疝 的 艾 互 效应 昵 ?” 为 了 分 析 这 个 问题 , 作 如 下 的 处 
理 (参见 [5]). 注意 到 所 有 的 试验 点 只 是 在 以 Cn, p, 
记 ) 为 誉 标 路 三 条 平行 于 坐标 轴 的 直线 上 变动 ,这 二 竹 
线 交 于 一 个 公 此 点 (xn6, о. ko). ВАА Е x. p, 
k 的 第 七 个 水 平 (这 个 公共 点 的 试验 实际 上 重复 了 三 
次 ,得 出 的 W 各 不 相同 ) .将 坐标 轴 平 移 ,使 坐标 原点 
FE g, Pos Ву). 即 以 ng» bas Ёр 作为 标准 施肥 量 ， 
ШКА ЕНЕ ELE {ПЕЙ N= x но, PE p- boa, K = 
Ë -如 作 为 新 的 变量 , 称 为 相对 施肥 量 . W BAEN, 
Р.К 的 二 元 二 次 函数 
W= Hat НЫМ + BpP + ВКК + ВАМ + ВР? 
+ ВккК? + ВМР + BNK + ВРК. @ 
对 新 的 坐标 系 , 所 有 的 试验 点 都 在 坐标 轴 上 ,至 少 有 
两 个 坐标 为 0. 将 这 些 试验 点 的 自 变量 信 ( 相 对 施肥 
量 ) 和 国 数 值 ( 作 物产 量 ) 代 人 国 数 表达 式 去 求 各 系 
娄 , 就 发 现 所 有 的 交叉 项 系数 Bip, Вук, Пр 部 消 类 
了 (因为 该 项 的 两 个 自 变 基 中 至 少 有 一 个 是 0) ,不 可 
能 由 试验 结果 来 确定 . 搁 句 话说 ,这 三 个 交叉 顶 的 系 
数 可 以 任意 取 值 而 不 影响 与 试验 结果 的 一 致 .这 说 
明 , 由 这 样 的 试验 结果 完全 不 能 确定 加 式 的 交叉 项 
也 就 不 能 确定 中 式 的 交 义 项 .如果 直接 对 号 式 用 回归 
的 方法 求 交 丸 项 , 求 出 的 交 丸 项 系数 实际 是 由 呈 式 的 
一 次 项 系数 及 n, ру, Бо 得 出 的 ,不 能 反映 三 种 肥料 
的 奕 互 效 启 ,这 是 由 试验 方法 决定 了 的 :将 两 种 国 素 
固定 ,一 种 因素 变动 ,这 样 安排 试验 所 得 的 试验 效果 
注定 了 是 不 能 得 出 交互 效应 的 . 
五 ,关于 试验 设计 的 改进 
外 上 面 的 分 析 可 以 知道 , 原 题 所 用 的 试验 设计 方 
式 蚌 不 好 的 ,应 子 改 进 ,在 平行 于 坐标 提 的 那 三 条 直 
线 之 外 再 安排 一 些 试验 ,以 反映 肥料 之 间 的 交互 作 
Я.И, AREL RER ТИКИ ЕТИ УУ 
法 ,对 二 因素 试验 , 选 了 15 个 试验 点 如 下 : 
(1) 首先 选择 一 个 中 心 点 (no, ро» Ёо) (如 原 题 所 
说 的 三 种 肥料 的 第 七 个 水 平 ). 
(2) 二 个 因素 各 选 -- 个 步 长 Дн, др, АЕ, 9 
率 各 选中 心 点 下 ,下 两 个 水 平 n 土 An, p+ Ap, k + 
二 ,二 个 因素 冲 腾 这 两 个 水 平 之 一 , 共 组 合成 8 个 试 
(3) ЩЖ ЛЕУ (ССВх15—8)/2ж], 215,5 
“ж ао R. КИК п ЕААл,р +АДр, 
k AA ,让 共 审 任意 一 个 因素 取 这 星 的 两 个 水 平 之 
764 
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$ 13.3 数学 模型 必须 接受 
实际 检验 


建立 数学 模型 来 解决 实际 问题 .一般 应 经 过 如 下 
二 个 步骤 ， 

1. 将 实际 问题 中 的 数量 关系 用 数学 的 语言 加 以 
刻 划 , 变 成 一 个 数学 问题 ,这 就 基数 学 模型 .这 一 步 称 
为 建 模 . 

2. 用 已 有 的 数 掌 二 具 或 发 明 新 的 数学 下 具 ( 并 借 
助 守 必要 的 计算 手段 ) 求 解 所 得 到 的 数学 问题 , 求 出 
它 的 数学 解 或 数值 解 . 

3. 根 据 实际 同 题 的 需要 和 要 求 对 所 得 到 的 数学 
解 或 数值 解 进行 检验 ,看 它 是 否 合 平 实际 ,是 否 可 以 
付 诸 实施 ,是 否 经 济 台 算 ,等 等 . 

实际 问题 是 十 分 复杂 的 .在 上 述 第 一 个 步骤 中 ， 
我 们 必须 从 实际 问题 的 诸多 因素 舍弃 掉 次 要 的 因素 ， 
选取 主要 的 因素 加 以 描述 ,建立 起 模型 . 这 一 覃 型 只 
能 是 近似 地 刻 划 了 实际 问题 ,而 不 可 能 作 到 第 对 准确 
的 肇 划 , 因 此 ,第 二 步 所 得 到 的 数学 解 或 数值 解 是 否 
符合 实际 ,必须 经 过 检验 .如 果 不 符合 实际 ,就 要 回 到 
第 一 步 , 重 新 考察 影响 该 问题 的 诸 因素 ,修改 原先 的 
假设 ,建立 新 的 模型 ,再 重新 求解 和 检验 .我 们 不 可 能 
达到 十 全 十 美 . 只 要 得 到 了 比较 符合 实际 的 模型 及 其 
解 管 ,就 可 以 先 交 付 使 用 ,产生 经 济 效益 和 社会 效益 ， 
同时 ,在 必要 和 可 能 的 情况 下 再 进一步 改善 所 得 到 的 
模型 ,以 追求 更 好 的 效 盖 . 

以上 所 说 的 是 实际 部 门 的 工作 者 用 数学 模型 来 
解决 实际 问题 的 过 程 .大 学 生 在 学 校 里 解答 数学 模型 
问题 ,是 对 这 种 过 程 的 模拟 和 预演 ,也 必须 遵循 上 述 
二 个 必要 的 步 花 ,而 不 能 像 解 答 纯 数 学 理论 问题 那 
样 ,只 管 得 出 数学 解 就 完了 . 

13.3.1 (CMCM 1992- BEDE ЕЦЕ. 

组 成 生命 重 白质 的 若干 种 氮 基 酸 可 以 形成 不 同 
的 组 合 . 通过 质谱 实验 剂 定 分 子 量 来 分 析 划 个 生命 
重 白质 分 子 的 组 成 时 ， 通 到 的 首要 问题 就 是 如 何 将 
它 的 分 子 量 X 分 解 为 几 个 氨基 酸 的 已 知 分 子 量 
fi]{fi=1,2,，,n) 之 和 . 某 实验 家 所 研究 的 何 题 中 ， 

z = 18. 

а{11181=57,71,87,97,99,101,103,113,114, 
115,128,129,131,137,147,156, 163,186. 

X 为 下 整数 1000， 

要 求 针 对 该 实验 宣 拥 有 或 不 拥有 微型 计算 机 的 
情 帝 ,对 上 述 问 题 扣 出 你 们 的 解答 ,并 就 你 所 研讨 的 


数学 模型 ji 方法 存 一般 情形 下 进行 讨论 . 
解答 { 主 要 参考 中 国人 民 太 学 获 特 等 奖 队 的 论文 
-6]) 
一 .最 一 般 的 模型 
根据 题 意 ,问题 可 化 为 求解 多 元 线性 不定 方程 


(ВЕЧЕ. 

ВР ЕГИ БЗ Е ЯЕ б<, 
ЭХ, СТ ЕТЕ) НО x, 的 所 有 的 吕 能 的 组 会 
一 一 伐 人 方程 检验 ,等 式 成 立即 为 解 . 当然 ,可 以 想 出 
答 种 数学 技巧 来 改进 算法 ,大量 排除 那些 肯定 不 会 是 
解 的 组 合 , 减 少 穷 举 的 次 数 . 但 从 根本 上 涪 ,方程 器 的 
解 的 个 数 随 X 的 增加 成 指数 关系 增加 .在 题 意 所 说 
ËJ X = 1000 时 的 解 的 个 数 就 已 达到 28268. 而 实际 
上 ,一般 的 蛋白 质 的 分 子 量 者 大 于 5000, 解 的 个 数 就 
更 是 太 得 惊人 .在 这 样 的 情况 下 ,问题 已 不 在 于 怎样 
用 巧妙 的 算法 来 求 出 这 些 解 .假定 你 已 经 找到 了 一 和 
最 好 的 算法 ,能够 毫 不 浪费 时 间 ,“ 百 发 百 中 "地 求 出 
所 有 的 解 .但 嘛 怕 用 最 快 的 速度 把 这 些 解 全 部 罗列 一 
遍 ,所 花 的 时 间 就 已 经 大 得 不 可 能 实 项 , 而 面 对 如 此 
RERE ,任何 人 也 不 可 能 像 题 意 所 说 那样 ,对 这 些 
数学 解 一 一 鉴别 它们 是 否 真 正 代 家 了 蛋白质 分 子 ? 
换 句 话说 ,如 此 众多 的 解 ,即使 能 找 出 来 ,也 已 失去 了 
实际 意义 ,没有 任何 用 处 了 . 

由 此 看 来 ,仅仅 根据 原 题 所 提供 的 条 件 来 解决 这 
个 问题 是 没有 出 路 的 ,也 是 没有 实际 意 六 的 .这 主要 
是 由 于 原 题 所 提供 的 对 解 的 约束 条 件 太 少 , 太 宽 ,不 
足以 排除 大 量 肯 定 不 会 代表 蛋白质 分 子 的 解 .如 蛙 旦 
解 纯 数 学 是 ,我 们 - - 般 就 说 :“ 原 题 条 件 不 馆 . 没 法 求 
出 有 实际 意义 的 解 . "得 这 里 的 情形 却 不 同 . 虐 然 我 们 
АДН. ДАЛ ЖАУ. күлү СЩ ЖЛЕ ШАШ ЗЕ РЕН ЫНА, 
Ни ЕБИНЕ БИРЕ ЖУРЕ НЕ py f. BU ЕНИ Ж 
补充 一 些 新 的 条 件 ,重新 慌 出 解答 . 为 了 获得 这 样 的 
知识 , 叮 以 查 几 有关 的 资料 ,这 在 实际 工作 中 是 允许 
并 且 必 要 的 ,在 数学 建 模 竞 赛 中 也 是 多 许 并 且 必 要 
的 .于 面 列 举 的 就 是 1992 年 的 竞赛 中 北京 赛区 中 国 
人 民 大 学 获 特等 奖 的 队 所 补充 的 若干 个 条 件 中 的 两 
个 .由 于 补充 的 条 件 不 同 ,得 到 了 不 同 的 模型 

=. нр 

根据 有 机 化 学 知识 ,构成 生命 蛋白 质 的 主要 氨基 
RA 20 种 ,其 小 有 两 对 氨基 龄 的 分 子 朋 相 等 .因此 ， 
FARAI, AERE 18 种 不 同 的 分 子 量 .但 圾 然 
这 些 氨基 酸 明 已 制 的 ,我 们 就 不 但 知道 它们 的 分 于 
量 , 而 月 也 知道 它们 的 分 子 式 , 短 种 氮 基 酸 分 子路 会 
CN,O,H 的 原子 个 数 都 足 已 知 的 . 区 由 有 机 化 学 知 


Ж, ЕН ЛЕН Ж ЕГ ГЕ? Н ДАЛЕ 16% 左右 ,其 
波动 范围 为 15% — 17% xf z, (1:21 S< 18) Н) —#h 
HE di Bp Ею ажа п ЖШ т Н 
“二 白质 "的 含 得 量 . 将 15% < S SK EL =< 17% 这 一 - 约 
束 条 件 补 充 到 方程 呈 中 ,ff 以 减少 解 的 个 数 和 运行 时 
间 . 如 X=1000 时 解 的 个 数 由 28268 个 减少 为 10954 
个 ,减少 到 原 化 的 40% . 

三 .已 知 恒 白质 分 子 式 的 模型 

根据 有 关 质 谱 实 验 在 有 机 化 党 中 的 应 用 方面 的 
资料 可 知 ,质谱 法 可 以 得 到 有 关 分 子 结构 的 信息 以 及 
化 合 物 的 准确 分 子 量 和 分 子 式 .因此 ,可 以 假定 蛋 和 白 
质 的 分 子 式 已 经 制 道 , 即 蛋 白质 分 子 中 各 种 元 素 的 原 
子 的 个 数 已 经 知道 . E ñi #8 Н BE ri Ж IM, BU 34 3: NE h 
C,N,D,H,S 五 种 元 素 组 成 ,每 种 元 素 的 原子 在 每 种 
氨基 酸 中 的 个 数 已 知 .由 于 S 只 在 -种 氨基 酸 中 出 
山 , 将 它 作 特 萄 处理, 只 考虑 其 余 四 种 元 素 C,N,O,H 
的 原子 个 数 . 设 第 i 9С SIH ; 种 元 
素 的 原子 (1 所 所 4) 个 数 为 c ,而 所 测 蛋 白质 分 子 中 
第 j 种 元 素 的 原子 个 数 为 a .将 约束 条 件 

Don = 4 =1,2,3,4) D 
补充 到 方程 四 中 ， 可 大 大 减少 解 的 个 数 和 运行 时 间 . 
ЖШ, АПА X = 1133 ИЯ, ВЕ ГАО, 
HERA 1195 个 ， 只 为 没有 补充 这 个 条 件 时 的 
120. 

э, ©, #р Җ Ж АЙ Ж Ж ДЕЛ! 

如 果实 验 室 拥 有 较 先进 的 化 学 分 析 设 备 ,可 以 得 
到 被 测定 的 蛋白 质 完全 水 解 生 成 的 氨基 酸 的 全 部 种 
类 ,从 而 可 以 给 出 如 下 的 假设 : 

假设 某 蛋 外 质 由 且 仅 由 上 种 已 知 的 拒 基 酸 { 或 上 
种 不 同 的 分 和子 量 对 应 的 氨基 酸 ) 构 成 . 

只 要 <18 ,就 知道 了 方程 四 中 已 刑 的 雪 个 变量 
х1 ,而 其 余 的 变量 取 值 为 0, 这 就 减少 了 可 能 的 解 
的 组 全 ,提高 了 求解 速 庶 , 减 少 了 解 的 个 数 .事实 上 ， 
WRB onn PBA HAER, tX =X- 


А 


Аа, y, = 2, і220(/= 1.2," k) M ARDEA 


Ха 
ТИ (25 1,2,:-,8). 
И P| 3E—¿zF А ЛЕВО sË , 00] 
ЗП = ТІЙ, ЕАУ ul dE— Fe p. 4 А 的 取 
АЛКО АСЕАН F RENERE PKH, 
的 情况 上 用 手工 算出 线性 方程 组 的 道 解 ,然后 再 找 出 
其 整数 解 . 
13.3.2 (МСМ 1992 -上 题 ) 机 场 雷达 的 功率 . 
刻 求 你 决定 一 个 主要 城市 前 机 场 的 空中 交通 控 
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реа ЕЕЕ Е ЕЕЕ E pn: ае Lj ЖЗ 
性 使 雷达 的 发 射 动 率 最 小 . 

机 场 行 下 部 门限 于 使 几 现 有 的 天 线 和 接收 线路 ， 
叭 一 可 考虑 的 选择 是 改进 雷达 的 发 射电 腊 使 雷达 中 
强大 . 

你 要 回答 的 问题 是 雷达 必须 发 射 客 少 功率 { 以 瓦 
特 为 单位 ) 是 以 保证 能 探测 到 100 TELANE 


+ ЖАНН. 

а. 当 达 天 线 是 - ЕР ВА A a 
PIB АРЫ о 25 j [B a НЛ ҤЕ И — 
个 长 轴 为 6 米 , 短 轴 为 2 米 的 椭圆. 从 焦点 发 出 的 主 
ВЕНЧАН, СЕНА У ДД, НЕЛИ 
50 EIE. ЖЕЕ ЕЕЕ RME 13.8 所 示 . 

b. ЗАЛ КМА 8 75 平方 米 完全 雷 
达 反 射 截面 的 飞机 , 亦 即 看 你 的 初步 模型 中 飞机 等 价 
于 一 个 75 米 : 的 中 心 位 于 天 线 轴 线 上 并 迁 直 于 该 轴 
的 100% 的 反射 圆 辜 , 你 水 可 以 考 虚 其 它 模型 或 改进 
这 个 模型 . 

с. 接收 线路 的 只 繁 度 是 雷达 天 线 有 反馈 报 警 器 
(位 于 沉 达 天 线 的 焦点 ) 对 10 徽号 的 回 波 信 生 会 做 出 
Бл. 


图 13.8 ШАК ЖЫН 


解答 (EASE TERETERE) 
一 .计算 公式 

首先 计算 照射 到 月 标 上 的 能 量 浓 .假定 雷达 发 出 
的 能 量 沿 题 中 所 说 的 梢 圆锥 束 均 多 发 和 ,到 > = 100 
ТЖЕ ТЕТ у A 的 一 部 分 球面 
,入 是 半径 为 100 干 米 的 球面 被 椭圆 锥 截 出 的 那 部 
分 面积 .可 以 用 积分 算 汕 , 诬 日 标 ( 尺 机 }) 的 反射 截面 
为 go, 则 悍 标 接收 到 的 功率 占 雷 达 发 出 的 功率 的 
EAA 


Pree = Pasen A 
ААЛ НЯ EARRA BE Е. BE H Ёк 
将 能 景 向 四 局 均匀 反射 ,到 = 100 千 米 远 处 均 名 分 
WEERA xr( 从 而 面积 为 4x 7) 的 球面 上 -. 天 线 的 接 
ИШЕН 入 名 可 以 近 息 地 让 为 是 天 线 在 与 其 顶点 相 世 
的 平面 上 的 投影 面积 , 戎 长 轴 为 6 米 , 短 轴 为 2 ЖЕ) 
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椭圆 面积 ,等 十 x x3x 1 平方 米 .于 是 


Аа А 
Pise © Ры X 47 = Рая кдр. 
出 接收 线路 的 жнг Е Руан) ГЕ 
А “4л? D 


Paagi Pare” 

BE EE E 

将 原 题 所 给 数据 Pange 2210 微 瓦 代 人 公式 下 . 
可 算出 Разрад 227.3 x 10° A. K йа J P= Е. 

三 ,改变 飞机 面积 后 的 模型 

经 凋 查 ,实际 的 小 飞机 的 雷达 反射 截面 低 于 原 感 
所 给 的 数据 75 Ж 为 了 保证 安全 性 ,应 要 求 机 场 雷 
ТЕЙИ РЕШЕ 100 千 米 远 处 的 这 种 小 飞机 .将 飞机 的 
雷达 反射 截面 积 改 为 2 米 *, 重 新 折算 成 后 代 人 从 
式 中 ,算出 Paggo 2. 6 x 107 R... 这 样 天 的 功率 在 
实际 上 是 难以 实现 的 . 

四 ,修改 灵 教 度 后 的 模型 

虽然 按 康 题 所 说 机场 行 收 部 门 几 于 使 用 现 
的 大 线 和 接收 线路 , 雁 一 可 考虑 的 选择 是 改进 雷 术 的 
发 射电 路 使 需 达 更 强大 . "但 按 机 场 方 面 提供 的 数据 
计算 出 来 的 雷达 矶 率 实 在 是 大 得 不 合理 ,难以 实现 . 
ХОТЕН ТЕЗЕЛДЕ Л А ЕДЕ А Ж. 
经 查阅 资料 ,由 1944 年 某 雷 达 天 线 信保 比 的 数据 算 
出 ,按照 该 雷达 的 灵敏 度 ,可 以 对 1.5x 10 HERTE 
号 做 出 友 应 . 柑 比 之 下 ,本 题 所 给 的 雷达 的 灵敏 度 就 
KET. BA 1944 年 就 可 以 有 灵敏 度 如 此 高 的 雷达 ， 
就 有 理由 怀疑 提供 给 我 们 的 灵敏 度 的 数据 有 误 . 如 果 
此 数据 (10 微 瓦 ) 无 误 , 就 有 理由 要 求 机 场 将 这 种 已 
经 落伍 的 雷达 海 汰 掉 , 换 用 灵敏 总 更 高 的 雷达 以 保证 
安全 性 .按照 P yaw 21.5 ХТО 4 瓦 的 灵 繁 度 重新 
代入 公式 四 计算 ,得 到 Panen 236 千瓦 .这 就 比较 
SASER Y. 

五 .脉冲 或 发 射 的 模型 

为 节省 能 量 , ВН КАО ЕН, ИО 
发 出 , 仍 可 有 效 地 探测 到 飞机 . 设 脉冲 长 度 为 1 КР, 
每 秒 发 射 500 个 脉冲 ,发 射 时 的 功率 仍 为 基于 瓦 . 则 
平均 功率 降 为 18 瓦 , 大 大 节省 了 能 量 . 

=. 考虑 天 气 影 响 的 模型 

由 有 关 知 识 , 去 的 影响 不 大 ,但 雨 的 影响 不 宜 忽 
略 .经 计算 ,下 雨 可 使 雷达 发 出 的 能 量 损失 达 10% z 
右 . 因 此 ,发 射 功率 应 增加 10% ,至 40 ТА. 


$ 13.4 模型 的 不 断 改 进 


数学 模型 的 好 坏 是 相 比 较 击 言 的 .因此 ,在 四 数 
学 模型 来 解决 实际 问题 时 ,通常 不 应 上 只 提出 一 种 模 


аА ка 


R КЕЛТА АН ДАЕ 0) ав ПУЛУ tk РЭЙ А.Я 67р 
т ЯНЕ е НН AIAR US h Яу. , ДНЕ ЯЕ НИ. 
党 模型 不 是 从 关上 掉 下 来 的 , 它 常 带 是 区 某 一 个 初步 
的 模 卉 出 发 ,通过 对 其 缺陷 的 分 析 和 逐步 改进 中 完 善 
起 来 的 ,这 在 前 面 的 例题 的 解答 中 己 经 有 所 体现 .下 
面 是 两 个 史 典 型 的 例子 . 


下 表 给 出 了 我 国 12 x ВВА Тс 1988 年 一 1989 
年 全 国足 球 甲 级 了 联赛 中 的 成 绩 , 要 求 ， 

(1) 设计 一 个 依据 这 些 成 绩 排 出 庄 队 名 次 的 算 
法 ,并 给 出 用 该 算法 排名 次 的 结 吴 . 

(2) 把 算法 推广 到 任意 N 个 队 的 情况 . 

(3) 讨论 :数据 应 具备 什么 样 的 条 件 ,用 你 的 上方 


13.4.1 (СМСМ 1993 :日 题 ?是 球 比赛 的 排名 . 法 才能 排出 诸 众 的 名 次 
Т T- T, т, Ts Ta T+ Ta Ty Tio _ Tr To m 
со оу 22 20 3⁄1 10 Ol 02 1:0 11 
T | x ый O 3 1:3 24 40 L x x 
L (шш EZ 1:0 
20 ый Kl 21 Оой 20 0:2 
T: ， x 0:1 2:0 0:0 l:l 0:0 b x 
1:3 0:0 
“ъз EI 30 10 Ol LO б: 
Ts x ц Ja 3:1] 2:3 20 x x 
0:0 
r, 2:3 Ol 0:5 21 Fi 0:1 
х 13 бй JJ x x 
й:1 7 ro 0:1 
Ts 
x x x x x 1:2 E] 
т x > x x > x w 
O 21 31 33 20 
T- x зо 30 3:0 
0:0 10 2:2 
j Ol 1:1 3:1 0:0 
Ts x 1:2 1:0 
2:0 0:1 
30 1:0 1:0 
Т, x 1:0 
0:0 | 
ть x по 2:0 
1:1 
Tu x 1:2 
1:1 
Tol — ЕЕ I x 
解答 【主要 参照 中 国 科 技 大 学 获 特 等 奖 队 的 论文 ) HE). 
一 .合理 的 假设 作出 似 上 的 假设 ,一 方面 是 由 于 不 题 没有 提供 更 


1. 排 各 仅 根据 现在 比赛 结果 ,不 考虑 其它 因素 . 

2. 每 场 比赛 对 于 居 计 排名 的 重 卓 程度 是 一 梯 的 ， 
有 具有 相同 的 可 信访 .不 同 的 比赛 相互 独立 . 

3. 有 些 队 之 间 流 有 比 党 ,完全 是 虫 于 比赛 安排 的 
原因 效 成 的 ,不 是 由 于 水 区 在 以 前 比赛 中 的 有 负 造 成 
的 .也 不 基 由 于 某 一 方 奔 权 造 成 的 (根据 比赛 规则 , A 
忆 一 方 阔 被 判 输 球 ,从 而 应 在 数据 表 中 显 水 出 来 )， 

4. 按 闹 行 的 赛制 ,以 二 分 制 计算 比赛 积分 , 即 : 胜 
一 其 得 2 分 ,平一 场 得 1 分 , 输 一 场 得 三 分 (当然 岂可 
以 按 三 分 制 计 算 积分 ,将 胜 一 场 的 得 分 改 为 3 分 ,以 
豆 而 进攻 .这 翌 的 收 改 对 我 们 的 模型 不 造成 任何 困 


黎 的 信息 ,我们 没有 理由 认为 某 场 比赛 比 别 的 比赛 更 
具有 特殊 性 等 . 当然 ,按照 数学 建 模 竞 赛 的 规则 ,在 原 
题 条 件 不 够 的 情况 下 侈 许 自己 查阅 资料 ,补充 信息 . 
但 本 题 中 如 果真 的 从 体育 资料 中 去 查 出 1988 年 一 
1989 年 我 国足 球 甲 级 队 联 赛 的 具体 情况 ,在 模型 中 
予以 反映 ,所 建立 的 模型 就 失去 了 普遍 意义 .四 此 ,做 
出 上 述 假设 的 更 重要 的 出 发 点 是 为 了 是 所 建立 的 模 
HEBREA ,适合 于 各 种 不 同 的 比赛 . 

=. 

ЖАКЕ ЕП, ERRAR- AR А ВУНЕ 
有 现成 的 算法 .例如 ;循环 比赛 结果 的 排 省 , 接 前 述 二 


767 


分 制 ! 或 三 分 制 ) 计 算 总 积分 ,以 总 积分 的 高 低 来 决定 
名 次 的 先后 (总 积分 相同 者 ,再 比 净 胜 球 数 的 儿 少 , 心 
进 球 数 的 多 少 ,等 等 ). 们 足 , 这 - -算法 将 眼 于 排出 比 
赛 的 胜 负 名 次 ,并 森 总 能 合理 地 反映 出 各 从 真实 水 闻 
的 高 低 . 比赛 名 次 当然 十 要 决定 于 各 队 的 真实 水 平 . 
相 各 陵 在 比赛 场次 安排 中 "运气 ”的 好 坏 地 有 相当 的 
影响 . kean, ERATE E EPH TREA mi AESI BA, aE 
基 由 J 运气 "好 而 得 分 高 的 例子 ,我们 不 能 完全 排除 
这 - :类 因素 ,但 应 尽 可 能 人 台 理 地 考虑 并 处 理 它 . 

另外 ,足球 界 的 上 述 算法 只 适 几 于 同一 赛事 的 比 
赛 结 果 . 对 于 木 同 赛事 的 混合 结 浊 ,特别 对 于 比赛 场 
次 及 数据 参差 个 齐 的 情况 (如 本 题 所 给 的 数据 ) BR te 
得 无 能 为 力 了 . 

我 们 的 里 标 就 是 虎 针 对 这 种 不 规则 的 比赛 数据 
提出 一 种 算法 , 尽 吕 能 合理 的 反映 名 也 的 真实 水 半 . 

三 ,初步 的 排名 方案 

我 们 移 从 最 道行 的 算法 升 始 , 通 过 分 析 其 向 点 而 
一 步 步 加 以 改进 . 

模型 1 .总 积分 法 : 按 辣 分 制 ( 或 三 分 制 ) 计 算 各 
队 在 所 有 比赛 中 总 的 积分 , 按 总 积分 的 高 低 排 出 各 
К. 

但 是 ,在 上 所 给 的 数据 表 中 ,各 队 比 赛场 次 有 多 有 
少 . 而 按 我 们 的 假说 , 比赛 场次 的 党 少 并 不 是 由 于 该 
队 在 以 前 的 比赛 中 的 性 负 所 致 .如果 按 总 讨 分 法 , 则 
比赛 场次 少 的 队 吃 亏 . 为 了 上 克服 这 一 不 合理 性 ,很 自 
ЖЛ: 

模型 2. 平均 积分 法 :将 每 个 队 的 总 积分 除 以 该 
以 参加 比赛 的 场 数 ,得 出 每 场 平均 积 分 . 控 各 和 队 平均 
积分 的 高 低 来 排名 . 

上 述 方 法 当然 还 可 以 伏 出 一 些小 的 改进 .比如 再 
将 净 胜 奈 数 .总 进 球 数 等 因素 也 折算 成 一 定 的 分 数 ， 
计 人 总 分 . 

四 .特征 向 量 法 的 提出 

在 我 们 看 来 ,以 于 总 积分 法 和 平均 记分 法 【及 其 
考虑 本 浪 胜 奈 数 ,总 讨 球 数 之 后 的 改 民 版 本 ) 最 大 的 
不 会 理性 是 :在 计算 比赛 得 分 时 没有 考虑 对 手 的 强 
给 .比如 , 胜 强 以 利 胜 允 队 局 样 者 得 2 分 ,这 就 明显 不 
合理 ,由 此 看 米 ,更 会 理 的 算法 应 当 是 ; 胜 强 队 得 分 应 
该 多 一 些 , 胜 弱 队 的 得 分 应 该 少 一 些 .用 数学 语言 说 ， 
应 该 给 每 个 耻 赋 予 一 个 " 强 弱 系 数 ”r,( 非 负 实 数 ), 米 
Fe phi À УВЧ SB , 强 队 的 系数 大 , 弱 队 的 系数 小 . 
如 时 对手 的 强 弱 又 数 为 r ,你 胜 了 它 , 你 的 得 分 就 用 
这 个 系数 车 基本 得 分 (2 分 ) 进 行 加权 , 为 2 分 x к. 
为 了 氢 述 方便 ,将 第 i 队 记 为 (1 和 1 之 NN). 要 算出 
TT 的 总 的 得 分 , 先 对 每 个 T. AAT, HT BESE 
赛 中 按 二 分 制 的 平均 得 分 , 记 为 a WR Т, УТ, W 
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有 上 比赛 过 ,就 取 a =0. 特别 ai = 以 严格 说 来 ,对 没有 
ERTH Т.Т, Ба, =0 并 不 公理 ,这 等 于 是 判 这 
两 个 队 各 输 一 场 , 他 们 相对 于 其 他 的 队 就 吃亏 了 了 .对 
这 种 情形 的 详细 讨论 将 在 后 面 进行 ). 将 下 对 了 的 
БЖ а, Т, ARAN o, MEM Т, 对 工 ,的 
得 分 变 为 gr.T 的 总 得 分 为 

y, = aii t + аргу, D 
EREA АРДАН уп ух МЕЙ TEAR 
力 强 弱 的 比 , 可 以 作为 排名 的 标准 . 

我 们 的 昌 的 是 为 了 求 出 反 陕 各 队 实 力 蝇 纶 比 的 
МШЕ 了 = (у, ук) BA TÈ Y 六 要 用 到 反映 各 
队 实 力 强 堪 比 的 另 一 个 向 量 X= (rzw) ЖА, 
Y 都 写成 列 光 量 形 式 , 并 记 和 矩阵 А = (a, yx MEA 
上 的 计算 公式 中 可 以 写成 矩阵 形式 

Y= АХ, D 
由 于 X RA, 当然 不 能 直接 从 这 个 公式 算出 Y Ж. 
但 既然 X Уу 同样 都 是 反映 各 队 实 力 强 弱 比 的 向 
景 ,有 理由 认为 它们 所 反映 的 比 相 等 , 即 存在 正 实数 
АА У=АХ. В АХ=АХ,А 是 A 的 特征 向 量 , 关 起 
对 应 于 的 特征 向 其 . 

为 叙述 方便 ,我 们 把 年 阵 A 称 为 得 分 矩阵 , 它 的 
TE a, Т, 对 了 的 各 场 比赛 的 平均 得 分 ,是 非 负 实 
Ж. КОШЕ ЖЕ, А ЕЕ . ЕШШ БЕТЕР 
FAEH ШЕ) Perron-Frobenius 定理 ,不 可 约 的 非 
负 和 矩阵 存在 最 大 正 实 特征 根 ,对 应 于 唯一 (可 相差 党 
数 重 ) 的 实 特 征 向 量 X = (zi rw) 这 里 ,说 某 个 
非 负 敌阵 不 可 约 ,是 指 它 不 可 能 仅仅 通过 各 行 之 间 的 
置换 或 各 刘 之 间 的 置换 化 成 至 少 有 两 个 对 角 块 的 淮 
HAR. 如 果 得 分 矩阵 A 可 约 , 就 意味 着 N 支 足 球 
队 可 以 分 成 车 于 组 (至 少 两 组 ), 所 有 的 比赛 都 只 在 同 
组 的 队 之 则 举行 ,不 同 组 的 队 之 间 从 末 比 赛 过 . 在 这 
样 的 情 滴 下 ,显然 不可 能 判定 不 同 组 的 队 之 则 的 水 平 
的 高 低 , 因 此 ,要 能 对 各 队 排 出 名 次 , 至 少 应 要 求 得 分 
矩阵 是 不 可 约 的 {如 果 将 每 个 队 用 一 个 顶点 袁 示 ,两 
了 之 问 如 果 有 比赛 ,就 在 柑 应 的 两 个 顶点 之 间 连 一 条 
按 , 这 样 得 到 一 个 及 有 映 各 以 比赛 情况 的 竞赛 图 . 得 分 
短 阵 不 可 约 , 即 相当 于 这 个 竞赛 图 是 连通 图 }. 这 时 就 
可 以 由 Perron-Frobenius 定理 知道 A 存在 最 大 正 实 
特征 根 及 相应 的 特征 向 量 X. u LI q X 作为 反 
AASE 7) ЖИ ЕЕ. 

ЖЕЗ ТРЕ Е, ЗЕ Hi ЖЕШИН EI 
AN 次 方程 ,这 一 般 是 很 困难 的 ,更 不 用 说 还 要 求 特 征 
HAT. i HE Perron-Frobenius 定理 还 指出 : 

设 e={1,1,…,1) 是 全 由 1 HRA N 维 列 向 
其 ,A 是 不 可 约 的 非 负 算 阵 , A 昆 它 的 最 大 正 实 特征 
根 , 风 极 限 


хене 

FE, HRE A 的 对 应 于 4 的 特征 向 基 . 让 此 得 出 计 
算 久 的 实用 算法 如 下 .注意 ,我 们 上 所 需要 的 是 Х= 
roen ,ry 的 各 分 恒 的 比值 . 而 将 各 分 量 同时 扩大 
或 缩小 相同 的 人 展 数 后 ,其 比值 不 变 . 为 了 鸽 X 由 这 比 
值 叭 一 决定 , 芒 们 将 各 的 各 分 量 同 时 除 乌 它们 的 和 
r= tet ду, HIH] Хи = rrr n, aya ARE 
XAR ai t' + су = 1 的 情形 .我 们 称 满 足 条 件 >, 
+- + zw = l PJI] X = (ri, Qw) A E tE 
E”. ЗЕЕ X = (zx ," ху ЛЕН 
ME Xa +…+…) 的 过 程 为 "上 归 一 化 ”， 

Ж e= (1, 1, =+, 1) НЯ—4МШВХ (1) 
= (ln, се, 1⁄2) ЫХ АРАЧА. ЖОЙ. 
既然 一 开始 并 不 知道 种 队 实力 的 强 弱 ,不 妨 先 认为 各 
ВАЗЕ. X = X (1 IC AG. H Y(1)= 
axXt1) 作 为 YY 的 最 初 近 似 值 ( 即 先 不 加 权 , 直接 计算 
Т, 的 总 分 本 + 2 作为 了 1 ҮСТЕ X 
人 更 好 的 反 幢 了 各 队 实 旋 强 弱 的 比 , 归 一 化 语 得到 
的 ХО) ЕУ X 的 更 好 的 近似 值 . 再 用 这 个 XDA 
出 Y 的 更 好 的 近似 {Н Ү(2) = AX(2). 这 个 过 程 可 以 
不 断 进 行 下 去 , 即 在 得 到 X 的 第 wm 个 近似 值 X( n) 
之 后 ,再 由 XDB YOn) Aa Y(m yI 45 
IX m +1), ЕХ Ш m +1 HES. 由 
Perron-Frobenius 的 上 述 定理 可 知 , 这 Е B 
ЖП PR X= lmXtm) 存 在 且 就 是 A 的 对 应 于 
最 天 正 实 特征 根 的 特征 向 量 .实际 计算 时 ,只 要 ХО 
+ 1 一 六 {m) 的 各 分 量 的 绝对 值 都 小 于 顶 先 给 定 的 
误差 允许 值 = .就 可 以 结束 计算 , 取 X= X(m +1). 
ЖА Туй ШЫ Х 的 这 一 算法 ,在 计算 数学 中 通常 
mR Е". 

Е з} КЕ Ж 

上 而 提出 的 特征 向 量 法 ,是 在 建立 了 得 分 矩阵 
А = (а, Зла, А 的 对应 于 最 大 正 实 特征 
根 的 特征 向 量 , 作 为 代表 各 队 水 平 比 的 向 量 ,以 它 的 
依据 米 为 各 队 排 名 次 ,以 下 我 们 还 要 提出 进一步 改进 
厂 的 模型 ,它们 都 以 求 特 征 向 量 为 基础 ,都 可 以 叫做 
特征 向 量 法 .这些 模型 的 区 别 旦 矩 阵 А 的 构造 方法 
不 同 . 我 们 和 将 上 述 计算 得 分 矩阵 4 的 特征 向 量 的 模 
型 称 为 ， 

模型 3. 得 分 矩阵 法 :年 阵 А = 《ea ух x 的 元 素 
2 是 工 对 了 各 场 比赛 按 二 分 制 { 或 三 分 制 ) 算 出 的 
БИНА ОҢ T, УТ, 没有 比赛 过 时 了 到 = 0. 

模型 3 比 模型 1,2 更 合理 .但 仔 细 考 察 仍 有 不 人 台 
理性 :用 米 加 权 的 向 量 X = (zx,… ,zw)》 代表 的 是 各 
队 水 平 的 比 ,而 算出 的 向 量 Y = (y y," ук) = AX 


的 各 分 量 是 各 队 的 得 分 .严格 说 起 来 ,向 量 了 = (у, 
ух) 代表 的 旦 各 队 水 平 的 差 而 不 旦 比 . 比如 有 某 
АВЕ АВЕ, I 0, ЕТТ ЛЕНО y = 0. СЧ 
说 明 它 比 别 的 队 都 差 , 但 也 不 能 涪 它 与 别 队 的 水 平 比 
是 0, 或 说 别 的 队 的 水 平 是 它 的 无 穷 大悟. 设想 将 记 
分 制 改 为 : 胜 一 场 得 1 分 , 平 得 0 分 , 败 得 一 1 分 ,这 
也是 合理 的 , 这 样 就 相 半 于 将 各 队 的 得 分 各 减 去 1 
分 ,Y 的 各 分 量 同 时 减 去 1, 它 们 相互 的 差 不 亚 ,但 比 
HET. 而 代表 各 队 水 平 比 的 向 其 X 却 木 应 因此 改 
变 .由 此 看 来 ,更 合理 的 办 法 应 该 是 :用 上 反映 Т, УТ, 
BKF RI ERNES E b EE a HOFIER B= 
55)Nwxw 来 代替 得 分 矩阵 ,这样 ,由 了 = BX 算出 的 
向 量 Y 就 仍 是 水 平 比 向 量 , 它 才 真 正 应 该 与 X 成 比 
例 从 而 是 特征 向 基 . kE HEER B 与 得 分 矩阵 4 的 
AREKE: MARERE b, АВЕ ЕЗ ,不 
能 为 0. 而且 ,既然 六 是 与 也 KFE, M b ÆT, 
与 工 的 水 平 比 ,56 与 如 就 应 当 互 为 倒数 .特别 5, =1 
( 即 工 ,与 自己 的 水 平 比 为 1) .这 样 的 矩阵 BAAT 
BIER. B 的 元 素 LOS JENER AAA AH 
水 平 比 , 而 所 求 出 的 特征 向 量 X 就 是 各 队 的 水 平 比 . 
这 正 是 下 一 个 论题 "层次 分 析 法 "的 主要 思想 . 

现在 的 问题 是 ,怎样 具体 算出 水 平 比 矩阵 В E? 
显然 应 当 根 据 T, 与 工 比赛 的 成 线 来 算出 5b, .很 月 然 
会 想到 用 Т,, Т, ЕНУ) а, ya, 作为 各 .这 
样 ,b= а/а, 自然 也 就 是 到 的 倒数 了 .但 这 也 有 一 - 
个 问题 ,假如 а, = 全 怎么 办 ? 我 们 可 以 认为 ,凡是 有 
资格 参加 比赛 的 队 Т, 的 水 平 都 不 是 0, 旺 是 有 一 个 
起 码 的 水 平分 a >0ta 是 待定 参数 ) . 特 这 个 起 码 分 
a 加 上 比赛 得 分 cr 作为 工 与 了 的 水 平分 . 反 过 来 ,a 
+ 是 TT Т; ВКР, M byla talata) 
就 可 必 Т, 5T, 的 水 平 比 .参数 a 可 由 体育 界 的 人 士 
根据 经 验 来 确定 , 它 的 天 小 在 一 定 程度 上 反映 比赛 的 
成 线 的 可 信 程度 ,以 及 偶然 因素 起 作用 的 机 会 的 天 
小 -这样 就 得 到 : 

模型 4. 参数 法 : 筑 先 取 定 参数 ua( 正 实数 ), 设 任 
ж T, ХТ, 的 各 场 比赛 平均 得 分 为 a, 则 取 5, – (а 
+ а„)/Ха + ui). 所 有 的 b; ËB R f E te ВЕ B = 
(Cb)wx ч. Ж ЖЩ ВОВУ TF t À k S kp А И} 
征 向 量 作为 反映 各 队 水 平 比 的 向 量 . 

ЧТ, УТ, 未 比赛 时 ,两 队 水 平 比 ,应 怎样 选 
BDE? 我 们 取 5, = zx,7z,, 这样 的 取 法 的 正 惨 性 当然 
无 可 争议 .但 问题 是 x z, 未 知 , 当 ¿== 时 不 能 得 到 
5 的 确切 的 值 ( 当 i=) 时 如 ,= ras = 1 有 确切 值 }. 
у= ПМТ, 5T, ЖЧ S= SN] 
ENES Т, 未 比赛 过 的 队 的 编号 的 集合 (包括 Ж 
内 ). 则 对 任意 ЕМ, ;€ J 时 饭 可 以 由 比赛 成 
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绩 算 出 ,是 已 知 的 ;而 当 j)ES Eto, = r/r. RIH 


` = 
= МА . = ` + `x — 
J — „Д а f. t 于 
7: лз N ESE, r 


— Эйут, + гк, 一 Жол, N 
ШЫ т 2 

И к= S| EKT, 未 比赛 过 的 队 ( 包 括 T, 自己 ) 

的 个 数 ， 


(ba 3 8 J, 
ЕКА i, 
0, 当 jES,H Zi. 

可 见 ,我 们 可 以 用 矩阵 C (сьо ев KITI 
算 . 岂 就 足 说 ,如 果 共 有 + 个 队 ( 和 包括 T, па) Ж 
AT ШЕ, =r mT, ЫТ, 没有 比赛 
(В ге p... b. ABRE 0. ТОНЕ Л Е РТА 31 
HIE PERERIN ja] E EPT . 

六 ,概率 法 

上 述 模 型 4 中 的 参数 a HERA EMME 
E. PRESARE. ME, a EAHA T. , T, 的 不 同 前 
易 , 也 是 问题 . 更 主要 的 问题 是 :计算 5 时 所 用 的 得 
分 ay 是 用 平均 积分 法 得 出 的 ,其 中 有 不 合理 性 :试想 
ШЖ 了 УТ UETA, T, 00—182 分 ,平均 
97а, =2:3 T, 对 工 赛 了 三 场 ,开战 三 胜 , 共 
得 6 分 ,平均 得 分 a 仍 为 2 分 .但 实际 上 ,三 战 二 胜 
的 难度 显然 比 - 战 一 胜 大 ,而 两 者 得 分 相同 ,这 就 不 
合理 .应 该 直 二 战 三 胜 的 得 分 比 - 战 一 竺 的 得 分 多 ， 
这 才 是 合理 的 . 为 什么 我 们 觉得 三 战 二 胜 的 难度 显然 
比 一 战 一 胜 大 呢 ?” 假如 人 ET SEEE 70%, WW 
一 战 - - 胜 的 概率 也 就 是 70% ,很 有 可 能 实现 ;但 -: 战 
二 胜 的 概率 就 只 有 (70% )° = 34.3% ,很 难 实现 . 如 果 
实现 了 ,就 有 理由 认为 T, BE Т, HERR F 70% ,而 
有 可 能 是 2 70% ==89 凡 .由 此 得 出 以 下 的 模型， 

模型 5. 概率 法 :对 任何 两 个 队 T, T. ,客观 存在 
着 TET, 的 概率 记 .用 рр, IK 5, = p, pit 
МТ, 与 了 BJ k F ЕШ k FOB В,Ж t: 85 
队 的 水 平 比 向 量 . 

以 b, p TE T, 与 工 的 水 平 比 ,其 合理 性 当然 
足 霸 容 置 疑 的 .但 间 样 最 而 易 见 的 问题 是 :怎样 找 出 
概率 ЖШ? 当然 只 能 以 两 队 的 比赛 成 绩 为 依据 ， 
从 成 绩 表 中 的 数据 算出 乌 来 ,从 统计 的 角度 看 , 阿 队 
进行 兰 干 场 比 赛 的 结果 ,并 不 能 绝对 地 反映 两 队 水 平 
的 遍 低 .但 这 些 结果 却 嘴 p, 和 p, 在 一 定 程度 上 的 实 
现 . 我 们 设法 从 这 些 结果 上 反 扒 出 p. p, .具体 来 说 , 根 
据 Т, ЛЕМ Т, 的 各 上 声 比 赛 中 的 总 得 分 (注意 不 是 平均 
积分 ) 来 计算 .我 们 的 土 要 想法 是 ;假如 py, p, Fl 
先 给 定 了 , 则 可 以 由 洗 们 分 别 算出 Т, ТЕХ} T. 的 各 场 
ER RAIE О 分 ,1 分 ,2 分 ,-… 的 概率 ,这 些 概 率 都 
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是 р,. Р.Ш {БП Т, 的 实际 总 得 分 为 nm 分 ,就 
有 理由 认为 T, 得 m УНДИ ЖЕШ Н РАО ШЕЖЕ АЕ 
大 (这 就 是 极 夫 似 然 悄 计 的 思想 :认为 实际 发 生 了 的 
事件 比 设 有 党 生 的 事件 的 概率 更 大 ). 这样 就 可 以 得 
到 关于 p, „Б Н) - 些 不 等 式 , 其 中 包 舍 参数 m. A 
此 不 等 式 就 可 得 到 p,, р„ IIF m 的 依赖 美 系 ,从 而 
可 以 由 已 知 数 六 (由 比赛 成 绩 表 算出 ?决定 未 知 的 
Py Pr- 

ЖОТЕЛЕДИ, А а — Е ДРЫ 
题 :平局 的 概率 怎样 计算 ” 为 此 ,我 们 将 每 场 比赛 想 
象 成 由 两 个 半 场 组 成 ,每 半 场 只 有 有 竹 负 ,没有 平局 { 注 
意 这 是 为 分 析 问 题 而 想象 的 两 个 半 场 ,并 不 是 实际 
比赛 的 上 半 场 和 下 半 场 ). 在 其 个 半 场 小 - 胜 一 负 就 
是 全 场 的 平局 ,而 两 胜 . 两 负 则 分 别 是 全 场 的 胜 和 负 . 
我 们 还 规定 在 半 场 中 胜 得 1 分 , 负 得 0 分 , 则 全 场 的 
胜 . 平 . 贷 的 得 分 就 分 别 是 2,1,0 分 ,与 原来 的 规定 一 
致 .将 T, 在 半 场 中 战胜 全 的 概率 g, 作 为 唯一 一 个 独 
立 参 数 , 简 记 为 9, 则 四 =1-3. 册 此 可 以 算出 T, 对 
T, 进行 多 场 比赛 时 五 的 各 种 得 分 情况 出 现 的 概率 . 
比如 ， 在 三 场 比 赛 中 T, 如 果 得 4 分 (可 能 是 两 胜 一 
负 或 一 胜 两 平 )， 那 就 是 T, 在 6 个“ 半 场 " 中 胜 4 个 
Fg f 2 个 半 场 ,概率 为 Gigqt(1 о). ЖЕНЕ ТЕ п 
场 比 赛 中 T, m 分 的 概率 为 C2qg"(] о)" me 
T; ЖА Т, 的 = 场 比赛 中 实际 的 总 得 分 为 贡 , 则 记 为 
T, Fm 分 的 概率 比 得 其 它 分 的 概率 都 大, 即 

Сич") ">С 4)", 
对 所 有 的 ОА п, зн. 

ЖЕАР Й) m 值 解 出 这 些 不 等 式 ,就 得 到 由 ж 决定 的 
q 的 取 值 范围 ,结果 如 下 : 


1 10.33-0.67 


0 | 00.33 


00.14 
这 里 ,了 ;的 每 一 种 得 分 值 m 对 应 于 9 的 一 个 取 
值 范围 .将 9 值 到 底 定 在 这 个 范围 里 的 什么 位 置 呢 * 
这 个 选择 的 自由 仍 留 给 体育 界 人 士 . 按 比赛 结果 的 可 
售 度 来 决定 .比如 ,可 以 选 在 范围 的 下 限 , 或 上 限 , 或 
中 间 . 一 个 更 为 合理 的 处 理 办 法 是 :根据 净 胜 球 数 x. 
的 多 少 来 决定 把 gq 值 选 在 所 得 范围 的 高 处 或 低 处 .也 
就 是 说 ,将 g 设计 成 ww 的 其 个 递增 函数 ,其 取 值 范围 
就 是 由 T, 的 总 得 分 m 所 决定 的 4 的 范围 , 随 w 的 


ж 0 š F T E + шыр F P. 4 
值 决定 之 后 SESI E H p, p. АП НЬ, (等 于 
92A(1 一 g)?) ,当然 也 可 直接 取 p, = (1-а). T, 与 
T, 没有 比赛 的 情形 , 按 模 型 4 同样 的 方法 处 理 . 

七 .模型 的 捡 验 和 比较 


4) 参数 法 1(5) 概 率 法 . 
既然 数学 模型 必须 接受 实际 检验 ,那么 ,为 解决 
这 个 问题 的 前 述 各 种 模型 训 优 就 汰 , 用 什么 标准 检验 
ПЁ” 当然, 直观 上 说 ,每 战 必 胜 的 队 一 定 排 在 第 一 ,每 
成 必 败 的 队 -- 定 排 在 最 末 , 无 论 用 哪 一 个 模型 算出 来 
的 结果 前 是 这 样 . 这 检验 不 出 模型 的 优先 ,而 也 有 胜 
负 的 队 到 底 谁 优 谁 省 ,种 种 模型 的 管 案 不 一 ,很 平 义 
拿 不 出 一 个 令 人 信服 的 客观 标准 来 说 明 某 个 模型 比 
别 的 模型 更 合理 .有 的 间 学 查 出 国家 体委 对 1988 - 
1989 甲 级 足球 队 的 排名 来 作为 标准 答案 .这 也 是 林 
对 的 .这 一 方面 使 对 这 一 问题 的 解答 失 志 普遍 意义 ， 
同时 ,任何 人 人 的 排名 辣 果 内 能 是 茶 一 种 模型 所 得 的 结 
果 , 其 合理 性 本 日 就 是 被 检验 的 对 象 而 不 是 检验 别人 
的 标准 .在 这 方面 ,中 国 科 大 获 特 等 奖 队 提出 的 计算 
机 模 氢 的 办 法 ,应 该 洲 屋 一 种 比较 容 观 、 令 人 信服 的 
检验 办 法 .他 们 的 想法 其 实 很 简单 

在 计算 机 上 随机 地 产生 FE US АЈА HE 
列 的 向 量 了 = (еу) AA toot ARN X< 
TEB ЧЕК ВА Busk AIRIHI EE НЕЛЕП H.H ЖЕЕ 
的 概率 . ЕТТИ, ЕТЕ НЕКА E T ALE ВУНЕ T W 
率 进行 模拟 比赛 ,任意 西 个 队 比 赛 的 场次 可 以 是 0, 
1,2,3 场 ,产生 出 若干 参差 不 齐 的 比赛 成 绩 ,如 本 题 
的 数据 情况 那样 . 然后 利用 前 面 所 说 的 各 种 模型 ,由 
这 些 比 赛 结 果 来 对 这 些 队 进行 排名 . 显然 ,这 里 的 排 
名 结果 是 有 标准 答案 的 , 那 就 是 由 最 初 的 向 量 TH 
定 的 排名 顺序 .由 各 种 模型 的 排出 的 名 次 ,与 这 个 标 
准 等 案 越 接近 ,就 说 明 这 个 模型 越 好 ,从 而 用 这 样 的 
模型 按 本 题 的 数据 表 排 出 的 结果 也 就 可 以 认为 更 正 
A 为 了 衡量 各 种 模型 排出 的 名 次 与 预先 规定 的 标准 
名 次 的 偏差 , 定 头 偏差 


N 
Error= >| R; ‚1, 
& 


其 中 г, 是 第 i 个 队 的 标准 名 次 ,R, 是 模型 给 它 排出 


的 名 次 .为 了 减少 计算 机 模拟 中 的 随机 性 的 影响 ,使 
所 得 结果 更 为 可 车 ,可 以 对 间 一 个 工 进行 多 次 模拟 ， 
计算 每 种 模型 所 排出 的 各 次 的 偏 莽 的 半 均 值 , 按 照 平 
岁 偏 差 的 大小 来 判定 模型 的 优 劣 .中国 科 大 队 在 N 
= 和 纪 的 情形 下 进行 了 100 次 模拟 ,得 出 的 平均 偏差 
的 情况 如 下 ; 


不 难看 出 ,检验 的 结 扫 与 前 面 的 分 析 是 - - 致 的 ， 
即 特 征 向 明 算 法 (机 型 3 一 5) 明 显 优 于 前 面 两 种 模 
卉 ,而 尤 以 概率 法 (模型 5) 为 最 优 ， 

入、 模型 的 进一步 分 析 

1. 稳定 性 分 析 ; 一 个 好 的 模型 所 入 昂 的 结果 不 
应 该 出 于 初始 数据 的 微小 波 劲 而 有 大 的 改变 . 为 检验 
稳定 度 , 随 村 地 改变 一 到 三 场 的 比赛 成 绩 ,以 排名 结 
果 的 变化 大 小 的 程度 来 恰 验 模型 的 稳定 程度 ,排名 结 
果 上 变化 大 小 的 程度 按 前 面 所 定义 的 偏差 来 衡量 ,结果 
发 现 模型 4 和 5 都 是 有 很 好 的 稳定 程度 . 

2. 模型 4 中 参数 a 的 选择 :依次 试 取 a 为 1 至 
10 间 的 整数 值 ,用 前 面 所 说 计算 机 模拟 的 方法 检验 ， 
发 现 取 a =4 时 的 偏差 最 小 . 


513.5 层次 分 析 法 


上 面 在 解答 足球 比赛 的 排名 问题 时 ,一 个 基本 思 
想 是 :根据 N 支 是 球 队 丙 两 的 水 平 比 加 米 求 出 这 六 
ВА КАР m злу. 具体 计算 方法 是 : 
求 出 水 平 比 矩阵 B = (2. ) ух nw 的 对 应 于 最 大 正 实 特 
征 根 的 特征 向 量 (z,…, zw) 来 作为 这 NN 支 足球 А 
的 水 平 比 向 量 .你 也 许 会 觉得 , 求 特征 向 量 是 多 此 一 
举 , 也 许可 以 采用 下 面 的 更 简单 的 解法 :既然 两 两 的 
水 平 比 b, = хх, 都 知道 了 ,任意 取 定 一 个 队 ( 假 定 
是 五 个 队 ) 的 水 平 为 基 稚 ,将 所 有 的 队 与 T, 的 水 平 
比 = x, ху AEE FERII biai baei tt :pgw 就 是 各 队 
的 水 平 比 了 . 换 句 话说 ,就 是 将 矩阵 B 的 任意 一 列 
Chus Ворт, Б) ТЕЛКЕ Е (ту, 5.7. 
хм) ХАВАН BPB (Над ДЕ КЕ Е В 
ВЕ — Јава ЕА РЕЗЕ ЕБ) В, BE 2 W |) УП 
得 到 的 水 平 比 是 不 是 相同 呢 ? 也 就 是 说 ,年 阵 В BS 
各 列 是 不 是 成 比例 呢 ? ЖЖ Н 的 各 行 成 比例 ,也 就 
是 要 求 by ba = bh A EE. j k 成 立 .也 就 是 第 i,j 
让 队 的 水 平 有 传递 性 .注意 水 平 比 矩阵 B= (b ux, 
的 元 素 都 是 下 实数, 并且 浦 足 b. 一 175, :这样 的 矩阵 
称 为 互 反 年 阵 . 如 果 它 还 满足 上 面 所 说 的 传递 性 条 
件 , 即 它 的 各 列 成 比例 (也 即 是 S RA 1), B фу 
为 其 有 一 致 性 的 互 反 短 阵 ,或 简称 一 致 阵 . 但 既然 
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by Б. Ра АЛЛ А: ЕЕ. nsn Y| АЕ, А), 3B 
就 很 难保 证 它们 有 严格 的 传递 性 .比如 说: 不 能 由 Т, 
的 水 半 是 了 的 2 入 .TT 是 Ts 的 3 倍 就 推出 T 是 
一 的 6 悦 . 看 过 真正 的 足球 比赛 的 大 都 知道 ,其 至 党 
ЖЫ Т, Ta, T. BE T, B T, БШ T 的 情 
沉 , 完 全 破坏 了 这 种 传递 性 . 岩 此 ,实际 得 到 的 水 平 疆 
矩阵 通常 不 是 - 致 阵 {但 要 求 它 的 “不 一 致 性 "不 费 大 
FE. WEN E 上 肇 划 不 -: 致 性 ,可 以 参阅 有 关 层 
次 分 析 法 的 教科 书 ,一 般 数 学 模型 的 教科 书 上 都 有 ). 
也 就 屋 说 ,有 的 各 到 一 般 是 不 成 比例 ,不 论 取 上 哪 -- 列 
来 作为 水 平 比 向 量 都 其 有 片 而 性 ,正确 的 方法 应 该 是 
将 所 有 的 列 综合 考虑 , 求 出 它们 在 某 种 意 习 上 的 平 
的 ,来 作为 水 平 向 量 . 而 求 特征 向 量 的 方法 ,就 是 一 种 
合理 的 求 各 列 平均 的 方法 . 具体 算法 , 赂 前 面 所 采用 
ВОЈА ГЕК, АЖИ — hi l 算法 是 求 各 列 的 几 柯 平 
均 , 将 每 一 行 的 所 有 的 元 束 求 几何 平均 得 到 一 个 数 ， 
所 有 这 些 数 组 成 的 列 向 量 就 是 各 列 的 几何 平均 ,可 以 
作为 特 入 向量 的 近似 ,对 B 是 一 致 阵 的 理想 情形 , 秩 
1 BERERE B HONEK -1L 重 特征 根 , 它 还 有 
一 个 唯一 的 非 零 特 手 根 >0, 就 是 它 的 最 天 正 实 特征 
根 , 而 的 任何 -~- 询 都 是 对 应 于 这 个 特征 根 的 特征 
юн. 

上 面 的 方法 当然 不 只 适用 于 足球 赛 的 排名 .在 各 
种 场合 下 ,经常 需 要 衡量 若干 个 因素 Ti, Tin, Th 
对 于 某 一 个 目标 的 影响 的 天 小 ,也 希望 把 这 种 影响 的 
大 小 加 以 有 量化 ,用 一 -个 由 韭 负 实数 组 成 的 向 量 (xi， 
охх). 而 要 同时 合理 地 给 出 比较 所 有 这 些 
因素 通常 是 困难 的 .这 时 御 往 采取 这 样 的 方法 :将 这 
些 因 率 两 两 进行 比较 ,得 出 每 -对 T, T, 影响 大 小 
的 比值 5, 然后 同样 采用 特征 同 基 法 来 由 B= 
(Hx “ЖС ZA). 而且, 但 一 个 因素 T, 可 能 
叉 进 一 步 出 若 十 个 更 低层 次 的 因素 类 定 , 丸 要 用 类 伺 
的 方法 米 决 定 这 些 因素 对 T, 的 影响 , ЧК k us K 
层次 因素 还 有 可 能 由 更 低层 次 的 因素 来 决定 .这 样 一 
层 一 层 地 分 析 ,最 后 把 总 日 标 化 为 一 些 容 易 庶 量 和 调 
节 的 最 低层 次 的 因素 的 "“ 男 数 ”, 这 样 的 分 析 方 法 叫 作 
层次 分 析 法 .FF 面 为 足球 赛 排名 次 的 地 法 可 以 说 受 了 
层次 分 析 法 思想 的 启发 .全 不 内 的 是 :足球 比赛 还 可 
以 比赛 成 绩 为 依据 算出 两 两 的 水 平 比 来 .而 一 般 用 层 
次 分 析 法 的 问题 ,两 个 因素 T, Т, 的 影响 大 小 的 比 
& 却 没有 办 法 算出 来 .比如 直面 的 例题 中 ,要 为 居民 
点 .政府 部 门 、]1. 业 .商业 .社区 .紧急 单位 等 6 类 单位 
的 重要 性 大 小 用 一 组 下 实数 z ,… ,rs 来 表示 ,你 用 


TT 


什么 数据 作为 计算 依据 ?” 居民 点 和 政府 部 门 的 重要 
性 之 比 到 底 是 1:3 还 是 1:6, 你 用 什么 来 计算 7 这 实 
在 很 难 由 计算 得 出 ,往往 只 能 由 主观 感觉 得 出 , 而 这 
主观 感觉 又 要 尽 可 能 比较 符合 客观 实际 ,可 以 请 有 关 
方面 的 苦于 专家 或 有 代表 性 的 人 士 来 确定 .经 过 心理 
学 家 的 研究 .认为 采用 1 至 9 这 九 个 整数 六 其 倒数 来 
ERAH. HEW: б„ = 1 表示 Т. T, 的 作用 相等 , 面 
b= 二 3,5,7.9( 同 时 就 有 b; = 173,175,177, 179) 4 
别 表 示 T; 的 作用 比 起 T Ж, 1858.8 РВ, 
M b, =2,4,6,8 网 分 别 介 于 茶 两 者 之 间 . 容易 想象 ， 
要 直 挨 赁 印象 同时 比较 若干 个 因素 是 太 困 难 K ASME 
确 了 . 而 采取 这 样 的 办 法 ,只 对 这 些 因素 分 别 独立 地 
进行 两 两 的 比较 .相对 起 来 要 容易 一 些 .准确 一 些 . 然 
后 再 用 求 特征 向 量 的 方法 将 两 两 比较 的 结果 加 以 综 
合 , 得 出 各 因素 影响 大 小 的 比 ,这 就 要 准确 和 客观 得 
£=. 
13.5.1 (МСМ 1992 -日 题 ) 应 急电 力 修复 系统 . 

为 沿海 地 区 服务 的 电力 公司 必须 惧 备 应 急 系 统 
来 处 理 风暴 引起 的 电力 中 断 . 这 样 的 系统 需要 由 估计 
修复 的 时 间 .费用 以 及 由 客观 准则 判定 的 停电 损失 大 
小 构成 的 数据 输入 .过 去 HECO 电力 公司 曾 因 缺 入 
优先 方案 而 遭受 传播 媒介 的 批评 , | 

假设 你 是 HECO 电力 公司 顾问 . HECO 公司 其 有 
一 个 实时 处 理 ,通常 包含 下 述 入 息 的 服务 电话 的 计算 
机 数据 库 ; . 

报修 时 间 ; 需 求 者 类 型 ;估计 受 影响 人 数 ;地 点 
(х,у). 

ТАЗЕ АТАУ F (0,0) (40, 40), ЖФ е, у 
以 英里 为 单位 .HRCO 的 服务 区 域 在 ~ 65< z < 65 Я 
-50<z< 5 之 内 -因为 有 极 好 的 道路 网 络 ,该 地 区 
完全 都 市 化 了 .工程 蕉 只 是 在 上 上 班 和 于 班 时 必须 回 畦 
放 所 .公司 的 政策 是 :车 停电 的 设施 是 铁路 或 医院 ,只 
要 有 工程 队 可 涛 就 立即 处 理 , 其 它 情形 都 要 等 暴风 雨 
离开 这 一 地 区 后 才 开 始 工作 . 

HECO 雇 你 为 表 13.1 所 列 的 电力 修复 的 请 求 和 
Ж 13.2 所 列 的 维修 能 力 建立 客观 准则 和 安排 工作 计 
划 . 注 意 ,第 一 个 电话 是 4:20 a.m. 接 到 的 ,暴风 十 是 
6:00 а. mm. 离开 该 地 区 .还 要 注意 很 多 修复 请 求 是 当 
日 很 迟 才 提出 的 . 

HECO 出 自 自 身 的 目的 需要 一 份 技术 报告 和 一 
份 用 外 行 术语 写成 的 "执行 摘要 "可 提交 新 闻 媒 介 . 他 
们 希望 有 对 将 来 的 建议 .为 决定 你 的 优先 计划 安排 系 
统 , 你 还 需 作 一 些 附 加 的 假设 , 详 述 这 些 假设 .将 来 你 
可 能 希望 有 附加 的 数据 ,若是 , 详 述 这 些 需 要 的 信息 . 


#151 风暴 修复 需求 
时 间 tiit E isa] 
(am) HE 类 型 受 影响 大 数 《一 队 噶 小 时 数 ) 
4:20 《-10.30) FEAREN) ? 6 
5:30 (3,3) 住宅 20 7 
5:35 (20,5) 事业 (医院 ) 240 8 
5:55 (-10,5) урса А) 25 ПА 5 
_ | 75,000 ЖЖ 
6:00 MARR, CAAT pid — 
605 (3,30) 住宅 45 2 
6:06 (5,20) 社区 * 2000 7 
6:08 (60.45) 住宅 ? 9 
6:09 41,10) 政府 {市政 订 ) ? 7 
6:15 (5,20) 事业 (购物 中 心 } 200 工人 5 
6:20 {5,—25) 政府 (消防 部 门 ) 15 ТА 3 
6:20 (12,18) 住宅 350 6 
6:22 (7,10) 社区 400 12 
6:25 (-1,19) 工业 ( 报 业 公司 ) 190 10 
640 (-—20,-19) 工业 (工厂 ) 395 7 
6:55 (—1,30) 社区 * ? 6 
7.00 (-20,30) 政府 (高 中 ) 1200 学 生 3 
7:00 (40,20) 政府 (小 学 ) 1700 ? 
7:00 (7,—20) 事业 (人 饭店) 25 12 
7:00 (8, –23) 政府 (警察 局 ,监狱 ) 125 了 
7:05 (25,15) 政府 (小 学) 1900 5 
7:10 (-10,-0) 住宅 ? 9 
7:10 (-1,2) BH CER) 3000 8 
7:10 (8,25) 工业 (电脑 制造 ) 450 工人 5 
7:10 (18,55) 住宅 350 10 
7:20 (7,35) 社区 * 400 9 
7:45 (20,0) 住宅 800 5 
7:50 (-6,2D) 事业 (医院 》 300 5 
8:15 (10,40) 事业 (用 家 商店 ) 50 6 
8:20 (15, -25) 交通 灯 ? 3 
8:35 (-20,-35) ”事业 {银行 ) 20 5 
8:50 (47,30) 住宅 40 ? 
9:50 (55,50) 住宅 ? 12 
10:30 (一 18, 一 35) 住宅 10 10 
10:30 (- 1,50) 事业 (市 中 心 ) 150 5 
10:35 0-7, – 8) ЕАСИ 350 CA 4 
10:50 (5, – 25) 政府 (消防 部 门 ) 15 5 
11:30 (8,20) 社区 * 300 12 


* 社区 指 二 个 或 多 个 其 它 类 型 的 结合 
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表 13.2 工程 队 情 况 
Ае 0,0) те 40,40) 
ВЕРЕР H Т Т АНЕ. 
ОВ ЯЕ b КЕШНИ ЕА. 
СВА БЕЯН а р uj RI АС АРЕ: Pr JE B Н `T 
HE. TERA АНД ТЕЗУ ТЕРДЕ S рО Z 
前 ,他 们 从 能 因 紧 急 情 况 派 出 . 
"ПЁ, 1. fE В Н ЕЕ h t. 
-每 个 调度 所 指挥 六 个 EA 
-LHA N 3 ЛП — ВЕ БОБР Е Г ВЕ 


解答 上 主要 参考 华盛顿 大 学 获 特等 奖 队 的 论文 
[8°) 

一 .问题 的 分 析 

由 于 中 请 收复 的 单位 太 甸 ,而 维修 的 力 明 很 有 
限 , 不 可 能 同时 满足 所 在 申请 者 的 修复 请 求 .因此 , 问 
题 的 关键 是 判 如 此 多 的 申请 修复 的 单位 排出 先后 顺 
序 , 雇 及 在 排 好 顺序 之 后 怎样 派 上 人 去 执行 修复 全 
务 .修复 计划 的 安排 希望 兼顾 二 个 日 标 ; 

1. 考虑 各 单位 的 社会 重要 性 ,使 重要 的 单位 优 
先 修 好 ,以 减少 经 济 的 和 社会 的 损失 . 

2. 使 整个 修复 计划 尽早 完成 . 

3. 减少 所 花 的 费用 . 

如 果 在 这 -个 日 标 上 都 能 达到 姑 满 意 的 效果 , 那 
固然 很 好 ,但 实际 上 这 是 项 不 到 的 .这 一 个 目标 和 那 
一 个 目标 常常 苦 相互 冲 窒 的 ,有 时 为 了 保证 这 - -个 日 
标的 效果 ,不 得 不 对 男 一 个 目标 做 出 一 定 的 牺牲. 如 
何 兼 顾 这 二 个 月 标 ,使 总 的 效果 最 满意 ”这 是 需要 解 
决 的 问题 . 

二 .层次 分 析 法 的 应 用 

论 玄 [8] 利 用 了 层次 分 析 法 来 安排 各 单位 收复 荆 
作 的 先后 顺序 . 

每 个 单位 在 收复 下 作 中 的 优先 次 序 由 以 下 三 个 
因素 当年 :1 .单位 的 类 型 ;2. 肝 影响 人 数 的 才 少 ; 
3. 眉 复 时 间 的 长 短 . 单位 越 重要 的 , 越 应 该 先 修 ; 受 影 
响 人 人 数 多 的 ,应 该 先 收 ; 修 复 时 间 短 的 .应 该 先 收 . 但 
这 二 个 方面 的 顺序 往往 匡 不 致 .比如 甲 单位 比 乙 单 
位 更 重 鉴 ,但 受 影 响 人 数 少 一 些 , 谁 庶 该 先 修 ? 这 就 
要 看 重要 性 的 差别 是 大 还 是 小 , 受 影 响 人 数 的 差别 大 
还 是 小 ,还 要 看 重要 性 大小 和 变 影 响 人 人数 狼 少 这 两 个 
因素 在 确 举 收 复 的 先后 顺序 :hf 的 分 量 各 用 大 . 

论文 [8] 把 修复 时 间 长 短 这 一 因素 另外 考虑 , 先 
将 前 两 个 因素 综合 成 - -个 优先 权 顺 序 ,用 一 个 正 实数 
ЖЖ, АЖАМ. 

优先 权 数 上 由 单位 的 类 型 和 受 影响 人 数 这 两 个 因 
素 决定 .这 两 个 因素 重要 性 之 比 是 多 少 ? 论文 [8] 认 
为 应 是 5:1. 这 样 .在 确定 优先 权 数 时 ,单位 类 型 的 权 
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EE 576, HE À А E R 1/6. 为 此 ,要 对 每 个 
单位 确定 两 个 数 ;:TR,ND.TR 的 大 小 代表 单位 类 型 
的 重要 性 ,我 们 不 熙 称 为 类 型 优先 类 ;NE 由 受 影 响 
АЖО Ж ЛУ НЕЕ, ЖЕ А, ЖЕТ, Ж-Н. 将 每 个 单位 的 
TRA NP AREL 5/46, 1/6 再 相 加 就 得 到 这 个 
单位 的 优先 权 数 . 

单位 类 型 共有 6 种 ,每 两 种 类 型 之 间 重 要 性 的 比 
ЇН 经 过 打分 确定 的 值 排 成 下 表 , 其 中 第 1.2,3,4， 
356 种 类 型 分 别 是 :居民 虞 ,政府 部 门 ,工业 、 启 业 ., 社 
区 . 紧 笃 单位 (医院 .铁路 等 }. 表 的 最 后 一 列 是 前 面 6 
列 的 儿 何 半 均 再 经 过 归 一 化 ( 同 除 以 各 分 量 之 和 ) 得 
到 ,作为 各 不 同类 型 的 单位 TRi 类 型 优先 数 ). 所 有 
ЖЩ TR 的 和 等 于 1. 

z 2 3 4 5 ы) 
1⁄6 1⁄6 1⁄4 1⁄3 129| 0 024543 
1 3 5 3 10181076 
13 1 6 4 1⁄5| ü, 139315 


1⁄416 1 3 1⁄9] 0. 058530 
13 1⁄41⁄3 1 1/4910 045142 


7 6 9 9 1 |0 550994 


再 来 确定 爱 影 响 人 数 的 权重 的 值 NP, 有 些 单位 
的 受 影 响 人 人 数 无 法 估计 , 存 表 上 是 *?" ,怎么 处 理 ? 
[8 的 处 理 办 法 是 用 同类 型 的 单位 受 影 响 人 数 的 平均 
HERE. RA ПАО РЕР Е И F, aE 
失 为 一 个 比较 合理 的 处 理 办 法 { 如 果 用 所 有 单位 的 受 
影响 人 数 的 平均 值 来 代替 ,就 太 粗 糙 ). ЯК, ЕДЕ 
影响 人 数 已 有 其 体 数 值 ,能 不 能 直接 用 这 些 数值 的 比 
作为 影响 大 小 的 比值 ? 粗 看 似乎 有 点 道理 , 亿 实 际 
上 , 祝 重 的 大 小 并 不 与 人 数 多 少 成 比例 . 比如; 受 影响 
АЖ 3000 人 与 受 影 响 人 数 最 少 的 20 大 的 人 数 之 比 
高 达 150 ,但 说 它们 所 占 分 量 之 比 志 有 这 人 么 悬殊 , 那 
就 人 过 分 了 .既然 在 对 单位 重复 性 进行 两 两 比较 的 时 
候 ,最 悬 多 的 倍数 也 只 有 9 倍 . 在 比较 人 数 的 时 候 最 
天 的 悬殊 志 应 当 是 这 个 水 平 .实际 上 ,影响 的 大 小 不 
是 与 人 人数 本 身 成 比例 ,而 太 体 上 可 以 说 是 与 人 数 的 对 
ARER, MARET RE TAR, ARDT E 
乘 上 同样 的 倍数 ,而 是 加 上 一 个 数 , 增 加 一 个 等 级 ， 
18] 企 处 理 这 个 问题 时 列 出 下 商 的 表 , 把 受 影响 人 数 
的 权重 大 小 也 转换 成 1 到 9 的 整数 标 府 来 表示 .再 归 
一 化 后 作为 每 类 人 人 数 的 权重 NP. 


к 1 2 3 4 5 |! 
АЗК 10—20 21-50 51-100 101-250 251—500 
| 6 1 8 9 

| 301-800 3801-1300 1301—2000 2001 - 3000 


每 个 单位 ( 设 为 第 j 个 单位 ) 的 TR,NP 值得 出 来 
之 后 ,再 用 公式 


—- 5 了 
P,=TRX 2 +NPX Ç 


算出 该 单位 的 优先 权 数 已 .计算 站 果 如 下 表 所 示 ,其 
中 的 优 充 权 数 己 经 经 过 由 一 化 使 它们 的 总 和 为 100 


(代表 100% ). ВУНЕ НОЗЕ 13.1 íF BMB FFE 
到 ,并 标 出 报告 时 间 便 于 查找 .注意 表 中 各 单位 是 按 
报告 时 间 先 后 次 岸 排列 的 ,但 也 吝 若 干 单位 的 恨 告 时 
间 相 同 . 


М 4:20 5:30 5:35 5:55 6:05 6:06 6:08 6:09 6:15 6:20 6:22 625 6:40 6:55] 


| 0.4! 0.13 26.90 26.60 0.27 1.15 0.42 103 0.54 0.44 075 201 2.15 0.85) 


[7:00 7:00 7:00 7:00 7:05 


11.24 1.37 0.2% 0.84 1.37 


7:10 7:10 7:10 7:10 7:20 7:45 7:50 8:15 8:20 8:35] 


0.42 1.50 2.15 0.66 0.75 0.79 27.00 0.28 1.03 015 


8:50 


9:50 10:30 10:30 10:35 10:50 11:30 


0.70 


0.27 0.42 0.13 0.54 0.658 0.44 


ТЕШЗ: k E| 1 中 所 指出 的 .上述 算法 也 有 问 
题 .虽然 规定 了 在 计算 优先 权 数 时 单位 置 鉴 性 {用 
TR 表示} 576, 受 影响 人 数 的 如 响 { 用 NP 表示 ) 占 
1 而 ,但 由 于 各 单位 的 TR 值 经 过 归 一 化 之 后 总 和 为 
1,NP 值 也 是 妇 此 . 如果 单 位 类 型 增加 ,比如 说 再 增 
БЖ Е 12 种 类 型 .它们 的 TR 的 总 和 仍 为 
1, 每 类 单位 的 TR 值 必然 碱 少 ,但 它们 的 NP {E АЖ 
有 变 .这 实际 上 造成 了 7 了 TR 在 计算 优先 权 数 时 所 占 的 
比重 下 降 .在 将 各 类 单位 的 TR AAE AERA 
数 的 时 蛋 , 它 们 的 相对 纠 侠 虽然 没有 改变 ,但 却 造 成 
了 人 TR 与 NP 所 占 汾 额 的 改变 ,为 了 使 得 不 管 怎 样 增 
可 或 臧 少 单位 类 型 的 数目 ,不 影响 TR 与 Nb 所 占 份 
额 的 改变 ,在 归 一 化 时 不 应 当 图 定 所 有 TR 值 的 和 为 
1 ,而 庶 当 国定 某 类 单位 的 TR (8. 对 NP 也 是 这 样 ， 
于 是 改 为 :将 所 有 的 TR 值 除 以 它们 中 的 最 大 值 .使 
最 重要 的 单位 的 TR 值 化 为 1. 同样 ,对 ND 信也 进行 
这 样 的 站 一 化 ( 称 为 * 淮 刚 型 归 - 一 化 入 使 NP 的 最 上 
值 是 1. 这 样 ,不 管 单位 类 型 有 密 少 ,也 不 管 爱 影响 人 
数 分 为 多 少 个 等 级 ,最 重 览 单位 的 TR 值 和 受 影 响 人 
数 最 多 的 单位 的 NP IEE sp AV ПЕ E d W ЕЕ, 
重 就 是 固定 不 变 的 了 ， | 

三 ,排序 方案 

论文 [8 提出 了 5 种 方案 供 比较 和 人 选 月 : 

方案 1. AREER S : 按 报告 时 间 前 先后 次 毕 
(HD 13.1 中 的 顺序 ) 安 排 修复 顺序 , 先 报告 的 先 安 
HHR. А - 般 的 服务 中 常常 采取 的 原则 . 

方案 2. 按 上 耐用 层次 分 析 法 算出 优先 权 数 从 大 
到 小 排序 ,优先 权 数 大 的 先 安排 收复 . 

方案 3. IE 13.1 中 所 个 计 修复 时 间 从 少 划 多 
排序 ,费时 少 的 先 安排 修复 . 表 13.1 {ЕЖЕНИН ЖЯ 
的 {用 *?" 号 表示 ) ,将 "? 号 用 同业 型 单位 所 需 人 收复 时 
间 的 平均 值 代替 . 

方案 4. в. 在 很 多 排序 问题 中 都 用 到 
松 册 时 间 的 概念 , 为 了 说 明 这 个 概 伪 ,我 们 护 设 每 个 
FHER WRIA 一 个 必须 修好 的 最 晚 时 刻 ,如 果 和 到 了 


这 个 时 刻 还 没有 修好 就 会 造成 很 大 的 损失 .这 星 我 们 
以 现在 的 时 刻 作 为 起 点 ,用 从 现在 起 到 这 个 最 晚 时 刻 
所 经 过 的 时 间 D, 来 表示 这 个 时 刻 . 比如 D, = 2 小 时 
就 表示 眠 现在 算 起 最 退 在 两 小 时 之 后 必须 修好 .如果 
对 这 个 单位 进行 修复 需要 费时 Е, 小 时 ,那么 就 必须 
比 D, ERE, 小 时 开始 修复 下 作 , 也 就 是 最 迟 在 D, 
-E 小 时 后 开始 收复 工作 ,才能 保证 在 预定 的 最 迟 
ВАШ D, 之 前 修好 , 这 样 , 每 个 单位 都 有 -个 时 间 5, 
=D,- E AREH ERIRE 5, 小 时 之 后 必须 着 
工 ,否则 就 不 可 能 在 预定 的 期 限 D, ч HE 
务 .这 个 时 间 5, 称 为 " 松 驰 时 人 间 ”. 5, л Mt T 
单位 的 形势 越 紧张 ,必须 尽快 开工 ,否则 就 米 不 及 了 . 
S 很 大 ,说 明 这 个 单位 还 可 以 多 等 待 一 些 时 间 ,还 可 
以 松 驰 松 邓 . 松 驰 时 间 法 就 是 按照 松 驰 时 间 从 短 到 长 
的 顺序 安排 服务 顺序 , 松 驰 时 间 短 的 优先 安排 . 但 在 
这 个 问题 中 ,对 每 个 单位 没有 规定 一 个 最 后 期 限 D,， 
怎样 来 计算 松 驰 时 间 呢 ”论文 [8] 根 据 每 个 单位 的 优 
先 权 数 Pp. ,修复 所 需 时 间 E. 和 报告 时 刻 工 的 先后 
定 了 一 个 最 后 期 限 如 下 ， 
р,= Е,/Р,+ Т,. 
我 们 不 必 追 帘 为 什么 受用 这 样 一 个 公式 而 不 用 别 的 
公式 ,内 要 看 一 看 它 是 否 大 体 上 合理 .从 公式 可 以 看 
出 :优先 权 数 Р, 越 大 , 则 D. 越 小 , 越 应 当 尽 早 履 复 ; 
ERRERA Е, 越 短 ,让 应当 尽早 修复 ;报告 时 间 越 
ЖШ T 越 小 ) , 越 应 当 尽 日 修 复 . 这 些 都 是 合理 的 . 
按照 这 个 公式 算出 最 述 必须 恬 复 的 时 间 ГУ, 后 ,再 用 
S= D, - Е, 

就 可 算出 松 驰 时 间 5S， 

方案 5. 按 收复 所 需 时 间 Е, 与 优先 权 数 己 之 比 
R= E, ZP; 的 值 从 小 到 大 安排 收复 顺序 ,比值 R. 小 
的 先 安排 收复 . 

四 ЯЖУЖ 

为 了 用 计算 机 模 氢 旅 工人 去 实施 修复 工作 的 效 
果 , 除 了 原 题 规定 的 条 件 外 ,中 补充 了 若干 假设 如 下 : 
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(1) а ИТК Ч ri] а ЈЕ Ы, (ХІ, 
Y), (Xa Y,) Z Í| WW # E S: T | X, — X. | + 
|Y i- 和 1. 所 有 街道 的 交通 状 六 良好 ,车辆 运行 速度 
相等 , 设 为 多 英里 “小 时 . 只 考虑 车辆 运行 时 间 ,不 考 
虚 其 旧 用 (认为 其 费用 与 械 人 工资 相 比 各 略 不 计 ). 

(2) 每 个 正常 工 班 工 资 为 10 美元 /小 时 ,加 班 费 
为 15 美元 /小 时 .工人 在 未 完成 - -项 修理 任务 之 前 不 
得 另外 开始 新 的 妖 理 工作 .每 个 工人 可 至 多 加 班 上 小 
时 ,0s 28 为 可 调 参数 ,以 比较 加 班 时 间 长 短 的 利 
舟 . 但 在 加 征 期 间 只 能 恋 续 完成 未 做 完 的 工作 ,不 能 
另外 于 始 一 项 新 的 修理 工作 . 

(3) 每 个 工程 队 的 能 力 相 同 ,都 能 胜任 任何 一 个 
单位 的 修理 工作 . 每 个 工程 队 是 一 个 整体 ,不 能 分 开 
派 往 两 个 不 同 单位 去 执行 修理 任务 ,也 不 能 靠 轩 时 谣 
两 个 工程 队 去 修复 同一 个 单位 而 缩短 修复 时 间 . 

(4) 两 个 修复 中 心 各 六 个 工程 队 分 三 个 工 班 实 
排 ,每 个 工 班 每 个 中 心 有 两 个 队 可 派出 .三 个 十 班 上 
班 时 间 各 为 : 早 ]8 点 至 下 午 4 点 ,下 午 4 点 至 午夜 
t2 点 ,午夜 12 点 至 早上 8 点 . 

现在 以 上 述 任何 一 个 排序 方案 为 基础 ,制定 派 工 
人 去 执行 修理 任务 的 执行 方案 如 下 : 

(1) 风暴 结束 前 可 来 就 有 人 值班 ,两 个 紧急 单位 
(医院 ,5:35 报告 ;铁路 系统 ,5:55 报告 ) 一 旦 报告 马 
РАЖ. 

(2) 每 个 工 班 上 开始 时 ,已 经 报告 的 单位 按 选 定 的 
排序 方案 安排 先后 次 序 { 尚 未 报告 的 当然 不 予 考虑 )， 
选 其 中 排 在 最 前 面 的 4 个 待 修 单 位 ,将 两 个 修复 中 心 
的 4 个 队 派 去 修理 .在 安排 娃 一 队 修 哪 一 个 单位 时 ， 
以 下 的 总 路 程 最 少 为 准 ， 

(3) 如 果 已 有 工程 队 中 途 完 成 履 理 任务 ,从 此 时 
已 报告 的 单位 中 按 排序 方案 选 出 最 前 面 的 , 派 此 队 去 
修理 . 

(4) 每 个 于 班 结 束 时 ,未 完成 修复 任务 的 队 可 以 
继续 加 班 ,但 以 木 违 反对 加 班 时 间 的 限制 ! 即 加 班 时 
间 不 超过 £ 小时) 为 蕉 .如 果 加 班 时 间 ( 包 括 巴 计 返 四 
修理 中 心 的 路 途 时 间 ) 吕 经 达到 上 小 时 , 则 应 立即 返 
[В]. 


五 ,排序 方案 的 鉴别 标准 

(1) 系统 总 时 间 : 各 单位 惨 复 工作 等 竺 时 间 的 总 
H. 每 个 单位 的 等 待 时 间 = 收复 时 刻 - 报告 时 肇 . 

(2) 加 权 总 时 间 ; 种 单位 的 加 权 等 待 时 间 的 总 
和 .每 个 单位 的 加 权 等 待 时 间 = 等 每 时 间 x 优先 可 
数 . 

(3) 总 收复 时 间 :完成 全 部 修复 任务 的 时 亲 . 
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(4) 费用 :收复 期 间 总 工资 . 

志 、 各 排序 方案 的 比较 结果 

用 计算 机 分 别 模拟 5 种 排 字 方案 的 执行 情况 ,并 
计算 上 述 4 质 指 标的 值 . 结果 如 下 : 

加 权 总 时 间 :方案 2,4,5 好 ( 即 : 加 检 总 时 间 少 )， 
方案 5 最 好 .方案 1,3 差 ,这 是 很 自然 的 .要 酉 加 权 总 
时 间 减 少 ,就 应 当 让 优先 权 数 大 的 单位 优先 收复 , 广 
案 2,4,5 都 考虑 了 优先 权 数 ,加 权 总 时 间 当 然 就 少 ， 
方案 1,3 MAR. 

系统 总 时 间 :方案 3,4,5 好 ,方案 1,2 差 .这 是 因 
为 方案 1,2 没有 考虑 每 个 单位 收复 工作 所 希 时 间 ,而 
方案 3,4,5 则 考虑 到 了 . 

综合 各 种 指标 ,认为 方案 5( 即 按 修 复 所 需 时 
间 / 优 先 权 数 排序 ) 最 好 ， 

分 析 加 班 时 间 限 制 + 的 取 值 所 引起 的 四 项 指标 
的 变化 ,结果 发 现 :: 增 大 ,费用 增加 ,但 其 它 三 项 指 
标 都 改善 .1 增 大 到 8 小 时 ,引起 费用 上 升 约 10% ,但 
系统 总 时 间 下 降 50% ,总 的 来 说 是 划算 的 . 因此 得 出 
结论 :适当 增加 加 班 时 间 是 可 取 的 ,应 予 提倡 . 

为 了 考察 模拟 的 稳定 性 ,论文 [18] 还 考虑 了 车速 
的 变化 对 结论 的 影响 ,发 现 对 方案 的 优 劣 的 次 序 基 本 
没有 影响 . 及 考虑 了 改变 三 个 工 班 的 人 数 安 排 ,结果 
发 现 将 所 有 的 工程 队 都 安排 到 早晨 8 点 到 下 午 4 点 
上 班 最 好 .这 实际 上 姑 因 为 风暴 是 早上 6 点 结束 的 ， 
早上 8 点 有 最 多 的 收复 任务 待 完成 . 此 时 就 把 全 部 力 
量 投 人 ,让 后 两 个 工 班 的 工程 队 提前 8 小 时 或 16 小 
时 开始 工作 ,显然 有 利于 改善 除 费 用 以 外 的 三 项 指标 
(对 费用 没有 影响 ). 
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派 往 两 个 不 同 单位 去 执行 修理 任务 ,也 不 能 靠 轩 时 谣 
两 个 工程 队 去 修复 同一 个 单位 而 缩短 修复 时 间 . 

(4) 两 个 修复 中 心 各 六 个 工程 队 分 三 个 工 班 实 
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排序 方案 安排 先后 次 序 { 尚 未 报告 的 当然 不 予 考虑 )， 
选 其 中 排 在 最 前 面 的 4 个 待 修 单 位 ,将 两 个 修复 中 心 
的 4 个 队 派 去 修理 .在 安排 娃 一 队 修 哪 一 个 单位 时 ， 
以 下 的 总 路 程 最 少 为 准 ， 

(3) 如 果 已 有 工程 队 中 途 完 成 履 理 任务 ,从 此 时 
已 报告 的 单位 中 按 排序 方案 选 出 最 前 面 的 , 派 此 队 去 
修理 . 

(4) 每 个 于 班 结 束 时 ,未 完成 修复 任务 的 队 可 以 
继续 加 班 ,但 以 木 违 反对 加 班 时 间 的 限制 ! 即 加 班 时 
间 不 超过 £ 小时) 为 蕉 .如 果 加 班 时 间 ( 包 括 巴 计 返 四 
修理 中 心 的 路 途 时 间 ) 吕 经 达到 上 小 时 , 则 应 立即 返 
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(4) 费用 :收复 期 间 总 工资 . 

志 、 各 排序 方案 的 比较 结果 

用 计算 机 分 别 模拟 5 种 排 字 方案 的 执行 情况 ,并 
计算 上 述 4 质 指 标的 值 . 结果 如 下 : 

加 权 总 时 间 :方案 2,4,5 好 ( 即 : 加 检 总 时 间 少 )， 
方案 5 最 好 .方案 1,3 差 ,这 是 很 自然 的 .要 酉 加 权 总 
时 间 减 少 ,就 应 当 让 优先 权 数 大 的 单位 优先 收复 , 广 
案 2,4,5 都 考虑 了 优先 权 数 ,加 权 总 时 间 当 然 就 少 ， 
方案 1,3 MAR. 

系统 总 时 间 :方案 3,4,5 好 ,方案 1,2 差 .这 是 因 
为 方案 1,2 没有 考虑 每 个 单位 收复 工作 所 希 时 间 ,而 
方案 3,4,5 则 考虑 到 了 . 

综合 各 种 指标 ,认为 方案 5( 即 按 修 复 所 需 时 
间 / 优 先 权 数 排序 ) 最 好 ， 

分 析 加 班 时 间 限 制 + 的 取 值 所 引起 的 四 项 指标 
的 变化 ,结果 发 现 :: 增 大 ,费用 增加 ,但 其 它 三 项 指 
标 都 改善 .1 增 大 到 8 小 时 ,引起 费用 上 升 约 10% ,但 
系统 总 时 间 下 降 50% ,总 的 来 说 是 划算 的 . 因此 得 出 
结论 :适当 增加 加 班 时 间 是 可 取 的 ,应 予 提倡 . 

为 了 考察 模拟 的 稳定 性 ,论文 [18] 还 考虑 了 车速 
的 变化 对 结论 的 影响 ,发 现 对 方案 的 优 劣 的 次 序 基 本 
没有 影响 . 及 考虑 了 改变 三 个 工 班 的 人 数 安 排 ,结果 
发 现 将 所 有 的 工程 队 都 安排 到 早晨 8 点 到 下 午 4 点 
上 班 最 好 .这 实际 上 姑 因 为 风暴 是 早上 6 点 结束 的 ， 
早上 8 点 有 最 多 的 收复 任务 待 完成 . 此 时 就 把 全 部 力 
量 投 人 ,让 后 两 个 工 班 的 工程 队 提前 8 小 时 或 16 小 
时 开始 工作 ,显然 有 利于 改善 除 费 用 以 外 的 三 项 指标 
(对 费用 没有 影响 ). 
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